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Introduction

On considére une équation d’onde dans un intervalle variable avec le temps. Une telle
équation peut étre considéré comme un modéle mathématique simplifiée pour les petites
vibrations transversales d’une corde avec une longueure variable. On retrouve aussi cette
équation dans la mécanique quantique et en mécanique des fractures.

Ce mémoire est basé sur le travail Vesnitskii [7]. On cherche la solution exact de I’équation
d’onde, dans un intervalle avec une extrémité droite, qui varie avec une vitesse constante,
inférieure a la vitesse de propagation de 'onde. Le probléme sans source terme a été déja
traité dans le travail de Balazs [2|. Peu de travaux on été consacré pour le probléme avec
un terme source. La présence de ce terme complique la résolution analytique du probléme.
L’idée dévelopée dans ce mémoire est de changer les variables pour travailler dans un
intervalle fixe et en méme temps avoir une équation qui peut étre résolue par séparation
des variables.

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Dans le premier chapitre, on donne quelques
rappels sur les séries de Fourier (simple et généralisé) et les valeurs et fonctions propres
ainsi que les équations differentielles ordinaires de type d’Euler. On rappel aussi la méthode
de séparation des variables et on l'applique sur ’équation d’onde non homogéne dans un
domaine fixe. Dans le deuxiéme chapitre, on utilise ’approche de Vesnitskii [7] pour obtenir
la solution exacte sous forme d’une série de fonctions spéciales. pour I’équation d’onde dans
un intervalle variable avec le temps. Dans le dernier chapitre, on utilise la formule obtenue

de la solution pour calculer numériquement la solution pour différentes choix de data.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on rappel quelques notions sur les séries de Fourier, I’équation d’Euler
non homogéne, quelque résultats sur I’'équation d’onde non homogéne dans un intervalle

fixe.

1.1 Séries de Fourier

Séries de Fourier classique

Soit I > 0 et considérons L2 (0,1) I'espace fonctions de carré sommable définies sur

intervalle [0, ], voir [1, 5, 6].

Théoréme 1.1 Les fonctions

2 2 2 2
1, sin(Tﬂx), cos(Tﬂx), s sin(%x), cos(%x), s

constituent une base orthogonale de L*(0,1).

Ensuite, une fonction f quelconque de L?(0,1) peut s’écrire sous la forme :

f(z) ~ % + i {an cos(%Tﬂx) + b, sin(%Tﬂx)} : (1.1)

Comme notre base est orthogonale, les coefficients a,, et b, sont donnés par le produit

scalaire de f par les éléments de la base :

2nmw

! ! !
ap = %/0 f(z)dz,a, = %/0 f(z) cos(%Tﬂx)da: et b, = %/0 f(z) sin(Tx)dx,



Soit :

N
a 2nm . 2nm
Sy (x) = 50 + g {an cos(Tx) + b, sm(Tx)} ,

n=1

la somme partial de série Fourier de f. Alors on a le théoréme de convergence suivant :

Théoréme 1.2 Soit f une fonction carré intégrable sur lintervalle [—1,1], alors :

!
lim [Sy(x) — f(2)]* = 0.

N——-o0 J_;

Un autre résultat de convergence est le suivant :

Théoréme 1.3 (Dirichlet) Soit f : R — R une fonction périodique de période T = 21
satisfarsante auzr condition suivantes :

D1): f et f'(x) sont continues par morceaux sur [—1,1].

D2) : f en tout point admet une dérivée 4 droit et une dérivée & gauche. Alors la série de

Fourier associée a f est convergent, et on a :

a ad 2n 2n x), st f est continue en x,
U E an cos(—ﬂ$) + by, Sin(—ﬂx) = /(@) /
2 n—1 ! l w, st f est discontinue en x.

De plus, la convergence est uniforme sur tout intervalle ou la fonction [ est continue.

Séries de Fourier avec poids :

Dans le chapitre suivant, on a besoin de considérer des série de Fourier dans un sens plus

générale.

Définition 1.4 Soit {®,,n =1,2,...} une famille des fonctions continues dans un inter-
valle [0,1]. On dit que les fonctions ®,, est orthogonales dans [0,1] avec la fonction positive

r(x) si:
! !
(P, Dy) = / r(z)®,P,dr =0, Ym #n et / r(z)®2dx # 0, Vn € N.
0 0
La fonction r(z) est nommé fonction poids.

La famille {®,, : n = 0,1, ...} dans [0,], avec la fonction poids r(z) est dite orthonormée
st :

!
/ r(z)®3dr =1 Vne€N.
0



Prenons une fonction f(z) définit sur [0, (] série

flx) = chq)n(x) (1.2)

est appelée série de Fourier généralisé de f :

Pour déterminer ¢, on multiple (1.2) par r(z) et ®,,(z) et puis intégrer sur [0,!] on

obtient :
l [ n
/ F@)r (@) (2)dz = / S 0 (1)1 () By (),
0 0 ,—1
Alors
l
i [ (@02 ) = e [
0
donc z
_ o f@)r(@) P (x)da
10, ]1° 7
Si la famille {®,(z)} est orthonormeée, i.e. |®,] = 1 alors :

cn:/o f(z)r(x)®,(z)dz.

1.2 Valeurs propres

1.2.1 Valeurs propres et fonctions propres
Soit I'équation suivante :

(px') +Aqr =0 site[0,],
z(0)=x(l) =0,

(1.3)

évidemment la solution triviale x (¢) = 0.

Définition 1.5 Nous disons que \ est une valeur propre du systéeme (1.3) s’il & une solution

non triviale, appelée une fonction propre, correspondant a .

Remarque 1.6 Si ¢ (t) est une fonction propre correspondant & une valeur propre A, il en

est de méme cyp (t) pour tout ¢ # 0.

Théoréme 1.7 Siq(t) > 0, alors les valeurs propres de (1.3) sont strictement positives.



Démonstration. Soit A une valeur propre de (1.3). En multipliant I’équation par x (t)

et intégrant sur [0,1] nous connaissons

/0 (p(t) 2" () = (t) dt + A/O q(t)z® (t)dt = 0. (1.4)

Intégrant par parties, la premiére intégrale devient :

/O(ZD(t)x’(t))'m(t)dt = (2" ()= () = (p(0) 2" (0)) = (0)

Puisque x (0) =z (1) = 0 en déduit

! !
[ wwawysma=- [ polore
0 0
Puisque p(t) > 0 et x (t) # 0, cette intégrale est strictement négative. A partir de (1.4) il
s’ensuil que
!
A/ g ()2 (£) dt > 0.
0

Reprenant en compte que q(t) > 0 et x (t) # 0 il s’ensuit que A > 0. =

Théoréme 1.8 Soit \; # Ao deux valeurs propres différentes de (1.4) et désignons par

01 (), 4 (t) leurs fonctions propres correspondantes, ensuite :

LA%@%@M@ﬁZO

Démonstration. En multipliant (pgoll)/ + Aqp; = 0 par ¢, et intégrant par parties d’un

0 a [, on obtient
l

1
[rwdmemi= [y 0o o0
0 0
De méme, en multipliant (pgo;), + A\gp, = 0 par ¢, et intégrant par parties de 0 a [, on

obtient
l

Ap@%w%@ﬁzl&%m%wmmm

donc
!

AAMUMWM®ﬁ=AM%@%@MWw

ce qui implique

si on suppose que A\; # A\, ®

Corollaire 1.9 Les fonctions propres correspondant a différentes valeurs propres sont li-

néairement indépendantes.



1.2.2 Existences et propriétés des valeurs propres

Considérons le cas o p = ¢ = 1. L’équation devient :
2"+ X' =0,
donc la solution générale est
2 (t) = ¢ sin VM + ¢ cos VAL,

Imposer la condition de limite x (0) = z (1) = 0 nous trouve le systéme algébrique dans les

inconnues cq, ¢y

c18in0 4+ cycos0 =0,
c; sin (\/Xl) -+ ¢y COS (\/Xl) =0.
Le systéme a la solution triviale ¢; = ¢o = 0. Selon la régle de Kramer,le systéme & une

solution non triviale si et seulement si le déterminant du systéme est zéro, c.-a-d. :

0 1

sin <\/Xl ) cos (\/Xl) - <\/Xl> -0

d’ott IV = kr, k = 1,2, ...puis pour tout

2

le probléme a des solutions non triviales et donc A, sont les valeurs propres nous cherchions.

1.3 L’équation différentielle ordinaire d’Euler

1.3.1 Equation d’Euler homogéne

Equation sous la forme
at*a” + bta' + cx = 0, t>0,

est appelée une équation d’Euler homogéne. Une telle équation peut étre changée a une avec

coefficients constants en effectuant la substitution ¢t = e®, ou équivalent s = Int , comme

suit. Nous notons que % = % = ei Pour plus de commodité, nous laissons % =z pour le

distinguer de 2’ = % alors,
, dr drds 1

T T dsdt e



Donc

tr =e’r— = 1.
65
A présent
, dx'  da'ds d(iL) ds _efi—ettl i1
dt dsdt  ds dt e2s  es e
Donc

22" =i — 1.

Nous avons que faire les substitutions pour z” et 2’ va convertir le donné équation différen-

tielle & ’équation linéaire a coefficients constants
a(t—a)+bi+cx =0,
ou

ai+ (b—a)t +cx =0.

1.3.2 Equation d’Euler non homogéne

Comme pour le calcul d’Euler homogéne équation, la substitution ¢ = e® transforme

I’équation d’Euler non homogéne

at’z” + btx' + cx = h(t), t >0,
dans
2
a%—i—(b—a)i—i—kca::h(es),

qui est une équation linéaire non homogeéne a coefficients constants et peut-étre traité soit

par la méthode de variation des paramétres.

1.4 L’équation d’onde non homogéne en dimension un

On considérant une corde, en position horizontale, et de longueur [ (de x = 0 et x = 1)
au repos tendue avec tension constante T et une force extérieure f. Les point de cette corde
peuvent se déplacer dans un plan vertical, on note p la densité massique de la corde, que
I’on suppose et constante, on s’intéresse aux petites déplacements verticaux des points de

la corde. On note U(x,t) le déplacement vertical du point, d’abscisse x a l'instant ¢, aprés



avoir appliquée le principe fondamental de la dynamique, voir [1], on obtient alors I’équation

suivante :
U o

02~ o T
et pour ¢ = (T/p)% et f(z,t) = —f(x,t) /p on définie I’équation d’onde en dimension un :

f(x,t),

%—8%:]@(:@,1&), 0<zx<Il,t>0, (1.5)
avec les conditions aux bornes
U(0,t) =U(l,t) =0, (t>0), (1.6)
et les conditions initiales
U(z,0) = p(x), %—[t](:c,O) =V (z). (1.7)

Séparation des variables :

La séparation des variables consiste a rechercher la solution de (1.5),(1.6) et (1.7) qui

prendraient sous la forme suivant :
U(z,t) =k)h(z), t>0,ze]l0,l], (1.8)

en injectant formellement cette formule dans une I’équation (1.5), on obtient :

1 1"

K' () h(x) = 2k (t) B (),

donc
h// (,I‘) B k‘” (t) B )\
h(z) k()
alors nécessairement, on a :
B’ (x) = \h () z € 0,1],
h(0) =h(l)=0.

Les valeurs propres et les fonctions propres correspondantes sont

A= <T> , hy, (z) = sin M.
{ l
Maintenant nous mettons
nmw
U(x,t) = k,, (t)sin —x.
(2,1) 7?:1 (t)sin —=a



Solution de I’équation non homogéne

Calculant formellement Uy, et U, en remplacant par (1.5), (1.6) et (1.7) , nous obtenons

[z, t)=Uy — AU, = ; {kg (t) + (CTLTW)Q ks (t)} - nl_ﬂx

D’ou 'expansion f, ¢ et ¥ dans la série de Fourier

DAL
ngnsm—x et \If(x):;ﬁ!nsin?x

Alors, les coefficients sont donnée par

2 l
:7/ J (. t)sin " ada,
0

nmw 2 nmw

1 l
0, = —/ o (z)sin —adr et U, = —/ U (z) sin —axdz.
[ 0 l l 0 l

Donc on a I’équation suivant :

ni:; {ki{ (t) + (C¥> kn (¢) ] sin —x = an sin —:c

L’unicité du développement de Fourier méne a la famille des ODE
" nmw 2 *
K (1) + (CT) ko () = fu(t), n €N (1.9)

Solution de I’équation de k

Solution de I’équation homogéne (1.9) La solution homogéne donné par

k, (t) = a, cos (c%t) + by, sin (c?t) : (1.10)

Solution particuliére Dans cette partie, pour trouver la solution particuliére de

I’équation non homogéne, on utilise la méthode de variation des paramétres pour I’équation

K (1) + (c”%)zkn (6) = fu(t), neN. (1.11)

[’idée de base de la méthode de variation des paramétres est de remplacer les constantes
a, et b, dans Fq.(1.10) par les fonctions u;(t) et uq(t), respectivement, et puis pour déter-

miner ces fonctions afin que 'expression résultante

k, = ui(t) cos (chﬂt> + ua(t) sin (chWt) , (1.12)



est une solution de I’équation non homogéne Eq.(1.11).

Revenant maintenant a Fq.(1.12), nous le différencions et réarrangant les termes, obte-

nant ainsi
ki, = —chﬁul(t) sin (chﬂt> + CnTﬂ.'U/Q(t) cos <cn77rt)
+ uf(t) cos (cnl—ﬂt> + uy(t) sin (c?t) : (1.13)

En gardant a ’esprit la possibilité de choisir une deuxiéme condition sur u; et vous uo,
demandons la somme des deux derniers termes du coté droit d’Eq.(1.13) pour étre nul,

c’est-a-dire que nous exigeons que
uy(t) cos <c?t> + uh(t) sin (c?t) =0. (1.14)

I1 découle ensuite d’Eq.(1.13) que

T (s () + T n
k, = —c l uq (t) sin <c i t) +c i uo(t) cos (c l t). (1.15)

En différenciant Fq.(1.15), on obtient
p N 2 nm nm\ 2 _ nm
k, = — <CT> uy(t) cos <07t> - (CT) uo(t) sin <07t>
nm

—cTu’1 (t) sin (c?t) - c?ug(t) oS (cnl—ﬂt> : (1.16)

Puis, en remplacant k, et k! dans Fq.(1.11) d’Eq.(1.12) et (1.16), respectivement, nous

constatons que u; et uy doit satisfaire

— cnl—ﬂu'l () sin (c?t) + chWu’Q(t) cos (cnl—7Tt> = fa (). (1.17)

En résumant, nous voulons choisir au u; et uy afin de satisfaire les Fq(1.14) et (1.17).
En résolvant Fq.(1.14) pour u/(t), nous avons
sin (c”l—7r )

COS (c? ) '

uy () = —uh(t

(1.18)

Puis, substituant «/(t) dans Fq.(1.17) et en simplifiant, on obtient

nm

uy(t) = Lfn (t) cos <cTt> : (1.19)

cnm

En outre, mettant cette expression pour uj(t) dans Fq.(1.18), nous constatons que

onr

() = (% f (£) cos (c?t)) :;I; EC”Z—”; - C:m fo (t)sin (C?t). (1.20)

10



Ayant obtenu u/(t) et vous ub(t), nous intégrons u(t) et uz(t). Le résultat est

l t
wit) = —— /0 i (©sin ("¢ de + a, (1.21)
et .
l nm
ua(t) = — /0 £ (€) cos <CT§> de + b, (1.22)

En substituant ces expressions dans Eq.(1.12), nous avons

k, (t) = (# /Ot fn (&) sin (c?) d¢ + an> cos (cnl—ﬂt>
+ (# /O t £ (€) cos (c?f) ds + bn) sin Q:?t) ,

enfin, en utilisant la formule trigonométrique de sin (6; + 65) , on obtient la formule de k,

suivant :

t

l
k. (t) = A, cos Ty ¢ B, sin Ty = (— sin ¢+ cos @t) fn (1) dt,
l l ent S, l l

ou A, anetB* Lp,.

cnm

On utilisant (1.8) et le principe de superposition des solutions on obtient la série :

Uz, t) = Z (An cos CnTWt + B, sin CnTﬂt + — i (— sin CnTﬂt —|—COS ) fa(t)d ) Sin(nTW@-

cnT
n=1

Calcul des coefficients A, B, :

Pour calculer les coefficients A,, et B, on utilise les condition initiales (1.7) :

1. U(x,0) = p(x), alors :

:ikn( sm—x—ZQOnSln—x—SD(f),
n=1

on conclut
kn (0) = ¢, 1<n< oo,
et par la relation
> nm - nm
U(x,0) = k, (0)sin —z = A, sin —u,
(x,0) nZ:; ()smlx nZ:; sin —-a
on a :
An =@,

11



2. %(x,0) = U(x), alors :

Ui(x,0) = Z k; (0) sin nTW:B = Z Un sin nTﬂa: =V (z),
n=1 n=1

on conclut
k, (0) =1, 1 <n < oo,

et par la relation

on a .

Remarque 1.10 On peut considérer d’autres conditions aux bord, i.e. des conditions de

Neumann ou des conditions miztes.

12



Chapitre 2

Equation d’onde non homogéne dans un

intervalle variable en temps

Dans ce chapitre, nous allons étudier I’équation d’onde non homogéne dans un intervalle

avec des frontiéres variable, c-a-d, 0 < z < a(t).

2.1 Position du probléme

La solution exacte de I’équation d’onde non homogéne en dimension un, est trouvée pour
des conditions initiales et aux limites définies dans les cas ou la distance entre les limites
varie dans le temps selon des lois linéaires.

Dans le présent chapitre, on utilise un changement des variables pour trouver la fonction
U(x,t) satisfaisant I’équation

0*U 10°U

57~ g = Flt), 0<z<a(),t>0 (2.1)

et les conditions limites et initiales suivantes :

U,t)=U(a(t),t) =0, t>0, (2.2)
Uy (2,0) = Ho(z), Uy (2,0) = —cEp (), 0<x<a(0), (2.3)

oll ¢ est la vitesse de propagation des ondes dans le systéme.
Ci-dessous, la solution exacte de 'équation non homogéne (2.1) est dérivé pour la lois

linéaire du mouvement de la frontiére

alt) = ap(1 + at),

13



oll « et ag sont constantes, en supposant que F'(z,t), Ho(z) et Eo(x) sont des fonctions

réguliéres.

Remarque 2.1 Un cas particulier de ce probleme, lorsque F(x,t) = 0, a été considéré plus

tot dans 2], lorsque la solution a été calculée pour a(t) = at, a = const et t >ty > 0.

2.2 Changement de variables

La solution de ’équation (2.1) dans les conditions (2.2) et (2.3) est recherchée de maniére
appropriée, les limites du domaine de variation de la fonction désirée seraient fixées. A cet

effet 'un des nouvelles variables est écrite sous la forme

p=L(z/a),

ou L est une fonction arbitraire. Nous choisissons la seconde variable de sorte que I’équation
(2.1), dans les nouvelles variables, ne contient pas de dérivées mixtes on peut vérifier que

cela conduit a

= N2 / a(da/dt)"\dt — 27},

ou N est une fonction arbitraire.
Passons maintenant a la nouvelle variable. Pour la fonction t(p, 7) = U(x, t) les conditions

aux limites sont écrites sous la forme
S(0,7)=S(1,7) =0. (2.4)

Pour une lois de mouvement de linéaire de la limite, on peut choisir L et N telle que les
variables soient séparés dans I’équation pour S(p, 7).
Soit
a(t) = a,(1 + at) ou |aag/c| < 1.

Comme dans [7], on peut choisir L et N telles que les variables soit séparée dans I’équation

de S(p, 7). on prend

et
+ 1,

14



i.e.

- 5h

[t 28

(ZO

donc
a? — %2

T =
2
a;

2
/ (aao) dt—x}+1: {2@/(1+at)dt_§_gx2
at
2

)——x}+1—1+2at+a - =,
a

+1

B,

o

, ou 8= aag/c.

On obtient 1’équation non homogéne suivante pour la fonction S(p, 7)

U _dpdU  drdU _1dU_25sdU
de drdp drdr adp ag dr’
ce qui implique
cP_U_il@ Qﬁde Ld (dUy 2BdU 2Bxd au
d2 ~ dr\adp @ dr) adz \dp 2dr @ dx \dr
du
1 f1d(%) L1 2% 4 ()
al\a dp a ai  dr
28%dU  28%x (1d (%) 28% [ 28%xd(%2)
at dr at \a dp a? ati dr
LU 28% PU 28%dU  28%x dPU | 48" dPU
a?dp®  aa? dpdr  a} dr  aa? dpdt at dr?’
i.e.
PU 1 PU Af%e U 282dU 4B U 2.5)
de? a2 dp? aa? dpdr  a} dr at dr? '
D’autre part
W _dpdU | drdU oo dU | 20adU
dt  dt dp | dt dr z dp  ap dr’ oz’
ce implique
dQ_U _aoozpzi _aooszd_U n 204_ad_U n 2ozai aoozpzd_U 2aad_U
dt? x dp x dp ag dr ag dr x dp ag dr
_wep d (wog?dU | 2azdU | 20sd (aaptdU | 2exdU
N x dp x dp  agp dr app dt x dp  agp dr
B _aoap2 _2a0ap dU B apap?® d*U B 200 dU  2ax d*U
B x x  dp x  dp?  app?dr  agp dpdt
+204:L‘ _aoap2 daUu +20zxd2U
aopp x drdp = agp dr?
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Donc

U 2a3a?p*dU  ala?p* d*U o dU U 4a?2* d*U
= — + +20°—— — 4a?p +— .
dt? x?  dp x?  dp dp? dr dpd T agp? dr?

(2.6)

On remplace (2.5) et (2.6) dans (2.1) trouve :

pPPU AR%p dPU 25%dU | 48" dPU

2 dp> a2 dpdr  ak dr at  dr?
1 [(2d2a?p®dU  aka’pt d?U ,dU , d2U 40222 d*U
) - 200— —4 F(x,t
c? ( z?  dp " x?  dp? ea dr “ 'Odpdr + atp? dr? +F (1),

ona: f§=apa/c, donc :

PP B\ U 28%p°dU 45%p &PU
x? dp? x? dp a? dpdr
B (_45%2 N 452;(;2) U AB*dU  4B%p d*U

o +9g(p,7) (agT)_l :
al agp? ) dr? @@ dr a? dpdr

On multiplie I’équation par @37, il vient

2 <p2 52P4> d*U 2 262P3d_U

agT — —agT
0 dp? 0" 22 dp

12

4842 AB%%\ U 457
2
= ayT (_ Cl% + aéPQ dr2 + % 07_ dr + g (pa T) 5

comme
2 2
T = (x_2 — ﬁsz) Jai = ait = :r;_2 — (%22,
P P
alors
x_z_ﬁ2x2 ,0_2_52,04 dZU_ x_z_ﬁ2x2 252P3d_U
2 22 22 dp? 2 22 dp
d?U aUu
_4B22 +4ﬂ7—_+g<p7 )7
et

d*S ds
(1 — ﬁ2p2 — BQ,OQ + ﬁ4p4) _d,o2 + (—252p + 264;)3) -
d?S

AR
BTdTQ

dsS
+ 45275 +9(p.7),

finalement on a

2
(1 52,02) =S

28 (1- ) —45“ AP (), @)

d2

ou g (p,7) (agT)fl =F(x,1).
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2.3 Séparation des variables
Si on utilisant (2.4) , la solution de I’équation homogéne (2.7) est recherchée sous la forme
S(p,m) =2 (p) ¥ (r),

on obtient alors le probléme de Sturm-Liouville suivant :

2 W (1) d*® (p)
dp?

(- ) ¥ ()

—26% (1 - 5%p°)
donc

(1= 8%2)" 0" (p) (1) = 28°% (1 - °p*) @' (p) ¥ ()
= 457720 (p) U (1) +48°72 (p) V' (7).

1.e.

(1—82%)° 2" (p) W (1) —26% (1 — 5% @ (p) ¥ (7)
— (4627'2\IJH (T) + 4527—\1/ (T)> q) (p) = 07

on pose :
Q-8 () 28 (L= ) B () (4B (1) 48T (1)
®(p) V()
2.3.1 Résolution de I’équation de ¢
On a
(1= 80%)° 0" (p) = 28° (1 = B°) @' (p) + A® (p) = 0. (28)

Pour les conditions aux limites, on a :

S0,7) = ®0)¥(r)=0=P(0) =0,
S(l,7) = )V (1)=0= (1) =0,

donc
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On peut montrer que les fonctions propres ®,,(p) qui correspondent a différentes valeurs
propres A, sont orthogonales au poids (1 — B2p2)71.
1. Pour A <0, le probléme (2.8) a un solution triviale.

2. Pour A > 0, nous obtenons

" ’ )\
1= 32p%) @ (p) = 26%p® (p) + 35 P (p) =0,
( ) (1 _ /BQPQ)
ceci implique
, ' A
1= %) @ () + 55 @ (p) = 0,
on pose :
1 1
1+ Pp =e'=s=1In +5,07 (2.9)
1—pBp 1—PBp
alors
L+ Bp=e(1—=fp)=Pp(e’+1)=¢ —1,
i.e.
et —1
P= Bl +1)
on a : )
s _ 1 4e5
1—52/)2:1_(6 )2: - 27
(es+1) (es+1)
done - B1=Bp)+B(1+8p)
o _ A _ dsd® ST dd 2B (ef + 1) dd
T dp  dpds (148p) ds e’ ds’
dp dpds s ds de ds
alors )
;o 2B(ef+ 1),
P = ———P(s).
1 (s)

L’équation devient

’

s ' s 2 282
(s 0) 2 e - (%@«s)) b0 (s) =0,

(es+1)° (o +1)?

donc '

d (25@(5)) . ;
T =0
car (ei;l)z # 0, i.e.

46%0(s) + AP (s) = 0,

® (s) = ¢ cos <\2/—/§3> + ¢y sin <\2/—/§S> :

alors :



Si on remplace s par (2.9) on a

B VA, 1+8p . \/X 14 Bp
@(p)—clcos<%ln1_ﬁp>+0251 <25 1—5/))'

Et par utilisant les conditions limites on a :

vV An .V
@n(O):clcos(—ln1>+cgsm< lnl):cl+O:O:>01:O,

2p 26
et
VA, 1 +ﬁ) VA, 1405
®, (1) =sin =0= ——mr.
0 (25 g 5 - p
Nous obtenons les valeurs propres suivantes :
267\
nmw
An:(lnHﬁ) , n=123---. (2.10)
B
Et la solution de I'équation (2.8) est donnée par :
VA, 1
D, (p) = sin ( In—- ﬁp) : (2.11)
26 1=pp

Pour @, (p), on a la relation d’orthogonalité suivante :

19,9,
O N e .
0

1-05%
1 sin (mln }JFEZ) sin (\/;;mln H?Z)
= 5 dp
0 1-p%

Sy {(\/_ Sin ), Lt 0)
T 21— 26 1-5p
(Fﬁ\/m 1+ﬁp)}
— COoS dp

28 1—Bp
donc
) = 5[t (P e )]
[ (P T?p)]
+ —Bp

_ %[\/_ s m))—O—msin(ﬁ(n+m))+O

— 0,
donc

b9,
(@n,(ﬁm):/ — 5 5dp=0 sim#n.
o 1—=05%

19



Etsim=mnona:

2 (V2n 1, 148p
<26 In =5, Bp)

1 sin
0 1—BP

11— cos <‘/[’3\71n 1+§p)
0 2(1—520)

donc
1 1 oS (m In Hﬁﬁ)
o, ®,) — dp— d
(B B1) /ozl—ﬁp)p/o 2(1-5%)
B 1+/Bp I x/A_nl 1+ 6p\]'
— 1—Bp 2\//\_n sin nl—ﬁp

1+5 ! sin(\/)\_nln1+5) il Lﬁ
45 -8 2V\, 1-p a1 —p’

finalement on a la relation suivant :

Lo, o, 0, sim#mn,
(@) = [ 12— 7 (2.12)
o 1=0% 11n1+g, sim = n.

2.3.2 Solution de I’équation non homogéne

La solution de I’équation non homogéne doit étre recherchée sous la forme de série :

=> 2. (p) ¥ (1), (2.13)

développons le terme source g (p, 7) en une série de fonctions orthogonales ®,, (p) :

o0

g (p, T) = Z dn (T) D, (P) ) (2'14)

n=1

on a .

l P (&) o [N~ s P (¢)
[ oten s = [ 0 ()00 6) 7 e

Dans le second membre on a

A S
0 () [ TR = 0 ()0, @ sim=n

donc :

€3]
4n (7) HM/ (6,7) 525

20



Remplagons (2.13) et (2.14) dans I'équation (2.7) en utilisant (2.4), on obtient

(- ) d? (nil @, (p) Uy (7)) (g d (nil o, (p) U, (T)>

p

dp? dp
P(Eapnn) i(Saeno) -
=4 R +> 0 (1) 0 (p),

n=1
=3 [482 7200 () W, (7) + 2870, () W, (7)] + 3 4 (7) @ ()
n=1 n=1
et
> 48 (1) + 287, ()| @ ()
n=1
| (1 - 8%%)" @) (p) — 26% (1 — 5%°) @, (p) >
—Z[ 0 ]wn<r>q>n<p>+2qn<f>¢n<p>=o,
n=1 n n=1
i.e.
2[45272\1/ )+ 26%70, } +ZA\1/ () + > 4 (7) @y (p) = 0.
n=1 n=1
Alors : .
4FPTRW (1) + 4GP, (7) + A (7) + n (7)] @0 (p) = 0.
n=1
Puisque @, (p) sont des fonctions orthogonales, alors
ABATAW (1) + 4B%TV (1) + AW, (1) + ¢u (T) = 0, V. (2.15)

2.3.3 Résolution de I’équation de fonction ¥
Solution de I’équation homogéne d’Euler

L’équation (2.15) est une équation différentielle d’Euler homogéne. Une telle équation
peut étre changée a une équation avec des coefficients constants en effectuant la substitution

7 = €eP, ou de maniére équivalente p = In7, comme suit. On remarque que



v

Pour plus de commodité, nous notons i U pour le distinguer de ¥’ = %. Ensuite,

, AU dpd¥ 1

J = — = —— —
dr drdp e’
donc
, .1 .
TV =ePU— =,
ep
A présent
\Ij"_d\lf_dpd\ll_dp eP 1l e - U —U
Cdr drdp dr dp @ er e e
alors
A

. . ’ " , . ., . ., . R .
Les substitutions pour z et x donnent une équation différentielle linéaire & coefficients

constants

42 (\I/n (p) — U, (p)) +45°W, (p) + Ay (p) = 487V, (p) + AW (p) = 0,

ie.
; A,
v, (p) + 4—ﬁ2\11n (p) =0, (2.16)
donc :
U, (p) = ay, cos (\g?p) + by, sin (\g?p) ,

et finalement

U, (1) = a, cos (QIHT) + b, sin (é_/\_ﬁn lnT) ) (2.17)

Solution particuliére

Dans cette partie, pour trouver la solution particuliére de I’équation non homogéne, on

utilise la méthode de variation des paramétres pour I’équation

1 )\n
\\J _

On remplace les constantes a, et b, dans Eq.(2.17) par les fonctions uy(t) et uy(t),

U, (p) = —qn (eP). (2.18)

respectivement, et puis pour déterminer ces fonctions afin que I’expression résultante

vV
2ﬁp)’

U, = u (p) cos <\g—_2"p) + uy(p) sin ( (2.19)
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est une solution de I’équation non homogéne Eq.(2.18).

Revenant maintenant a Fq.(2.19), nous le différencions et réarrangant les termes, obte-

nant ainsi
\IJ’——ﬂu()sin Vo +\/)\_nu()cos ﬂ
nT o3 1\p 25]9 28 2(pP 26,’0
+ u}(p) cos (gp> + ub(p) sin (gp) : (2.20)
Nous exigeons que
A A
uy (p) cos (\g;p> + uh(p) sin (gp> =0. (2.21)
Il découle ensuite d’Fq.(2.20) que
U= —\g?ul(p) sin <\§2_np) + \g?uQ(p) cos (é?p) : (2.22)
En différenciant Fq.(2.22), on obtient
v o (@)_An s (W)
yo= 4B2u1 p) cos 25 p 452u2 p) sin 25 P
)\n / . )\n )\TL !/ )\n
—\gﬂ_ul(p) sin (\gﬁ_p) + \gﬂ—ug(p) cos (%p) : (2.23)

Puis, en remplacant U,, et W dans Fq.(2.18) d’Fq.(2.19) et (2.23), respectivement, nous

constatons que u; et uy doit satisfaire

- P isin (D09) + Do) (D) = aule). @21

En résumant, nous voulons choisir au u; et uy afin de satisfaire les Fq(2.21) et (2.24).

En résolvant Eq.(2.21) pour ) (p), nous avons

sin <*/2’§"p>

/ !/
uy(p) = uy(p) : (2.25)
oS <2£B"p)
Puis, substituant u}(p) dans Fq.(2.24) et en simplifiant, on obtient
2 Now
uy(p) = —\/f—nqn (e”) cos ( 25 p) : (2.26)

En outre, mettant cette expression pour uy(p) dans Eq.(2.25), nous constatons que

uy(p) = (— jf—nqn (€”) cos (\g?p)) (S;]: Egl’; = _jf—n%z (€”) sin (\é_?p) - (2:27)
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Ayant obtenu u/(p) et vous uj)(p), nous intégrons u(p) et us(p). Le résultat est

25 (" 40 (¢€) sin (W_

ui(p) = —\/—)\—n ; Gn %§> d§ + an, (2.28)

et

P X,
lp) =~ [0, () (é@_

En substituant ces expressions dans £q.(2.19), nous avons
26 [P (VA VA
v, (p) = (—— qn (€° sm( )d +an) cos (—p

+ (—jf_n Op qn (€°) cos (‘é?g) dé + bn) sin (é—rﬁ” ) .

Enfin, on obtient la formule de ¥,, suivant :

U, (1) = a, cos (QIHT) + b, sin (é—?ﬂrw)
) 25 InT
Vo

5) d€ + b, (2.29)

() sin (\g—_;n (InT — {)) de. (2.30)

Les termes dans (2.30) impliquant les constantes arbitraires a, et b, sont les solutions
générales de I’équation homogeéne correspondante, tandis que le termes restant est la solution

particuliére de I’équation non homogéne (2.18).

2.4 Solution avec les variables originales

Pour trouver la solution générale de 'équation (2.1), qui satisfait les conditions aux

limites (2.2), on remplace &, (p) et ¥, (1) dans (2.14)

U(Iat) - S(p, T) = Z(I)n (P) v, (T)
n=1
= gsin (\g?ln iig’g) {ancos <\g§ln7> + b, sin (\é—_gnlnr>
26 InT

-2 ey [ ur - )] e

Van S 26

Comme

0’

ngetT:(aQ— ’z%) Jal
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X [an oS <\//\_n In (a =5 xz)) + by, sin (mln (a2 — 52352))] ; (2.31)

203 a? 2 a?
ou
= 2 VA
x,t) = E Vw {sin( 25 anjgz>

N <a27izz2>

/ n(e®) sin [é? <ln (a _a2 i ) —§>] }dg.

Remarque 2.2 Si dans (2.31) on passe a la limite B — 0 nous obtenons la solution de

I’équation d’onde dans un intervalle fizes.

2.5 Deétermination des coefficients a, et b,

Déterminons maintenant les coefficients a,, et b,,. Pour cela il faut trouver les expressions
{(1/c) (0U/0t) + (0U/0x)},_, et {(1/c) (0U/0t) — (OU/0x)},_,
En utilisant (2.3) et (2.31), nous avons
U (2,0) = Ho(z), Uy (x,0) = —cEp ().

2 2.2
Onpose:K:%etM:%agfc,donc:

Hy(z) = U, (2,0) = p(z,0)

+Z{ J_ﬁa;2 (gan) (ancos (é—?‘"lnM) + by sin (é—?"lnM))
_ ag‘/j_";; sin (\g;_"ln K) (—an sin (*é—_;” In M) + by, cos (\é—_;\"ln M)> } ,
Ey(r) = U, (¢,0) =~ pi(a,0)
+Z{ \/_;“; (gan) (ancos (\g—_;\”lnM) + by sin (‘g—rﬁ"lnM»

_ag\/_)\_g;‘;2 sin (é?hll() (—ansin (\é__;\n lnM) -+ b,, coS (é—?ﬂnM))},

25
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En prenant la différence, il vient

Ho(x) — Eo() = pu(,0) + Tpi(x,0)
2 (e () (sem () + o (33 00

-t (3 ) (s () s (0] )

@2 - Fa?
on obtient :
& \/>\n (ao —
Ho(x) — Eo(z) = po(x,0) + —pt z,0) + Z e pz)
n=1 0

«fan (cos (“22_ ) cos (é?lnM) — sin (gm) sin (%IM))

+ b, (cos (%IHK> sin (gmM) + cos (% lnM> sin (‘g—_g” an))},

donc

0 )\n
Z\/_

“~a, + fx
X {ancos ( 22” (1nK+1nM)) + by, sin (

1 VvV
= pa(2.0) + —pu(2,0) +Zao+ﬁx

x{ancos (\g—)\_ﬁ’lanM)—i-bnsin(\g?n )}

En utilisant les valeurs de M et K, on a :

Ho(z) — Eg(x) = po(z,0)+ %pt(ac, 0) +

ég_mnmlnm)}

Hof) ~ Bol) = pa(,0) + —pu(2,0)

= Vi, [0+ Pz ad— B
i e (g (55 )

(VA (a0t ra) — 5
+bnsm(26 ln(zo_ﬁix a%x))}’

ie.
o] )\n
Ho(x) — Eo(z) = pa(z,0) + %pt(fﬂ, 0+ a \i_ﬁx
n=1 ¢

2 2
X {ancos (\g?ln (ao :OBZE> ) b, sin (\é?ln (ao l—oﬁ:B) )}7
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Finalement on a :

1 1
H() - EO = EUt (SL’, 0) + Ux (l’, O) = px(]), O) + Ept(x, 0)

+ g % {ancos (\/g\_nln o :Oﬂx) + by, sin <\/)\_nln o +B$> } .

Et par encore on a :

~ (Hole) + Bolo) = L. 0) it 0) = 30 Y

Lo oo (L) o (Lomar) o (L) o (L)
(oo (2 () o (Lt (L) )}

ce implique :

—(Ho(z) + Eo(x))

I
ol
F
=
=2

- px(x> 0)

20— B {ancos (é—_g” (InM — an)> + by sin <\g—_2” (InM — an))}

= —pi(x,0) — pu(x,0)

2wt e () e () |

=~ VA V(G — Bz\? (VN (a0 — Bz’
;ao 6x{ancos<2ﬁ 1n< o >>+bn8m<26< 0 ))},
finalement on a :
~ (Ho+ Bo) = <pu(x,0) ~ pa(a,0)
=~ VA VA, a,— B . (VA a,— Bz
_;—ao—l—ﬁx{anms(ﬁ In o )+bnsm(6 In o )}

Les fonctions Ey(x), Ho(x), pi(x,0) et p,(x,0) sont définis dans 'intervalle [0,aq] Si

Ey(x) et pi(z,0) sont prolonge comme des fonctions impaire continus tandis que Hy(x)
et p.(z,0) sont prolonge comme des fonctions paire continues sur U'intervalle [—aq, ag], alors

la second l'expression sera un corollaire du premier.
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Les fonctions

<\//\n ao—f—ﬂx) . (\//\n a0+ﬂx>
coS In et sin In
B ag g ag

sont orthogonaux dans I'intervalle [—ayg, ag] pour le poids 1/(ag + Sz), donc on peut déter-

miner les coefficients a,, et b, :

1) Détermination des a,, :

1 Vn
Hy—Ey = —pi(,0) +pu(a,0) +Z

“—~a, + B
X 3 @y, cos An In %o bz + by, sin al In %o b , (2.32)
B Qo B Qo
On multiplie I’équation (2.32) par cos (m In @ )> , on obtient :
1 VAm o
(Ho — Eo — —pi(x,0) — po(x, 0)) coS ( In 2 + Bx)

C B Qo

— VX VA G, + pr . (VA a,+ Oz

= Z ay, COS In + b,, sin In
2, + Br 5 e, 5 g

(\/)\m a, + 5:15)
X COS In .
B o

Si m = n, l'intégration sur [—ayg, ag] est :

/ao (Ho — Fy — %pt(x,O) —pz(x,0)> cos (\%X Iy % + Bx) "

—ag Qo

0V 2 (VA o+ fBx
= —— |a,cos In
—ag Qo + Bl' 6 Ao
+b,, sin Vou In 2 + bz cos Vu In 2o +fz dx
B Qo B Qo
a0 \/_ 2 \/)\_n a, + Bx
0s In dx
—ag Qo + 61' ﬁ Ao

Qn

= apl,.

Calculons le dernier intégral I,,. On pose

g Y 0t B g0 Vo
B ao ap + Bz

donc

six=ay=0= In(1+8) et siz=-a=0=-—"In(l-7).

Vaa , Va
B B
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Alors :

Yon In(148) Yo In(148)
I, = / cos? (0) 00 = / H%S(w)ae
Y3 In(1-B) Y32 In(1-B)
et pa intégration pa
Bamts) 1 Y32 In(1+8)

I, = [ S 1na-p) + 1 [sin (29)]%1“175)

o (122)] o (v 0) ()

V?"ln(ifﬁ)% (5 (125)) o (5 (19))

et comme /\, = 20n7/In <1+5> alors

1
2
1 1
2 4
1 1
2 2

1
I, =nm— 3 [cos (2nm) sin (2n7)] = n.

Alors le coefficient a,, sont défini comme suit :

VA . a,+ Px
In dr.

ao
1
a, = — (Ho —FEy — Ept (x,0) — p; (, 0)) cos ( 3 o

™
—ag

2) Détermination des b,

On multiplie I’équation (2.32) par sin <@ In %) , on obtient :

Am 1 Qo
(HO — By plw,0) ~ pule 0>) sin (“ﬁ_ In 2 +M)

— i \/)\_"x {ancos (JB)\_"ID anLﬁx) + b, sin (\/)\_nln ao—i-ﬁx)}

n=1 o + B Qo 5 Ao
VAm . G, + Bx
X sin In ,
B Qo

et si m = n, intégrons sur [—ayg, ag], on obtiens

/aO (Ho — Ly — %pt(l’, 0) — pu(x, 0)> COS (% Iy % + ﬁx) "

a0 a,

W VA VA . a,+ B
= [b,, sin In
—ap Qo T Bw B Qo
\/)\n ao‘i‘ﬁx . V)\n ao‘i‘ﬁx
+ a,, cos In sin In |dx
ﬁ Qo 6 Qo
WA L s (VA a,+ B
=b, sin In dx,
—ag a/o + /Bx /6 a’O
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On peu verifier que la valeur du dernier intégrale est égale a nmw. Alors le coefficient b,

sont défini comme suit :

ag
1

1
bn:_ (HO_EO__pt (‘Tao)_pl’ (l’,O)) Sin(
™™ C
“ao

VA, a,+ Px
In dx.
B Qo

30



Chapitre 3

Solution numérique

Dans ce chapitre, on calcule la solution approche de I’équation d’onde non homogéne
dans un intervalle avec des frontiéres variable, c.-a-d., 0 < x < a(t).
L’algorithme de programme
ENTREE « vitesse de la limite droitr de 1’intervalle end point speed;
c: vitesse de propagation;
ao : longueur initiale de 1’intervalle;
Npax : nombre de terme de la somme de Fourier;
Hy(x) : dérivée initiale en ux;
Ey(z) : dérivée initiale en t;
f terme source;
SORTIE wave la solution ;

Etape 1: calcule de A\, et ¢, pour n=1,..., N max;

a = ao(l+ ot)

9(pr) = (@S
o (0
0) = / ge.r) 22 e




Etape 2: calcule de pi(x,0), p.(z,0)

Now 90800 Van, atBe
pi(,0) = Z W{S( 2 lna—ﬂx)
a ﬁ2 2

/ ) sin [ n (ln (a2 _CLQB 962) - f)] }df
0 o
RLLD! A . Q T 20a? . An, a? — 52$2
(P ajgg) {(az s [g; (hl o) 5)]

o (220%7)
a5

n

X / (afi—\/)\_nqn(eg)cos [\/A_n (ln (a —he ) —5)] d{}

3°x?) 28 a?
Etape 3 : calcule de a, et b, pour n=1,..., N max;
ag
1 1 )\n o
0w — L (HO—EO——pt (2,0) — e <m,o>) (V In 5”3)) dr:
™ c B Qo
o
ag
1 1 )\n o
b = 2 [ (Ho= B 200 = 00 sin (2w 2P
™ c 15} o
a0
Etape 4 : calcule de la solution
Nmax ] /)\n a—i—ﬁx
Z sin In
26 a—px
52 2

/ Jsin [ n (m (e _ag ) _ 5)] df} ;
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N,
_ S (VA a+tBa
wave-p(x,t)%—;sm( 25 lna—ﬁx)
2 _ 2,2 2 _ 22
X [ancos (gln (a a§$)> + by, sin <\é§ln (a a§$)>];

SORTIE (wave).
Etape 5  STOP.

EL I L L T L LR LY

15
1

0.5~
-15

FIGURE 3.1 — Solution pour différents instant de temps

Dans Figure 1, Ey =0, Hy = mcos(mzx),a0=1,c=2,f =p,a=1,
tl :0.5,t2 = 1,t3 :2,t4:3,t5 :4,t6 :5,t7:6,
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-~ =01
f=0.3
f=0.5

== =107
— =0.9

FIGURE 3.2 — Solution pour différents valeurs du terme source

Dans Figure 2, Ey =0, Hy = 7 cos(mx),a0 = 1,¢ =2,t = 60, = 1,
Fi=01,f,=03, fs = 0.5, fs = 0.7, fs = 0.9,
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FIGURE 3.3 — Solution pour différents valeurs de la vitesse «

Dans Figure 3, Ey=0,Hy = mcos(mx),a0 =1,c=2, f = p/10,t = 6,
ar =0,a0 =0.2,03 =04,a4 =0.6,a5 =0.8,a6 =1
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Abstract
In this work we give the exact solution in the form of series for
an non homogeneous wave equation an interval with moving
boundaries. In addition some examples with their numerical
verification are given.
Keywords: Wave equation, non cylindrical domain, solution in
a series form,

Résume
Dans ce travail on a cherché la solution exacte sous forme
d'une série de I'équation d'onde non homogene dans un
intervalle avec une frontiere variable. On aussi a donné
quelques exemples avec leur vérification numériques.
Mots clés :Equation d'onde, domaine non cylindrique,
solutions sous forme de séries.
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