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dy (n)
dy(n)’
di(n) is the Piltz divisor function and dj, is the unitary analogue function of dj. The
main purpose of this paper to use elementary methods to study the mean value of the

function Dy (n).

Let k be a fixed integer, we define the multiplicative function Dy (n) = where

Keywords: The Piltz divisor function; mean value; unitary analogue function.

AMS Subject Classification: 11N37, 11A25

1. Introduction

Let k be a fixed integer. We recall that di(n) = ZdldQ___dk:n 1 is the Piltz divisor
function, and dj is the unitary analogue function of dj. The latter one is defined
recurrently as follows, see [5]

d5(n) = d*(n Z 1 and di(n Z di (k> 2), (1)

where d|*n means d divides n and ged(d,n/d) = 1. Notice that for all fixed integer
k > 2, the function dj(n) is multiplicative and for a prime power, one has

di(p™) = k. (2)
It is clear that from (I and (@) one gets dj(n) = k*(™ where w(n) =

the number of distinct prime divisors of n.

p‘nl is

fCorresponding author.
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For all prime number p and all integer m, the relation
k+m-—1
de(p™) = ( ) 3)
m

holds (see e.g. [4, B, [9]). For many properties of these functions, see e.g. [5, [6].
We now define the multiplicative function Dy (n) by

di(n) _ dg(n)

Di(n) = di(n) k= (k2 2). @)
By using [2) and (@3], then we get
D) = T = (5)

p™|In

where p™||n means p™| n and p™*t{n.
In paper [2], we have proved the following result (case k = 2):

w? 1 1
ZD2(”) = Asx + R(xz), where Ay = FH(l__Q—i__g)’
n<x »

and

For the general case k > 2,
> Di(n) < (6)
n<xz
indeed, for any integer n, we have Dy (n) < di(n), and by [Il Lemma 4.24], we infer
— Z Dy.(p)logp = Zlogp <log4,
P<x p<x
and

Z Z Dk: 1ng ZIO k(z ) (k =+ 1)2k7-‘r27

p<z a=2 p<z a=2

finally, using [Il, Theorem 4.22] we get the result. On the other hand, by [I, Theo-
rem 4.55] with k = 1, we get

> Di(n) = Ayz + O (x %) (7)

n<z

where Ay, = [[,(1— %)(1— %—l—%(l—%)_k). We immediately, by applying [, Corollary
4.57) with k = 1, we conclude that

> D’“T(”) = Aplnz + O(1),

n<z

where the constant Ay is given in (7).

2050062-2
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2. Main Result

Here we establish a result concerning the mean value of the function D (n), in the
case when k > 2. More precisely, we prove the following theorem:

Theorem 1. Let k > 2 be a fized integer, for all x > 1 we have
> Diuln) = A+ O/ (na)*~2),

n<x

nT(-3) (12 0-3) )

Some values of Ay.

k 2 3 4 ) 6
Ap | 1,427656 | 2,22416 | 3,8004 | 7,10848 | 14,4491 |

In order to prove the above result, we first establish some auxiliaries lemmas.

where

Lemma 2. The following inequality holds:
Dy(nm) < Dy (n) Dy(m)k= (), (8)

for all integers n,m > 1.

Proof. Let n,m > 1 be two arbitrary integers. By [8 Lemma 11.1.2], one has
di(nm) < dg(n)dk(m).

Therefore,

B dr,(nm) B dr,(nm)
Dy(nm) = <560y = Tatmsatm—attnm))
dr.(n)dx(m)
S el Te(m)

ke (mm) — Dy (n) Dy (m) k= (m)., m

Lemma 3. For each integer k > 2, and for each real number x satisfying |z| < 1,

we have
> T kE+a—1 1—k
x(kl);a+1< . )(1;1:) —1. (9)

Proof. By using the generalized binomial coefficient see [9], we have

(1—$)_k=i <k+a1> .,

— Q@
a=0
by integration, we obtain

(17:17 B k+a-—1 %
J?Z a+1+c,

for x = 0 we find the result. O

2050062-3
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Lemma 4. For each integer k > 2, we have

-1
(82 X Dk—l) = gk, (10)

Srom(-)(-i40-))

P

k
Dk*p,:

and

where sq is the characteristic function of the 2-full integers.

Proof. One remarks that the function Dy * p is multiplicative. For prime powers
p™ (m > 2), we have

Do) = A

Using the property of the function so, it follows that

(k+m—2)!

(s2 X Dy_1)(p™) = Tml(k— 1)

On the other hand, we have

I
g
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S
—

|

| —
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e
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Lemma 5. Let k > 1 be a fized integer. For any real x > e sufficiently large we
have

ZDk ) < z(lnz)F L.

n<z

Proof. Let & be a multiplicative function defined by &x(n) = Dy(n?). For any
prime powers p%, we have

d(p2® 1 [k+2a—1 k2o
6k(pa): (p ) :_< ) < _:k2o¢—1

2a k ’
and 6x(n) < di(n?) <. nf, so that the function satisfies well the hypotheses of
Shiu’s theorem, see [7l Theorem 1;[3] 1], which provides

T k x
i z - 1 = k-1 O
ok(n) < o &P pix ’ <1 exp(kIn(Inz)) = z(In x)

Remark. Application of Shiu’s theorem we have taken a =k =1 and y = .

Lemma 6. Let k > 1 be a fixed integer. For any real x > e sufficiently large we
have

Z u(n)QDk(n3)k“’(") < z(ln x)%(kfl)(k2+4k+6)_

n<z
Proof. Let 74 be a multiplicative function defined by

e(n) = p(n)*D(n® )k = p(n)?dy(n?).

As in Lemma [l we verify that the function ~; satisfies the hypotheses of Shiu’s
theorem [7], which gives the announced result by noting that, for every prime p,

1
T(p) = g(k —1)(k* + 4k +6),
that which completes the proof. O

A partial summation directly drives the following result.

Corollary 7. Let k > 1 be a fized integer. For any real x > e sufficiently large we
have

< 1.

Z M 2Dk )kw(n)

3/2
n
n<z

2050062-5
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Proof of Theorem 1. By applying (I0)), we have

S ot =23 2 40 3 lato)
_ N k() |9k (n)]
x>y —+0 S lgrm) + 2> .
n=1 n<x n>x
:ngk?(lnu@ ng(n)+x/°° > gin) g . (1)

By writing each 2-full integer n in the form n = a?b® with u(b)?> = 1, one obtains
forallt>1

o =" S w0 Y Diaa®), (12)

n<t b<tl/3 a<+/t/b3
We use inequality (B) as follows: if k > 2, we get
Dy—1(a*b*) < Dy_1(a®)Dy_y (b*) k= ((2)
< Dy—1(a®) Dy (b)), (13)

Delaying (I2)) in (I3) and using the Lemma [H and the Corollary [7 he comes

S o) < S S pPDea®P - 140 Y Dys(a)?

n<t b<tl/3 a</t/b3

2Dk,1(b3)(k _ 1)w(b)
b3/2

_ 0 [ /2D Z u(b)

b<tl/3

= O(tY?(Int) 1),

Finally
_ = gk(n) 1/2 (k—1)
ZDk(n)—xZ - + Oz /*(Inx) )
n<z n=1
= Apz + O(z/?(Inz)k~2). |
Acknowledgment
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Asymptotic formula for the multiplicative function %
Meselem KARRAS
Faculty of Science and Technology Djilali Bounaama Khemis Miliana
University, 44225 , (Algeria)
karras.m@hotmail.fr

Abstract

For a fixed integer k, we define the multiplicative function Dy, (n) : d(n)

= Je
where d (n) is the divisor function and w (n) is the number of distinct prime

divisors of . The main purpose of this paper is the study of the mean value of
the function Dy, (n) by using elementry methods.

Keywords : Divisor function, number of distinct prime divisors, mean value.
Classification:11N37, 11425, 11N 36.

1 Introduction

Let k > 2 be a fixed integer. We recall that d (n): =3, 1 is the number
of divisors of n, and w (n) : = 3 1is the number of distinct prime divisors
of n. We define the function Dy, (n) by

Dyo(n): = Z(SZZK (1)

Notice that for every fixed integer k& > 2, the function Dy, (n) is multiplica-
tive and for every prime number p and all integer m the relation

m m+ 1
Dk,w (p ) - Ta (2)
holds. By using (2), we get
m+1
Dy (n) = —
p™n

where p™||n means p™ | n and p™™! { n. In the particular case k = 2, the

d
function D, , (n) is exactly D (n) = pr ((nn)> , (see [1]) . For k > 3, we can easily
check that
Z Diy (n) <, z (logz)?* 1. (3)

n<x



Indeed, for any integer n, we have Dy, (n) < d(n) <. n°. Furthermore, the
hypotheses of Shiu’s theorem are satisfied, see theorem 1 in [2] and [3, p.1].

One gets
Z Di (0 <<k

n<z eXp <pz<; k:p)

Now, by using Lemma 4.63 in [4], it follows that

Z Dy (0 <<k

n<x

2 .
° exp (Elog(%7 10gm)> <,z (logz)/* 1.
T

2) Main result
In this section, we establish two results concerning the mean value of the
function Dy, (n). We start giving a weak result

Theorem 1 Let k > 2 be a fized integer. For all x > 1 large enough, we
have

_ logap ™ N 251 N L ltoga)) (log log )
2 Dra ) = =55 75 H(l 5) (1 i) O ttos) ™) Gogloga ™

The proof of this result is based on Tulyaganov’s theorem; this theorem
is summarized as follows:

Theorem 2 Let f be a complex valued multiplicative function. Suppose there
z € C, independent of p, with |z| < ¢ and

> f(p)logp = za+ O (we >V"EE) ) 37 [f(p)|logp < @

p<z p<w

£(p®)| log p* f(p)|*logp
Z Z | | < (loglogz)®  d) Z % <3
p<zr a=2 p p

for some real numbers ¢y, co and c3. Then, for all x > 1 sufficiently large, we
have

z(logx)*~ < 1)z — f(p*) (log log x)?
= B TT(1-2) 1+ B o (28R
; f r (2) 1;[ p ; pe log
+O (x(log x)max(o, Rez—l)—l) (lOg log 1,)2(A—max(0, Rez—l))’

2



where A > 0 satisfies

> 1fp)lpt < Alog (logv/logu) + O (1)

u<p<lv

Proof. This theorem is a consequence of theorem 4 in [5], where we take

g=/f n
To complete the demonstration of the main result we have the following
lemmas.

Lemma 1 For any fixed integer k > 2, we have the estimate

Z\Dkw ) logp < .

p<lzx

Proof. By Chebyshev’s estimates [6], we have

2 2
> 1Di (p)llogp = 7 > logp < - (1.000081x) < .

p<z p<z

Lemma 2 For any fixed integer k > 2, there is a constant ¢ > 0, such that

2 =
ZD’W logp—EijO(xe ¢ log”C).

p<x

Proof. We have
2
> Dy (p)logp == ZIng*kG( ),

p<lx p<lzx

and by theorem 6.9 in [7], there is a constant ¢ > 0 such that
0(x)=x+0 <xe’c”ogx> :

which implies the desired result. m

Lemma 3 For any fixed integer k > 2, we have

Dw
Z‘ i logp<oo



log m

Proof. We first check the inequality Z 1
(m —

< log4, and using the

following

log p = logm = logm
Zp: p? <mz_:2 m2 sz_;m(m—l)’

then we have

| Diw (0)I* 4 —logp
§ : 2 2 2 : 2
. p k P
4log4

Lemma 4 For any fixed integer k > 2, we have

Dkw lO 28
ZZ| | g (p )S?'

p<lz a=2

Proof. For every integer k > 3, we write

Dy, (p%)|1o 1 . ala+1
ZZ| | g(P”) _ EZIOgPZ (@+1)

p<zr a=2 p<zx a=2 pa
1 log p ~= a (a + 1)
- Iy lerynelesl
p<z a=2

- 1
and the infinite series g L—{—) converges to m
a— —1/p

2 _
ZZ|Dkw |10g( ) %2329 Epl;;llogp

p<zxr a=2 p<z p(
28 log p
k p?

p<z

IA



log p

By lemma 70.1 in [8], we have Z for all @ > 1, consequently

o —

l)kw 10 28
ZZ| | g (p )<?_

p<x =2

Finally, by lemmal, 2, 3 and 4 we have shown that the function Dy, (n)
satisfies the conditions of theorem 2. As we have

|Dkw )2 1 2 log v
Z —EZ}—OSElog +0(1),

u<p<lv u<p<v

2
then the constant A in theorem 2 is —. =

The next result is improved over the previous one.

Theorem 3 Let k > 2 be a fized integer. For all x > 1 large enough, we
have

> Dy (n) = % 1;[ (1 —~ %)M (1 + ﬁ) +Oy, (z(log 2)**72) .

n<x

the demonstration is based on the following lemmas:

Lemma 5 Let k > 2 be a fixed integer. For every s := o + it € C such that
~ Dy (n)
> 1 and L (s, Dy, = —_— h
o and L (s, Dy, (n)) E o we have

n=1

L (5, Dy (n)) = ¢ () L (s, 91)

(s,gx) is a series of Dirichlet absolutely convergent in the half-plane
1

5.
Proof. If o > 1, then

L(s,Dy,(n)) = H <1 i Z Dk;a(spa)>

o>




on the other hand we have

(1 + %) - ((1 _ pfs)—wk) <1 + ﬁ) :

such that
h(s)= (1—p_s)2/k (kp25—2(k’— l)ps—i—k—l) —k(p°— 1)2.

Since ) P N
_\2/k -

1—p° =]l—-——— 0| —

( p ) kps k2p2s <p3cr> )
he comes

2 k—2 k
his) = (1—--———— 0= ) (kp* =2k -1)p°+k—1) —k(p°— 1)
(s) ( el ek (p30)>(p (k—=1)p° + ) — k@ —1)

= 2(1-7)+0 (™).

which implies the announced result. =

Lemma 6 ([9]) Let A > 0. Uniformly for x > 2 and z € C such that
|z| < A, we have

ZTZ (n) = TYO8L) (l;g(j))ZI + Oy <x (log x)ReZ_2> .

n<x

7. (n) is the multiplicative function defined by 7., (p®) = ( “t Z -1 ) :

Proof of theorem 3. According to the Lemma 5, we have Dy, = To/5 * gk
Then, bye lemma 6

S Dew(n) = Sge(d) Y 7o (m)

n<x d<z mgg
B z (log %)Q/k_l x x\ 2/k—2
= d;g’“ (4) { ar(2/h) Ok <3 (10g ) )

2/k—1

= dg;gk (d) {% + Oy ((10g x)2/k—2 log d) L0, (3 (10g §>2/k—2> }

_ ollogn s ald) (x (og )i 3 Lox (@11 + log d)) |

r'(2/k) o d e d




The series L (s, gi) is absolutely convergent on the half-plane o > =, then for

alle >0
Z |gk | <<k€ 1/2+s

d<z

hence by partial summation

141
Z lgi (d)] (1 + log d) <o Ve

d<z

and therefore

2/k—1

z(log z)
Z D L (1, gx) Tk

+ Oy (v(log 2)*72) + Oy, (2*/219) .
which completes the demonstration. m
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Number theory

An asymptotic formula of a sum function involving ged
and characteristic function of the set of r—free numbers

Mihoub BOUDERBALA() | Meselem KARRAS(2)

Abstract

Let ged(k, 7) represent the greatest common divisor of the positive integers k, j.
For any positive real number £ > 1 and any fixed positive integers s, r, we give
an asymptotic formula of the sum function

> k5+1 Z] 1, (ged (4, k)

k<z

such that f,. is the characteristic function of the set of r—free numbers.
Keywords : gcd-sum functions, Dirichlet convolution, sum function.
MSC2020: 11425, 11 N37.

1 Introduction

Let k, 7 > 1 be an integer. We denote by gcd(k,j) the greates common
divisor of the integers k£ and j. For any two arithmetical functions f and g,
let the sum function

Sk(j) = Spg(kj) ==Y f(d)g(k/d), (1)
dlged(k,j)
the sum (1) is a generalization of the following sum
Spg (k) =D _ [ (d) g (k/d) = (] 9) (),
dlk

where the symbol * denotes the Dirichlet convolution of arithmetic functions.
We warn that D. R. Anderson and T. M. Apostol [1] are the first to create
this sum function. The study for the function Sy (j) by several researchers,
for example by K. R. Johnson [6], T. M. Apostol [2], and I. Kiuchi, M.
Minamide and M. Ueda [9]. In particular, I. Kiuchi [8] proved the following
formula

* 1
ZWZJ -V ?”+S+1;@*g)<n> )

k<x n<w




is valid for any positive integer k and any fixed positive integer s, where the
number By, is Bernoulli’s number and |¢] is the integer part of ¢. Such that,
for any positive integer n, the functions Id, Id,, and the unit function 1 are
given by Id(n) = n, Id,(n) = n™ for any real numbers m and 1(n) = 1.
We take note that the formula (2) has a lot of interesting applications (see
[7]). The sums of the form

> f(ged (G,n)) (3)

nlz j=1

have also been studied by many researchers (see [3] and also [4]). In 2010, O.
Bordelles [4], gave an asymptotic formula of (3) (see Theorem 4) such that
x > 1 is sufficiently large and f is an arithmetic function verifying certain
hypotheses.

Let p, and f, be two functions defined by, for all » > 2 a fixed integer

fr(n):{ %(m), if = m

, otherwise

r

(4)

and
1, if n is r- free number
pr (n) =

0, otherwise,

wher p is the Mobius function.
In all of the following, ¢ (s) denotes the Riemann zeta-function.

Lemma 1 For any fized integer v > 2, we have

Mrzl*fr- (5)
i.e

S wld) = g ().

drin

Proof. Firstly, the function f, it is clearly multiplicative, then g, is multi-
plicative, so that the convolution product of two multiplicative functions is
a multiplicative function. Therefore, it suffices to show that

e (%) = (1% f;) (p)



for all prime powers p®. Indeed,

(L= fr) (%) = Zfr(pa)zl"i'Zfr(pa)
a=0 a=1

- 1, ifa<r
- 0, a>r
= p(P").

|
We use the identity p, = 1 % f, and the formula (2) to give an asymptotic
formula of the following quantity

k
S e Do (ed (. K)).

k<z j=1

Now we can state our main result.

Theorem 1 For any positive real number x > 1 and any fixed positive
integer s, we have

B T log )
];I ks+1 Z] Hy ng k ])) - (8+ 1)4—(27,) + 2<- (’I”) +L(T’S)
s—I—l Z ’“‘dr v (5)+0 (s loga)
where

L(T;S)ZM (5—1—1)(7 g(()>_1+22(3+1>32m§(2m)

The proof of this result is based on the following lemmas:

Lemma 2 For any positive real number x > 1 and any fized positive integer
s we have

zksﬂzy e (ged(h, ) = 3 Y Pty S S
k<z n<a: di<x
Ls/2]
1 s+ 1 fr
+8+1m21( S ) Bon Y

di<zx




Proof. First, in the left side of (6), by the two formulas (1), (5) and by
definition (4) we get

Se() = Spaki)= > f(d
d|ged(k,j)
= > u(@
dr|ged(k.j)

ty (ged(k, 7))

S0,

k k
S o DS (k) = X ey D (sed(k, )
j=1

k<x k<x j=1

On the other hand, the right side of (6), It is a direct application of formula
(2) where f=f,andg=1. =

Lemma 3 For any x > 1 and r > 2, we have

lo x "(r 1
ST e o ). @

n<x

Proof. Using the identity (3), and the known formula
1 -1
Zﬁzloga:—l—’y+0(a: ),

we have

Zun(n) N Z(fd Id>(n>

n<x n<x




A(z) = logx Z 'ucgrd)—r Z logd Z “

d>zl/7 d>zl/T d>:c1/T
+0
d’“<x
By the known 1dent1ty Z " for all > 1, we have
d=1
i w(d log d
d=1

1
and using the estimate — = O (77 for all r > 1, we get
n?"

n>x

/’L'r _logz ¢ (r) 14l
Z ()+C(T)_TC2(T’)+O<$ 1+rlog$>-

n<x
]
Lemma 4 For any x>1 and r > 2, we have

S 2 @) xm o) ©

di<x dr<zx

Proof. Let £ > 1 and r > 2, we have

» (d d
Zfd() _ Z Md(r)

di<z dri<z

Using the fact that (z) = = — |z] — 3, we get

I
fr (d) 1 (d) p(d) rxy 1 1 (d)
2 Tg =T N r ‘Z’(*>_§

d2r d dar dr

di<z dr<z dr<z dr<z
e ol oy 1
~ () dr ¢(dr) 2¢ (r) O<x )

ot



Lemma 5 For any x > 1 and for the two fized integers v > 2, m > 0, we
have

> Sy o) ro (). o
di<zx

Proof. Let x > 1 and r > 2, we have

Z fr(d)i _ M(@L
2m dr [2m
di<z dri<z
_ 1 (d) 1
= X 0 X
d<zl/r 1<zt//d

[
Proof of Theoreml. Substituting formulas (7), (8), (9) in (6), we obtain

T log

ZWZ] b (aed®ho0) = Ginyeen Tac ) T

k<
s—{—lz’udr ( )-f—(’)( 1+%10g:c>

where

1

L) = 5 ien | 6D (’y g(( )> f1+22 ( sl >Bng(2m)

Note that, since for all ¢ € R, |¢( )| < %, we see that the absolute value of

the ¥-sum is < 4282») < 52 < 5 Moreover, using Euler’s formula

7.‘_2

C(QTTL) ( 1)m+1 22m 1 (2 )

B2m



we write

m=1 m=1
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Théorie des nombres
Valeurs moyennes d’'une fonction liée aux diviseurs d’'un
nombre entier

Abdallah Derbal, Meselem Karras

Département de mathématiques, Ecole normale supérieure, Vieux-Kouba Alger, Algérie

INFO ARTICLE RESUME
Historique de l'article : Soient d(n) et d*(n) le nombre de diviseurs et le nombre de diviseurs unitaires de I'entier n,
Recu le 12 décembre 2015 d(n) .. . . L.
Accepté aprés révision le 14 mars 2016 et posons S(x) = Z D(n) = Z m (x>1). Un diviseur d d'un entier n est dit unitaire
Disponible sur Internet le xxxx . oo n=x . .

s'il est premier avec %. Dans cet article, nous montrons que S(x) ~ Ax (x — +00), ou
Présenté par le comité de rédaction ) 1 1

A= %l_[ 1-— +— ) =1,4276565---, et que pour tout x > 1, S(x) = Ax + R (x),

5 2p2 2p3
tel que

Ren=3e(3)n+5e (3) w0 ().

© 2016 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Tous droits réservés.

ABSTRACT

Let d(n) and d*(n) be the numbers of divisors and the numbers of unitary divisors of the

integer n, and let S(x) = Z D(n) = ci(n)
n<x n<x d (n)

unitary if it is prime with 2. In this paper, we prove that S(x) ~ Ax (x — 4o00), where

1 1
A= %U(lfﬁ+ﬁ> = 1.4276565---, and for all x > 1, S(x) = Ax + R (x) such

(x>1). A divisor d of a integer n is called

that

3 /3\ 1 5 [2\ 1 |
R(x)| < 5( (§>x2 + Z{ <§>x3 +0 <x5).
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1. Introduction

3 Inlnx
(x > e) [2]; en revanche, la fonction D(n) prend la valeur 1 sur tout nombre premier p. Ce comportement erratique de D (1)
incite a I'étudier en moyenne, ce qui revient a I’étude de la fonction sommatoire réelle S (x) = ZD(n) (x> 1). Dans une
n<x

premiére étape, on a fait un test numérique sur la suite (T a partir duquel, on a constaté qu’elle se stabilisait autour du
nombre 1,4270--- pour n=9x 10°, ..., 108, ce qui suggére que la limite du rapport S(X) quand x — 400 est une constante
A proche de la valeur 1,4270--- et que la fonction S (x) est asymptotiquement trés proche de la fonction linéaire Ax. Il
s’agit donc de montrer que S(x) ~ Ax (x — +00) oll, A est une constante proche de 1,427, et d’étudier ensuite le reste
R(X) = S(x) —

Le point de départ est I'évaluation de la série génératrice de la fonction D(n).

Dans cette direction, nous avons obtenu, pour Nf(s) > 1, la relation suivante :

()

Il est connu que les grandes valeurs de la fonction D(n) oscillent indéfiniment autour de la fonction x — exp ("— Inx )

L(S) =

n>1

1 1
=¢(5)G(s), ot G(s) = {(25)1_[( WJFF)' (1)

Ici et dans toute la suite, ¢(s) désigne la fonction zéta de Riemann. On se propose ici d’établir le résultat suivant.

Théoréme. Pour tout x> 1,0ona:

ZD(n)—Ax—i—R(x)avecA—nzl_[ LI
N G 2p%  2p3

n<x p

IR(0)| <> §< >x2+ §<2>x +O(%).

2. Lemmes préparatifs

et

Lemme 1. La série de Dirichlet génératrice de la fonction arithmétique D (n) est donnée par

( n_ 1 1 1
£(s)G(s), ouG(s)=¢ (25)1_[( 2 P i F) <§It(s) > 5).

L(s) =

n>1

Démonstration. La fonction D(n) étant multiplicative, la série £(s) est un produit eulérien donné par la formule :

M2 T+ 5

P n=0 =

Remarquons que, pour N(s) > 1, on a

n+1 1)\? 1 1
(”Z pm)( ) St

2
alors, en multipliant et divisant £(s) par (1 — %) , on obtient

1 1
=[] (1 el 2p25> (s)? R(s)>1).

p

Comme on a

1 1 1 1 1
P o JU s ) T U T gpm T

alors pour R(s) > 1, on a

1 1 1\!
E(s):l_[(l —FJrﬁ)]_[(HF) (€(s))?.
p

p
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Le résultat annoncé découle alors de la relation suivante

1\ @9
1+ — = 1 231).
U( +p5> r(s) ('Ipage23)

Définition. On dit que I'entier n est quadratiquement saturé (en anglais squarefull) si n =1, ou si, pour tout p premier, la
valuation p-adique v, (n) satisfait v,(n) > 2.

Proposition. Un entier n est quadratiquement saturé si est seulement si n s'écrit de maniére unique sous la forme n = a®b3 avec a, b

des entiers strictements positifs et b sans facteurs carreés.

Lemme 2. La fonction multiplicative g(n) définie par

+00

gm) 1 1 1 X 1
Z s =G(5)=H<1+m+ﬁ+ﬁ+--- ,91(5)>§

n=1 p

est strictement positive si et seulement si n est quadratiquement saturé.

Démonstration. Remarquons que pour tout nombre premier p on a

Osiao=1
] .
5510522.

g(p*) = {
Alors, 0 < g(n) < % pour tout n > 2 et g(n) > 0 si seulement si n est quadratiquement saturé.

Lemme 3. Pour toutx > 1,ona

)3 1:;(;)x%+;(§)x%+o(x%).

n2m3<x
Démonstration. Ce lemme résulte des Théorémes 5.1 et 5.2 de [4].

Démonstration du théoréme. La relation (1) fournit un prolongement analytique de £(s) dans le demi-plan R(s) > % dont
la seule singularité est un pole simple, de résidu G(1), en s = 1. Ceci implique que la fonction h (s) = ¢(s)G(s) — %
est analytique dans le demi-plan R (s) > % ; le théoréme d’lkehara ([3], page 332, et [5], page 10) entraine S (x) ~ G (1)x
(x —> +00).

On a donc S (x) ~ Ax (x > 400), ol

1 1
A:G(l):g(Z)H(l—z—pz+ﬁ>:1,4276565~--.
p

Posons S (x) = Ax + R (x), ol R (x) est le terme d’erreur.

La méthode élémentaire d’estimation de S(x) = Z D (n) donne
n<x

sw=YYs@=Ys@[ ] x> EP e = ax,

n=x din d<x d>1
d'oll 0 < —R (x) = Ax — S (x).
Pour T (x) = Zg (n) et U (x) = Z ? ; en appliquant le lemme 2, on obtient

n<x n=x
1
T=Y gm= Y g(n2m3) <5 21
n<x n2m3<x n2m3<x

et par le lemme 3, on a

T(x)<l(§ <§>x% —i—C(%)x%)—I—O (¥)
=20 \2 3 '
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On a ainsi, par l'intégrale de Stieltjes :

ran,, PUEQ 0 o),

3 1 3 _/2\ 2 4
<t 5x2+2§ §x3+0(x 5).

On observe que

R0=Yg@ |3 +x3 D <100 42000,

d<x d>x

d’otr il résulte
R(x)<3 3 x%+5 2 x%+0(x%)
- 2§ 2 4§ 3 ’
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CURRUCULUM VITAE

Nom : KARRAS

Prénom : Meselem

Fonction : Enseignant

Lieu d’exercice : Département de mathématiques et informatique, FST, université
Djilali Bounaama, Khemis Miliana.

Diplome : Doctorat.

Grade Pédagogique : Maitre de conférences classe B.

Email : m.karras@univ-dbkm.dz

Etudes supérieures :

- Licence en Mathématiques (1996) : ENS Vieux Kouba, Alger.

- Magister en Mathématiques (2012), option Algebre et Théorie des Nombres: ENS
Vieux Kouba, Alger.

- Doctorat en Sciences (2017), filiere mathématiques, option Algébre et Théories des
Nombres : ENS Vieux Kouba, Alger.

Activités d’enseignement:
- De 1996 jusqu’a 2012 : Professeur dans I’enseignement secondaire.
- De 2010 jusqu’a 2012, enseignant vacataire a 'université de Khemis Miliana.

- De décembre 2012 jusqu’a maintenant, enseignant titulaire a I'université de Khemis
Miliana.

Matiéres enseignées:

1) Analyse 1 et 2 (TD), L1 M.

2) Algebre 1 et 2 (Cours et TD), L1IMI.


mailto:m.karras@univ-dbkm.dz

3) Algebre 3 et 4 (Cours et TD), L2 Maths.

4) Analyse Complexe (Cours et TD), L2 Maths.

5) Introduction a I'analyse hilbertienne (Cours et TD), L3 Maths

6) Les fonctions Holomorphes, (Cours et TD), Masterl MAA.

7) Introduction a la théorie des opérateurs linéaires (TD), L3 Maths.

Activités d’encadrements:

1) Chérifa Laraba

Théme : Sur les fonctions arithmétiques, Mémoire Master en Mathématiques, Spécialité:
Mathématiques Appliquées et Traitement du Signal, soutenu en 2015. Université Khemis Miliana.

http://dspace.univ-km.dz/xmlui/bitstream/handle/123456789/602/mémoire%20finale.pdf?sequence=1&isAllowed=y

2) Khadidja Hibatallah Kouache

Théme : Quelques outils d’analyse réelle et complexe en théorie analytique des nombres , Mémoire
Master en Mathématiques, Spécialité: Mathématiques Appliquées et Traitement du Signal, soutenu
en 2016. Université Khemis Miliana.

http://dspace.univ-
km.dz/jspui/bitstream/123456789/1999/1/Quelques%200outils%20d’analyse%20réelle%20et%20complexe%20en%20thé
orie%20analytique%20des%20nombres.pdf

3) Yagot Baha

Théme : Sur les séries de Dirichlet, Mémoire Master en Mathématiques, Spécialité: Mathématiques
Appliquées et Traitement du Signal, soutenu en 2016. Université Khemis Miliana.

http://dspace.univ-
km.dz/xmlui/bitstream/handle/123456789/1993/Sur%20les%20séries%20de%20Dirichlet.pdf?sequence=1&isAllowed=y

4) Amel Hamadou

Théme : La transformée de Mellin et quelques applications, Mémoire Master en
Mathématiques, Spécialité: Mathématiques Appliquées et Traitement du Signal, soutenu en
2017. Université Khemis Miliana.

http://dspace.univ-
km.dz/xmlui/bitstream/handle/123456789/1863/hamadou%205.06.2017.pdf?sequence=1&isAllowed=y

5) Fatima Zahra Achour

Theme : Résultats asymptotiques pour les sommes courtes d’une classe de fonctions
arithmétiques, Mémoire Master en Mathématiques, Spécialité: Mathématiques Appliquées
et Traitement du Signal, soutenu en 2018. Université Khemis Miliana.


http://dspace.univ-km.dz/xmlui/bitstream/handle/123456789/602/mémoire%20finale.pdf?sequence=1&isAllowed=y
http://dspace.univ-km.dz/jspui/bitstream/123456789/1999/1/Quelques%20outils%20d'analyse%20réelle%20et%20complexe%20en%20théorie%20analytique%20des%20nombres.pdf
http://dspace.univ-km.dz/jspui/bitstream/123456789/1999/1/Quelques%20outils%20d'analyse%20réelle%20et%20complexe%20en%20théorie%20analytique%20des%20nombres.pdf
http://dspace.univ-km.dz/jspui/bitstream/123456789/1999/1/Quelques%20outils%20d'analyse%20réelle%20et%20complexe%20en%20théorie%20analytique%20des%20nombres.pdf
http://dspace.univ-km.dz/xmlui/bitstream/handle/123456789/1993/Sur%20les%20séries%20de%20Dirichlet.pdf?sequence=1&isAllowed=y
http://dspace.univ-km.dz/xmlui/bitstream/handle/123456789/1993/Sur%20les%20séries%20de%20Dirichlet.pdf?sequence=1&isAllowed=y
http://dspace.univ-km.dz/xmlui/bitstream/handle/123456789/1863/hamadou%205.06.2017.pdf?sequence=1&isAllowed=y
http://dspace.univ-km.dz/xmlui/bitstream/handle/123456789/1863/hamadou%205.06.2017.pdf?sequence=1&isAllowed=y

http://dspace.univ-km.dz/jspui/bitstream/123456789/2664/1/Mémoire.pdf

6) Fadhila Bekhouche

Théme : Sur La Fonction Nombre de facteurs premiers d’un entier n, Mémoire Master en
Mathématiques, Spécialité: Mathématiques Appliquées et Traitement du Signal, soutenu en
2019. Université Khemis Miliana.

http://dspace.univ-km.dz/jspui/bitstream/123456789/2969/1/Sur%20La%20Fonction%20Nombre.pdf

Activités scientifiques:

- Membre du projet CNEPRU N° BOOLO2UN44012014000: Détermination du spectre
d’énergie relatif aux états « | » ; pour des familles de potentiels de forme
exponentielle via les intégrales de chemin de Feynman, (2013- 2017).

- Membre d’une équipe de recherche de laboratoire FIMA, Université Khemis Miliana.

- Membre du conseil scientifique de la faculté ST.
- Membre du conseil scientifique de département M.

- Responsable de I'équipe de la spécialité Mathématiques (Licence).
Articles publiés:

1) A. Derbal, M. Karras, Valeurs moyennes d'une fonction liée aux diviseurs d'un nombre
entier, Comptes Rendus Mathematique 354 (2016), 555-558.

2) M. Karras, A. Derbal, Mean value of an arithmetic function associated with the Piltz
divisor function, A- E. Jornal of Mathematics (2018).

Articles acceptés:

1) M. Karras, Asymptotic formula for the multiplicative function ((d(n))/(k*{w(n)})),
Communications in Mathematics (2020).

2) M. Bouderbala, M. Karras, Asymptotic formula of a sum function attached to the
functions p_{r} and gcd, Contributions to Mathematics.

Articles soumis:

1) M. Karras, M. Bouderbala, On a sum of an additive function related to the integer part

function, Notes on Number Theory and Discrete Mathematics (2020).


http://dspace.univ-km.dz/jspui/bitstream/123456789/2664/1/Mémoire.pdf
http://dspace.univ-km.dz/jspui/bitstream/123456789/2969/1/Sur%20La%20Fonction%20Nombre.pdf

Communications Internationals:

1) Aninequality of an arithmetical function related to the number of divisors of integer, The

3 rd International Conference On Applied Algebra (Icaa2015), April 28-30, 2015, Mohamed
Boudiaf University, M’sila.

2) Valeurs moyennes d’une fonction arithmétique liée aux nombre de diviseurs d’un entier,
International Conference on Advances in Applied Mathematics ( ICAAM2017), December,
18-21,2017, Hammamet, Tunisia.

3) Valeur moyenne d’une fonction arithmétique associée a une fonction de diviseurs de
Piltz, MYRPAM : Maghrebian meeting of Young Researchers in Pur and Applied Mathematics
1°" &dition, 9-12 Décembre 2019, Hammamet, Tunisie.

Recueils, polycopiés et livres:

- M. KARRAS. Polycopié de Cours: Espaces Vectoriels normés, destiné aux étudiants de
troisieme année en mathématiques. Université Djilali Bounaama Khemis Miliana
Faculté ST, Département de Mathématiques et informatique (2019/2020).
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MYRPAM: Maghrebian meeting of Young Researchers in Pure
and Applied Mathematics

1ére édition, 9-12 Décembre 2019, Hammamet, Tunisie

https:/lwww.myrpam19.lamsin.tn/accueil

Je, soussignée Professeur Hend BEN AMEUR, présidente du colloque
« Maghrebian meeting of Young Researchers in Pure and Applied Mathematics » ;
confirme que Mr.Meselem Karras a participé a MYRPAM 2019 ety a présenté une
communication intitulée « Valeur moyenne d'une fonction arithmétique associée

a une fonction de diviseurs de Piltz ».

| ' Présidente du congrés

EcoLE NATIONALE D'INGENIEURS DE TUNIS
LABORATOIRE DE MODELISATION MATHEMATIQUE ET NUMERIQUE DANS LES SCIENCES DE L'INGENIEUR

Campus Universitaire, BP 37.1002 Tunis Belvédére, Tunisie - Tél/Fax : (+216) 71 871 022

a-mail ' lamsin@enit rni tn - httn: / /www lomsinru in

Scanné avec CamScanner
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Ministére de 'Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

Université de Khemis Miliana Ul uad daala
Faculté des Sciences et de la L 51 5d8al) g o glad) 4018

Technologie

2020/2 /18 : (& dilla Gurad

Matieres enseignée

Département: MI

Nom: KARRAS Prénom : Meselem
Diplome: Doctorat Spécialité : Algebre et théorie des nombres
Grade: = MCB.

E-mail: karras.m@hotmail.fr

Matiéres Nature Niveau
Analyse 1et 2 TD L1-MI
Algébre 1et2 Cours et TD L1-MI1 ML
Algebre 3 et 4 Cours et TD L2-Maths
Analyse Complexe Cours et TD L2-Maths
Introduction a I’analyse hilbertienne Cours et TD L3-Maths
Les fonctions Holomorphes Cours et TD Master]l MAA
Introduction a la théorie des opérateurs TD L3-Maths
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DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE -7~

MEMOIRE

PRESENTE POUR L’OBTENTION DU DIPLOME DE MASTER. EN
MATHEMATIQUES

SPECIALITE:
ANALYSE MATHEMATIQUES ET APPLICATION

REALISE PAR:
BEKHOUCHE FADHILA

THEME:

Sur La Fonction Nombre
de facteurs premiers d’un entier n

SOUTENU PUBLIQUEMENT LE :07/07/2019

DEVANT LE JURY COMPOSE DE :
MRr. M. HACHAMA président

MRr. M. KARRAS Encadreur
Mr. M. BEZZIOU Examinateur 1
MR. M. HOUASNI Examinateur 2

ANNEE UNIVERSITAIRE: 2018-2019
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Pour I’obtention du dipldme de Master en : Mathématiques

Option : Analyse Mathématique et Applications

Le jury de délibération a décidé de vous déclarer :

@@ - Ajourné (e) -Note : A5 520 - Mention : B cen
4

En date du : 9 a'/ o /?/'\5
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Le jury

Emargement




UNIVERSITE DjiLALT BoUNAAMA-KHEMIS MILIANA
FACULTE DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE
DEPARTEMENT MATHEMATIQUES ET INFORMATIQUE

Mémoire
Pour l'obtention du diplome de
MASTER EN MATHEMATIQUES
SPECIALITE : ANALYSE MATHEMATIQUE ET APPLICATIONS

Présenté par

ACHOUR Fatima Zahra

Résultats asymptotiques pour les sommes courtes d’une classe de
fonctions arithmétiques

Soutenue publiquement le 23 juin 2018 devant le jury composé de

M. A. KRELIFA MCB UDBKM , Khemis Miliana Président
M. M. BOUDERBALA MAA UDBKM, Khemis Miliana Examinateur
M. M. HOUASNI MAA UDBKM , Khemis Miliana Examinateur.
M. M. KARRAS MCB UDBKM , Khemis Miliana Encadrant

Année Universitaire : 2017/2018
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Université de Khemis-Miliana

Faculté des Sciences et de la Technologie
Département des Mathématiques et Informatique
Réf: 24/CSD/MI/FST/UKM/2019

Khemis Miliana le : 08/07/2020

Extrait du P.V. du Comité Scientifique du Département
de la réunion du 19/12/2019

Objet : Expertise de polycopié pédagogique

Le CSD a étudié la demande formulée par Dr. Karras Meselem concernant
I’avalisation du polycopié pédagogique suivant :

* Auteur : Karras Meselem
® Titre : Espaces Vectoriels normés.
* Niveau et spécialité : 3 éme année Mathématiques.

Apres examen du polycopié et des rapports d’expertises, le comité
scientifique du département a émis un avis favorable.

Le President du comité scientifique du département de
Mathématiques et Informatique

Pr. Mohammed Hachama
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Dr. Dahia Elhadj (M. C. A)
Département de Sciences Exactes
ENS de Bousaada

A Monsieur le Président du conseil scientifique du Département Mathématiques et
Informatique, Université Djilali Bounaama de Khemis Miliana.

Objet ; Expertise du polycopié de cours de Dr. Karras Meselem

Le document présenté par Dr. Karras Meselem intitulé Espaces Vectoriels normés
contenant environ 66 pages, s’adresse aux étudiants de la troisi¢éme année licence
Mathématiques. Ce cours composé de trois parties, couvre le programme de la matiére
Espaces Vectoriels normés.

1) Les propriétés générales des espaces normés et les opérateurs linéaires continus.
2) L’étude des espaces préhilbertiens et espaces Hilbertiens.
3) Un nombre considérable d’exercices résolus.

Nous voudrions souligner que le contenu de ce polycopi¢ est exactement le méme proposé
dans I’offre de formation officiel applicable dans tous les départements de Mathématiques des
universités Algériennes. .

Le polycopié présenté est bien structuré, rédigé dans un style clair et concis.

Enfin, je conclus que le polycopié présenté par Dr. Karras Meselem est trés intéressant et

acceptable et peut servir nos étudiants dans leur apprentissage.

Bousaada le 03/11/2019
Dr. Dahia Elhadj
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Pr. HACHAMA Moham
Département des Mathématiques et
Université de Khemis Mili

Khemis Miliana, le 16/12/2019

A Monsieur : Le Chef de département «Maths-Info»

Objet : Rapport d’expertise du polycopié « Espaces Vectoriels normeés », Dr. Meselem
KARRAS

Le polycopié couvre le programme de la matiére « Espaces Vectoriels normés », et est
destiné aux étudiants de troisiéme année de la Licence Mathématiques.

Le manuscrit est organisé en deux chapitres (en plus d’une courte introduction) qui couvrent le
programme officiel de la matiére, adopté en 2015 : Espace de Banach, Espace de Hilbert. Chaque
chapitre présente un exposé pédagogique rigoureux du cours (définitions et théorémes avec quelques
démonstrations), et des exemples d’illustration. Un troisiéme chapitre est réservé a des exercices
corrigés et non-corrigés portant sur le deuxiéme chapitre.

La manuscrit est bien structuré et les chapitres convenablement équilibrés. Le contenu est adéquat et
d’un bon niveau technique. La rédaction est claire et pédagogique.

Cela dit, le manuscrit, comme tout travail, peut encore étre amélioré. Je résume mes remarques dans
les points suivants.

1. Je propose de rajouter des exercices sur le chapitre 1.

2. Je recommande de rajouter des corrections (ou des indications) des exercices non corriges ; et
aussi des sujets d’examens.

3. Quelques corrections et propositions de modifications ont été formulées sur le manuscrit. Il serait
important de les prendre en considération pour améliorer le manuscrit.

En conclusion, je pense que le présent polycopié peut étre utilisé comme un bon support

e cours apres avoir pris en compte les remarques ci-des

Pr. Mohammed HACHAMA
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Introduction

Ce cours est basé sur le contenu de nouveau programme de la matiére "espaces vec-
toriels normés" adressé aux étudiants de troisieme année mathématiques LMD.
Ce cours comporte trois chapitres, le premier est I’espaces de Banach. On donne
d’abord, un bref apercu sur les normes et les espaces vectoriels normés et quelques
propriétés. On donne encore quelques exemples sur les espaces de Banach et on ter-
mine par les applications linéaires continues et le dual d’un espace vectoriel normé.
Le deuxiéme chapitre contient " 1’espace de Hilbert". On traite en particulier les
espaces préhilbertiens et les espaces de Hilbert et encore le théoréme de la projection,
théoréme de Riesz, systéme orthogonal. On donne a la fin dans le troisiéme chapitres

quelques exercices certains sont résolus.



Chapitre 1

Espace de Banach

Dans tous qui suit la lettre K désigne le corps des nombres réels R ou bien le corps

des nombres complexes C.

1.1 Normes

Définition 1.1 Une application N d’un K— espace vectoriel E dans R est appelée
norme si, pour tous x,y € K eta € K on a :

)N (z) >0 et N (z) =0 si et seulement si x =0,

2) N (ax) = |a| N (z),

)N (x+y) <N (x) + N (y).

Remarque 1.1 La norme est généralement symbolisée par ||.|| .

Exemple 1.1 Soit K =R ou C. Les applications ||.||,,||.|l, et |||l définies pour

tout x = (x1, 29, ,x,) € K"

n n 1/2
2
el =3l (Zf‘“') et oo = pmax Lo

sont des normes.

Exemple 1.2 Soit E un espace vecoriel sur K (KK =R ou C) de dimension fini n.



On suppose que pour tout x € E, on a x = Z:ciei tels que x; € K et {ei}?zl est une

i=1
base de E. L’application ||.|| : E — R définie par

n 1/2
2
2l = <Z|xi| >
i=1

est une norme sur E.

" 1/2
En effet, Siz =0, ona x = (0,0,...,0) donc ||z|| =0, et si ||z| = (Z ’:CZ|2> =0,

i=1

n

alors Z |z5)* = 0 et cela implique que |z;]> = 0 pour tout i = 1,..,n et done |z;| = 0
i=1

pour tout i = 1,..,n, par conséquent x = 0. D’autre part, pour tous v € E et a € R,

n 1/2 n 1/2 n 1/2
2 2.2 2
o] = (Zlfwil ) = (Zlal |z ) =« (Z || ) = o]l
i=1 i=1 i=1

Enfin, la troisiéme condition repose sur l’inégalité de Holder dans le cas p = q = 2

on a

swvante :
n n 2 , 1/2
Z EATAIS (Z |$z|2) (Z ’%‘2) ;
i=1 i=1 i=1
donc pour tous x,y € E on a
lz+yl® = > |oi+ul
i=1

n

= Z <’$z|2 + lyl® + 2ReT7y;)

=1

Z Ji|* + Z il + QZ |23yl

ZZI 'L:l z:ln 1/2 ) 1/2
zuif@\yﬁuz(zmir?) (zyym)
i1 i1 i1 i=1

2 2
= zl®+ Nyl + 2= [yl

IN

IA

= (llll + llyl)*,



par suite ||z +y| < [lz] + [yl -

Exemple 1.3 Soit 1 < p < oo. On note par [P, [’espace vectoriel des suites (:1071)7121

a valeurs dans K tel que

o0 1/p
(Z]xn]p) <00, sil<p<oo,etsup{|z,|: n>1} <oo, sip=o0.
n=1

L’application ||.||, définie sur P (1 < p < oo) pour tout x = (),

s 1/p
Izl = <Z IInlp)
n=1

est une norme sur [P, et Uapplication |||, définie sur 1> pour tout x = (2n),>,
2]l = sup {|an] = n > 1}
est une norme sur [*°.

1.1.1 Espace vectoriel normé

Définition 1.2 Un espace vecoriel sur E muni d’une norme est appelé espace veco-

toriel normé (e.v.n) et noté (E, ||.||) ou seulement E.

Définition 1.3 Soit E un espace vectoriel normé. Un sous-espace vectoriel F' de E
est un espace vectoriel normé muni de la norme induite par la restriction de celle de

E. On définit une distance d : E x E — R, en posant d (z,y) = ||z — y|| .

Cette distance posséde deux propriétés importantes :

Elle est invariante par translation i.e. elle vérifie d (z + a,y + a) = d(x,y) pour tous
vecteurs x,y et a de E et elle est homogene i.e. d (Az, \y) = |\|d(z,y) pour tous
vecteurs x,y de E et tout A de K. Inversement, toute distance d sur F invariante par

translation et homogeéne définit une norme sur E par la formule

]| = d(0, ).



Définition 1.4 Soit (E,|.||) un espace vectoriel normé. Une boule ouverte ( rep.

fermée ) B (x,7) de centre x et de rayon r > 0 est définie par :
Bx,r)={yeE: |z—yll<r} (respB(z,r)={y€E: [z—y|<r})

Une partie U non vide de E est dite ouverte si pour tout x € U, il existe r, > 0 tel que
B (z,r;) C U. D’autre part on dit qu’une partie de E est fermée si son complémentaire

dans E est un ouvert.

La famille F de toutes les parties ouvertes de F forme une topologie sur £ qu’on

appelle topologie canonique de l’espace normé (E, ||.||).

Exemple 1.4 1. L’espace vectoriel R muni de l’application "valeur absolue” est un
espace vectoriel normé (e.v.n.).

2. L’espace vectoriel C muni de Uapplication "module” est un un espace vectoriel
norme.

3. L’espace des suites bornées 1> est un espace vectoriel normé avec la norme |.|, -
4. Lespace Cy (R) des fonctions continues bornés sur R est un espace normé avec la
méme norme ||.|| . -

5. L'espace des suites sommables I* est un espace vectoriel normé avec la norme ||.||,.
6. L’espace C(K) des fonctions continues sur un espace topologique compact K est

un espace vectoriel normé avec la norme définie par || f|| . = max |f (z)].
T

Remarque 1.2 Si E est un espace vecoriel normé muni de la norme |.||, alors un
vecteur unitaire dans E est un vecteur x tel que ||z|| = 1. Pour tout vecteur non nul
. . Lo - x
x de E on peut construire un vecteur unitaire y défini par : y = W
x

Lemme 1.1 (Lemme de Riesz) .
Soit (E,||.|]) un espace vectoriel normé. Soit V # E un sous espace vectoriel de E.
On suppose que V' est fermé. Alors pour tout o € |0, 1] il existe un vecteur x € E de

norme 1 tel que d(z, V) > 1 — a avec d est la distance associée a la norme ||| .



Preuve. Rappelons que d(x,V) = inf{d(z,z): z€ V}. Soit y ¢ V, alors on a

1
d(y,V) > 0. Soit a € |0, 1], puisque 1 < . alors d(y,V) < M Donc il
-« -«
existe h € V tel que
d(y,V
ly = hll = d(y, h) < f ) (1.1)
-«
y—h
Comme y ¢ V, donc ||y — h|| # 0. Alors on pose = = =k donc ||z|| = 1.
y j—

Pour tout z € V, on a

o= 2| \ y=h H
xr — zZ — Z
ly — A

_ Hy h \W—MQH
ly =Rl lly = Al

= ———4@ h—|ly = hll 2|
ly — Al

1
T lv = (h+lly = Al 2
ly = Al
Par conséquent ||y — (h + ||y — R 2)|| > d(y, V) car h + ||y — h|| z € V. Alors

d(y,V)
ly — hll’

[ = 2]l =

1 S 11—«
ly = Al — d(y,V)’

Théoréme 1.1 (Théoréme de Riesz) .

et par (1.1) on obtient donc pour tout [z — 2| >1—a. =

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. Alors E est de dimention finie si, et seulement

st sa boule d’unité fermée Br (0,1) est compacte.

Preuve. 1) Si F est de dimention finie, alors la boule d’unité fermée Br (0, 1) est par
définition est bornée, et comme on ’on est en dimension finie donc elle est compact.
2) Montrons que si la boule d’unité fermée Bp (0,1) est compacte, alors E est de
dimention finie.

On suppose que F n’est pas de dimension finie .i.e. dim (E) = co. On suppose avoir
e, de E tels que |lex] = 1 et |len —ex]| > 1/2 pour

construit n vecteurs e,,-- -,

touts k,m € {1,--- ,n} et m # k. Soit V,, le sous espace vectoriel de F défini par



V, =wvect{e1, -+ ,e,}. On a V, est de dimension finie, donc il est fermé, et comme E
est de dimension infinie alors V,, # E. On peut alors appliquer le lemme précédent de
Riesz. Alors il existe un vecteur e,,.; de E tel que ||e,41]] = 1 et d(epi1,Vy) > 1/2. Par
concéquent d(e, 1,ex) > 1/2 pour k =1,---  n. La suite (e,),en ainsi construite est
sans point d’accumulation. En effet une suite extraite (e, )ren vérifie d(e,,,,,en,) >

1/2 et ne peut pas donc converger.Normes équivalentes m

Définition 1.5 Deuz normes Ny et Ny d’un K— espace vectoriel E dans R, sont
dites équivalentes s’il existe deuxr mombres réels o > 0 et 8 > 0 tels que pour tout
rek

alNs (x) < Nj (z) < BN: ().

Avec cette définition, on peut définir une relation d’équivalence sur [’ensemble de

toutes les normes sur E.

Proposition 1.1 Les normes ||.|,, .||, et |||, sont équivalentes deux & deux sur

K" (n>1).

Preuve. Soit © = (z1,--- ,2,) € K™ (n > 1). Si on pose ?llax |z;| = |z;,| , alors
ie{l,-,

n
|| < Z |23 <l
i=1
donc
2]l o < lzlly < nflefl, -
Dautre part on a
n
i, |* < Z ji* < |
i=1
donc

" 1/2
|240| < (Z |$z'|2> <02z
i=1

Alors ||zl < [lo]l, < n'/? 2] . =



1.1.2 Propriétés

Théoréme 1.2 Soit (E,|.|[) un espace vectoriel normé sur K. Soient (), et
(yn)n21 deux suites dans E qu’ ils convergent respectivement vers x et y dans E
et soit (), une suite dans K converge vers o dans KC. Alors

Dl = Myl < fle = yll5

2) tim |z, | = ||

3) Hm (0 +ya) =2 +y;

4) lim a,z, = az.
n—-+o0o

Preuve. 1) Par l'inégalité triangulaire, on a ||z| = |lz —y +yl| < ||z =yl + ||y,
alors

Izl =Nyl < llz = yll.-

D’autre par on a [ly|| — |lz|| < |ly — [l = [lz =yl , donc — ([lz]| = {lyll) < [l=]| = llyl -
Par conséquent

Nzl =1yl < llz =yl

2) Comme on a lir}rq x, = z, alors par 1) on obtient |||z,| — ||z||| < ||zn — || pour
tout n > 1. Alors on passe & la limite on trouve lirf znl — [|z]|]] =0 lirf donc
[2a]l = Il
3) Par hypotheses, on a hI_'I_l Ty = et liI}_l Yn = Y, €t on a pour tout n > 1

I +yn) = (@ + 9l = (@ —2) + (n =yl

< llen =2l + llyn =yl

On fait n aller a l'infini, on trouve hrf (T +yn) =+ 9.
n—-1+00

4) La suite (ay,),, une suite convergente, alors elle est bornée, donc il existe M > 0
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tel que pour tout n > 1, |a,| < M. D’autre part on a pour tout n > 1

||Oéna;n - O‘IH = Han (xn - x) - (an - O‘)xH

IN

| lzn = 2]l + | — o [|]

< Mz = xf| + |on —al =]

Donc par la limite on obtient lim «,x, = axr. &

n—-4oo

Théoréme 1.3 Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé de dimension finie et {ey, - - -

est une base de E. Soit ||.||, une autre norme de E définie par

n 1/2
= <Z |xz|2> .
i=1

Alors les deux normes ||.||, et ||.||, sont équivalentes.

]l =

n
E €€
i=1

Preuve. Soit (F, |.||) un K—espace vectoriel de dimension finie n et soit {ey, - - -

une base de E.

" 1/2
Soit x = >  x;e; € E, on pose = (Z ||ez||> .on a
=1

=l =

n
D mie
i=1
n
< Dl

=1
N 2 ;. 1/2
2 2
< (Zmr) (ZHem)
=1 =1
< 5||$||1

Alors |||l < 3|, -
Maintenant, Soit 'application f : K"— K définie par

f(5171,“‘ 737n) =

n
E Zi€;
i=1

sentl
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Cette application est continue par rapport & la distance usuelle de K. Si on pose

S = {<x1,--- xn) €K"Y al = 1},
=1

alors S est compact, donc il exist (yi, -+ ,yn) € K" tel que o = f(y1, -+ ,yn) <
f(z1,- -+, x,) pour tout (z1,---,x,) € L™

Sia=0,alors ||>"" yie;]| =0donc )", y;e; = 0 et alors y; = 0 pour tout 1 < i < n.
Contradiction car (yi,---,¥y,) € K". Alors o > 0. De plus, par la définition de |.||;,

si||z||, =1, alors ||| > . Donc Si z € £\ {0} on obtient

[

1yl

et donc H y” > «, par conséquent |ly|| > «ly||,. Cette derniére inégalité est
Yl

réalisée pour y = 0. Alors admet un pour tout y € E, |ly|| > o |ly||,. Donc .|| et |||

sont équivalentes. m

Théoréme 1.4 ([2, p43]) Dans un espace vectoriel normé E de dimension finie,

toute les normes sont équivalentes.

Remarque 1.3 Dans le cas d’un espace vectoriel de dimension infinie, les normes

ne sont pas forcément équivalentes, et le contre-exemple suivant illustre cela.

Contre-exemple : Soit £ = C'(]0,1];R) l'espace des fonction continues de [0, 1]
dans R ( est un espace de dimension infini). On considére les deux normes ||.||, et

|||, définies par

tel0,1]

1
11, = [ 17 @ldt et £, = sup |7 )
0

et on consideére la suite (f,),, d’éléments de E' définie par

—n*z+nsize|0,1];

Osize [+ 1].

In (x) =
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1
On a || fullo = supsey 1fu () = net | fully, = [ 1fn ()] dt = ;. D’autre part on a
0

lim I follos = lim (2n) = +oo0.
no Ul

1/l
Il

Donc il n’existe pas une constante M de R tel que < M. Alors pour tout

M € R, il existe n > 1 tel que

[fallo > M [ fally -

Par conséquent, les deux normes ||.|| et ||.|[, ne sont pas équivalentes dans E.

1.2 Espace de Banach

1.2.1 Suites de Cauchy dans un e.v.n.

Définition 1.6 Soit (E,|.|[), un espace vectoriel normé. Une suite (), d’élé-

ments de E est dite de Cauchy si
Ve >0, IN=N(e)eN: Vp,geN, p>qg>N = |z, —z,]| <e.

Théoréme 1.5 Soit, (E,||.||), un espace vectoriel normé. Alors :

1) Toute suite convergente est de Cauchy.

2) Toute suite de Cauchy est bornée.

3) L’image d’une suite de Cauchy par une application f uniformément continue est
de Cauchy.

4) Si deux normes N7 et Ny sont équivalentes sur E, alors, toute suite de Cauchy

pour N est également une suite de Cauchy pour Ns.

Définition 1.7 Un espace métrique (E,d) est complet si toute suite de Cauchy dans

E est convergente.
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Définition 1.8 Un espace de Banach est un espace normé et complet par rapport

a la distence associée de sa norme.

Proposition 1.2 Un sous-espace vectoriel V' d’un espace de Banach (E, ||.||) est de

Banach si, et seulement si, il est fermé dans E.

Preuve. Soit (E,|.||) est de Banach. Supposons que (V,].||) est complet, et soit
| € V. 1l existe donc une suite (y,) de V telle que y,, — [ pour n — +o0o. Comme la
suite (y,) est convergente dans F, alors c’est une suite de Cauchy ; et comme (V, ||.||)
est complet, (y,) converge dans V', donc [ € V' | d’ou V est fermé. Réciproquement,
supposons V' fermé dans E et soit (y,) suite de Cauchy dans V'; comme c’est une
suite de Cauchy dans (F, ||.||) complet, elle converge vers une limite | € E, et comme

yn € V et V est fermé, alors [ € V. Donc V' est complet. =

Théoréme 1.6 (Critére de complétude) Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est

un espace de Banach si, et seulement si chaque série absolument convergente dans E

converge dans E.

oo

Preuve. Soit £ un espace de Banach, et soit 5 Z, une série absolument convergente,
n=1
donc on a

S llzall < o0 (12)
n=1

k 9]
Pour tout £ > 1, on pose S = Z:rn Nous allons prouver que la série an

n=1 n=1
converge. Par complétude de E, il suffit de montrer que la suite (S),~, est une suite

de Cauchy, c’est a dire que pour tout ¢ > p on a
|Sp = Syl — 0 si p,qg — +oo.

On utilise I'inégalité triangulaire et I’hypothese 1.2 pour obtenir

q

> e

n=p+1

q
< 3 .

n=p+1

HSq - Sp“ =
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q
Donc si p,q — +o00, alors Z |zn]| — O ( le reste d'une série convergente). Ceci

n=p+1
termine la preuve de la nécessité.

Pour la preuve de la seconde implication, nous supposons que E ne soit pas complet.
Donc il existe une suite de Cauchy (y,),>1 dans E, qui est divergente. Alors toute
sous-suite de (y,),>1 diverge. Par conséquent une sous-suite (wy,),>1 de (Y, )n>1 telle
que pour tout n > 1,

w1 — wy| < on

est divergente. La suite (z,,),>1 définie par z,,: = w, 1 — w, donne

Sl <> 0 =1,
n=1 n=1

o0

donc la série Zmn est absolument convergente dans F. D’autre part, la suite des
n=1
sommes partielles

n
Sy, = E Tp = Wpt1 — Wy

k=1
est clairement diverge. Alors on a dans un cas d’une série absolument convergente
dans E mais elle est diverge dans £. m
1) Tout espace vectoriel normé (F, ||.||) de dimension finie est un espace de Banach.
2) Soit (£, d) un espace métrique compact, ’ensemble C(E) des fonctions continues
de E dans K est un espace de Banach.

3) L’espace I[P est un espace de Banach tel que 1 < p < 0.

1.3 Applications linéaires continues

Définition 1.9 Une application A entre deux espaces vectoriels E et F' sur le méme
corps IC est appelée application linéaire ( ou opérateur linéaire) si pour tous v,y € E
et a, B €K,

A(ar + fy) = aA(z) + BA(y).



15

On note par L(E, F), l’ensemble des applications linéaires (ou opérateurs linéaires)

de E dans F.

Définition 1.10 Soient E et ' deux espaces vectoriels normés. Un opérateur A de

L(E,F) est dit borné si

de >0, ||Az||p <cllz||p Vz € E. (1.3)

Définition 1.11 Soient E et ' deux espaces vectoriels normés. Un opérateur A de

L(E, F) est dit continu au point xo de E si

Ve>0,30 >0,Vx € B, |x— x| <0=|Ax — Azy|| < e.

A est continu sur E s’il est continu en chaque point de E.

On note par L(E, F') a l'ensemble des opérateurs linéaires continus de E dans F.

Définition 1.12 (Norme d’un opérateur) Soient E et F' deuz espaces vectoriels
normés et A un opérateur borné de L(E,F). On appelle norme de l'opérateur A le

nombre ||A||, défini par :

Al = inf {¢ > 0; || Az], < |l ¥z € E}.

Alors la norme de A est la plus petite constante ¢ dans (1.3).

Proposition 1.3 Soit A un opérateur borné de L(E, F). Alors on a

Az
4]l = sup 4] = sup 2~ up laa]. (1.4)
llzll<1 w0 ||z lzll=1
Proposition 1.4 Soit A € L(E, F) un opérateur linéaire. Alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes

1. A est continue.

2. A est continue en 0.



16

3. Il existe xo € E tel que A est continue en xg.

4. A est borné.

Preuve. L’implication 1) = 2) est évidente.

Montrons I'implication 2) = 3). On suppose que A est continue en 0, alors on a

Ve>0,36>0,Vr e E, ||y <d= ||Ay|| <e.

Soit y € E, pour tout z € FE, il existe x¢y € E tel que y = x — xg. Alors pour chaque

e > 0 il existe § > 0 tel que si |ly|| <

[Ayll = [[Az — Azo| < e.

Donc pour tout = € F, si ||z — x| < § alors ||[Az — Axg|| < e.

On montre maintenant 'implication 3) = 4) : Soit 29 € E tel que A est continue en
zo. Alors pour chaque € > 0 il existe 0 > 0 tel que si ||z — || < 6 alors ||Ax — Axgl| <
e. Soit € = 1, alors il existe §; > 0 tel que si ||x — x¢|| < 0; alors ||[Az — Axg|| < e. Si

on pose x = xo + 01y avec y € E et ||y|| = 1, alors on a

[A(01)ll = | A (z = zo)|| = [| Az — Ao <1

donc d; ||Ay|| < 1, cela donne ||Ay|| < 1/, par conséquent || Al < 1/4;.

Finalement, pour I'implication 4) = 1) : Soit © € F et soit € > 0, on choisit § =

s pour tout z € E, ||z — ]| < J, alors

AT
|Az — Azgl| = [|A(z — o)
< [14] 1z — o
19
< 4 o=
4]

Donc A est continu en xg, et comme xy est arbitaire dans F, alors A est continu. ®
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1.4 Dual d’un epace vecoriel normé.

Soient F et F' deux espaces vectoriels normés. I’ensemble L(FE, F') des opérateurs
linéaires continus de E dans F' muni de la norme d’opérateur forme un espace
vectoriel normé. En effet, ’homogénéité et la positivité sont évidentes. Considérons

deux applications linéaires bornées f et g de L(F, F'), alors on a

If+9l = Hi1||1£1||(f+9) ()]
< Sup, S )=+ 1lg ()1
< Sup, IS (@)l + sup lg ()]
= A+ llgll-

Dans le cas F' = K, 'espace L(E, K) est noté par E*, cet espace est appelé 1’espace
dual topologique de E.

Théoréme 1.7 Si E est un espace vectoriel normé et ' est un espace de Banach,

alors L(E, F') est un espace de Banach.

Preuve. Nous allons montrer que L£(F, F) est un espace complet. Soit (73,),,-, une
suite de Cauchy de L(F, F'). Comme cet espace est métrique alors (7)), est une
suite bornée, donc il existe M > 0 tel que pour tout n > 1, ||T,,|| < M. Soit x € E.

Alors pour tous n,m > 1, on a
[ Tnz — Ton|| = (o = Tin) x| < M |||

Comme (7},),,»,est de Cauchy, alors (T,,7),,.., est de Cauchy dans F. D’autre part F est
complet, donc la suite (Tnx)n21 est convergente. On définit maintenant 1’application
T:E — F par

Tr= lim T,x.

n—-+00
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Le but est de démontrer que T = lim,, . T},. Soient x,y € F et « € K. On a

T(ax+y) = lim T,(ax+y)

n—-+o00

= «a lim T,x+ lim T,y

n—-o0o n—-+00

= aoTx+ Ty,
donc T est linéaire. D’autre part on a
el = tim Tl < Mla] .

Donc T est borné, alors T' € L(E, F).
Soit ¢ > 0. Comme (7,),,-, est de Cauchy, alors il existe N € N tel que pour tous
n,m > N, on a

e
Tn_Tm <z,
T, — Tl < 5

alors pour tout = € E tel que ||z|| <1 et pour tous n,m > N, on a
5
1Toz = Tzl < 1T = Tl Iz} < 5
Puisque Tx = lim,, . o, T,,x, alors il existe N; € N tel que pour tout m > Ny, on a
Tz — Tpz|| < g

Donc pour n > N et m > Ny, on a

| Tx — Toz|| = ||Tx— Thx+ Thxe — T
< |Tx — Thz|| + || The — Tz
< |Tw =Tzl + ITn = Tl ]
e €
< —4-=¢

2 2
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Par conséquent, pour tout n > 1 tel que n > N, on a
| Tx — Tox|| = (T = T,) z|| <e.

Donc ||T =T, || <. Alors T' = lim,,_, y o T,,. D01y, la suite de Cauchy (75,),,, converge
vers T'dans L(E,F). m

Corollaire 1.1 L’espace dual E' de I’espace vectoriel normé E est un espace vectoriel

normé complet sous la norme définie par 1.4.



Chapitre 2

Espace de Hilbert

Dans tout ce chapitre K désigne ou bien le corps des nombres réels R ou bien le

corps des nombres complexes C.

2.1 Espace préhilbertien

Définition 2.1 Soit E un espace vectoriel sur K. Une application (.,.) de E x E
dans K est appelée produit scalaire si elle satisfait : Pour tout x,y,z de E et pour
tout o de I
1) (z,y) = {y,z)
2) (az,y) = a(z,y)
3) (x+y,2) = (x,2) + (y, 2)

{

4) (x,x) >0 pour tout x € E et (x,x) =0 si et seulement si x = 0.

Remarque 2.1 1) Pour tous z,y,z de E et pour tous o, 3 de KC on a

(r,ay + Bz) = (ay,x

20
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2) L’application (.,.) est dite sesquilinéaire sur E si elle vérifie les deux conditions 2)
et 3) et dite forme hermitienne si elle vérifie de plus la condition 1)
3) Si Uapplication (.,.) vérifie 1), 2), 3), 4) on dit que c’est une forme hermitienne

positive et non-dégénérée.

Remarque 2.2 Soit E un espace vectoriel sur K. Pour tout produit scalaire (., .)

défini sur E, Uapplication ||.|| définie par
Vo € B, o = (z,2)'"?

est une norme sur E. Cette norme est appelée la norme induite par le produit scalaire
(.,.).

Exemple 2.1 L’application (.,.) : R x R — R définie par (z,y) Z:l:lyZ est un
produit scalaire sur R™. Ce produit scalaire est appelé produit scalaire usuel sur R™.
Exemple 2.2 L’application (.,.) : C* x C* — R définie par (z,y) szyl est un

produit scalaire sur C". Ce produit scalaire est appelé produit scalaire usuel sur C".

Définition 2.2 Un espace préhilbertien E est un espace vectoriel sur K sur lequel

est défini un produit scalaire (.,.) et muni de la norme induite ||.|| par (.,.).

Exemple 2.3 Le plus important exemple c’est l’espace préhilbertien C qui est muni

du produit scalaire (z,y) = 7.

Exemple 2.4 Soit E =K" (n>1) (K=C ouR). Pour tous x = (x1,xs, - x,) et

y = (41,92, yn) de K" on pose

n
=1

L’application (.,.) est un produit scalaire de K™ ( le produit scalaire usuel de K™ ). La

norme induite de x est

" 1/2 n 1/2
_ 2
ol = (z) _ (Zmr ) |
=1 =1
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Dans le cas général, pour un entier p > 1, on peut défini la norme ||||p par
n 1/17
], = <Z\1‘z’|p> :
i=1

La démonstration repose sur les inégalités de Holder et Minkowsks.

Exemple 2.5 L’espaceC ([a,b]; C) de toutes les fonctions continues de [a,b] & valeurs

complexes muni du produit scalaire

(f.g) = / f(@)g(@)de,

est un espace préhilbertien.

Exemple 2.6 L’espace L? (R) de toutes les fonctions & valeurs complexes qui sont

carré intégrables ou sens de Lebesque (i.e. |f|> € L (R)) muni du produit scalaire

+oo -

(f.9) = f(z)g(x)dz,

est un espace préhilbertien.

Exemple 2.7 Si E = F; x Fs tels que (El, (., >E1) et (Eg, (., >E2) sont deux éspaces

préhilbertiens, alors E muini du produit scalaire (.,.) défini par

<(x,y) ) (uav»E = <$,U>E1 + <y7U>E2

est un espace préhilbertien. La norme induite par ce produit scalaire est défini par

2
)l = /N2l + Dl

On peut encore définir une norme ||.|| sur l’espace vectoriel E = Ey x Ey par

Gz, Il = Nzl g, + lyllg, -
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Théoréme 2.1 (L’identité de polarisation) Soit H un espace préhilbiritien réel

muni du produit scalaire (.,.), alors pour tout x,y € H on a

(r,y) =~ ((v+y,x+y) —(r—y,z—y)),

A~ =

1
(@) =5 (2 + 9l = o = ol).

Preuve.

Soient z,y € H. Par définition du produit scalaire on a

(z+y,x+y) = (z,2)+z,9)+{y, 2)+y,y) et (z—y,x—y) = (z,7)—(2,9)— (¥, ) +{y, Yl

et on trouve par la soustraction

(t+yz+y) —(x—yr—y = 2(z,y) + (y,))

Théoréme 2.2 (L’identité du parallélogramme) Soit H un espace préhilbiritien

sur KK muni du produit scalaire {.,.) , alors pour tout x,y € H on a
2 2 2 2
2+ ylI” + [l = ylI” = 2 (=" + ly[I") - (2.1)

Preuve.

Soient x,y € H. On a

lz+yl*+z -yl = @+yz+y)+@-—yz—y)
= 2(x, ) +2(y,y)

= 2 (Jle|* + llyl*) -
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Remarque 2.3 Cette identité signifie que la somme des carrés des cotés d’un paral-

lélogramme est égale a la somme des carrés des diagonales de ce parallélogramme

Théoréme 2.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit E un espace préhilbertien

sur K. Alors pour tous x,y € E, on a

[z o) < Nzl yll -

Preuve.
Si x ou y est égal a 0 I'inégalité est immédiate. Sinon on pose z = x — %y Par
Y,y
positivité on a
(z,2) > 0.
En développant (z, z) on obtient
(z,9) (z,y) > (z,y) (z,y)
T — Y, T — Y = \&T) — Y, x) — z,y
< (v, ) (v v) ) (v, ) ) (v, ) )
(z,y) (z,y)
+ Y,y
(v u) (ys ) )
2
ey Ml
(v, y)

donc [(z,y)|> < (z,z) (y,y) ce qui donne le résultat. m

Lemme 2.1 Soit (E,(.,.)) un espace préhilbertien. On considére les deuz suites (x,),,

et (yn), de E et on suppose que

lim z,=x et lim y, =y.
n——+o0o n——+00

Alors

lim (z,,y,) = (z,y).

n—-+4o0o
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Preuve.

|<$n7yn> - <$,y>| = |<mn7yn> - <xn7y> + <$n7y> - <$,y>|
< Kzn, yn) = (@, )| + (20, y) — (2,9)]
= [, yn =) + (20 — 2, 9)]

<zl llyn =yl + llzn = 2l lyll -

Comme la suite (x,), est convergente alors ||z, | est borné, donc le terme droit de

cette inégalité tend a zéro quand n — +o00. Par conséquent

im (x,,y,) = (z,y) .

n—-+o00

Théoréme 2.4 Soit (H,||.||) un R—espace vectoriel normé. H est un espace préhil-

biritien si, et seulement si sa norme vérifie l'identité du parallélogramme.

Preuve.
Nous avons vu que la condition est nécessaire. Alors nous démontrons qu’elle est

suffisante. Soit pour tous x,y € H,
2 2 2 2
2+ ylI* + llz = yll* =2 (=" + flyl°) -

On pose (z,y) := 1 (||z + yl? = ||z — y||2) . Nous prouvons que 'application (z, y) est

un produit scalaire vérifiant ||z||* = (z, z) .
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1) Pour tous x,y,z € H, on a

etyz) = lety+z) —llz+y -z
= Jlz+ @y +2)I° ~llz+ @y -2’
= 2al® + 2y +2)” ~ llz — (y + 2)II"
= 2lzl* + 2y = 2l* — Iz = (y = 2)II’]
= 2|y + 2" =2y = 2l* — Iz = 2) —ylI” + (& + 2) = yII”
= 2|y + 2" =2y = 2l* = 2|z — 2|” — 2 |}y’
tllz =2+ yl” + 2o+ 20" + 2 yll” — |z + 2 + gl
= 2y +z|* — 2|y — 2" - 2|z — 2||”
2

+2 e+ 2|° + o =z +yl* = o+ 2 +y]

= 8(y,2)+8(x,2) —4{x+y,z).

Donc (x + y, z) = (z, 2) + (y, 2) .

2) Pour tous z,y € H, on a

(z,y) = (ly +)* = ly — z|”) = (y,z)

SN

(lz +yl* = llz —ylI*) =

| =

3) Pour tout z € H, on a (z,z) =0 = |lz||> = 0 donc (z,2) =0 =z = 0.
4) 11 reste de montrer que pour tout « € Ret x,y € H, (ax,y) = o (z,y) .
Dans l'égalité (z + vy, z) = (x, z) + (y,2) et pour y = x on obtient (2x,z) = 2 (z,z2).

On suppose que pour tout n € N*| (nx, z) = n (x, z) et nous montrons que

(n+1)x,2z) =(n+1)(x,2).
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On a
(n+1)z,2) = (nx+ux,2)
= (nz,z) + (z,2)
= n(x,z)+ (z,2)
= (n+1)(x,2).
On a encore (0,2) =0 et ((—1)z,2) = (—x,2) = — (x,2), donc pour tout n € Z,

(nx,z) =nx, z).

Pour a € Q on pose a = P tel que p et ¢ des entiers et ¢ # 0, on a
q

(o) -r =)

alors

Soit o € R. Puisque Q dense dans R, alors il existe une suite (c,),, dans Q converge

vers o dans R. Donc on a

4wz, 2) —{az,2)| = |llanz + 2] = llanz — 2|° = oz + 2[” + oz — 2|

< llawz +2I* = llaz + 2| + [lawz — 2]* — llaz — 2|

< llawe + 2l = [laz + 2[l[ (lanz + 2| + [laz + 2[]) +
lloma = 2|| = [laz = 2|l (|anz = 2] + [Jaz = 2|))
< (lanzll + llazl + 220 (lemz ]l + lo]] + 2|=]])
< 2(M A+ lzll + 21zl [[(en — @) 2| tel que M = max {|af, sup o, }
< 2(M + lzfl + 212 [(em = a)l ]
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Donc

lim (a,z,z) = (azx,2) = lim (a,z,2).
n—+oo n—+00

Par conséquent, pour tous z,z € H, on a

(ax, z) = < lim oznx,z> = lim (a,z,z) =azx,z).

n—-+o00 n—-+o00

La démonstration du théoréme est terminée. m
Remarque 2.4 Dans le cas (H,|.||) un C—espace vectoriel normé, on définit l’ap-

plication (.,.) comme suit

2 2
Re (z,y) = L (lz + ylI* = ||z — y|?) et
Im (z,y) = * (|liz + y||* — |Jiz — y||*) .

2.2 Orthogonalité

Définition 2.3 Soit E un espace préhilbertien sur K. Deux vecteurs x,y € E sont

dit orthogonaux, si (z,y) =0, et qu’on note x L y.

Définition 2.4 (Orthogonal d’un ensemble) Soit E un espace préhilbertien sur
IC. Soit A un sous ensemble de E. L’enseble des vecteurs qui sont orthogonauz o tout

vecteur de A est dit 'orthogonale de A, on le note par A+. On a donc
At ={z € E, (x,y) =0 pour tout y € A},

Définition 2.5 Deux parties A et B d’un espace préhilbertien E sont orthogonaucz,

st pour tout x € A ety € B on a (x,y) =0 et on écrit ALB.

Exemple 2.8 Dans l’espace préhilbertien R™, les vecteurs e; = (1,0,...,0),...,e, =

(0,0, ...,1) sont orthogonaus deux & deu.

Théoréme 2.5 (Pythagore) Soit E un espace préhilbertien sur K. pour tout x,y €
E ona

2 2 2
vly = [lz+yll” = =" + lylI”
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Preuve.
Pour tout z,y € F on a ||z +y|> = ||z||* + ||yl|* + 2Re (z,y), donc si zLy alors
(w,y) =0, dot |z +y|* = l«|* + ylI*. =

Remarque 2.5 Dans le cas général, si {x,}_, une famille des vecteurs orthogonals

deuz a deux d’un espace préhilbertien E, alors on a

m 2 m

2
Dl =2 laal”.
n=1 n=1

Théoréme 2.6 Soit F' un sous-espace vectoriel d’un préhilbertien E. Alors v € F*

si et seulement si ||z —y|| = ||| pour tout y € F.

Preuve.

On suppose que z € F*, alors pour tout y € F on a (z,y) = 0, donc

<l'—y7l'—y>
= (z,2) +(y,9)

2 2
= ™+ llyl™

2
[ =y

Alors on a ||z —y|* > ||z||” et donc ||z — gy > ||z -
Soit x € F et on suppose que ||z — y|| > ||z|| pour tout y € F. Montrons que (x,y) = 0.

Siy =0, alors (x,y) = 0. Si y # 0, alors pour tout « € K on a ay € F et
2 2 2 201 112 _
2] < |z — ayl|” = [|z[I” + |a” [ly[” — 2Re @ (z, )
donc on a
0 < [af*[lyl* = 2Re@ (z,y)

on pose a = (z,y) / ||y||* alors on obtient

2
=z, y)]
2
Iyl

> 2 € 2
[yl [yl

el T
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donc |[(x,y)| = 0 et alors (z,y) = 0. On conclu (z,y) = 0 pour tout y € F, d’ou

reFt m

Lemme 2.2 Soit E un espace préhilbertien et soit A C E. Alors
1)0€ At

2) §i0 e A, alors AN At = {0}, sinon AN A+ =10.

3) B+ = {0} et {0} = E.

4) Si B C A alors A+ C B*.

5) At est un sous- espace fermé de E.

6) Ac (AY)".

Preuve.

1) On a (0,x) = 0 pour tout x € A. Donc 0 € A*.

2 ) On suppose que * € AN A+, donc (x,z) = 0, alors par définition du produit
scalaire on a = = 0.

3) Soit z € E*+, donc (z,y) = 0 pour tout y € E. En particulier {x,z) = 0 alors
z = 0. Donc E+ C {0} et alors E+ = {0}. D’autre part, pour tout = € E, on a
(2,0) =0, donc 2 € {0} . Alors E C {0} et donc {0}" = E.

4) Soit x € A+, donc (z,y) = 0 pour tout y € A, et comme B C A, alors (x,y) =0
pour tout y € B. Dot x € B*.

5) Soient z,y € At et A un scalaire. Pour z € A on a
(v + Ay, 2) = (2,2) + My, 2) = 0.

Donc z + Ay € A+, d’on A+ est un sous-espace vectoriel de E. Soit maintenant (z,,),,

une suite de A+ convergente vers x € E. Donc
(x — 1, 2) = (1,2) — (T, 2) = (2, 2) ,

on passe a la limite, donc on a lim (z — z,, 2) = <:Jc — lim z,,, z> = (0,z) = 0, alors

(w,2) =0, dott x € A*. Par conséquent AL est fermeé.
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6) Soit x € A. Pour tout y € A+, on a (z,y) = (y,z) = 0, donc z € (AL)L, alors
Ac (At m

2.3 Espace de Hilbert

Définition 2.6 (Espace de Hilbert) Un espace préhilbertien H sur K est un es-
pace de Hilbert s’il est complet pour la distance induite définie par d(x,y) = ||z — y| .

Exemple 2.9 L’espace (*(N) muni du produit scalaire usuel est un espace de Hilbert.

Exemple 2.10 L’espace L*([a,b]) des fonctions mesurables et de carré intégrable sur

la, b] pour la mesure de Lebesgue est un espace de Hilbert.

Exemple 2.11 L’espace vectoriel C|—1,1] des fonctions continues sur [—1,1] & va-

leurs complexes muni du produit scalaire défini par

)= [ s

est un espace préhilbertien mais n’est pas un espace de Hilbert. En effet, considérons

la suite des fonctions continues (f,), définie par

1 st —1<z2<0,
fo(z) = 1—4nxsi0§x§ﬁ,

0sip<ax<Ll
Cette suite est de Cauchy et convergente vers la fonction f définie par

1 st —1<2<0,
f(z)=

0 s10<ax<1
qui n’est pas continue sur [—1,1].

Exemple 2.12 L’espace E des suites v = (x1,22, - ,,0,0--+) muni du produit
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scalaire
—+o00
<J}, y> = Z xny_n
n=1

est un espace préhiblertien mais n’est pas un espace de Hilbert. En effet, la suite

11 1 100
xn: sy =y —, U, “ e
2°3 n

est de Cauchy car pour tous entiers n et m tel que n < m, on a

1 1
T — Tp = 0707"'707 a"'a_a()?O"' ;
n+1 m
et
k=m 1
li n — 4dm 2: li 75 —
n,ml—IE&-oo”x t ” n,mlir—l&-oo Z k2 0’

k=n+1

wl=

mais lim z, = (1,%,
n——+00

2.3.1 Bases Hilbertiennes

Définition 2.7 Soit (F,(.,.)) un espace préhilbertien, et soit I un ensemble quelconce
de N. Une famille (e,), ., de vecteurs de E est dite orthogonale si pour tout n € I,
en # 0 et pour tous i,j € I aveci # j on a (e;,e;) = 0. Si de plus on a ||e,|| = 1 pour

totun € I, on dit que (ey),; est orthonormale.

Remarque 2.6 Sila famille (e,),,.; de vecteurs de E est orthogonale, alors la famille

lenl

Unp

€n . .
( > est une famille orthonormale. En effet; si on pose pour tout n € I,
nel

alors on a

~ leal

lenll = 1.

en H_ 1

]l = '
= el = Teul

D’autre part, pour tous i, j € I tel que i # j, on a

(ui, ug) = < L > ! (€i,€;) = 0.

lell” el /- Nleall lles
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Exemple 2.13 Soit E = [*(R). La suite (e,) de vecteurs de E tel que e, =

neN

(0,0,...,0,1,0,...) (1 alan ™ place ) est une famille orthonormale.

Théoréme 2.7 (Inégalité de Bessel) Soit {e,, n € N*} une famille orthonormale

+00
d’un espace préhilbertien (E, (.,.)). Alors, pour tout x € H, la série Z [z, en)|” est
n=1
convergente et on a
+oo
2 2
D e < ol
n=1
Preuve. .
Pour tout entier k£ € N, on pose y;, = Z (x,e,)e,. On a
n=1
lz = well® = (& = yp, o — ye)
k k
— Jall® + Dl - <Z (z,en) a:> - <m,2 (e, en) >
n=1 n=1
k k
= el + lgwll* = D (@, en) (ens ) = > (@, €0) (2, €0)
n=1 n=1
k
2 2 2
= 2l + llyel® =2 Kz, en)l,
n=1
et comme
k k k
2 2 2 2 2
lyel® =" s en) enl® =D e, en)* lleall” = D [, en)l?,
n=1 n=1 n=1
alors
k
2 2 2
lz = ill* = llll* = > 1w, e[
n=1
Donc
k
2 2 2
o lwen = Jal® = llz — wll
n=1

IN

2
[
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k
. 2 . 4 . N
La suite (2), tel que 2z, = E |(x, e,)|” est croissante et bornée donc si on passe a la

n=1
limite (k — +00) on obtient

+oo
> e < el
n=1

Théoréme 2.8 Soient H un espace de Hilbert sur K et {e,, n € N*} une famille
+oo

orthonormale de H. Soit (an)n21une suite de K. Alors la série vectorielle Zanen

n=1
—+o00

. . L. 2 . .
converge si, et seulement si, la série E la,|” converge. Si cela est vrai, alors

n=1

2 +oo
=2 laul*.
n=1

“+00
E Ap€n
n=1

Preuve.
“+o00 “+o00

On suppose que Zanen est convergente et x = Zanen. Alors pour tout entier
n=1 n=1

k>1ona

—+o0
e — <z>
n=1

N
= lim Z p (n, €r)
n=1

N—+o00

= 0.

Par I'inégalité de Bessel, on a

+o0 +oo
Dol =) e < lz)®.
n=1 n=1
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+oo
On suppose maintenant que Z |an|2 < 400, et on pose pour tout entier k£ > 1,

n=1

k
Ty = Zanen. Alors pour tout m > k, on a

n=1

2

m
ka_me2 = Z Qn€p

n=k+1
m

= Z ||an€n||2

n=k+1

+oo m
2 : 2 .
et comme E |, |” < 400 alors  lim E |ai,|” = 0, par conséquent,

k,m—-+o0
n=1 n=k+1

lim |z — z,]* = 0.

k,m—+o0

Alors la suite (z1),>, est de Cauchy dans H, donc elle est convergente.

Pour terminer, on a

2 2

+oo

E O n = lim E Oy Cr,
1 m—-+oo

n—=

Corollaire 2.1 Soient H un espace de Hilbert sur K et {e,, n € N*} une famille
+oo

orthonormale de H. Pour tout v € H, la série Z (x,en,) e, est convergente.

n=1
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Théoréme 2.9 Soient H un espace de Hilbert sur K et {e,, n € N*} une famille
orthonormale de H. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) {en, n e N*}* = {0}.

2) Vect{e,, n€ N} =H.

“+oo
3) ||z||* = Z [z, e,)|* pour tout z € H.
n=1

+oo

4)x= Z (x,e,) e, pour tout v € H.
n=1

Preuve.

1) = 4) : On suppose que {e,, n € N*}" = {0}. Soit 2 € H et on pose

Pour tout entier m > 1, on a

(Y, em) = <x—Z(az,en)en,em>

n=1

—+00
= <$7 em> - <Z <£L’, en> €n, em>

n=1

k
= (z,ep) — kEToo <nz:; (x,e,)en, em>
k

- <ZU, em> - k1—1>1:Ii-100 Z <ZU, €n> <en7 €m>

= (z,em) — (z,€e,) =0.

+oo
Alors y € {e,, n € N*}*, donc y = 0. Dot z = Z (x,en) en.
n=1

2) = 1) : Soit =z € {e,, nEN*}L, alors pour tout n € N* (z,e,) = 0. Par
conséquent, pour tout n € N*, ¢, € {x}L D’autre part on a {x}L un sous-espace de

H, donc Vect {e,, n € N*} C {z}" et comme il est fermé alors on obtient

Vect{e,, n € N*} C {ZE}l = {$}L,
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mais H = Vect{e,, n € N} et x € H, alors = € {z}". Dot z = 0.

4) = 2) : Soit © € H, alors on a

+00

k

x = Z (x,e,) e, = kkglooz (x,e,)epn.

n=1

k

Mais Z (x,e,) e, est un élément de Vect{ey, -, e}, donc il est clair que = €

n=1

Vect{e,, n € N*}. Par conséquent H C Vect{e,, n € N*}, d’ou le résultat.

+oo
4):>3):Soitxzz<x,en>€n=

n=1

> = {z,2)

k
= <k1_1>rfoo Z (T, €,) €n, kl—l>r—£loo Z (x,en)en

lim

k—-4o00

n=1

k

Z (x,e,)e,. Alors

n=1

k

n=1

k k
- kl—l»r—&l—loo <Z (T en)en, Y (x,e,) en>

n=1

k

n=1

= lim (x,en) (z,€)

k——+o0

n—=

k +o0
= Jlim Dl el = 3l e
n=1 n=1

;

Remarque 2.7 Si on a {e,, n € N} = {0}, on dit que le systéeme orthonormal

{en, n € N*} est total ( S.0.T). Dans ce cas, on a l’égalité de Bessel-Parceval :

Pour tout x € H,

+oo
2 2
=] = 1w, ea)]?.
n=1

Définition 2.8 Soient H un espace de Hilbert et {e,, n € N*} une famille orthonor-

male de H. Si l'une des assertions est vraie dans le théoréme précédente, on dit que

{en, n € N*} est une base orthonormale de H o encore, base hilbertienne.

Exemple 2.14 La famille {e,,, n € N*} de vecteurs de [* (N) tel que e, =

(0,0,...,0,1,0,.)]

(1 alan " place ) est une base orthonormale de I* (N). En effet, soit & = (,),5, €
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I?>(N), alors (x,e,) = z,, donc

“+o00 +oo
D e =) faal* = |l
n=1 n=1

Alors la famille orthonormale {e,, n € N*} est totale.
Projection hilbertienne

Définition 2.9 Un sous-ensemble A d’un espace vectoriel E est dit convexe si, pour

tout x,y € A et tout A € [0,1], Az + (1 — \)y € A.

Théoréme 2.10 (de projection) Soit H un espace de Hilbert sur IC et soit F' une
partie convexe fermée non vide de H. Alors pour tout x de H, il existe un unique

élément a de F', noté Pr (x), tel que
—al|=d(x,F) = inf ||z —y]| .
o ol = (e, F) = inf l}o — y]
De plus la caractérisation de [’élément Pr (x) est donné par

Pr (I) er
Re (z — Pr (z),y — Pr(x)) <0 pour tout y € F.

Preuve.
Soit x € H. On pose M = ;2£||$ —y||. Par hypotese F' # (), donc M < +oo. La
définition de la borne inférieure fournit que pour chaque entier n € N*, il esiste une
suite (a,) de F' tel que
o — anl? < M2+ L.
n

On montre que cette suite (a,,) est de Cauchy. Pour tous n,m € N*, on a

lan = anll® + 122 = (an + an)I” = [z = an) + (2 = an)|* + Iz = an) = (@ = aw)[|”

2 2
= 2z —an]” + 2]z — an]

2 2
< 4AM? 4+ = + =, ( Pégalité du parallélogramme )
nm
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alors
2
ap +

2 2
||an—am||2§4M2—|——+——4Hm—
nom 2

. Qp + A,
et comme F' est une partie convexe alors — € F), donc

2
> M2

H an + am
:E— —_—
2

Par conséquent on a

2 2 2 2
lan — am||> <AM? 4+ =+ = —aM? ==+ =
nom nom
Cette derniére inégalité prouve que la suite (a,) est de Cauchy dans H. Alors la limite
de (a,) est existe, et suite de la fermeture de F' on obtient lima, = a € F.

Par la contunuité de la norme, on obtient

2 ) 1
= ||z —a||” <lim <M2—|——) = M?
n n

lim ||z — a,|]* = Hx —lima,
n n

donc ||z — al|* < M?, et comme on a ||z — a||* > M? alors ||z — a||> = M?, d’ou
—al| =M = inf ||z — y||.
o~ al = M = inf = — |

Montrons maintenant 'unicité. On suppose qu’il ya un autre point b de F' tel que

b
|z — b|]| = M. Comme ot

€ F', alors par la convixité on obtient

2
> M2,

a+b
x_

On utilise I’égalité du parallélogramme sur x — a et x — b, il vient

Iz —a) = (@ = )" + (@ = a) + (& = O)|* = 2|z — al* + 2|z — b



40

d’autre part on a

a+b 2

n@—awwx—mW+Hw—awux—wW—Wy—mF+q%—

alors on obtient

a+b 2

2

ly—b> = Mm—af+mu—mf—4k—

< 2M? 4+ 2M? —4M? = 0.

Par conséquent ||a — b||> = 0, d’ot b = a.
Soient z € H et a=Pr(z).Onaa€ Fetpourtouty € Fonaly+(1—ANaeF

pour A € [0, 1] car F est convexe. Donc

lz—al® < o= Qg+ 1=Na)* =z —a) = A(y - a)|

N

lz —all* + 3|y — a|* — 2ARe (x —a,y — a),

alors pour A #£ 0, on a

Re (z —a,y —a) < S ly —al*.

| >

En faisant tendre A vers 0" on en déduit le résultat. Inversement, la propriété Re (x — a,y — a) <|

0 pour tout y € F' donne

Iz —a) = (y — )"

= |lz—al’+ |y —al® —2Re (& —a,y — a)

2
(Bl

v

2
[l — all”.
Alors comme cette inégalité est vraie pour tout y € F', donc

lz — all = inf Jlo —y|| = d (z; F).
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Théoréme 2.11 Soit F' un sous-espace vectoriel fermé d’un espace Hilbertien H et

soit x € H. Alors, il existe un unique élément a de F, noté Pr (x), tel que
—al =d(x, F) = inf ||z — y|| .
Iz all = d (. F) = inf Jlz — |
De plus la caractérisation de ’élément Pr (z) est donné par

Pp(z) € F et
r— Pr(x) € F-.

Corollaire 2.2 Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de ’espace de Hilbert H. Alors
H=F®F™*.

Preuve.

Soit © € H, alors Pr(x) existe. On écrit © = Pp(x) + (x — Pr(z)), et comme
r — Pr(x) € F*, alors pour tout * € H, il existe ;1 € F et x5 € F* tel que
T =1z, +y. Dot H=F+ F*. D’autre part on a FNF+ = {0}, donc H = F & F*.

Corollaire 2.3 Soit I’ un sous-espace vectoriel fermé de ’espace de Hilbert H. Alors
(FH' =F.
Théoréme 2.12 Soit F' un sous-espace d’un espace de Hilbert H. Alors (Fl)L =F.

_ _ o\
Preuve. Tout d’abord on a F' C F, donc F' c F! et encore (FL)L C (FL> , et

— — 1\ L+ — —
comme F' est un fermé, alors (FL> = F'. Par suite (FL)L C F. D’autre part on a

F C (FL)L, et comme (FL)Lest un fermé, alors F C (FL)* = (FL)l. [ ]

Théoréme 2.13 Soit F' un sous-espace fermé d’un espace de Hilbert H. Pour tout
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x € H, il existe un uinque élément y € F et un unique élément z € F* tel que

z=y+z De plus, |lz[|” = |ly|* + |||

Preuve.
Comme F' est un sous-espace fermé de H, alors il est convexe et fermé et non vide,
donc pour tout z € H, il existe y € F tel que, pour tout a € F, ||z — y|| < ||z —a]|.

On pose z = x — y, donc © = y + z, alors pour tout a € F, on obtient
Iz —al = llo —y —al = [lz —yll = =]

Par le Théoréme 6, on a z € F*. On montre maintenant 1'unicité, pour cela on
suppose que

T=1+21 =Y+ 22

tels que y1,y2 € F et 21,29 € F-. Alors y; — y» = 21 — 2, par conséquent y; — s, 21 —

7 € FNEFL ={0}. Dot y; =y, et z; = 5. Finalement, comme (y, z) = 0, alors

2 2 2 2
)™ = {ly + 21" = llyll™ + ][

Le théoréme de représentation de Riesz-Fréchet

Théoréme 2.14 Soit H un espace de Hilbert sur IC. On considére 'application P :
H — H* y+— ®(y) tel que, pour tout x € H,

@ (y) (x) = (z,9) -

Alors :
1) Pour tout y € H, ||® (y)|| = ||yl ( c’est- a- dire O est isométrie ).

2) Pour tout f € H*, il existe un unique y € H tel que

f=2() et [lf] =1yl
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Preuve. Si on pose pour tout y € H, ® (y) = &, alors la forme linéaire ¢, : H — C
définie par ®, (x) = (x,y) est continue. En effet d’aprés 'inégalité de Cauchy-Shwarz
on a |(z,y)| < |z| ||yl - Donc @, € H*.

1) On suppose que y # 0. Par I'inégalité de Cauchy-Shwarz on a

[Py ()] = [z, )] < [l Iyl

donc ||®,|| < |ly|| . D’autre part on a @, (y) = (y,y) = ||y||>. Alors on en conclut que
12y 1] = [lyll . dou 1@ ()l = Iyl -

2) Soit f € H*, si on suppose f = 0 alors nous pouvons prendre f = & (0). On
suppose maintenant que f # 0. On pose F' = ker f, et on a ker f est un sous-espace
fermé de H, car f est continue. Par le théoréme de la projection orthogonale, on a
F+ #£ {0} .Donc il existe yo € F* — {0} . Il en résulte que f (yo) # 0. Alors il existe
D= s € P {0} et puis f (3) = 1

Pour tout x € H, on a

o= f@)y) = f@) = F(f@)y) = f(x) = @) f ) =0.

Donc (z — f(x)y1) € F. Alors on obtient

(= f (@) y1,51) = 0.

Par conséquent

(.y1) = (f (@) yroyn) = f (@) (yyn) = f (@) wall

Comme y; # 0, alors

P = o o) = (o ).

T Ty 2
||?JlH 7 ||?J1||

Y1
2
[

Finalement f (z) = (z,y) tel que y =
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Proposition 2.1 Soient E et F' deux espaces de Hilbert, et soit A une application de
L (E, F) i.e. une application linéaire continue. Alors il existe un unique A* € L (F, F)

tel que, pour tout x € F et tout y € F, on ait :

(Az,y) = (z,A%y) .

De plus, on a ||A*|| = ||Al|. ( L’application A est appelée Uapplication adjointe de A

(ou lopérateur adjoint de l'opérateur A).

Preuve. Soit y € F fixé, Papplication © — (Az,y) de H dans C est linéaire et
continue. D’aprés le théoréme de représentation de Riesz, il existe donc un unique
élément noté A*y tel que

(Az,y) = (z, A"y) .

On définit 'application A* : ' — FE grace a 'unicité de A*y.
Montrons maintenant que A* est linéaire et continue.

Pour tous y, z € F, on a

(Az,y + z) = (Az,y) + (Az, 2) = (x, A%y) + (z, A%2) = (x, Ay + A*z) .

Par 'unicité on obtient A* (y + z) = A*y + A*z. De méme, pour A\ un scalair, on a
A* (Ay) = AA*y. Alors A est linéaire.

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

|(z, Ay)| = [(Az, y)| < [[Az | {lyl] < [|A] ][ ]l

Alors pour x # 0, et x = A*y on a

[{(A%y, A"y < [|A[H A ]l

par conséquent ||[A*y|| < ||Al[ly|l. Alors on en déduit que A* est continu et que

|A*|| < ||A]| . D’autre part comme ’djoint d’un opérateur est unique alors (A*)" = A.
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Par ce qui précede on en déduit que [[(A*)"|| < ||A*||, donc on a ||A|| < ||A*||. Alors
1A = (Il

Exemple 2.15 Le shift (opérateur de décalage a droite)
Soit Uapplication linéaire S : I (N) — [* (N) définie par

S(Oéo,Oél,CKQ,"') = (0,0(0,061,"').
Cherchons Uapplication adjointe S* de S. Par définition on a

(5% (an), (B,)) = ((am),S(B,))
+o00
= Z OénJrlﬁn
= ((ant1),(8,))

Alors S* (o) = (nt1) - De méme on peut définir Uopérateur de décalage o gauche T

comme suit T (o) = Qpy1-

Proposition 2.2 Soient E et F' deux espaces de Hilbert. L’application ¢ : A — A*
est une isométrie de L(E; F) dans L(F; E) ; elle est linéaire si les espaces sont réels

et antilinéaire si les espaces sont complexes. De plus, pour tout A, B € L(E;F),

(A7) = A et |AA|l = | A|* et (AB)" = B*A*.

Preuve. Pour tout (z,y) € Ex F et A, B € L(F;F), et a un scalair, on a

(x,p (A+aB)y) = (A+aB)"y)
(A+aB)z,y)

Az, y) + a (Bz,y)

z,0 (A)y) +alz, o (B)y)

(z,
(
(
= (x,A%) + a(x, B*y)
(
(z,0(A)y +ap(B)y)
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Alors ¢ (A+aB)y = ¢(A)y + ap(B)y pour tout y € F. Donc ¢ (A+aB) =
¢ (A)+ayp (B). Alors lapplication ¢ est linéaire si @ € R. Montrons maintenant que
¢ est isométrie, i.e. pour tous A € L(E; F), on a ||¢ (A)| = ||A] . Soit A € L(E; F),
alors on a

I (AN = (1A = [[All -

Pour tout (z,y) € E x F, on a

(A%z,y) = (y, A=x)

(A*y, z)
= <$7 A*y>
(Az,y) .

Alors pour tout z € E, on A*x = Ax. Donc A™ = A.
On sait que |[A*A| < ||A*|| || A]| = ||A||* . D’autre part, pour tout = € E on a

|Az[* = (Az, Az)

= (A*Azx, )
< [[ATAz] [l
< A A flz]l*

Donc ||A||> < ||A*A]||. Alors ||A*A|| = ||A|*. 1l reste de prouver que (AB)* = B*A*.

Proposition 2.3 (Opérateur positif dans un Hilbert ) Soit H un espace de Hil{
bert réel et A € L(H) une application linéaire. On suppose que A est positif au sens
sutvant

(Az,x) > 0 pour tout x € H,

alors T est continu.
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Preuve. Montrons que le graphe de A est fermé.
Soit (x,), une suite qui converge vers x dans H telle que (T'z,), converge vers y. Il

faut montrer que y = Tx. On pose z = y — Tx. Pour tout h € H,
(T'(xp+h),xp+h)=(Tx,+Th,z,+h) > 0.
On passe a la limite on obtient
(y+Th,z+ h) >0,
ou encore

(z4+Tx+Th,z+ h) > 0.

On pose maintenant h + x = ty, pour t € R et y € H fixé, il vient (z + tTy, ty) > 0.
Alors pour tout t € R
t(z,y) +* (Ty,ty) >0

Donc t(z,y) > 0 Vt € R. Cela implique (z,y) = 0, et comme y est arbitaire, alors

z=10. Ce qui montre y =Tx. =

2.4 Séries de Fourier

Soit £2 ([—,7]) Pespace vecoriel des fonctions mesurables ou sens de Lebesgue
[ =m 7] — Ctel que [T _|f (t)]* dt < 400. On muni ce espace le produit scalaire
(f,g) = f:r f(t)g(t)dt. On a donc un espace préhilbertien.

On pose N ={f :[-m,m] = C / f =0 p.p.}. L’espace quotient
L2 ([-m, )

L} (o) = S

est identifier a Pespace L2 ([—, 7]) avec la notion égalité persque partout, cet espace
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est complet pour la norme

Hﬂ%=UJV”=<%R/Hf@WdQU%

—T

On conclu, Pespace L? ([—7,7]) est un espace de Hilbert et ces éléments sont des
classes d’équivalence de fonctions; mais on peut les considérer comme des fonctions,

i.e. des éléments de £? ([—m, 7).

2.5 Systéme trigonométrique

Définition 2.10 Un systéme trigonométrique est une famille {e,; n € Z} telle que,
pour tout n € 7,

e, =exp (int), t € [—m, 7.

Pour tout f € L*([—m,7]), le nombre (f,e,) est appelé le coéffitient de Fourier d’ordre
n de f.

Proposition 2.4 Le systéme trigonométrique {e,; n € Z} est une famille orthonor-

male de L? ([-7,7]).

Preuve. Pour tout n € Z, il est clair que e, € L? ([—, 7). Montrons que pour tous

n, m avec n # m, (e,, e,) = 0. On a

(n,bm) = — !t gt

Et on a pour tout n € Z,

H%F«%%WZ(%/yQ{ﬂ.
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Théoréme 2.15 Le systéme trigonométrique {e,; n € Z} est une base Hilbertienne

de L? ([—m,7]).

Définition 2.11 (Séries trigonomeétriques) On appelle série trigonométrique, toutd

série de la forme
+00

§ :aneznt

—00

+o0
ou de la forme Z B (o, cosnt + 3, sinnt).

Exemple 2.16 Soit f une fonction de L? ([, n|). La série de Fourier de f est une

série trigonométrique de la forme

+oo

- 1" .
> ane™ tel que ay = (f,en) = o— / f(t)e ™t
@ -7

ou de la forme

+oo
% + ; (a, cosnt + f3,, sinnt)

tel que pour tout n € N, o, = %/ f(t) cosntdt et 3, = %/ f (t) sinntdt.

Définition 2.12 (Fonction continue par morceaux) Une fonction f : [a,b] —
C est dite continue par morceaux sur |a,b] si

1) f est continue sur |a,b] sauf en un nombres fini de points x1,... ,Tg.

2) En chacun des points x1,... , xy, les limites a gauche et & droite de f existent. En

particulier f (ay) et f(b_) existent.

Remarque 2.8 On dit qu’une fonction f est continue par morceaux sur R si, elle

est continue par morceaux sur tout [a,b] C R.

Définition 2.13 (Fonction lisse par morceaux) Une fonction f : [a,b] — C est
dite lisse par morceauz sur [a,b] si f et f' sont continues par morceauz sur [a,b]. En

particulier, f'(ay) et f'(b_) existent.



20

Théoréme 2.16 (Dirichlet,1824) Soit f : R — C est 2r—périodique et “lisse par

morceaux” sur R, et soit

N N
Sy (f) = % + Z (avn, cosnt + 3, sinnt) = Zanemt
n=1 N

ol oy, B,, et a, sont les coefficients de Fourier de la fonction f. Alors pour tout x

lim Sy (f) (z) = fle)+ f(x)

N—+400 2

En particulier, st f est continue, alors

lim Sy (f) (z) = f (2).

N—+400
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Exercices

Exercise 3.1 Montrer que si f est une forme sesquilinéaire sur un espace vectoriel

complexe E, telle que f(x,x) € R pour tout x € E, alors [ est une forme hermitienne.

Solution : Soit f est une forme sesquilinéaire. On suppose que pour tout = € FE,

f(z,z) € R. Pour tout z,y € E, on a
flx+y,z+y)eRet f(z+iy,z+iy) €R

alors comme f(z+y,x+y) = f(z,2)+ f(z,y)+ f (y,2) + f (y,y), donc f (z,y) +
f(y,z) = a avec o € R et d’autre part on a f(z +iy,z +iy) = f (x,2) —if (v,y) +

if (y,x)+ f (y,y) alors f (y,x) — f (z,y) = i avec B € R. 1l en résulte que

(0 i) et f (y2) = 3 (a + ).

N | —

flo,y) =

Alors

f(z,y) = f(y,2).

Exercise 3.2 On définit pour tous P et Q de Ry [X] Uapplication {.,.) par

(P,Q)=P(=1)Q(=1)+P0)Q(0)+P(1)Q(1)

1) Montrer que {.,.)est un produit scalaire sur Ry [X] .

o1
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2) Déterminer Ry [ X" .

1
Solution : On a (P,Q) = Z P (i)Q (7). Tout d’abord on montre la symétrie la

i=—1
bilinéarité. Pour tous P, @ et L de Ry [X], et « € R, on a

(PQ) = Y P@HQG)

= Y QWP>H)=(Q,P),

et on a

(P+aQ,L) = > (P(i)+aQ(i) L (i)

_ ZP(i)L(z)+aZQ(i)L(i>

= (PL)+a(Q,L).

Pour la définie positivité, on remarque que pour tout P € Ry [X], on a

(PP)=3) P@P@H=) (P(i)=0,

i=—1 i=—1

I'expression Z (P (i))* est nulle si et seulement si P(i) = 0 pour tout entier i =

—1,0,1. Alors le polynéme P admet trois racines différentes, mais P est un polynéme
de degré au plus 2, donc forément P = 0. D’autre part (0,0) ce qui montre la définie
positivité.

2) On a par définition Ry [X]" = {P € Ry [X] / (P,Q) = 0 pour tout Q € Ry [X]}.
Soit P (z) = ax? + br + ¢ un polynome de R, [X], on a pour tout Q@ € Ry [X],
(P,Q) = 0 si et seulement si (P,1) =0 et (P,x) =0 car Ry [X] = vect {1,2}. Alors

(P,1) =0t (P,a)=0



93

impliquent

20+3c=0et 20 =0

2
donc ¢ = —3 et b=0. Alors R, [X]" = {P(z) = az® — 2a, a € R}.

Exercise 3.3 On munit R” du produit scalaire usuel. En utilisant l’inégalité de Cauchyd

Schwarz. Montrer que
n 2 n
() <n3at
i=1 i=1

Solution : Le produit scalaire usuel sur R™ est défini par

<$,y> = leyl avec T = ('rlv"' ,In) ety = (ylu"' 7y'ﬂ>
i=1
On pose z = (1,---,1) et y = (|as|,--- ,|an]), alors 'inégalité de Cauchy-Schwarz

donne

=[S 1 :(zm) Y ey e
=1 =1 =1 =1 =1

Exercise 3.4 Soit H un epace préhilbertien sur IC, et x,y € H. Montrer que
1) Si(z,2z) = (y,2) ou (z,z) = (2,y) pour tout z € H, alors v = y.
2) La fonction ||.|| : H — R, définie par

2]l = v/, 2),

est une norme sur H.

Exercise 3.5 Soit H un espace préhilbertien , {x,} et {y,} deux suites de H qui
convergent respectivement, vers v € H ety € H. Alors (x,,y,) — (x,y) quand

n — 400.

Exercise 3.6 Soit (F,(,)) un espace de Hilbert. Montrer que lapplication qui, ¢ deux

élements x et y associe leur produit scalaire est une fonction continue sur £ x FE.
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Exercise 3.7 Soit [? (N) l’ensemble des suites x = (z,,), avec n dans N et x,, dans

K (K =C ouR), telles que
+o00o
> 22| < o
i=1

1) Montrer que > (N) est un espace vectoriel sur K.

2) On pose, pour = ety dans [* (N),
+oo B
(z,y) = leyl (3.1)
i=1

Montrer que (1) définit bien un produit scalaire sur I* (N).
3) Donner les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski avec ce produit scalaire.

4) Montrer que 1> (N) est un espace de Hilbert pour ce produit scalaire usuel.

Exercise 3.8 Soit H = [? l’espace de Hilbert des suites réels (z,,) de carré som-

n>1

mable. Soient o > 1 un réel et k > 1 un entier fize. On pose

F= {x = (mn)nZI €l? x2,=0 et Zof”xn = 0} )

n=1
Montrer que F est un s.e.v fermé de H et déterminer F*.

Solution : On sait que le produit scalaire usuel sur H est défini par

(@,9) = Tt
n=1

Soit pour n > 1, e, = (0,0,---0,1,0,0,---) ( 1 est dans n®™® place ). Alors F =
{en; m > 1} est la base hilbertienne canonique de H. On pose a = (a™), ., on

remarque que « € H, et par la définition de F' on a (x,«) = 0 pour tout = € F. Alors
rEe€EF<—zxlaetx e

Par conséquent,

v € F <=z c (vect{a, ex})”
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tel que vect {«, ey} est le sous-espace vectoriel de H endegendré par les deux vecteurs
a, eg. Donc F = (vect{a, ek})l. Par suite, comme l'orthogonal d’une partie quel-
conque de H est un s.e.v fermé de H, alors F est s.e.v fermé de H. Par conséquent,

comme la dimension de vect {c, ex} est finie, alors il est fermé donc
F = (vect {a, e,})™" = vect {a, e} .

Exercise 3.9 Soit H = L([0,1]) ’espace de Hilbert des fonctions réels [ tel que
fol |f ($>|2 dr < 0o. On pose

F:{feL([O,l]); /Olf(m)dx:O}.

Montrer que F est un s.e.v fermé de H et déterminer F*.

Solution : On sait que le produit scalaire usuel sur H est défini par

%mzéfmﬂwm

On a pour tout f € H, f € F si et seulement, si (f,1) = 0 tel que 1 et la fonction

constante égale a 1sur [0,1]. Donc si on pose D = vect {1}, alors
feF < feD"

Alors ' = D+ et donc F est un s.e.v de H car F est 'orthogonale d’une partie de

H. Comme la dimension de D égale a 1, alors D est fermé, par conséquent
F+ =D =0D.
Exercise 3.10 Soit l’espace de Hilbert H = L ([0,1]) muni du produit scalaire,

MmzAf@Rﬂm
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1) Trouver a,b € R telle que lapplication g : x — g (x) = ax + b soit de norme 1 et
orthogonale a la fonction constante égale a 1.
2) Soit ¢ > 0. Pour n € N*, on pose f, () = sin (cnz). Déterminer ¢ > 0 pour que

fn €t fni1 soit orthogonales.

Exercise 3.11 Soit E = C ([—1,1];R) et soit le produit scalaire (.,.) défini sur E
par

)= | J@)(1 = )i

Soit F' =R, [X] et on pose f (z) = 3.
1) Justifier bien l’existence de la projection orthogonale de f sur F.

2) Déterminer Pr (f), puis la distance d (f; F') de f a F.

Exercise 3.12 Pour tous P, Q dans R[X], on définit U'application {.,.) par

+oo

<R@=/P@Q@€%

0

1) Montrer par récurrence que Vk € N, +footk(a*tclzf = k!

2) Justifier la convergence des z'ntégrales()(P, Q) pour tous P, ) dans R[X].

3) Vérifier que Uapplication est bien définie.

4) Veérifier que Uapplication (.,.) est un produit scalaire sur R [X].

5) Construire une base orthonormée de R [X]| avec la méthode de Gram — Schmidt.
6) Soit P(X) =1+ X + X3. Déterminer Q € Ry [X] tel que |P — Q|| soit minimal.

||| est la norme induite par le produit scalaire (., .) .

Exercise 3.13 Soit l'espace de Hilbert H = L?([0,1];R) muni du produit scalaire
(,) défini par :
1
(r9) = [ 1 @) gl
0

1) Trouver a,b € R telle que l'application g : © +— g (x) = ax + b soit de norme 1 et

orthogonale a la fonction constante égale a 1.



o7

2) Déterminer par le procédé d’orthonormalisation de G-Schmidt, une base orthonor-

male de Ry [X] relativement au produit scalaire (.,.).

Exercise 3.14 Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert H.

Montrer que F'+ = (7)L ( F est l'adhérence de F' dans H ) .

Solution : Soit = € (F)L. Alors pour tout y € F, on a (x,%) = 0, en particulier

(x,y) = 0 pour tout y € F. Alors
(F)" c F*.

Soit maintenant x € F*, alors (x,y) = 0 pour tout y € F. Soit z € F, donc il existe

une suite (2,),,-, de F' tel que

lim ||z, —z]| =0.
n—-+00

Comme le produit scalaire est une application continue et (z, z,) = 0, alors
(x,2) = <x, lim zn> = lim (z,z,) =0.
n—-+00 n—-+00

Donc z € (7)L et alors
Ftc (F)".

Exercise 3.15 Soit F' un sous-espace vectoriel d’un espace de Hilbert H. Montrer

que F est dense dans H si et seulement si F+ = {0} .

Solution : On suppose que F' est dense dans H, donc F' = H et alors
(F)" = H* = {0}

et comme [+ = (F)L , donc F+ = {0} . Réciproquement, on suppose que F- = {0} .
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comme F' est fermé, alors par le théoréme de décomposition, on a

H = F+(F)"
= F+F+
- F

Exercise 3.16 On considére l’espace préhilbértien H = C ([0, 1] ;R) muni du produit

= /1f () g(x)d

1) Soit f € H une fonction non nulle sur [0,1]. Montrer que

scalaire (,) défini par :

1 1

/[f(x)]de /[f(lx)]Qd:c > 1.

0 0

2) Trouwver a,b € R telle que l’application g : x — g (z) = ax + b soit de norme 1 et
orthogonale a la fonction constante égale a 1.

3) Déterminer par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, une base ortho-
normale de Ry [X| relativement au produit scalaire (.,.).

4) On pose F =Ry [X] et f(x) =

- Justifier l’existence de la projection orthogonale de f sur F.

- Déterminer Pr (f), puis la distance d (f; F) de f a F.

- Calculer le minimum de

1
/ x> —ax—b d
0

et dire pour qulles valeurs de a et b ce minimum est atteint.

5) H est un espace de Hilbert ? justifier.

Solution : 1) Comme la fonction f est non nulle sur [0, 1] alors 1/f € H. I'inégalité
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de Cuachy-Schwarz sur les deux fonctions f et 1/f donne

(S YR VAN O RSYA S Vo

donc
(/ 1f<m)ﬁdx)2 <(/ 1 sapta) (| 1 1/5@) ),
et comme
([ i) = ([a) =
alors

([ wrar) ([ wsepa) =1

1
2) La fonction g est de norme 1, alors 1 = ||¢||*> = (g, g) et donc / lax + b]* dz = 1,
0
il vient
a2
g + ab -+ b2 = 1,

1
et on a g orthogonale & 1, donc (g,1) = 0, d’ou / (ax + b)dz =1 et donc g +b=0
0

ou a = —2b. Par conséquent on a
a=-2v3,b= 3| ou la=2v3,b=—V3|.

.3) Une base orthonormée de Ry [z] .
On sait que {1,x} est une base canonique de I’espace vectoriel R; [z], alors on pose
e; = 1 et e; = z. Par la méthode de Gram-Schmidt, on pose u; = e; donc ||uy]|? =

1
/dx—l,alorsvl— =1letona
0

lua |

1
uz:eg—(e2,vl>v1:x—(x,l):x—/xdmzx——
0

! 1\? 1
2
= — =) dx = —
|| ual| /0 <x 2) x 13

d’autre part
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1
d’ou ||uz|| = —= alors vy = Y2 _ 2v/3x — /3. Donc {1,2\/§m — \/5} est une base
2v/3 [[uz]]

orthonormée de Ry [x].

4)*) H = C (][0, 1] ;R) est un espace préhilbértien et F' = R; [z] est un espace vectoriel
normé de dimension finie, alors il est complet et convexe. Alors le théoréme de la
projection orthogonale fournit I’existence de la projection orthogonale de f sur F.

*) Déterminons Pr (f), puis la distance d(f; F) de f a F. On sait que Pp (f) =
2
Z (f,v;)v; donc

i=1

Pr(f) = (2% 1).1+ <£L‘2, 2v/3z — \/§> . (2\/§ZL’ - \/§>
— /1x2da:+ <2\/§a:—\/§> /1332 <2\/§x—\/§> dx

= %—é\/g(\/g—2\/§x>:x—%.

D’autre part on a
d(fF) = inf |f bl = If ~ P ()]

et comme f —Pr (f) € F*+ alors

AP = 1Lf = Pr (f) + P (DI = I1f = Pr (NI +11P- ()]

donc

1 1 2
I = Pe (D = U= 1Pe (DI = [ o= [ (o= §) o= 55

dou | - Pe (P = 2.

*) Le minimum de I, = [ (22 — az — b)* du
0
Remarquons que I,y = (f —h, f —h) = ||f — b’ tel que h(x) = az + b. Alors I,

soit minimum si et seulement si h = Pg (f). Dans ce cas

1

Loy = If = Pr (D" = 25
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1
Alorsa=1et b= 5

5) L’espace H = C (][0, 1] ; R) est un espace préhilbértien mais il n’est pas complet.
Exercise 3.17 Soit X =C ([0,1]), on définit les deux opérateurs S, T : X — X par

1

Sf(x) = x/ f@)dt, 0 <z <1,
0

Tf(x) = aof(x),0<z<1.

1) Montrer que ST # T'S.
2) Calculer la norme de S, T, ST et T'S.

Exercise 3.18 Soit X un espace vectoriel normé de dimension finie et A : X — X

un opérateur linéaire. Montrer que A est borné.

Exercise 3.19 Soit T ['opérateur de 1> (N) dans [*> (N) tel que pour tout élément
T = (2n),5 de*(R), on a

Tx = (anxn)n21

ou (ay),~,; une suite des nombres complexes.
1) Montrer que T' est borné si et seulement si, la suite (a,),~, est bornée.

2) Calculer Uopérateur adjoint T* de T.

(1)

Vérifier que T est borné et calculer T~ lopérateur inverse de T.

3) On suppose que

Solution : 1) On suppose que T' est borné. Alors il existe M > 0 tel que pour tout
z € 2 (R)
[Ta|| < M|z

En particulier, pour z = (e;) = (0,0,---,0,1,0---)on a ||z|]| = 1 et comme ||Tz|* =

|a;|* alors |a;|> < M? pour tout 7. Donc (ay,),~, est bornée. On suppose maintenant
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que la suite (a,),, est bornée et soit M = sup a,,. Donc pour tout = € I* (R), on a
= n>1

+oo

ITz)* = ) lanzal’

n=1
+oo

= Z |an|2 |*Tn|2

n=1
“+o00

S MZ Z |xn|2

n=1

< M|

Alors ||Tx|| < M ||z|| pour tout z € I? (R), d’ou le résultat.

2) Soient = (x,),5,6t ¥ = (Yn),»; deux éléments de I* (R). On a

<Tx, y> = <T (xn)n21 ) (yn)n21>

— <(an:cn)n21 ; (Z/n>n21>

= Z (anTn) Un

n=1

+oo
n=1

= <($n)n21 ) (myn)n21> = <$7 (myn)n21> :

Par la définition de 'opérateur adjoint de 7" on conclu que

17y =1T" (yn)n21 = (my”)nZI :

1
3) Soit (an),s, = (5) . Pour tout z € I*(R), on a
n>1
) +o00 T2
T,
n=1

IN

+oo

2
DLl =l -
n=1
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Donc T est borné. Soit T~! l'opérateur inverse de T, donc
TT'=T7'T = Id.
Soit = (24),5; € I (R), alors on a
TT lx=T (T_la:) =T (2n),5, = (Z_n>n21 =T = (xn)nzl
donc pour tout n > 1, 2—” = &y, par conséquent (2,),; = (n¥,),, . D’ol
Tl =771 (xn)n21 = (mz:n)nZl )

D’autre part

Tn

T =TV (Tx) = T} (-)M — <n—>

" = (xn)nZI =T

Alors lopérateur inverse de T' est 'opérateur 7! défini sur /2 (R) par

T (xn>n21 = (”xn)nzl :

Exercise 3.20 On considére l'espace de Hilbert 1> (N) des suites © = (p)nen de
nombres complexes telles que |mn|2 < 400. On suppose donnée une suite bornée

(atn)nen de scalaires et on pose pour tout v = (xg, Ty , @, -+ ) € [*(N)

Ax = (an—i-lxn-‘rl)neN-

1) Montrer que ’opérateurA est linéaire continue de [*> (N) dans I (N) si et seulement
si la suite (auy)nen est bornée.
2) On suppose (ap,)nen borné. Exprimer la norme de A et Déterminer l’adjoint A*.

3) Montrer que A est compact si et seulement si lim,, o v, = 0.

Exercise 3.21 Soi X un espace vectoriel normé et L (X) 'ensemble des opérateurs
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linéaires continus de X dans X. Pour f € L (X), on pose

LA =N @5 el < 1, Vo e X}

1) Prouver que ||.|| définit une norme sur X.

2) Démontrer que pour tous f € L(X) etx € X, on a

ILf @I < 1A ]l

3) En déduire que pour tous f, g € L (X) ,alors

gl < [F1Hgll-

Exercise 3.22 Soit [ la fonction 2m—périodique définie par

T™T— st0<z<m,
flz) = 0 st x =0,

—m—x s —nwm<zx<O.

1) Montrer que f est impaire sur [—m, 7| .
2) Tracer le graphe de f.
3) Donner la série de Fourier de f.

4) En déduire la somme de la série numérique

+o00 (_1)n
Z 2n +1°

n=0
Solution : On a f est 2r—périodique et elle définie par
T—x si0<z<m,

flz) = 0 sixz =0,

—rm—x si—7w7<z<0.
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1) Montrons que f est impaire sur [—, 7] .

Pour tout = € [—m, 7], —x € [-m, 7] et on a si x € |0, 7],alors —x € |—7,0] et

Donc f est impaire.
2) Le graphe de f.

3) La série de Fourier de f. On a par définition

St (z) = % + Z (@, cos(nx) + by, sin(nx))

1T 17
On sait que ag = —/f (x)dzx et a, = —/f (x) cos(nx)dzx, donc ag = 0 et a,, = 0 car
7r 7r

—T —Tr

f est impaire. On a encore

- 2 [ 2
b, = — dr = — de = —.
7T/f (x) cos(nz)dx 7T/f () cos(nzx)dx -
- 0
Alors .
X 2sin(nz)
Sp(x) =) -
n=1
4) La somme de la série érique f (=1)"
mm rie numériqu il

n=0
Si f est continue en x alors S¢(x) = f(x

)
Donc pour xz = g, ona Sy (g) = f(g), alors

( f vérifie les conditions du théoréme de Dirichlet) ]



66

et d’aute part on a

+o0 QSin(nE) oo ) & sin((2n + 1) Z) +o0 sin(nz) too gy
2—2:228111(7”%2 2.9y 2 :22( "
vt n vt 2n ~ 2n+1 ! 2n+1 1 2n+1
Par conséquent
— ()" 7
m+1 4
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Examen final- Introduction a ’analyse hilbertienne -

Le 15/01/2017

Exercice 1 ( 5 points ) ( Questions de cours )
Soit B une forme hermitienne sur E. Si B est positive. Démontrer 'inégalité

de Cauchy-Schwarz

NIt
=

|B(z,y)| < B(z,2)2B(y,y)?.

Exercice 2 ( 6 points )
Soit {? (N) I'ensemble des suites x = (x,,), avec n dans N et z,, dans k

(k = C ou R), telles que
+o00
S Je2] < oo
i=1

1) Montrer que [? (N) est un espace vectoriel sur k.

2) On pose, pour z et y dans [% (N),
+00 3
(z,y) = szyz (3.2)
i=1

Montrer que (1) définit bien un produit scalaire sur ? (N) .

3) Donner les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski avec ce produit
scalaire.

4) Montrer que [* (N) est un espace de Hilbert pour ce produit scalaire usuel.
Exercice 3 ( 5 points )

Soit Pespace de Hilbert H = L? ([0, 1]) muni du produit scalaire,

(f. ) = / F (2) 9@V

1) Trouver a,b € R telle que 'application g : z +— g () = ax + b soit de norme 1
et orthogonale & la fonction constante égale a 1.
2) Soit ¢ > 0. Pour n € N*, on pose f, () = sin (cnz) .

Déterminer ¢ > 0 pour que f, et f,.1 soit orthogonales.
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Exercice 4 ( 4 points )

Soient H; et Hy deux espaces hilbertiens, (,), le produit scalaire sur H; et
(,)5 le produit scalaire sur H et soient C; un convexe fermé de H; et Cs
un convexe fermé de H.

Pour (z1,v1), (za,y2) € Hy X Hs, on définit le produit scalaire sur H; x Hs par

<(l‘1, yl) ) (‘TQv y2)> = <*/I717 J}2>1 + <y17y2>2 :

1) Montrer que C' = C; x Cy est un convexe fermé.
2) Donner la propriété qui caractérise la projection orthogonale sur la partie

C = (1 x (5, en déduire que pre = pre1 X prea.

Rattrapage - Introduction a I’analyse hilbertienne -

Le 16/03/2017

Exercice 1 ( 3+3 points )
1) Apres avoir introduit un produit scalaire convenable, montrer les inégalités

suivantes :

(a) Pour z,2',y,y € R, |za’ + 2yy| < /22 + 2y2\/22 + 2y

(b) Powr P e RIX], ([, 2P (1) dt>2 <2 [N [Pt

2) Pour (z,y) € R?, on pose N(z,y) = max{|z|, |y, |z — y|}.

Montrer que N est une norme sur R?. Dessiner la boule unité associée.
Exercice 2 ( 7 points )

Pour = = (1, ...,2,) € R", et p €]0, +00[, on pose

1
n P
]|, = (Z |$z’|p> et |z|, = max{|z;|;i=1,..n}.
i—1

Soit la boule unité B, = {z € R?; ||z||, < 1}.
1. Montrer que ||z[|, n’est pas une norme pour p €]0, 1.

2. Montrer que [|z||, est une norme pour p € [1, oq].
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( Pour l'inégalité triangulaire, il suffit de vérifier que B, est convexe)

3. Montrer que pour tout r € R",
1
[2lloe < [lll, < nrflfl -

En déduire ||z[[, — [[z]|,, quand p — +oo.
Exercice 3 ( 7 points )

Calculer le minimum sur R2 de

f(a,b) = /Oﬂ(:v2 + azx + b)?sin(z)dx.

Indication : On pourra penser a une projection aprés avoir introduit le produit

scalaire
(f.9) = /wa(t)g(t) sin(t)dt.

Examen - Introduction a ’analyse hilbertienne -

Le 14/01/2018

Exercice 1 ( 9 points : 24+2+42+3 )
Soit ? (N) I'ensemble des suites x = (x,,), avec n dans N et z,, dans k

(k = C ou R), telles que
+o00
S a2 < oo.
i=1

1) Montrer que /2 (N) est un espace vectoriel sur k.

2) On pose, pour z et y dans /% (N),

Montrer que (1) définit un produit scalaire sur /? (N).

3) Donner les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski avec ce produit
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scalaire.

4) Montrer que /% (N) est un espace de Hilbert pour ce produit scalaire usuel.
Exercice 3 ( 11 points : 1+1+1+24343 )

Pour tous P, ) dans R [X], on définit I’application (., .) par

“+o00

(P.Q) = / P(H)Q () e dt

0

1) Montrer par récurrence que Vk € N, +foot'“e_tdt = k!

2) Justifier la convergence des intégralesO(P, () pour tous P, @) dans R[X].

3) Vérifier que l'application est bien définie.

4) Vérifier que lapplication (.,.) est un produit scalaire sur R [X].

5) Construire une base orthonormeée de Rz [X] avec la méthode de

Gram — Schmadt.

6) Soit P (X) = 1+ X + X3. Déterminer @) € Ry [X] tel que || P — Q]| soit minimal.

||.|| est la norme induite par le produit scalaire (.,.) .

Rattrapage - Introduction a I’analyse hilbertienne -

Le 10/04/2018

Exercice 1 ( 2+5 points )
1) On munit R” du produit scalaire usuel. En utilisant 'inégalité de

Cauchy-Schwarz, montrer que
n 2 n
() <n3at
i=1 i=1
2) On définit pour tous P et @) de Ry [X] lapplication (.,.) par

(P,Q)=P(-1)Q(-1)+ P(0)Q(0) + P(1)Q (1)

a) Montrer que (.,.) est une produit scalaire sur Ry [X] .
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b) Déterminer Ry [X]* .
Exercice 3 ( 3+4 points )
Soit I'espace de Hilbert H = L*([0,1] ; R) muni du produit scalaire (,) défini par :

(f,9) :/0 f(x)g(x)dx.

1) Trouver a,b € R telle que I'application ¢ : x +— g (z) = ax + b soit de norme 1
et orthogonale

a la fonction constante égale a 1.

2) Déterminer par le procédé d’orthonormalisation de G-Schmidt, une base
orthonormale

de Ry [X] relativement au produit scalaire (., .).

Exercice 3 ( 2+4 points )

Soit E' = C ([-1,1];R) et soit le produit scalaire (.,.) défini sur E par

Uﬂ%=/¥ﬂ@ﬂ@ﬂ—m%m.

Soit F' =Ry [X] et on pose f (z) = z°.
1) Justifier bien I'existence de la projection orthogonale de f sur F.

2) Déterminer Pp (f), puis la distance d (f; F) de f a F.

Examen - Introduction a I’analyse hilbertienne -

Le 07 /02/2019

Exercice 1 ( 14 points )
On considére l'espace préhilbértien H = C ([0, 1] ; R) muni du produit scalaire (, )
défini par :

<ﬂm=/j@w@mm
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1) Soit f € H une fonction non nulle sur [0, 1]. Montrer que

1 1

/[f(m)]zdx O/[f(z)]Qd:B > 1,

2) Trouver a,b € R telle que application g : x — ¢ () = ax + b soit de norme 1

et orthogonale & la fonction constante égale a 1.

3) Déterminer par le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt,
une base orthonormale

de R, [X] relativement au produit scalaire (., .).

4) On pose F' =Ry [X] et f(x) =

- Justifier I'existence de la projection orthogonale de f sur F.

- Déterminer Pp (f), puis la distance d (f; F') de f a F.

- Calculer le minimum de

1
/ x> —ax—b d
0

et dire pour qulles valeurs de a et b ce minimum est atteint.
5) H est un espace de Hilbert 7 justifier.
Exercice 2 ( 6 points )

Soit f la fonction 2m—périodique définie par

T—x si0<ax <,
f(r) = 0 siz =0,

—m—x s —a<zx<O.

1) Montrer que f est impaire sur [—m, 7).
2) Tracer le graphe de f.
3) Donner la série de Fourier de f.

)

+oo n
1
4) En déduire la somme de la série numérique E 2( +)1.
n
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Rattrapage - Introduction a I’analyse hilbertienne -

Le 25 /05/2019

Exercice 1 ( 5 points ) \

1) Montrer que (P, Q) = Z P (i) Q (i) définit un produit scalaire sur Ry [z].

2) Trouver une base orth(;r:ul)rmale de Ry [z] pour ce produit scalaire.

Exercice 2 ( 3 points )

Soit R™ = {(z1, 22, - x,) : x; € R} l'espace vectoriel de dimension 7, mun

de la norme

|z]l, = Z |z;| . Montrer que cette norme n’est pas issue dans un produit scalaire.
ExercicZEIZ ( 6 points )

On consideére Pespace préhilbértien H = C ([—1,1];R) muni du produit scalaire

(,) deéfini par :

<ﬁm:/j@w@mm

On pose F =R, [X] et f (x) = 2.
1) Justifier 'existence de la projection orthogonale de f sur F.
2) Déterminer Pp (f), puis la distance d (f; F) de f a F.

1

3) Calculer le minimum de [,, = [ (2* —ax — b)* dz et dire pour qulles valeurs

21
de a et b ce minimum est atteint.
Exercice 3 ( 6 points )

Soit f la fonction 2m—périodique définie par

r si0<z<m,
f@)=4 = siz =,
2
0 si —m<x<0.
T
1) Montrer que f (m) = 5

2) Tracer avec précision le graphe de f.

3) Donner S (z) la série de Fourier de f.
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Examen- Introduction a ’analyse hilbertienne -

Exercice 1 : (5 points)
On considére Pespace hilbértien H = L? (|0, 27]) muni du produit scalaire (, )

défini par :
2

(h,1) = /h (z) I(x)dx.

0

2w
Soit I’application linéaire A définie par : Vf € H, Af (t) = /f (x) cos (z — t) dz.
0

1) Montrer que Af € H.
2) Montrer que Vf,g € H, on a (Af,g) = (f, Ag) .

OO0OO0OO0OO0O0OO0O0O0OO0O00

Exercice 2 : (3 + 6 points)
1) Soit H un espace de Hilbert et soit /' un sous-ensemble de H tel que F* = {0} .
Démontrer que F' est dense dans H.

2) Soit £ un sous-espace vectoriel de I'espace de Hilbert ¢ défini par
E= {x = (Tn),>; € (% il existe m, € N* tel que Vn > my, x, = 0} .

a) Vérifier que les éléments de la base hilbertienne canonique de ¢? appartiennent
a k.
b) Montrer que E+ = {0} .

c) Montrer que la décomposition 2 = E @ E* est fausse. Justifier.

OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0O0O0OO00

Exercice 3 : (6 points)

Démontrer qu’il existe deux réels a et b tels que l'intégrale

™
/ lcosz — ax — b|* da
0
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soit munimal. ( Indication : utililser la projection orthogonal).
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iy (L Lo s,

Synthese




Synthese des travaux pédagogiques, administratifs et
scientifiques

Ce rapport comprend deux parties: premierement, nous proposons des activités
pédagogiques et administratives, tandis que la deuxieme partie résume les activités
scientifiques.

1- Activités pédagogiques et administratives

Tout d'abord, j'ai commencé ma carriere en tant que professeur d’enseignement
secondaire a partir de 1996 jusqu'a 2012.

Entre 2010 et 2011, j’ai enseigné a l'université Djilali Bounaama, Khemis Miliana en
tant que enseignant vacataire, ou j'ai assuré les TD de deux matiéeres (Algebre 1 et 2
et Analyse 1 et 2).

Apres avoir été nommé en décembre 2012 comme maitre-assistant (B) au sein de la
faculté des sciences et de la technologie de a l'université Djilali Bounaama, Khemis
Miliana, j'ai enseigné les matieres suivantes :

1) Algebre 1 et 2

2) Algebre 3 et4

3) Analyse Complexe

4) Introduction a I'analyse hilbertienne

5) Fonctions Holomorphes et Méromorphes

6) Introduction a la théorie des opérateurs.

1.1- Encadrement des mémoires de fin d’étude Licence et Master

J'ai encadré plusieurs étudiants en licence de mathématiques dans des mémoires de
fin d’étude jusqu'en 2015. En outre, les étudiants de master en mathématiques
suivants :

1) Chérifa Laraba



Théme : Sur les fonctions arithmétiques, Mémoire Master en Mathématiques,
Spécialité: Mathématiques Appliquées et Traitement du Signal, soutenu en 2015.
Université Khemis Miliana.

2) Khadidja Hibatallah Kouache

Théeme: Quelques outils d’analyse réelle et complexe en théorie analytique des
nombres, Mémoire Master en Mathématiques, Spécialité: Analyse Mathématiques et
Applications, soutenu en 2016. Université Khemis Miliana.

3) Yaqot Baha

Théme: Sur les séries de Dirichlet, Mémoire Master en Mathématiques, Spécialité:
Analyse Mathématiques et Applications, soutenu en 2016. Université Khemis
Miliana.

4) Amel Hamadou

Théme: La transformée de Mellin et quelques applications, Mémoire Master en
Mathématiques, Spécialité: Analyse Mathématiques et Applications, soutenu en
2017. Université Khemis Miliana.

5) Fatima Zahra Achour

Théeme: Résultats asymptotiques pour les sommes courtes d’une classe de fonctions
arithmétiques, Mémoire Master en Mathématiques, Spécialité: Analyse
Mathématiques et Applications, soutenu en 2018. Université Khemis Miliana.

6) Fadhila Bekhouche

Théeme: Sur La Fonction Nombre de facteurs premiers d’un entier n, Mémoire Master
en Mathématiques, Spécialité: Analyse Mathématiques et Applications, soutenu en
2019. Université Khemis Miliana.

1.2- Polycopié

Jai réalisé un polycopié de cours adressé aux étudiants de troisieme année
mathématiques LMD. Ce cours basé sur le contenu de nouveau programme de la
matiere "espaces vectoriels normés" il comporte trois chapitres, le premier est
I'espaces de Banach, le deuxieme chapitre contient " I'espace de Hilbert" et en
termine par quelques exercices certains sont résolus dans le dernier chapitre.



M.KARRAS. Cours: Espaces Vectoriels normés. Destiné aux étudiants de troisieme
année en mathématiques, 2019/2020.

1.3- Responsabilités administratives et scientifiques

1) Membre du conseil scientifique de la faculté ST.

2) Membre du conseil scientifique de département M.

3) Responsable de I'équipe de la spécialité Mathématiques (Licence).

4) Membre du projet CNEPRU N° BOOLO2UN44012014000: Détermination du spectre
d’énergie relatif aux états « | » ; pour des familles de potentiels de forme
exponentielle via les intégrales de chemin de Feynman, (2013- 2017).

5) Membre d’une équipe de recherche de laboratoire FIMA, Université Khemis
Miliana.

2- Activités scientifiques

a) Avant le Doctorat

J'ai commencé la recherche en poste-graduation alors que je préparais un mémoire
de magister sous la direction du professeur Abdallah Derbal a I'Ecole Normale
Supérieure, Vieux Kouba, Alger.

Dans ce mémoire j'ai présenté une démonstration détaillée d'abord du théoreme de
Wigert, ensuite de celui de J. L. Nicolas et G. Robin.

La démonstration du dernier théoreme est basée sur la connaissance et le calcul
effectif des nombres hautement composés supérieurs (h.c.s.) de S. Ramanujan.
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3: A. Smati (Limoges, France), sur un probléme d'Erdos et Katai , Annales Univ. Sci.
Budapest., Sect. Comp. 35 (2011) 205-216.



4: ).L. Nicolas, G. Robin, Majorations explicites pour le nombre des diviseurs de n,
Canad. Math. Bull. 26(4) (1983)485-492.

5: J.L. Nicolas, Répartition des nombres hautement composés de Ramanujan. Can. J.
Math., Vol. 23, No.1(1971) pp. 116-130.

6: J.L. Nicolas, Répartition des nombres largement composés. Séminaire Delange-
Pisot-Poitou. Théorie des nombres, tome 12, n °2 (1977-1978).

7: N. Minculete, L. Toth, exponential unitary divisors, Annales Univ. Sci. Budapest.,
Sect. Comp. 35(2011)205-216.

8: P. Dussart, Sharper bounds for , 8, i, p_{n} Rapport de recherche 1998-2006,
Université de Limoges.

9: P. Erdos et J. L. Nicolas, répartition des nombres super abondants.
Bull.Soc.math.France, 103, 1975, p.65-90.

10: S. Ramanujan, Highly composite numbers, P. Lond. Math. Soc. Ser. 214(1915)
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b) Durant le Doctorat

L'étape de préparation au doctorat était centrée sur les fonctions arithmétiques et
leurs valeurs moyennes, ce sujet de recherche appartient a la théorie analytique des
nombres ou cette derniére est considérée comme un axe de recherche tres
important en algebre et théorie des nombres.

Dans ma theése, nous nous sommes intéressés a certaines méthodes élémentaires et
analytiques utilisées dans ces études. Avec ces méthodes, nous avons obtenu des
résultats pour la fonction D(n)= ((d(n))/(d*{*}(n))) (n€ENA{x}) ol d(n) et d*{*}(n)
désignant respectivement le nombre de diviseurs et le nombre de diviseurs unitaires
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Valeurs moyennes d'une fonction liée aux diviseurs d'un nombre entier. (Réf 9)
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c) Apreés le Doctorat

Les recherches apreés le doctorat, resté dans le méme contexte , ou j'ai travaillé sur
une fonction arithmétique multiplicative plus général que la fonction D(n) qui été
définie dans l'article (9), c’est la fonction D_{k}(n)=((d_{k}(n))/(d_{k}*{x}(n))), tel que
d_{k}(n) est la fonction de diviseurs de Piltz et d_{k}*{*} est sa fonction unitaire . On
collaboration du professeur Abdallah Derbal, nous avons obtenu un résultat
asymptotique de la fonction sommatoire de D_{k}(n), elle été publié en 2018 sous le
titre « Mean value of an arithmetic function associated with the Piltz divisor

function »

J'ai également démontré un résultat important concerne la fonction multiplicative
D_{k,w}n)=((d(n))/(k*w(n)})) tel que w(n) est le nombre de diviseurs premiers
distincts de I'entier n, ce résultat a fait 'objet d’un article accepté dans la revue

« Communications in Mathematics» en Janvier 2020.

D’autre part, un travail sur une fonction additive liée avec la fonction partie entiere
m'a amené a prouver une formule asymptotique été soumis dans la revue

« Notes on Number Theory and Discrete Mathematics» sous le titre: On a sum of an
additive function related to the integer part function.

Enfin, on a appliqué un résultat important de I. Kiuchi a une fonction arithmétique,
ce qui a donné des résultats importants, ou ce travail est résumé dans un article
accepté dans la revue scientifique « Contributions to Mathematics » sous le titre -An
asymptotic formula of a sum function involving gcd and characteristic function of the
set of r -free numbers.
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Résumé

En théorie analytique des nombres, les fonctions arithmétiques est un théme central .
Une fonction arithmétique est une application de N* dans C. On peut la considérer comme
une suite complexe définie sur N*. Une catégorie particuliére de ces fonctions est intensément
étudiée. Il s’agit des fonctions arithmétiques multiplicatives. Une fonction arithmétique est
dite multiplicative si 'on a f (1) = f (1) et f(nm) = f(n)f(m) dés que n et m sont premiers
entre eux dans N*. D’abord les recherches furent axées sur les ordres maximaux de certaines
fonctions arithmétiques.

Ce type de fonctions possédent un comportement irrégulier. A titre d’exemple la fonction
d(n), nombre de diviseurs de I’entier naturel n, vaut 2 sur tous les nombres premiers et prend
de grandes valeurs sur une infinité de nombres composés.
La fonction arithmétique multiplicative D (n) définie par

D (n) =




ol d*(n) est le nombre de diviseurs unitaires n, est une fonction irréguliére. En effet, elle
vaut 1 sur tous les nombres premiers, en particulier, la suite de ses valeurs sur les entiers

entre 1 et 20 est 5 5 3 5
17171a_)1717]-’27_717]-7_7171717_a
2 2 2 2

Une régularité apparait lorsque 1’on considére la quantité

S D),

n<x

3

3
1,-,1, -
2 2

pour x assez grand. Dans cette direction, on a établi le résultat suivant

> D(n)=Az+ R(x), (1)

n<x

tels que

Ut

3 3 1 5 2 1
= 1. e <= _ b3 _ 3
A = 1.4276565 et ]R(x)|_2C <2> $2—1—4C <3) T3 +(9<x

).
ou ((s) désigne la fonction zéta de Riemann.
Dans cette thése, nous étudions quelques méthodes analytiques et élémentaires utilisées dans
I’étude des valeurs moyennes des fonctions arithmétiques multiplicatives, elle s’organise en
cinq chapitres.

Le premier chapitre contient les principales définitions et notations nécessaires et encore
quelques théorémes fondamentaux sur les fonctions arithmétiques multiplicatives.

Dans le deuxiéme chapitre, on a présenté également les séries de Dirichlet, les définitions et
quelques théorémes comme la formule du produit eulérien, formule de Perron, et théoréme

de Ikehara.

Le chapitre trois est consacré pour calculer la valeur moyenne de la fonction multiplicative
D (n). Selon les étapes de la recherche, on a démontré trois résultats classés en termes
d’importance. On a appliqué le théoréme de Selberg-Deleng pour prouver le premier résultat

suivant
ZD(n) =Ax+ O (xe_cm) ,
n<x
avec A = 1.4276565 - - - . Ainsi, on a utilisé, une formule de Perron qui amélliore un peux le

résultat précédent et on a établi le deuxieme résultat suivant

Y D(n) = Az + O (zexp (=b(Inx))),

n<x

avec A = 1.4276565--- et b = b(c) > 0 une constante et ¢ € ]0,1[. La derniére étape, on
a démontré le résultat (1) de Particle [2]. La démonstration est basé sur les théorémes et
lemmes et tsuivants



Theorem 1 ([22, Th 5.1]) On a
D(a,b,z) = H (a,b,x) + A(a,b, x),

avec le terme principal

H (a,b,x) = C(%)I%“‘C(%)IE pour 1 < a < b,
) 0, z(lnz+2y—1) poura=>b=1,

et le reste

INCAXO {w ((%)) + ((%)i)}ﬂou),

natb<lg

tels que ¢ désigne la fonction zéta de Riemann ety la constante d’Euler.

Theorem 2 ([22, Th 5.2]) Awvec les mémes notations du théoréme (3.4), on a

A(a,b,x)<<a:%+b.

Proposition 3 Un entier n est quadratiquement saturé si est seulement si n s’écrit de
maniére unique sous la forme n = a*b® avec a, b des entiers strictement positifs et b sans
facteurs carrés.

Lemma 4 La série génératrice de la fonction arithmétique D(n) est donnée par:

Fls)=Y Dr(:) = ((s)G(s) ou G(s) = ¢ (25) ]| (1 _ ! ) (&e(s) > %) e)

2p25 2p3s

n>1 p

Lemma 5 La fonction multiplicative g(n) définie par

+i’fg(n)

n=0 p

1 1 1 1
:G(S):H<1+2p25+2p35+ + .),éR(s)>§

est strictement positive si et seulement si n est quadratiquement saturé.
Lemma 6 Pour tout x> 1 on a

3 2
Z 1:C<§)xé+§(§>xé—l—(9<xé).
n2m3<zx

Le chapitre quatre est consacré a ’étude de la fonction D (n) sur un sous-ensemble des entiers
positifs Sg(n), vérifient la propriété suivante: pour tout entier k fixé et n > 1

Sk(n) = min {m € N*, n|m*}.



Dans le dernier chapitre on introduit la fonction Dy (n) définie par

P )

pour un entier fixe k > 2, telle que dj, (n) est la fonction de diviseur de Piltz et dj est la fonc-
tion unitaire analogue de la fonction dy. En fait, cette fonction ce n’est qu'une généralisation
de la fonction D (n). Le résultat principal de ce chapitre est le suivant

ZDk(n) = Apx + Oy <£C1/2 (In :C)k_Q) , (3)

n<x

avec

Quelques valeurs de Aj,.

k 2 3 4 ) 6
Ap | 1,427656 | 2,22416 | 3,8004 | 7,10848 | 14,4491

La démonstration de ces résultats est basé sur les lemmes suivants
Lemma 7 L’inégalité suivante existe

Dy, (nm) < Dy, (n) Dy (m) kemintm), (4)
pour tout entier n,m > 1.

Lemma 8 Pour tout entier k > 2, et pour tout réel x satisfaisant |x| < 1, on a

x(k—1>iaf1(k+g_1):(1—x)lk—1. (5)

a=0

Lemma 9 Pour tout entier k > 2, on a

Dy x p = k_1(52><Dk—1) = Gk (6)
LBl

ot sy est la fonction caractéristique des entiers quadratiquement saturé ( 2—plein ).
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