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Let k be a fixed integer, we define the multiplicative function Dk(n) =
dk(n)
d∗

k
(n)

, where

dk(n) is the Piltz divisor function and d∗k is the unitary analogue function of dk. The
main purpose of this paper to use elementary methods to study the mean value of the
function Dk(n).

Keywords: The Piltz divisor function; mean value; unitary analogue function.
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1. Introduction

Let k be a fixed integer. We recall that dk(n) =
∑

d1d2···dk=n 1 is the Piltz divisor
function, and d∗k is the unitary analogue function of dk. The latter one is defined
recurrently as follows, see [5]

d∗2(n) = d∗(n) =
∑
d|∗n

1 and d∗k(n) =
∑
d|∗n

d∗k−1(d) (k ≥ 2), (1)

where d|∗n means d divides n and gcd(d, n/d) = 1. Notice that for all fixed integer
k ≥ 2 , the function d∗k(n) is multiplicative and for a prime power, one has

d∗k(pm) = k. (2)

It is clear that from (1) and (2) one gets d∗k(n) = kω(n) where ω(n) =
∑

p |n 1 is
the number of distinct prime divisors of n.

†Corresponding author.
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For all prime number p and all integer m, the relation

dk(pm) =

(
k + m − 1

m

)
(3)

holds (see e.g. [4, 5, 9]). For many properties of these functions, see e.g. [5, 6].
We now define the multiplicative function Dk(n) by

Dk(n) =
dk(n)
d∗k(n)

=
dk(n)
kω(n)

(k ≥ 2). (4)

By using (2) and (3), then we get

Dk(n) =
∏

pm‖n

(k + m − 1)!
k!m!

, (5)

where pm‖n means pm| n and pm+1 � n.

In paper [2], we have proved the following result (case k = 2):∑
n≤x

D2(n) = A2x + R(x), where A2 =
π2

6

∏
p

(
1 − 1

2p2
+

1
2p3

)
,

and

|R(x)| ≤ 3
2
ζ

(
3
2

)
x

1
2 +

5
4
ζ

(
2
3

)
x

1
3 + O(x

1
5 ).

For the general case k ≥ 2, ∑
n≤x

Dk(n) �k x, (6)

indeed, for any integer n, we have Dk(n) ≤ dk(n), and by [1, Lemma 4.24], we infer
1
x

∑
p≤x

Dk(p) log p =
1
x

∑
p≤x

log p ≤ log 4,

and ∑
p≤x

∞∑
α=2

Dk(pα) log pα

pα
=
∑
p≤x

log p

∞∑
α=2

αdk(pα)
kpα

≤ (k + 1)2k+2,

finally, using [1, Theorem 4.22] we get the result. On the other hand, by [1, Theo-
rem 4.55] with k = 1, we get

∑
n≤x

Dk(n) = Akx + O
(

x

√
ln(ln x)

ln x

)
, (7)

where Ak =
∏

p(1− 1
p )(1− 1

k+ 1
k (1− 1

p )−k). We immediately, by applying [1, Corollary
4.57] with k = 1, we conclude that∑

n≤x

Dk(n)
n

= Ak ln x + Ok(1),

where the constant Ak is given in (7).
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2. Main Result

Here we establish a result concerning the mean value of the function Dk(n), in the
case when k ≥ 2. More precisely, we prove the following theorem:

Theorem 1. Let k ≥ 2 be a fixed integer, for all x ≥ 1 we have∑
n≤x

Dk(n) = Akx + O(x1/2(ln x)k−2),

where

Ak =
∏(

1 − 1
p

)(
1 − 1

k
+

1
k

(
1 − 1

p

)−k
)

.

Some values of Ak.

k 2 3 4 5 6
Ak 1, 427656 2, 22416 3, 8004 7, 10848 14, 4491

.

In order to prove the above result, we first establish some auxiliaries lemmas.

Lemma 2. The following inequality holds :

Dk(nm) ≤ Dk(n)Dk(m)kω((n,m)), (8)

for all integers n, m ≥ 1.

Proof. Let n, m ≥ 1 be two arbitrary integers. By [8, Lemma 11.1.2], one has

dk(nm) ≤ dk(n)dk(m).

Therefore,

Dk(nm) =
dk(nm)
kω(nm)

=
dk(nm)

kω(n)+ω(m)−ω((n,m))

≤ dk(n)dk(m)
kω(n)+ω(m)

kω((n,m)) = Dk(n)Dk(m)kω((n,m)).

Lemma 3. For each integer k ≥ 2, and for each real number x satisfying |x| < 1,

we have

x(k − 1)
∞∑

α=0

xα

α + 1

(
k + α − 1

α

)
= (1 − x)1−k − 1. (9)

Proof. By using the generalized binomial coefficient see [9], we have

(1 − x)−k =
∞∑

α=0

(
k + α − 1

α

)
xα,

by integration, we obtain

(1 − x)1−k

k − 1
= x

∞∑
α=0

(
k + α − 1

α

)
xα

α + 1
+ c,

for x = 0 we find the result.
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Lemma 4. For each integer k ≥ 2, we have

Dk ∗ μ =
k − 1

k
(s2 × Dk−1) := gk, (10)

and
∞∑

n=1

gk(n)
n

=
∏
p

(
1 − 1

p

)(
1 − 1

k
+

1
k

(
1 − 1

p

)−k
)

,

where s2 is the characteristic function of the 2-full integers.

Proof. One remarks that the function Dk ∗ μ is multiplicative. For prime powers
pm (m ≥ 2), we have

(Dk ∗ μ)(pm) =
k − 1

k

(k + m − 2)!
m!(k − 1)!

.

Using the property of the function s2, it follows that

(s2 × Dk−1)(pm) =
(k + m − 2)!
m!(k − 1)!

.

On the other hand, we have

∞∑
n=1

gk(n)
n

=
∏
p

(
1 +

k − 1
k

∞∑
α=2

Dk−1(pα)
pα

)

=
∏
p

(
1 +

1
k

∞∑
α=2

1
pα

(
k + α − 2

α

))

=
∏
p

(
1 +

1
kp

∞∑
α=1

1
pα

(
k + α − 1

α + 1

))

=
∏
p

(
1 +

k − 1
kp

∞∑
α=1

1
(α + 1) pα

(
k + α − 1

α

))
,

and by (9), we have

∞∑
n=1

gk(n)
n

=
∏
p

{
1 − 1

k
− k − 1

kp
+

1
k

(
1 − 1

p

)1−k
}

=
∏
p

{(
1 − 1

p

)(
1 − 1

k

)
+

1
k

(
1 − 1

p

)1−k
}

=
∏
p

(
1 − 1

p

)(
1 − 1

k
+

1
k

(
1 − 1

p

)−k
)

.
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Lemma 5. Let k ≥ 1 be a fixed integer. For any real x ≥ e sufficiently large we
have ∑

n≤x

Dk(n2) � x(ln x)k−1.

Proof. Let δk be a multiplicative function defined by δk(n) = Dk(n2). For any
prime powers pα, we have

δk(pα) =
d(p2α)
kω(p2α)

=
1
k

(
k + 2α − 1

2α

)
≤ k2α

k
= k2α−1,

and δk(n) ≤ dk(n2) �ε nε, so that the function satisfies well the hypotheses of
Shiu’s theorem, see [7 Theorem 1; 3, 1], which provides

δk(n) � x

ln x
exp

⎛
⎝∑

p≤x

k

p

⎞
⎠� x

ln x
exp(k ln(lnx)) = x(ln x)k−1.

Remark. Application of Shiu’s theorem we have taken a = k = 1 and y = x.

Lemma 6. Let k ≥ 1 be a fixed integer. For any real x ≥ e sufficiently large we
have ∑

n≤x

μ(n)2Dk(n3)kω(n) � x(ln x)
1
6 (k−1)(k2+4k+6).

Proof. Let γk be a multiplicative function defined by

γk(n) = μ(n)2Dk(n3)kω(n) = μ(n)2dk(n3).

As in Lemma 5, we verify that the function γk satisfies the hypotheses of Shiu’s
theorem [7], which gives the announced result by noting that, for every prime p,

γk(p) =
1
6
(k − 1)(k2 + 4k + 6),

that which completes the proof.

A partial summation directly drives the following result.

Corollary 7. Let k ≥ 1 be a fixed integer. For any real x ≥ e sufficiently large we
have

∑
n≤x

μ(n)2Dk(n3)kω(n)

n3/2
� 1.
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Proof of Theorem 1. By applying (10), we have

∑
n≤x

Dk(n) = x
∑
n≤x

gk(n)
n

+ O
⎛
⎝∑

n≤x

|gk(n)|
⎞
⎠

= x

∞∑
n=1

gk(n)
n

+ O
⎛
⎝∑

n≤x

|gk(n)| + x
∑
n>x

|gk(n)|
n

⎞
⎠

= x

∞∑
n=1

gk(n)
n

+ O
⎛
⎝∑

n≤x

gk(n) + x

∫ ∞

x

⎛
⎝∑

n≤t

gk(n)

⎞
⎠ dt

t2

⎞
⎠. (11)

By writing each 2-full integer n in the form n = a2b3 with μ(b)2 = 1, one obtains
for all t ≥ 1

∑
n≤t

gk(n) =
k − 1

k

∑
b≤t1/3

μ(b)2
∑

a≤
√

t/b3

Dk−1(a2b3). (12)

We use inequality (8) as follows: if k ≥ 2, we get

Dk−1(a2b3) ≤ Dk−1(a2)Dk−1(b3)kω((a,b))

≤ Dk−1(a2)Dk−1(b3)kω(b). (13)

Delaying (12) in (13) and using the Lemma 5 and the Corollary 7, he comes

∑
n≤t

gk(n) ≤ k − 1
k

∑
b≤t1/3

μ(b)2Dk−1(b)3(k − 1)ω(b)
∑

a≤
√

t/b3

Dk−1(a)2

= O

⎛
⎝t1/2(ln t)(k−1)

∑
b≤t1/3

μ(b)2Dk−1(b3)(k − 1)ω(b)

b3/2

⎞
⎠

= O(t1/2(ln t)(k−1)).

Finally

∑
n≤x

Dk(n) = x

∞∑
n=1

gk(n)
n

+ O(x1/2(ln x)(k−1))

= Akx + O(x1/2(ln x)k−2).
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Asymptotic formula for the multiplicative function
d (n)

k!(n)

Meselem KARRAS
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Abstract
For a �xed integer k, we de�ne the multiplicative function Dk;! (n) : =

d(n)

k!(n)
,

where d (n) is the divisor function and ! (n) is the number of distinct prime
divisors of n: The main purpose of this paper is the study of the mean value of
the function Dk;! (n) by using elementry methods.
Keywords : Divisor function, number of distinct prime divisors, mean value.
Classi�cation:11N37, 11A25, 11N36:
1 Introduction
Let k � 2 be a �xed integer. We recall that d (n) : =

P
djn 1 is the number

of divisors of n, and ! (n) : =
P

pjn 1 is the number of distinct prime divisors
of n. We de�ne the function Dk;! (n) by

Dk;! (n) : =
d (n)

k!(n)
: (1)

Notice that for every �xed integer k � 2, the function Dk;! (n) is multiplica-
tive and for every prime number p and all integer m the relation

Dk;! (p
m) =

m+ 1

k
; (2)

holds. By using (2), we get

Dk;! (n) =
Y
pmkn

m+ 1

k

where pmkn means pm j n and pm+1 - n: In the particular case k = 2, the

function D2;! (n) is exactly D (n) =
d (n)

d� (n)
; (see [1]) : For k � 3; we can easily

check that X
n�x

Dk;! (n)�k x (log x)
2=k�1 : (3)

1



Indeed, for any integer n; we have Dk;! (n) � d (n)�" n
". Furthermore, the

hypotheses of Shiu�s theorem are satis�ed, see theorem 1 in [2] and [3, p.1].
One gets X

n�x
Dk;! (n)�k

x

log x
exp

 X
p�x

2

kp

!
:

Now, by using Lemma 4:63 in [4], it follows thatX
n�x

Dk;! (n)�k
x

log x
exp

�
2

k
log (2e
 log x)

�
�k x (log x)

2=k�1 :

2) Main result
In this section, we establish two results concerning the mean value of the
function Dk;! (n) : We start giving a weak result

Theorem 1 Let k � 2 be a �xed integer. For all x � 1 large enough, we
haveX
n�x

Dk;! (n) =
x(log x)2=k�1

� (2=k)

Y
p

�
1� 1

p

�2=k �
1 +

2p� 1
kp (p� 1)2

�
+O

�
x(log x)�1

�
(log log x)4=k:

The proof of this result is based on Tulyaganov�s theorem; this theorem
is summarized as follows:

Theorem 2 Let f be a complex valued multiplicative function. Suppose there
z 2 C, independent of p, with jzj � c1 and

a)
X
p�x

f(p) log p = zx+O
�
xe�c2

p
log x
�

b)
X
p�x

jf(p)j log p� x

c)
X
p�x

1X
�=2

jf(p�)j log p�
p�

� (log log x)2 d)
X
p

jf(p)j2 log p
p2

< c3

for some real numbers c1; c2 and c3:Then, for all x � 1 su¢ ciently large, we
haveX
n�x

f (n) =
x(log x)z�1

� (z)

Y
p

�
1� 1

p

�z 
1 +

1X
�=1

f(p�)

p�

!(
1 +O

 
(log log x)2

log x

!)
+O

�
x(log x)max(0; Re z�1)�1

�
(log log x)2(A�max(0; Re z�1));

2



where A > 0 satis�esX
u<p�v

jf(p)j p�1 � A log (log v= log u) +O (1) :

Proof. This theorem is a consequence of theorem 4 in [5], where we take
g = f:
To complete the demonstration of the main result we have the following
lemmas.

Lemma 1 For any �xed integer k � 2; we have the estimateX
p�x

jDk;! (p)j log p� x:

Proof. By Chebyshev�s estimates [6], we haveX
p�x

jDk;! (p)j log p =
2

k

X
p�x

log p <
2

k
(1:000081x)� x:

Lemma 2 For any �xed integer k � 2; there is a constant c > 0; such thatX
p�x

Dk;! (p) log p =
2

k
x+O

�
xe�c

p
log x
�
:

Proof. We have X
p�x

Dk;! (p) log p =
2

k

X
p�x

log p =
2

k
� (x) ;

and by theorem 6:9 in [7], there is a constant c > 0 such that

� (x) = x+O
�
xe�c

p
log x
�
;

which implies the desired result.

Lemma 3 For any �xed integer k � 2; we haveX
p

jDk;! (p)j2

p2
log p <1:

3



Proof. We �rst check the inequality
1X
m=2

logm

m (m� 1) � log 4; and using the

following X
p

log p

p2
<

1X
m=2

logm

m2
�

1X
m=2

logm

m (m� 1) ;

then we have X
p

jDk;! (p)j2

p2
log p =

4

k2

X
p

log p

p2

<
4 log 4

k2
:

Lemma 4 For any �xed integer k � 2; we have

X
p�x

1X
�=2

jDk;! (p
�)j log (p�)
p�

� 28

k
:

Proof. For every integer k � 3, we write

X
p�x

1X
�=2

jDk;! (p
�)j log (p�)
p�

=
1

k

X
p�x

log p
1X
�=2

� (�+ 1)

p�

=
1

k

X
p�x

log p

p

1X
�=2

� (�+ 1)

p��1
;

and the in�nite series
1X
�=2

� (�+ 1)

p��1
converges to

2

(1� 1=p)3
� 2; since

X
p�x

1X
�=2

jDk;! (p
�)j log (p�)
p�

=
2

k

X
p�x

3p2 � 3p+ 1
p (p� 1)3

log p

� 28

k

X
p�x

log p

p2
:

4



By lemma 70:1 in [8], we have
X
p

log p

p�
<

1

�� 1 for all � > 1; consequently

X
p�x

1X
�=2

jDk;! (p
�)j log (p�)
p�

<
28

k
:

Finally, by lemma1, 2, 3 and 4 we have shown that the function Dk;! (n)
satis�es the conditions of theorem 2: As we haveX

u<p�v

jDk;! (p)j
p

=
2

k

X
u<p�v

1

p
� 2

k
log

log v

log u
+ 0 (1) ;

then the constant A in theorem 2 is
2

k
:

The next result is improved over the previous one.

Theorem 3 Let k � 2 be a �xed integer. For all x � 1 large enough, we
haveX
n�x

Dk;! (n) =
x(log x)2=k�1

� (2=k)

Y
p

�
1� 1

p

�2=k �
1 +

2p� 1
k (p� 1)2

�
+Ok

�
x(log x)2=k�2

�
:

the demonstration is based on the following lemmas:

Lemma 5 Let k � 2 be a �xed integer. For every s := � + it 2 C such that

� > 1 and L (s;Dk;! (n)) :=
1X
n=1

Dk;! (n)

ns
, we have

L (s;Dk;! (n)) = � (s)2=k L (s; gk)

or L (s; gk) is a series of Dirichlet absolutely convergent in the half-plane

� >
1

2
:

Proof. If � > 1, then

L (s;Dk;! (n)) =
Y
p

 
1 +

1X
�=1

Dk;! (p
�)

p�s

!

=
Y
p

 
1 +

1X
�=1

�+ 1

kp�s

!

=
Y
p

�
1 +

2ps � 1
k (ps � 1)2

�
;

5



on the other hand we have�
1 +

2ps � 1
k (ps � 1)2

�
=
��
1� p�s

��2=k��
1 +

h (s)

k (ps � 1)2
�
;

such that

h (s) =
�
1� p�s

�2=k �
kp2s � 2 (k � 1) ps + k � 1

�
� k (ps � 1)2 :

Since �
1� p�s

�2=k
= 1� 2

kps
� k � 2
k2p2s

�O

�
k

p3�

�
;

he comes

h (s) =

�
1� 2

kps
� k � 2
k2p2s

�O

�
k

p3�

���
kp2s � 2 (k � 1) ps + k � 1

�
� k (ps � 1)2

= 2

�
1� 1

k

�
+O

�
p��
�
;

which implies the announced result.

Lemma 6 ([9]) Let A > 0. Uniformly for x � 2 and z 2 C such that
jzj � A; we haveX

n�x
� z (n) =

x (log x)z�1

� (z)
+OA

�
x (log x)Re z�2

�
:

� z (n) is the multiplicative function de�ned by � z (p�) =
�
z + �� 1

�

�
:

Proof of theorem 3. According to the Lemma 5, we have Dk;! = � 2=k �gk:
Then, bye lemma 6X
n�x

Dk;! (n) =
X
d�x

gk (d)
X
m�x

d

� 2=k (m)

=
X
d�x

gk (d)

(
x
�
log x

d

�2=k�1
d� (2=k)

+Ok

�
x

d

�
log

x

d

�2=k�2�)

=
X
d�x

gk (d)

(
x (log x)2=k�1

d� (2=k)
+Ok

�
(log x)2=k�2 log d

�
+Ok

�
x

d

�
log

x

d

�2=k�2�)

=
x (log x)2=k�1

� (2=k)

X
d�x

gk (d)

d
+Ok

 
x (log x)2=k�2

X
d�x

jgk (d)j (1 + log d)
d

!
:

6



The series L (s; gk) is absolutely convergent on the half-plane � > 1
2
; then for

all " > 0 X
d�x

jgk (d)j �k;" x
1=2+";

hence by partial summationX
d�x

jgk (d)j (1 + log d)
d

�k;" x
�1=2+"

and thereforeX
n�x

Dk;! (n) = L (1; gk)
x(log x)2=k�1

� (2=k)
+Ok

�
x(log x)2=k�2

�
+Ok;!

�
x1=2+"

�
:

which completes the demonstration.
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Number theory

An asymptotic formula of a sum function involving gcd
and characteristic function of the set of r�free numbers

Mihoub BOUDERBALA(1); Meselem KARRAS(2)

Abstract
Let gcd(k; j) represent the greatest common divisor of the positive integers k, j.
For any positive real number x > 1 and any �xed positive integers s; r, we give
an asymptotic formula of the sum functionX

k�x

1

ks+1

kX
j=1

js�r (gcd (j; k))

such that �r is the characteristic function of the set of r�free numbers.
Keywords : gcd-sum functions, Dirichlet convolution, sum function.
MSC2020: 11A25; 11N37:
1 Introduction
Let k, j � 1 be an integer. We denote by gcd(k; j) the greates common
divisor of the integers k and j: For any two arithmetical functions f and g,
let the sum function

Sk (j) = Sf;g (k; j) :=
X

djgcd(k;j)
f (d) g (k=d) ; (1)

the sum (1) is a generalization of the following sum

Sf;g (k) :=
X
djk

f (d) g (k=d) = (f � g) (k) ;

where the symbol � denotes the Dirichlet convolution of arithmetic functions.
We warn that D. R. Anderson and T. M. Apostol [1] are the �rst to create
this sum function. The study for the function Sk (j) by several researchers,
for example by K. R. Johnson [6], T. M. Apostol [2], and I. Kiuchi, M.
Minamide and M. Ueda [9]. In particular, I. Kiuchi [8] proved the following
formulaX

k�x

1

ks+1

kX
j=1

jsSk (j) =
1

2

X
n�x

(f � g) (n)
n

+
1

s+ 1

X
n�x

�
f

Id
� g
�
(n) (2)

+
1

s+ 1

bs=2cX
m=1

�
s+ 1
2m

�
B2m

X
n�x

�
f

Id
� g

Id2m

�
(n)

1



is valid for any positive integer k and any �xed positive integer s, where the
number Bm is Bernoulli�s number and btc is the integer part of t. Such that,
for any positive integer n, the functions Id, Idm and the unit function 1 are
given by Id(n) = n, Idm(n) = nm for any real numbers m and 1(n) = 1:
We take note that the formula (2) has a lot of interesting applications (see
[7]). The sums of the form

X
n�x

nX
j=1

f (gcd (j; n)) (3)

have also been studied by many researchers (see [3] and also [4]). In 2010, O.
Bordellès [4], gave an asymptotic formula of (3) (see Theorem 4) such that
x � 1 is su¢ ciently large and f is an arithmetic function verifying certain
hypotheses.
Let �r and fr be two functions de�ned by, for all r � 2 a �xed integer

fr (n) =

�
� (m) , if n = mr

0, otherwise
(4)

and

�r (n) =

�
1, if n is r- free number
0, otherwise,

wher � is the Möbius function.
In all of the following, � (s) denotes the Riemann zeta-function.

Lemma 1 For any �xed integer r � 2; we have

�r = 1 � fr: (5)

i.e X
drjn

� (d) = �r (n) :

Proof. Firstly, the function fr it is clearly multiplicative, then �r is multi-
plicative, so that the convolution product of two multiplicative functions is
a multiplicative function. Therefore, it su¢ ces to show that

�r (p
�) = (1 � fr) (p�)

2



for all prime powers p�: Indeed,

(1 � fr) (p�) =
rX

�=0

fr (p
�) = 1 +

rX
�=1

fr (p
�)

=

�
1, if � < r
0, � � r

= �r (p
�) :

We use the identity �r = 1 � fr and the formula (2) to give an asymptotic
formula of the following quantity

X
k�x

1

ks+1

kX
j=1

js�r (gcd (j; k)) :

Now we can state our main result.

Theorem 1 For any positive real number x > 1 and any �xed positive
integer s; we have

X
k�x

1

ks+1

kX
j=1

js�r (gcd(k; j)) =
x

(s+ 1) � (2r)
+
log x

2� (r)
+ L(r; s)

� 1

s+ 1

X
dr�x

� (d)

dr
 
� x
dr

�
+O

�
x�1+

1
r log x

�
where

L(r; s) =
1

2 (s+ 1) � (r)

0B@(s+ 1)�
 � r� 0 (r)

� (r)

�
� 1 + 2

b s2cX
m=1

�
s+ 1
2m

�
B2m� (2m)

1CA :

The proof of this result is based on the following lemmas:

Lemma 2 For any positive real number x > 1 and any �xed positive integer
s we haveX
k�x

1

ks+1

kX
j=1

js�r (gcd(k; j)) =
1

2

X
n�x

�r (n)

n
+

1

s+ 1

X
dl�x

fr (d)

d
(6)

+
1

s+ 1

bs=2cX
m=1

�
s+ 1
2m

�
B2m

X
dl�x

fr (d)

d

1

l2m
:

3



Proof. First, in the left side of (6) ; by the two formulas (1), (5) and by
de�nition (4) we get

Sk (j) = Sfr;1 (k; j) =
X

djgcd(k;j)
fr (d)

=
X

drjgcd(k;j)
� (d)

= �r (gcd(k; j))

so, X
k�x

1

ks+1

kX
j=1

jsSfr;1 (k; j) =
X
k�x

1

ks+1

kX
j=1

js�r (gcd(k; j)) :

On the other hand, the right side of (6) ; It is a direct application of formula
(2) where f = fr and g = 1:

Lemma 3 For any x > 1 and r � 2; we haveX
n�x

�r (n)

n
=
log x

� (r)
+




� (r)
� r �

0 (r)

�2 (r)
+O

�
x�1+

1
r log x

�
: (7)

Proof. Using the identity (3) ; and the known formulaX
n�x

1

n
= log x+ 
 +O

�
x�1

�
;

we haveX
n�x

�r (n)

n
=

X
n�x

�
fr
Id
� 1
Id

�
(n)

=
X
d�x

fr (d)

d

X
m�x=d

1

m

=
X
dr�x

� (d)

dr

X
m�x=dr

1

m

= log x

1X
d=1

� (d)

dr
� r

1X
d=1

� (d) log d

dr
+ 


1X
d=1

� (d)

dr
+A (x) ;

4



where

A (x) = log x
X
d>x1=r

� (d)

dr
� r

X
d>x1=r

� (d) log d

dr
+ 


X
d>x1=r

� (d)

dr

+O

0@dr
x

X
dr�x

� (d)

dr

1A :

By the known identity
1

� (r)
=

1X
d=1

� (d)

dr
for all r > 1; we have

� 0 (r)

�2 (r)
=

1X
d=1

� (d) log d

dr
;

and using the estimate
X
n>x

1

nr
= O

�
x�1+r

�
for all r > 1, we get

X
n�x

�r (n)

n
=
log x

� (r)
+




� (r)
� r �

0 (r)

�2 (r)
+O

�
x�1+

1
r log x

�
:

Lemma 4 For any x > 1 and r � 2; we haveX
dl�x

fr (d)

d
=

x

� (2r)
�
X
dr�x

� (d)

dr
 
� x
dr

�
� 1

2� (r)
+O

�
x
1
r
�1
�
: (8)

Proof. Let x > 1 and r � 2; we haveX
dl�x

fr (d)

d
=

X
drl�x

� (d)

dr

=
X
dr�x

� (d)

dr

X
l�x=dr

1

=
X
dr�x

� (d)

dr

j x
dr

k
;

Using the fact that  (x) = x� bxc � 1
2 , we getX

dl�x

fr (d)

d
= x

X
dr�x

� (d)

d2r
�
X
dr�x

� (d)

dr
 
� x
dr

�
� 1
2

X
dr�x

� (d)

dr

=
x

� (2r)
�
X
dr�x

� (d)

dr
 
� x
dr

�
� 1

2� (r)
+O

�
x
1�r
r

�
:

5



Lemma 5 For any x > 1 and for the two �xed integers r � 2, m � 0, we
have X

dl�x

fr (d)

d

1

l2m
=
� (2m)

� (r)
+O

�
x�1+1=r

�
+O

�
x�2m=r+1=r

�
: (9)

Proof. Let x > 1 and r � 2; we haveX
dl�x

fr (d)

d

1

l2m
=

X
drl�x

� (d)

dr
1

l2m

=
X
d�x1=r

� (d)

dr

X
l�x1=r=d

1

l2m

=
X
d�x1=r

� (d)

dr

0@� (2m) +O
0@ x1=r

d

!1�2m1A1A
=

� (2m)

� (r)
+O

�
x�1+1=r

�
+O

�
x�2m=r+1=r

�
:

Proof of Theorem1. Substituting formulas (7) ; (8) ; (9) in (6), we obtain

X
k�x

1

ks+1

kX
j=1

js�r (gcd(k; j)) =
x

(s+ 1) � (2r)
+
log x

2� (r)
+ L(r; s)

� 1

s+ 1

X
dr�x

� (d)

dr
 
� x
dr

�
+O

�
x�1+

1
r log x

�
where

L(r; s) =
1

2 (s+ 1) � (r)

0B@(s+ 1)�
 � r� 0 (r)

� (r)

�
� 1 + 2

b s2cX
m=1

�
s+ 1
2m

�
B2m� (2m)

1CA :

Note that, since for all t 2 R; j (t)j � 1
2 , we see that the absolute value of

the  -sum is � �(r)
4�(2r) �

5
4�2

< 2
5 : Moreover, using Euler�s formula

� (2m) = (�1)m+1 22m�1 �
2m

(2m)!
B2m

6



we write

2

b s2cX
m=1

�
s+ 1
2m

�
B2m� (2m) =

b s2cX
m=1

�
s+ 1
2m

�
(�1)m+1 22m �2m

(2m)!
B22m:
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Soient d(n) et d∗(n) le nombre de diviseurs et le nombre de diviseurs unitaires de l’entier n, 
et posons S(x) =

∑
n≤x

D(n) =
∑
n≤x

d(n)

d∗(n)
(x ≥ 1). Un diviseur d d’un entier n est dit unitaire 

s’il est premier avec n
d . Dans cet article, nous montrons que S(x) ∼ Ax (x → +∞), où 

A = π2

6

∏
p

(
1 − 1

2p2
+ 1

2p3

)
= 1,4276565 · · · , et que pour tout x ≥ 1, S(x) = Ax + R (x), 

tel que

|R (x)| ≤ 3

2
ζ

(
3

2

)
x

1
2 + 5

4
ζ

(
2

3

)
x

1
3 + O

(
x

1
5

)
.
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∑
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∑
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(x ≥ 1). A divisor d of a integer n is called 

unitary if it is prime with n
d . In this paper, we prove that S(x) ∼ Ax (x → +∞), where 

A = π2

6

∏
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(
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+ 1

2p3

)
= 1.4276565 · · · , and for all x ≥ 1, S(x) = Ax + R (x) such 

that

|R (x)| ≤ 3

2
ζ
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1. Introduction

Il est connu que les grandes valeurs de la fonction D(n) oscillent indéfiniment autour de la fonction x �→ exp
(

ln 2
3

ln x
ln ln x

)
(x > e) [2] ; en revanche, la fonction D(n) prend la valeur 1 sur tout nombre premier p. Ce comportement erratique de D(n)

incite à l’étudier en moyenne, ce qui revient à l’étude de la fonction sommatoire réelle S (x) =
∑
n≤x

D(n) (x ≥ 1). Dans une 

première étape, on a fait un test numérique sur la suite S(n)
n , à partir duquel, on a constaté qu’elle se stabilisait autour du 

nombre 1,4270 · · · pour n = 9 ×105, . . . , 106, ce qui suggère que la limite du rapport S(x)
x quand x → +∞ est une constante 

A proche de la valeur 1,4270 · · · et que la fonction S (x) est asymptotiquement très proche de la fonction linéaire Ax. Il 
s’agit donc de montrer que S(x) ∼ Ax (x → +∞) où, A est une constante proche de 1,427, et d’étudier ensuite le reste 
R(x) = S(x) − Ax.

Le point de départ est l’évaluation de la série génératrice de la fonction D(n).
Dans cette direction, nous avons obtenu, pour 	(s) > 1, la relation suivante :

L(s) =
∑
n≥1

D(n)

ns
= ζ(s)G(s), où G(s) = ζ (2s)

∏
p

(
1 − 1

2p2s
+ 1

2p3s

)
. (1)

Ici et dans toute la suite, ζ(s) désigne la fonction zêta de Riemann. On se propose ici d’établir le résultat suivant.

Théorème. Pour tout x ≥ 1, on a :

∑
n≤x

D (n) = Ax + R (x) avec A = π2

6

∏
p

(
1 − 1

2p2
+ 1

2p3

)

et

|R (x)|≤3

2
ζ

(
3

2

)
x

1
2 + 5

4
ζ

(
2

3

)
x

1
3 + O

(
x

1
5

)
.

2. Lemmes préparatifs

Lemme 1. La série de Dirichlet génératrice de la fonction arithmétique D(n) est donnée par

L(s) =
∑
n≥1

D(n)

ns
= ζ (s) G(s), où G(s) = ζ (2s)

∏
p

(
1 − 1

2p2s
+ 1

2p3s

) (
	(s) >

1

2

)
.

Démonstration. La fonction D(n) étant multiplicative, la série L(s) est un produit eulérien donné par la formule :

∏
p

+∞∑
n=0

D(pn)

pns
=

∏
p

(
1 +

+∞∑
n=1

n + 1

2pns

)
.

Remarquons que, pour 	(s) > 1, on a(
1 +

+∞∑
n=1

n + 1

2pns

)(
1 − 1

ps

)2

= 1 − 1

ps
+ 1

2p2s

alors, en multipliant et divisant L(s) par 
(

1 − 1
ps

)2
, on obtient

L(s) =
∏

p

(
1 − 1

ps
+ 1

2p2s

)
(ζ(s))2 (	(s) > 1) .

Comme on a(
1 − 1

ps
+ 1

2p2s

)(
1 + 1

ps

)
=

(
1 − 1

2p2s
+ 1

2p3s

)

alors pour 	(s) > 1, on a

L(s) =
∏

p

(
1 − 1

2p2s
+ 1

2p3s

)∏
p

(
1 + 1

ps

)−1

(ζ(s))2 .
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Le résultat annoncé découle alors de la relation suivante

∏
p

(
1 + 1

ps

)−1

= ζ(2s)

ζ(s)
([1] page 231) .

Définition. On dit que l’entier n est quadratiquement saturé (en anglais squarefull) si n = 1, ou si, pour tout p premier, la 
valuation p-adique v p(n) satisfait v p(n) ≥ 2.

Proposition. Un entier n est quadratiquement saturé si est seulement si n s’écrit de manière unique sous la forme n = a2b3 avec a, b
des entiers strictements positifs et b sans facteurs carrés.

Lemme 2. La fonction multiplicative g(n) définie par

+∞∑
n=1

g (n)

ns
= G (s) =

∏
p

(
1 + 1

2p2s
+ 1

2p3s
+ 1

2p4s
+ . . .

)
,	(s) >

1

2

est strictement positive si et seulement si n est quadratiquement saturé.

Démonstration. Remarquons que pour tout nombre premier p on a

g(pα) =
{

0 si α = 1
1
2 si α ≥ 2.

Alors, 0 ≤ g(n) ≤ 1
2 pour tout n ≥ 2 et g (n) > 0 si seulement si n est quadratiquement saturé.

Lemme 3. Pour tout x ≥ 1, on a
∑

n2m3≤x

1 = ζ

(
3

2

)
x

1
2 + ζ

(
2

3

)
x

1
3 + O

(
x

1
5

)
.

Démonstration. Ce lemme résulte des Théorèmes 5.1 et 5.2 de [4].

Démonstration du théorème. La relation (1) fournit un prolongement analytique de L(s) dans le demi-plan 	(s) > 1
2 , dont 

la seule singularité est un pôle simple, de résidu G(1), en s = 1. Ceci implique que la fonction h (s) = ζ(s)G(s) − G(1)
s−1

est analytique dans le demi-plan 	 (s) > 1
2 ; le théorème d’Ikehara ([3], page 332, et [5], page 10) entraîne S (x) ∼ G (1) x

(x → +∞).
On a donc S (x) ∼ Ax (x → +∞), où

A = G (1) = ζ(2)
∏

p

(
1 − 1

2p2
+ 1

2p3

)
= 1,4276565 · · · .

Posons S (x) = Ax + R (x), où R (x) est le terme d’erreur.
La méthode élémentaire d’estimation de S(x) =

∑
n≤x

D (n) donne

S(x) =
∑
n≤x

∑
d|n

g (d) =
∑
d≤x

g (d)
[ x

d

]
≤ x

∑
d≥1

g (d)

d
= xG (1) = Ax,

d’où 0 ≤ −R (x) = Ax − S (x).

Pour T (x) =
∑
n≤x

g (n) et U (x) =
∑
n>x

g (n)

n
; en appliquant le lemme 2, on obtient

T (x) =
∑
n≤x

g (n) =
∑

n2m3≤x

g
(

n2m3
)

≤ 1

2

∑
n2m3≤x

1

et par le lemme 3, on a

T (x) ≤ 1

2

(
ζ

(
3

2

)
x

1
2 + ζ

(
2

3

)
x

1
3

)
+ O

(
x

1
5

)
.
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On a ainsi, par l’intégrale de Stieltjes :

U (x) =
∑
n>x

g (n)

n
=

+∞∫
x

d [T (u)]

u
du = − T (x)

x
+

+∞∫
x

T (u)

u2
du

≤
+∞∫
x

T (u)

u2
du ≤

+∞∫
x

1
2

(
ζ

(
3
2

)
u

1
2 + ζ

(
2
3

)
u

1
3

)
+ O

(
u

1
5

)
u2

du

≤ ζ

(
3

2

)
x− 1

2 + 3

4
ζ

(
2

3

)
x− 2

3 + O
(

x− 4
5

)
.

On observe que

−R (x) =
∑
d≤x

g (d)
{ x

d

}
+ x

∑
d>x

g (d)

d
≤ T (x) + xU (x),

d’où il résulte

−R (x) ≤ 3

2
ζ

(
3

2

)
x

1
2 + 5

4
ζ

(
2

3

)
x

1
3 + O

(
x

1
5

)
.
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Introduction
Ce cours est basé sur le contenu de nouveau programme de la matière "espaces vec-

toriels normés" adressé aux étudiants de troisième année mathématiques LMD.

Ce cours comporte trois chapitres, le premier est l�espaces de Banach. On donne

d�abord, un bref aperçu sur les normes et les espaces vectoriels normés et quelques

propriétés. On donne encore quelques exemples sur les espaces de Banach et on ter-

mine par les applications linéaires continues et le dual d�un espace vectoriel normé.

Le deuxième chapitre contient " l�espace de Hilbert". On traite en particulier les

espaces préhilbertiens et les espaces de Hilbert et encore le théorème de la projection,

théorème de Riesz, système orthogonal. On donne à la �n dans le troisième chapitres

quelques exercices certains sont résolus.



Chapitre 1

Espace de Banach

Dans tous qui suit la lettre K désigne le corps des nombres réels R ou bien le corps

des nombres complexes C.

1.1 Normes

Dé�nition 1.1 Une application N d�un K� espace vectoriel E dans R est appelée

norme si, pour tous x; y 2 E et � 2 K on a :

1) N (x) � 0 et N (x) = 0 si et seulement si x = 0;

2) N (�x) = j�j N (x) ;

3) N (x+ y) � N (x) +N (y) :

Remarque 1.1 La norme est généralement symbolisée par k:k :

Exemple 1.1 Soit K = R ou C: Les applications k:k1 ; k:k2 et k:k1 dé�nies pour

tout x = (x1; x2; � � � ; xn) 2 Kn

kxk1 =
nX
i=1

jxij ; kxk2 =
 

nX
i=1

jxij2
!1=2

et kxk1 = max
i2f1;2;��� ;ng

jxij

sont des normes.

Exemple 1.2 Soit E un espace vecoriel sur K (K = R ou C) de dimension �ni n.

3
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On suppose que pour tout x 2 E; on a x =
nX
i=1

xiei tels que xi 2 K et feigni=1 est une

base de E: L�application k:k : E ! R dé�nie par

kxk =
 

nX
i=1

jxij2
!1=2

est une norme sur E:

En e¤et, Si x = 0, on a x = (0; 0; :::; 0) donc kxk = 0, et si kxk =
 

nX
i=1

jxij2
!1=2

= 0,

alors
nX
i=1

jxij2 = 0 et cela implique que jxij2 = 0 pour tout i = 1; ::; n et donc jxij = 0

pour tout i = 1; ::; n; par conséquent x = 0: D�autre part, pour tous x 2 E et � 2 R;

on a

k�xk =
 

nX
i=1

j�xij2
!1=2

=

 
nX
i=1

j�j2 jxij2
!1=2

= �

 
nX
i=1

jxij2
!1=2

= � kxk :

En�n, la troisième condition repose sur l�inégalité de Holder dans le cas p = q = 2

suivante :
nX
i=1

jxiyij �
 

nX
i=1

jxij2
!1=2 nX

i=1

jyij2
!1=2

;

donc pour tous x; y 2 E on a

kx+ yk2 =
nX
i=1

jxi + yij2

=
nX
i=1

�
jxij2 + jyij2 + 2Rexiyi

�
�

nX
i=1

jxij2 +
nX
i=1

jyij2 + 2
nX
i=1

jxiyij

�
nX
i=1

jxij2 +
nX
i=1

jyij2 + 2
 

nX
i=1

jxij2
!1=2 nX

i=1

jyij2
!1=2

= kxk2 + kyk2 + 2 kxk kyk

= (kxk+ kyk)2 ;
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par suite kx+ yk � kxk+ kyk :

Exemple 1.3 Soit 1 � p � 1: On note par lp, l�espace vectoriel des suites (xn)n�1
à valeurs dans K tel que

 1X
n=1

jxnjp
!1=p

<1; si 1 � p <1, et sup fjxnj : n � 1g <1; si p =1:

L�application k:kp dé�nie sur lp (1 � p <1) pour tout x = (xn)n�1

kxkp =
 1X
n=1

jxnjp
!1=p

est une norme sur lp; et l�application k:k1 dé�nie sur l1 pour tout x = (xn)n�1

kxk1 = sup fjxnj : n � 1g

est une norme sur l1:

1.1.1 Espace vectoriel normé

Dé�nition 1.2 Un espace vecoriel sur E muni d�une norme est appelé espace veco-

toriel normé (e.v.n) et noté (E, k:k) ou seulement E.

Dé�nition 1.3 Soit E un espace vectoriel normé. Un sous-espace vectoriel F de E

est un espace vectoriel normé muni de la norme induite par la restriction de celle de

E. On dé�nit une distance d : E � E ! R+ en posant d (x; y) = kx� yk :

Cette distance possède deux propriétés importantes :

Elle est invariante par translation i.e. elle véri�e d (x+ a; y + a) = d (x; y) pour tous

vecteurs x; y et a de E et elle est homogène i.e. d (�x; �y) = j�j d (x; y) pour tous

vecteurs x; y de E et tout � de K. Inversement, toute distance d sur E invariante par

translation et homogène dé�nit une norme sur E par la formule

kxk = d(0; x):
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Dé�nition 1.4 Soit (E; k:k) un espace vectoriel normé. Une boule ouverte ( rep.

fermée ) B (x; r) de centre x et de rayon r > 0 est dé�nie par :

B (x; r) = fy 2 E : kx� yk < rg ( resp B (x; r) = fy 2 E : kx� yk � rg ).

Une partie U non vide de E est dite ouverte si pour tout x 2 U , il existe rx > 0 tel que

B (x; rx) � U: D�autre part on dit qu�une partie de E est fermée si son complémentaire

dans E est un ouvert.

La famille F de toutes les parties ouvertes de E forme une topologie sur E qu�on

appelle topologie canonique de l�espace normé (E; k:k).

Exemple 1.4 1. L�espace vectoriel R muni de l�application "valeur absolue" est un

espace vectoriel normé (e.v.n.).

2. L�espace vectoriel C muni de l�application "module" est un un espace vectoriel

normé.

3. L�espace des suites bornées l1 est un espace vectoriel normé avec la norme k:k1 :

4. L�espace Cb (R) des fonctions continues bornés sur R est un espace normé avec la

même norme k:k1 :

5. L�espace des suites sommables l1 est un espace vectoriel normé avec la norme k:k1.

6. L�espace C(K) des fonctions continues sur un espace topologique compact K est

un espace vectoriel normé avec la norme dé�nie par kfk1 = maxx2K
jf (x)j :

Remarque 1.2 Si E est un espace vecoriel normé muni de la norme k:k ; alors un

vecteur unitaire dans E est un vecteur x tel que kxk = 1: Pour tout vecteur non nul

x de E on peut construire un vecteur unitaire y dé�ni par : y =
x

kxk :

Lemme 1.1 (Lemme de Riesz) .

Soit (E; k:k) un espace vectoriel normé. Soit V 6= E un sous espace vectoriel de E.

On suppose que V est fermé. Alors pour tout � 2 ]0; 1[ il existe un vecteur x 2 E de

norme 1 tel que d(x; V ) > 1� � avec d est la distance associée à la norme k:k :
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Preuve. Rappelons que d(x; V ) = inf fd(x; z) : z 2 V g : Soit y =2 V , alors on a

d(y; V ) > 0: Soit � 2 ]0; 1[ ; puisque 1 � 1

1� � alors d(y; V ) � d(y; V )

1� � : Donc il

existe h 2 V tel que

ky � hk = d(y; h) � d(y; V )

1� � : (1.1)

Comme y =2 V , donc ky � hk 6= 0: Alors on pose x = y � h
ky � hk , donc kxk = 1:

Pour tout z 2 V , on a

kx� zk =





 y � h
ky � hk � z






=





 y � h
ky � hk �

ky � hk
ky � hkz






=

1

ky � hk ky � h� ky � hk zk

=
1

ky � hk ky � (h+ ky � hk z)k :

Par conséquent ky � (h+ ky � hk z)k � d(y; V ) car h+ ky � hk z 2 V: Alors

kx� zk � d(y; V )

ky � hk ;

et par (1:1) on obtient
1

ky � hk �
1� �
d(y; V )

; donc pour tout kx� zk � 1� �:

Théorème 1.1 (Théorème de Riesz) .

Soit (E; k:k) un espace vectoriel normé. Alors E est de dimention �nie si, et seulement

si sa boule d�unité fermée BF (0; 1) est compacte.

Preuve. 1) Si E est de dimention �nie, alors la boule d�unité fermée BF (0; 1) est par

dé�nition est bornée, et comme on l�on est en dimension �nie donc elle est compact.

2) Montrons que si la boule d�unité fermée BF (0; 1) est compacte, alors E est de

dimention �nie.

On suppose que E n�est pas de dimension �nie .i.e. dim (E) = 1. On suppose avoir

construit n vecteurs e1 ; � � � ; en de E tels que kekk = 1 et kem � ekk � 1=2 pour

touts k;m 2 f1; � � � ; ng et m 6= k. Soit Vn le sous espace vectoriel de E dé�ni par
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Vn = vect fe1; � � � ; eng. On a Vn est de dimension �nie, donc il est fermé, et comme E

est de dimension in�nie alors Vn 6= E: On peut alors appliquer le lemme précédent de

Riesz. Alors il existe un vecteur en+1 de E tel que ken+1k = 1 et d(en+1; Vn) � 1=2. Par

concéquent d(en+1; ek) � 1=2 pour k = 1; � � � ; n. La suite (en)n2N ainsi construite est

sans point d�accumulation. En e¤et une suite extraite (enk)k2N véri�e d(enk+1 ; enk) �

1=2 et ne peut pas donc converger.Normes équivalentes

Dé�nition 1.5 Deux normes N1 et N2 d�un K� espace vectoriel E dans R, sont

dites équivalentes s�il existe deux nombres réels � > 0 et � > 0 tels que pour tout

x 2 E

�N2 (x) � N1 (x) � �N2 (x) :

Avec cette dé�nition, on peut dé�nir une relation d�équivalence sur l�ensemble de

toutes les normes sur E:

Proposition 1.1 Les normes k:k1 ; k:k2 et k:k1 sont équivalentes deux à deux sur

Kn (n � 1).

Preuve. Soit x = (x1; � � � ; xn) 2 Kn (n � 1): Si on pose max
i2f1;��� ;ng

jxij = jxi0 j ; alors

jxi0j �
nX
i=1

jxij � n jxi0 j

donc

kxk1 � kxk1 � n kxk1 :

Dautre part on a

jxi0j
2 �

nX
i=1

jxij2 � n jxi0j
2

donc

jxi0j �
 

nX
i=1

jxij2
!1=2

� n1=2 jxi0j :

Alors kxk1 � kxk2 � n1=2 kxk1 :
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1.1.2 Propriétés

Théorème 1.2 Soit (E; k:k) un espace vectoriel normé sur K: Soient (xn)n�1 et

(yn)n�1 deux suites dans E qu� ils convergent respectivement vers x et y dans E

et soit (�n)n�1 une suite dans K converge vers � dans K: Alors

1) jkxk � kykj � kx� yk ;

2) lim
n!+1

kxnk = kxk ;

3) lim
n!+1

(xn + yn) = x+ y;

4) lim
n!+1

�nxn = �x:

Preuve. 1) Par l�inégalité triangulaire, on a kxk = kx� y + yk � kx� yk + kyk ;

alors

kxk � kyk � kx� yk :

D�autre par on a kyk � kxk � ky � xk = kx� yk ; donc � (kxk � kyk) � kxk � kyk :

Par conséquent

jkxk � kykj � kx� yk :

2) Comme on a lim
n!+1

xn = x; alors par 1) on obtient jkxnk � kxkj � kxn � xk pour

tout n � 1: Alors on passe à la limite on trouve lim
n!+1

jkxnk � kxkj = 0 lim
n!+1

donc

kxnk = kxk :

3) Par hypothèses, on a lim
n!+1

xn = x et lim
n!+1

yn = y, et on a pour tout n � 1

k(xn + yn)� (x+ y)k = k(xn � x) + (yn � y)k

� kxn � xk+ kyn � yk :

On fait n aller à l�in�ni, on trouve lim
n!+1

(xn + yn) = x+ y:

4) La suite (�n)n�1 une suite convergente, alors elle est bornée, donc il existe M > 0
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tel que pour tout n � 1; j�nj �M: D�autre part on a pour tout n � 1

k�nxn � �xk = k�n (xn � x)� (�n � �)xk

� j�nj kxn � xk+ j�n � �j kxk

� M kxn � xk+ j�n � �j kxk :

Donc par la limite on obtient lim
n!+1

�nxn = �x:

Théorème 1.3 Soit (E; k:k) un espace vectoriel normé de dimension �nie et fe1; � � � ; eng

est une base de E: Soit k:k1 une autre norme de E dé�nie par

kxk =







nX
i=1

xiei






 =
 

nX
i=1

jxij2
!1=2

:

Alors les deux normes k:k1 et k:k1 sont équivalentes.

Preuve. Soit (E; k:k) unK�espace vectoriel de dimension �nie n et soit fe1; � � � ; eng

une base de E.

Soit x =
Pn

i=1 xiei 2 E, on pose � =
�

nP
i=1

keik
�1=2

: on a

kxk =







nX
i=1

xiei







�

nX
i=1

jxij keik

�
 

nX
i=1

jxij2
!1=2 nX

i=1

keik2
!1=2

� � kxk1 :

Alors kxk � � kxk1 :

Maintenant, Soit l�application f : Kn! K dé�nie par

f(x1; � � � ; xn) =







nX
i=1

xiei






 :
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Cette application est continue par rapport à la distance usuelle de Kn: Si on pose

S =

(
(x1; � � � ; xn) 2 Kn;

nX
i=1

jxij2 = 1
)
;

alors S est compact, donc il exist (y1; � � � ; yn) 2 Kn tel que � = f(y1; � � � ; yn) �

f(x1; � � � ; xn) pour tout (x1; � � � ; xn) 2 Kn.

Si � = 0, alors k
Pn

i=1 yieik = 0 donc
Pn

i=1 yiei = 0 et alors yi = 0 pour tout 1 � i � n.

Contradiction car (y1; � � � ; yn) 2 Kn: Alors � > 0: De plus, par la dé�nition de k:k1,

si kxk1 = 1, alors kxk � �: Donc Si z 2 E n f0g on obtient



 y

kyk1





 = 1
et donc





 y

kyk1





 � �; par conséquent kyk � � kyk1 : Cette dernière inégalité est

réalisée pour y = 0: Alors admet un pour tout y 2 E, kyk � � kyk1. Donc k:k et k:k1
sont équivalentes.

Théorème 1.4 ([2, p43]) Dans un espace vectoriel normé E de dimension �nie,

toute les normes sont équivalentes.

Remarque 1.3 Dans le cas d�un espace vectoriel de dimension in�nie, les normes

ne sont pas forcément équivalentes, et le contre-exemple suivant illustre cela.

Contre-exemple : Soit E = C ([0; 1] ;R) l�espace des fonction continues de [0; 1]

dans R ( est un espace de dimension in�ni): On considère les deux normes k:k1 et

k:k1 dé�nies par

kfk1 =
1Z
0

jf (t)j dt et kfk1 = sup
t2[0;1]

jf (t)j

et on considère la suite (fn)n�1 d�éléments de E dé�nie par

fn (x) =

8<: �n2x+ n si x 2
�
0; 1

n

�
;

0 si x 2
�
1
n
; 1
�
:
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On a kfnk1 = supt2[0;1] jfn (t)j = n et kfnk1 =
1R
0

jfn (t)j dt = 1
2
: D�autre part on a

lim
n

kfnk1
kfnk1

= lim
n
(2n) = +1:

Donc il n�existe pas une constante M de R tel que
kfnk1
kfnk1

� M: Alors pour tout

M 2 R, il existe n � 1 tel que

kfnk1 > M kfnk1 :

Par conséquent, les deux normes k:k1 et k:k1 ne sont pas équivalentes dans E:

1.2 Espace de Banach

1.2.1 Suites de Cauchy dans un e.v.n.

Dé�nition 1.6 Soit (E; k:k), un espace vectoriel normé. Une suite (xn)n�1 d�élé-

ments de E est dite de Cauchy si

8" > 0; 9N = N (") 2 N : 8p; q 2 N; p > q � N =) kxp � xqk < ":

Théorème 1.5 Soit , (E; k:k), un espace vectoriel normé. Alors :

1) Toute suite convergente est de Cauchy.

2) Toute suite de Cauchy est bornée.

3) L�image d�une suite de Cauchy par une application f uniformément continue est

de Cauchy.

4) Si deux normes N1 et N2 sont équivalentes sur E, alors, toute suite de Cauchy

pour N1 est également une suite de Cauchy pour N2:

Dé�nition 1.7 Un espace métrique (E; d) est complet si toute suite de Cauchy dans

E est convergente.
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Dé�nition 1.8 Un espace de Banach est un espace normé et complet par rapport

à la distence associée de sa norme.

Proposition 1.2 Un sous-espace vectoriel V d�un espace de Banach (E; k:k) est de

Banach si, et seulement si, il est fermé dans E.

Preuve. Soit (E; k:k) est de Banach. Supposons que (V; k:k) est complet, et soit

l 2 V . Il existe donc une suite (yn) de V telle que yn ! l pour n! +1. Comme la

suite (yn) est convergente dans E, alors c�est une suite de Cauchy ; et comme (V; k:k)

est complet, (yn) converge dans V , donc l 2 V , d�où V est fermé. Réciproquement,

supposons V fermé dans E et soit (yn) suite de Cauchy dans V ; comme c�est une

suite de Cauchy dans (E; k:k) complet, elle converge vers une limite l 2 E, et comme

yn 2 V et V est fermé, alors l 2 V . Donc V est complet.

Théorème 1.6 (Critère de complétude) Un espace vectoriel normé (E; k:k) est

un espace de Banach si, et seulement si chaque série absolument convergente dans E

converge dans E:

Preuve. Soit E un espace de Banach, et soit
1X
n=1

xn une série absolument convergente,

donc on a
1X
n=1

kxnk <1 (1.2)

Pour tout k � 1; on pose Sk =
kX
n=1

xn: Nous allons prouver que la série
1X
n=1

xn

converge. Par complétude de E, il su¢ t de montrer que la suite (Sk)k�1 est une suite

de Cauchy, c�est à dire que pour tout q > p on a

kSp � Sqk ! 0 si p; q ! +1:

On utilise l�inégalité triangulaire et l�hypothèse 1.2 pour obtenir

kSq � Spk =







qX
n=p+1

xn






 �
qX

n=p+1

kxnk :
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Donc si p; q ! +1; alors
qX

n=p+1

kxnk ! 0 ( le reste d�une série convergente). Ceci

termine la preuve de la nécessité.

Pour la preuve de la seconde implication, nous supposons que E ne soit pas complet.

Donc il existe une suite de Cauchy (yn)n�1 dans E, qui est divergente. Alors toute

sous-suite de (yn)n�1 diverge. Par conséquent une sous-suite (wn)n�1 de (yn)n�1 telle

que pour tout n � 1;

kwn+1 � wnk �
1

2n

est divergente. La suite (xn)n�1 dé�nie par xn : = wn+1 � wn donne

1X
n=1

kxnk �
1X
n=1

1

2n
= 1;

donc la série
1X
n=1

xn est absolument convergente dans E. D�autre part, la suite des

sommes partielles

Sn =
nX
k=1

xk = wn+1 � w1

est clairement diverge. Alors on a dans un cas d�une série absolument convergente

dans E mais elle est diverge dans E.

1) Tout espace vectoriel normé (E; k:k) de dimension �nie est un espace de Banach.

2) Soit (E; d) un espace métrique compact, l�ensemble CK(E) des fonctions continues

de E dans K est un espace de Banach.

3) L�espace lp est un espace de Banach tel que 1 � p � 1:

1.3 Applications linéaires continues

Dé�nition 1.9 Une application A entre deux espaces vectoriels E et F sur le même

corps K est appelée application linéaire ( ou opérateur linéaire) si pour tous x; y 2 E

et �; � 2 K;

A (�x+ �y) = �A (x) + �A (y) :
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On note par L(E;F ), l�ensemble des applications linéaires (ou opérateurs linéaires)

de E dans F:

Dé�nition 1.10 Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Un opérateur A de

L(E;F ) est dit borné si

9c > 0; kAxkF � c kxkE 8x 2 E: (1.3)

Dé�nition 1.11 Soient E et F deux espaces vectoriels normés. Un opérateur A de

L(E;F ) est dit continu au point x0 de E si

8" > 0, 9� > 0, 8x 2 E; kx� x0k < � =) kAx� Ax0k < ":

A est continu sur E s�il est continu en chaque point de E:

On note par L(E;F ) à l�ensemble des opérateurs linéaires continus de E dans F:

Dé�nition 1.12 (Norme d�un opérateur) Soient E et F deux espaces vectoriels

normés et A un opérateur borné de L(E;F ): On appelle norme de l�opérateur A le

nombre kAk, dé�ni par :

kAk = inf fc � 0; kAxkF � c kxkE 8x 2 Eg :

Alors la norme de A est la plus petite constante c dans (1.3):

Proposition 1.3 Soit A un opérateur borné de L(E;F ): Alors on a

kAk = sup
kxk�1

kAxk = sup
x 6=0

kAxk
kxk = sup

kxk=1
kAxk : (1.4)

Proposition 1.4 Soit A 2 L(E;F ) un opérateur linéaire. Alors les assertions sui-

vantes sont équivalentes

1. A est continue.

2. A est continue en 0.
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3. Il existe x0 2 E tel que A est continue en x0.

4. A est borné:

Preuve. L�implication 1) =) 2) est évidente.

Montrons l�implication 2) =) 3). On suppose que A est continue en 0; alors on a

8" > 0, 9� > 0, 8x 2 E; kyk < � =) kAyk < ":

Soit y 2 E, pour tout x 2 E, il existe x0 2 E tel que y = x� x0: Alors pour chaque

" > 0 il existe � > 0 tel que si kyk < �

kAyk = kAx� Ax0k < ":

Donc pour tout x 2 E; si kx� x0k < � alors kAx� Ax0k < ":

On montre maintenant l�implication 3) =) 4) : Soit x0 2 E tel que A est continue en

x0: Alors pour chaque " > 0 il existe � > 0 tel que si kx� x0k < � alors kAx� Ax0k <

": Soit " = 1; alors il existe �1 > 0 tel que si kx� x0k < �1 alors kAx� Ax0k < ": Si

on pose x = x0 + �1y avec y 2 E et kyk = 1; alors on a

kA (�1y)k = kA (x� x0)k = kAx� Ax0k � 1

donc �1 kAyk � 1; cela donne kAyk � 1=�1; par conséquent kAk � 1=�1:

Finalement, pour l�implication 4) =) 1) : Soit x 2 E et soit " > 0; on choisit � =
"

kAk : Si pour tout x 2 E; kx� x0k < �; alors

kAx� Ax0k = kA (x� x0)k

� kAk kx� x0k

� kAk "

kAk = ":

Donc A est continu en x0; et comme x0 est arbitaire dans E; alors A est continu.
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1.4 Dual d�un epace vecoriel normé.

Soient E et F deux espaces vectoriels normés. L�ensemble L(E;F ) des opérateurs

linéaires continus de E dans F muni de la norme d�opérateur forme un espace

vectoriel normé. En e¤et, l�homogénéité et la positivité sont évidentes. Considérons

deux applications linéaires bornées f et g de L(E;F ); alors on a

kf + gk = sup
kxk=1

k(f + g) (x)k

� sup
kxk=1

(kf (x)k+ kg (x)k)

� sup
kxk=1

kf (x)k+ sup
kxk=1

kg (x)k

= kfk+ kgk :

Dans le cas F = K, l�espace L(E;K) est noté par E�, cet espace est appelé l�espace

dual topologique de E:

Théorème 1.7 Si E est un espace vectoriel normé et F est un espace de Banach,

alors L(E;F ) est un espace de Banach.

Preuve. Nous allons montrer que L(E;F ) est un espace complet. Soit (Tn)n�1 une

suite de Cauchy de L(E;F ): Comme cet espace est métrique alors (Tn)n�1 est une

suite bornée, donc il existe M > 0 tel que pour tout n � 1; kTnk � M: Soit x 2 E:

Alors pour tous n;m � 1; on a

kTnx� Tmxk = k(Tn � Tm)xk �M kxk :

Comme (Tn)n�1est de Cauchy, alors (Tnx)n�1 est de Cauchy dans F:D�autre part F est

complet, donc la suite (Tnx)n�1 est convergente. On dé�nit maintenant l�application

T : E ! F par

Tx = lim
n!+1

Tnx:
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Le but est de démontrer que T = limn!+1 Tn: Soient x; y 2 E et � 2 K. On a

T (�x+ y) = lim
n!+1

Tn (�x+ y)

= � lim
n!+1

Tnx+ lim
n!+1

Tny

= �Tx+ Ty;

donc T est linéaire. D�autre part on a

kTxk = lim
n!+1

kTnxk �M kxk :

Donc T est borné, alors T 2 L(E;F ):

Soit " > 0: Comme (Tn)n�1 est de Cauchy, alors il existe N 2 N tel que pour tous

n;m � N; on a

kTn � Tmk <
"

2
;

alors pour tout x 2 E tel que kxk � 1 et pour tous n;m � N; on a

kTnx� Tmxk � kTn � Tmk kxk <
"

2
:

Puisque Tx = limn!+1 Tnx, alors il existe N1 2 N tel que pour tout m � N1; on a

kTx� Tmxk <
"

2
:

Donc pour n � N et m � N1; on a

kTx� Tnxk = kTx� Tmx+ Tmx� Tnxk

� kTx� Tmxk+ kTnx� Tmxk

� kTx� Tmxk+ kTn � Tmk kxk

<
"

2
+
"

2
= ":
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Par conséquent, pour tout n � 1 tel que n � N; on a

kTx� Tnxk = k(T � Tn)xk < ":

Donc kT � Tnk < ":Alors T = limn!+1 Tn:D�où, la suite de Cauchy (Tn)n�1 converge

vers T dans L (E;F ) :

Corollaire 1.1 L�espace dual E 0 de l�espace vectoriel normé E est un espace vectoriel

normé complet sous la norme dé�nie par 1.4.



Chapitre 2

Espace de Hilbert

Dans tout ce chapitre K désigne ou bien le corps des nombres réels R ou bien le

corps des nombres complexes C.

2.1 Espace préhilbertien

Dé�nition 2.1 Soit E un espace vectoriel sur K. Une application h:; :i de E � E

dans K est appelée produit scalaire si elle satisfait : Pour tout x; y; z de E et pour

tout � de K

1) hx; yi = hy; xi

2) h�x; yi = � hx; yi

3) hx+ y; zi = hx; zi+ hy; zi

4) hx; xi � 0 pour tout x 2 E et hx; xi = 0 si et seulement si x = 0:

Remarque 2.1 1) Pour tous x; y; z de E et pour tous �; � de K on a

hx; �y + �zi = h�y; xi+ h�z; xi

= h�y; xi+ h�z; xi

= �hy; xi+ �hz; xi

= � hx; yi+ � hx; zi :

20
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2) L�application h:; :i est dite sesquilinéaire sur E si elle véri�e les deux conditions 2)

et 3) et dite forme hermitienne si elle véri�e de plus la condition 1)

3) Si l�application h:; :i véri�e 1), 2), 3), 4) on dit que c�est une forme hermitienne

positive et non-dégénérée.

Remarque 2.2 Soit E un espace vectoriel sur K. Pour tout produit scalaire h:; :i

dé�ni sur E; l�application k:k dé�nie par

8x 2 E; kxk = hx; xi1=2

est une norme sur E: Cette norme est appelée la norme induite par le produit scalaire

h:; :i :

Exemple 2.1 L�application h:; :i : Rn � Rn ! R dé�nie par (x; y) 7!
nX
i=1

xiyi est un

produit scalaire sur Rn: Ce produit scalaire est appelé produit scalaire usuel sur Rn:

Exemple 2.2 L�application h:; :i : Cn � Cn ! R dé�nie par (x; y) 7!
nX
i=1

xiyi est un

produit scalaire sur Cn: Ce produit scalaire est appelé produit scalaire usuel sur Cn:

Dé�nition 2.2 Un espace préhilbertien E est un espace vectoriel sur K sur lequel

est dé�ni un produit scalaire h:; :i et muni de la norme induite k:k par h:; :i.

Exemple 2.3 Le plus important exemple c�est l�espace préhilbertien C qui est muni

du produit scalaire hx; yi = xy.

Exemple 2.4 Soit E = Kn (n � 1) (K = C ou R). Pour tous x = (x1; x2; � � �xn) et

y = (y1; y2; � � � yn) de Kn on pose

hx; yi =
nX
i=1

xiyi:

L�application h:; :i est un produit scalaire de Kn ( le produit scalaire usuel de Kn). La

norme induite de x est

kxk =
 

nX
i=1

xixi

!1=2
=

 
nX
i=1

jxij2
!1=2

:
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Dans le cas général, pour un entier p � 1; on peut dé�ni la norme k:kp par

kxkp =
 

nX
i=1

jxijp
!1=p

:

La démonstration repose sur les inégalités de Hölder et Minkowski.

Exemple 2.5 L�espace C ([a; b] ;C) de toutes les fonctions continues de [a; b] à valeurs

complexes muni du produit scalaire

hf; gi =
Z b

a

f(x)g(x)dx;

est un espace préhilbertien.

Exemple 2.6 L�espace L2 (R) de toutes les fonctions à valeurs complexes qui sont

carré intégrables ou sens de Lebesgue (i.e. jf j2 2 L (R)) muni du produit scalaire

hf; gi =
Z +1

�1
f(x)g(x)dx;

est un espace préhilbertien.

Exemple 2.7 Si E = E1�E2 tels que
�
E1; h:; :iE1

�
et
�
E2; h:; :iE2

�
sont deux éspaces

préhilbertiens, alors E muini du produit scalaire h:; :i dé�ni par

h(x; y) ; (u; v)iE = hx; uiE1 + hy; viE2

est un espace préhilbertien. La norme induite par ce produit scalaire est dé�ni par

k(x; y)k =
q
kxk2E1 + kyk

2
E2
:

On peut encore dé�nir une norme k:k sur l�espace vectoriel E = E1 � E2 par

k(x; y)k = kxkE1 + kykE2 :
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Théorème 2.1 (L�identité de polarisation) Soit H un espace préhilbiritien réel

muni du produit scalaire h:; :i ; alors pour tout x; y 2 H on a

hx; yi = 1

4
(hx+ y; x+ yi � hx� y; x� yi) ;

c-à-d

hx; yi = 1

4

�
kx+ yk2 � kx� yk2

�
:

Preuve.

Soient x; y 2 H. Par dé�nition du produit scalaire on a

hx+ y; x+ yi = hx; xi+hx; yi+hy; xi+hy; yi et hx� y; x� yi = hx; xi�hx; yi�hy; xi+hy; yi

et on trouve par la soustraction

hx+ y; x+ yi � hx� y; x� yi = 2 (hx; yi+ hy; xi)

= 4 hx; yi :

Théorème 2.2 (L�identité du parallélogramme) Soit H un espace préhilbiritien

sur K muni du produit scalaire h:; :i ; alors pour tout x; y 2 H on a

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2
�
kxk2 + kyk2

�
: (2.1)

Preuve.

Soient x; y 2 H. On a

kx+ yk2 + kx� yk2 = hx+ y; x+ yi+ hx� y; x� yi

= 2 hx; xi+ 2 hy; yi

= 2
�
kxk2 + kyk2

�
:
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Remarque 2.3 Cette identité signi�e que la somme des carrés des côtés d�un paral-

lélogramme est égale à la somme des carrés des diagonales de ce parallélogramme

Théorème 2.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit E un espace préhilbertien

sur K. Alors pour tous x; y 2 E; on a

jhx; yij � kxk kyk :

Preuve.

Si x ou y est égal à 0 l�inégalité est immédiate. Sinon on pose z = x � hx; yi
hy; yiy: Par

positivité on a

hz; zi � 0:

En développant hz; zi on obtient

�
x� hx; yihy; yiy; x�

hx; yi
hy; yiy

�
= hx; xi � hx; yihy; yi hy; xi �

hx; yi
hy; yi hx; yi

+
hx; yi
hy; yi

hx; yi
hy; yi hy; yi

= hx; xi � jhx; yij
2

hy; yi � 0

donc jhx; yij2 � hx; xi hy; yi ce qui donne le résultat.

Lemme 2.1 Soit (E; h:; :i) un espace préhilbertien. On considère les deux suites (xn)n
et (yn)n de E et on suppose que

lim
n!+1

xn = x et lim
n!+1

yn = y:

Alors

lim
n!+1

hxn; yni = hx; yi :
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Preuve.

On a

jhxn; yni � hx; yij = jhxn; yni � hxn; yi+ hxn; yi � hx; yij

� jhxn; yni � hxn; yij+ jhxn; yi � hx; yij

= jhxn; yn � yij+ jhxn � x; yij

� kxnk kyn � yk+ kxn � xk kyk :

Comme la suite (xn)n est convergente alors kxnk est borné, donc le terme droit de

cette inégalité tend à zéro quand n! +1. Par conséquent

lim
n!+1

hxn; yni = hx; yi :

Théorème 2.4 Soit (H; k:k) un R�espace vectoriel normé. H est un espace préhil-

biritien si, et seulement si sa norme véri�e l�identité du parallélogramme.

Preuve.

Nous avons vu que la condition est nécessaire. Alors nous démontrons qu�elle est

su¢ sante. Soit pour tous x; y 2 H;

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2
�
kxk2 + kyk2

�
:

On pose hx; yi := 1
4

�
kx+ yk2 � kx� yk2

�
: Nous prouvons que l�application hx; yi est

un produit scalaire véri�ant kxk2 = hx; xi :
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1) Pour tous x; y; z 2 H, on a

4 hx+ y; zi = kx+ y + zk2 � kx+ y � zk2

= kx+ (y + z)k2 � kx+ (y � z)k2

= 2 kxk2 + 2 ky + zk2 � kx� (y + z)k2

�
�
2 kxk2 + 2 ky � zk2 � kx� (y � z)k2

�
= 2 ky + zk2 � 2 ky � zk2 � k(x� z)� yk2 + k(x+ z)� yk2

= 2 ky + zk2 � 2 ky � zk2 � 2 kx� zk2 � 2 kyk2

+ kx� z + yk2 + 2 kx+ zk2 + 2 kyk2 � kx+ z + yk2

= 2 ky + zk2 � 2 ky � zk2 � 2 kx� zk2

+2 kx+ zk2 + kx� z + yk2 � kx+ z + yk2

= 8 hy; zi+ 8 hx; zi � 4 hx+ y; zi :

Donc hx+ y; zi = hx; zi+ hy; zi :

2) Pour tous x; y 2 H; on a

hx; yi = 1

4

�
kx+ yk2 � kx� yk2

�
=
1

4

�
ky + xk2 � ky � xk2

�
= hy; xi

3) Pour tout x 2 H; on a hx; xi = 0) kxk2 = 0 donc hx; xi = 0) x = 0:

4) Il reste de montrer que pour tout � 2 R et x; y 2 H, h�x; yi = � hx; yi :

Dans l�égalité hx+ y; zi = hx; zi + hy; zi et pour y = x on obtient h2x; zi = 2 hx; zi :

On suppose que pour tout n 2 N�; hnx; zi = n hx; zi et nous montrons que

h(n+ 1) x; zi = (n+ 1) hx; zi :
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On a

h(n+ 1) x; zi = hnx+ x; zi

= hnx; zi+ hx; zi

= n hx; zi+ hx; zi

= (n+ 1) hx; zi :

On a encore h0; xi = 0 et h(�1)x; zi = h�x; zi = �hx; zi ; donc pour tout n 2 Z;

hnx; zi = n hx; zi :

Pour � 2 Q on pose � = p

q
tel que p et q des entiers et q 6= 0; on a

�
p

q
qx; z

�
= p hx; zi = q

�
p

q
x; z

�

alors �
p

q
x; z

�
=
p

q
hx; zi :

Soit � 2 R: Puisque Q dense dans R, alors il existe une suite (�n)n dans Q converge

vers � dans R. Donc on a

4 jh�nx; zi � h�x; zij =
��k�nx+ zk2 � k�nx� zk2 � k�x+ zk2 + k�x� zk2��

�
��k�nx+ zk2 � k�x+ zk2��+ ��k�nx� zk2 � k�x� zk2��

� jk�nx+ zk � k�x+ zkj (k�nx+ zk+ k�x+ zk) +

jk�nx� zk � k�x� zkj (k�nx� zk+ k�x� zk)

� (k�nxk+ k�xk+ 2 kzk) (k�nxk+ k�xk+ 2 kzk)

� 2 (M + kxk+ 2 kzk) k(�n � �)xk tel que M = max fj�j ; sup�ng

� 2 (M + kxk+ 2 kzk) j(�n � �)j kxk :
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Donc

lim
n!+1

h�nx; zi = h�x; zi = lim
n!+1

h�nx; zi :

Par conséquent, pour tous x; z 2 H, on a

h�x; zi =
�
lim

n!+1
�nx; z

�
= lim

n!+1
h�nx; zi = � hx; zi :

La démonstration du théorème est terminée.

Remarque 2.4 Dans le cas (H; k:k) un C�espace vectoriel normé, on dé�nit l�ap-

plication h:; :i comme suit8<: Re hx; yi = 1
4

�
kx+ yk2 � kx� yk2

�
et

Im hx; yi = 1
4

�
kix+ yk2 � kix� yk2

�
:

2.2 Orthogonalité

Dé�nition 2.3 Soit E un espace préhilbertien sur K. Deux vecteurs x; y 2 E sont

dit orthogonaux, si hx; yi = 0, et qu�on note x ? y.

Dé�nition 2.4 (Orthogonal d�un ensemble) Soit E un espace préhilbertien sur

K. Soit A un sous ensemble de E. L�enseble des vecteurs qui sont orthogonaux à tout

vecteur de A est dit l�orthogonale de A; on le note par A?: On a donc

A? = fx 2 E; hx; yi = 0 pour tout y 2 Ag :

Dé�nition 2.5 Deux parties A et B d�un espace préhilbertien E sont orthogonaux,

si pour tout x 2 A et y 2 B on a hx; yi = 0 et on écrit A?B:

Exemple 2.8 Dans l�espace préhilbertien Rn, les vecteurs e1 = (1; 0; :::; 0) ; :::; en =

(0; 0; :::; 1) sont orthogonaus deux à deux.

Théorème 2.5 (Pythagore) Soit E un espace préhilbertien sur K. pour tout x; y 2

E on a

x?y () kx+ yk2 = kxk2 + kyk2 :
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Preuve.

Pour tout x; y 2 E on a kx+ yk2 = kxk2 + kyk2 + 2Re hx; yi ; donc si x?y alors

hx; yi = 0; d�où kx+ yk2 = kxk2 + kyk2 :

Remarque 2.5 Dans le cas général, si fxngmn=1 une famille des vecteurs orthogonals

deux à deux d�un espace préhilbertien E; alors on a







mX
n=1

xn







2

=
mX
n=1

kxnk2 :

Théorème 2.6 Soit F un sous-espace vectoriel d�un préhilbertien E. Alors x 2 F?

si et seulement si kx� yk � kxk pour tout y 2 F:

Preuve.

On suppose que x 2 F?; alors pour tout y 2 F on a hx; yi = 0; donc

kx� yk2 = hx� y; x� yi

= hx; xi+ hy; yi

= kxk2 + kyk2 :

Alors on a kx� yk2 � kxk2 et donc kx� yk � kxk :

Soit x 2 E et on suppose que kx� yk � kxk pour tout y 2 F:Montrons que hx; yi = 0:

Si y = 0; alors hx; yi = 0: Si y 6= 0; alors pour tout � 2 K on a �y 2 F et

kxk2 � kx� �yk2 = kxk2 + j�j2 kyk2 � 2Re� hx; yi

donc on a

0 � j�j2 kyk2 � 2Re� hx; yi

on pose � = hx; yi = kyk2 alors on obtient

0 � jhx; yij2

kyk2
� 2Re hx; yi

kyk2
hx; yi = �jhx; yij

2

kyk2
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donc jhx; yij = 0 et alors hx; yi = 0: On conclu hx; yi = 0 pour tout y 2 F , d�où

x 2 F?:

Lemme 2.2 Soit E un espace préhilbertien et soit A � E: Alors

1) 0 2 A?:

2) Si 0 2 A; alors A \ A? = f0g ; sinon A \ A? = ;:

3) E? = f0g et f0g? = E:

4) Si B � A alors A? � B?:

5) A? est un sous- espace fermé de E:

6) A �
�
A?
�?
:

Preuve.

1) On a h0; xi = 0 pour tout x 2 A: Donc 0 2 A?:

2 ) On suppose que x 2 A \ A?, donc hx; xi = 0, alors par dé�nition du produit

scalaire on a x = 0:

3) Soit x 2 E?; donc hx; yi = 0 pour tout y 2 E: En particulier hx; xi = 0 alors

x = 0: Donc E? � f0g et alors E? = f0g : D�autre part, pour tout x 2 E; on a

hx; 0i = 0 ; donc x 2 f0g? : Alors E � f0g? et donc f0g? = E:

4) Soit x 2 A?; donc hx; yi = 0 pour tout y 2 A; et comme B � A; alors hx; yi = 0

pour tout y 2 B: D�où x 2 B?:

5) Soient x; y 2 A? et � un scalaire: Pour z 2 A on a

hx+ �y; zi = hx; zi+ � hy; zi = 0:

Donc x+ �y 2 A?; d�où A? est un sous-espace vectoriel de E: Soit maintenant (xn)n
une suite de A? convergente vers x 2 E: Donc

hx� xn; zi = hx; zi � hxn; zi = hx; zi ;

on passe à la limite, donc on a lim
n
hx� xn; zi =

D
x� lim

n
xn; z

E
= h0; zi = 0, alors

hx; zi = 0; d�où x 2 A?: Par conséquent A? est fermé.
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6) Soit x 2 A: Pour tout y 2 A?, on a hx; yi = hy; xi = 0, donc x 2
�
A?
�?
; alors

A �
�
A?
�?
:

2.3 Espace de Hilbert

Dé�nition 2.6 (Espace de Hilbert) Un espace préhilbertien H sur K est un es-

pace de Hilbert s�il est complet pour la distance induite dé�nie par d(x; y) = kx� yk :

Exemple 2.9 L�espace `2(N) muni du produit scalaire usuel est un espace de Hilbert.

Exemple 2.10 L�espace L2([a; b]) des fonctions mesurables et de carré intégrable sur

[a; b] pour la mesure de Lebesgue est un espace de Hilbert.

Exemple 2.11 L�espace vectoriel C[�1; 1] des fonctions continues sur [�1; 1] à va-

leurs complexes muni du produit scalaire dé�ni par

hf; gi =
Z 1

�1
f (t) g (t)dt

est un espace préhilbertien mais n�est pas un espace de Hilbert. En e¤et, considérons

la suite des fonctions continues (fn)n dé�nie par

fn (x) =

8>>><>>>:
1 si � 1 � x � 0;

1� 4nx si 0 � x � 1
4n
;

0 si 1
4n
� x � 1:

Cette suite est de Cauchy et convergente vers la fonction f dé�nie par

f (x) =

8<: 1 si � 1 � x � 0;

0 si 0 < x � 1

qui n�est pas continue sur [�1; 1]:

Exemple 2.12 L�espace E des suites x = (x1; x2; � � �xn; 0; 0 � � � ) muni du produit
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scalaire

hx; yi =
+1X
n=1

xnyn

est un espace préhiblertien mais n�est pas un espace de Hilbert. En e¤et, la suite

xn =

�
1;
1

2
;
1

3
� � � 1
n
; 0; 0 � � �

�

est de Cauchy car pour tous entiers n et m tel que n � m; on a

xm � xn =
�
0; 0; � � � ; 0; 1

n+ 1
; � � � ; 1

m
; 0; 0 � � �

�
;

et

lim
n;m!+1

kxn � xmk2 = lim
n;m!+1

k=mX
k=n+1

1

k2
= 0;

mais lim
n!+1

xn =
�
1; 1

2
; 1
3
� � �
�
=2 E:

2.3.1 Bases Hilbertiennes

Dé�nition 2.7 Soit (E; h:; :i) un espace préhilbertien, et soit I un ensemble quelconce

de N: Une famille (en)n2I de vecteurs de E est dite orthogonale si pour tout n 2 I,

en 6= 0 et pour tous i; j 2 I avec i 6= j on a hei; eji = 0: Si de plus on a kenk = 1 pour

totu n 2 I; on dit que (en)n2I est orthonormale.

Remarque 2.6 Si la famille (en)n2I de vecteurs de E est orthogonale, alors la famille�
en
kenk

�
n2I

est une famille orthonormale. En e¤et ; si on pose pour tout n 2 I,

un =
en
kenk

alors on a

kunk =




 en
kenk





 = 1

kenk
kenk = 1:

D�autre part, pour tous i; j 2 I tel que i 6= j, on a

hui; uji =
�
ei
keik

;
ej
kejk

�
=

1

keik kejk
hei; eji = 0:



33

Exemple 2.13 Soit E = l2 (R) : La suite (en)n2N de vecteurs de E tel que en =

(0; 0; :::; 0; 1; 0; :::) ( 1 à la n �eme place ) est une famille orthonormale.

Théorème 2.7 (Inégalité de Bessel) Soit fen; n 2 N�g une famille orthonormale

d�un espace préhilbertien (E; h:; :i) : Alors, pour tout x 2 H; la série
+1X
n=1

jhx; enij2 est

convergente et on a
+1X
n=1

jhx; enij2 � kxk2 :

Preuve.

Pour tout entier k 2 N; on pose yk =
kX
n=1

hx; eni en: On a

kx� ykk2 = hx� yk; x� yki

= kxk2 + kykk2 �
*

kX
n=1

hx; eni en; x
+
�
*
x;

kX
n=1

hx; eni en

+

= kxk2 + kykk2 �
kX
n=1

hx; eni hen; xi �
kX
n=1

hx; eni hx; eni

= kxk2 + kykk2 � 2
kX
n=1

jhx; enij2 ;

et comme

kykk2 =
kX
n=1

khx; eni enk2 =
kX
n=1

jhx; enij2 kenk2 =
kX
n=1

jhx; enij2 ;

alors

kx� ykk2 = kxk2 �
kX
n=1

jhx; enij2 :

Donc

kX
n=1

jhx; enij2 = kxk2 � kx� ykk2

� kxk2 :
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La suite (zk)k tel que zk =
kX
n=1

jhx; enij2 est croissante et bornée donc si on passe à la

limite (k ! +1) on obtient

+1X
n=1

jhx; enij2 � kxk2 :

Théorème 2.8 Soient H un espace de Hilbert sur K et fen; n 2 N�g une famille

orthonormale de H: Soit (�n)n�1une suite de K: Alors la série vectorielle
+1X
n=1

�nen

converge si, et seulement si, la série
+1X
n=1

j�nj2 converge. Si cela est vrai, alors







+1X
n=1

�nen







2

=
+1X
n=1

j�nj2 :

Preuve.

On suppose que
+1X
n=1

�nen est convergente et x =
+1X
n=1

�nen: Alors pour tout entier

k � 1 on a

hx; eki =

*
+1X
n=1

�nen; ek

+

= lim
N!+1

NX
n=1

�n hen; eki

= �k:

Par l�inégalité de Bessel, on a

+1X
n=1

j�nj2 =
+1X
n=1

jhx; enij2 � kxk2 :
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On suppose maintenant que
+1X
n=1

j�nj2 < +1, et on pose pour tout entier k � 1;

xk =
kX
n=1

�nen: Alors pour tout m � k; on a

kxk � xmk2 =







mX

n=k+1

�nen







2

=
mX

n=k+1

k�nenk2

=

mX
n=k+1

j�nj2

et comme
+1X
n=1

j�nj2 < +1 alors lim
k;m!+1

mX
n=k+1

j�nj2 = 0; par conséquent,

lim
k;m!+1

kxk � xmk2 = 0:

Alors la suite (xk)k�1 est de Cauchy dans H, donc elle est convergente.

Pour terminer, on a







+1X
n=1

�nen







2

= lim
m!+1







mX
n=1

�nen







2

lim
m!+1

mX
n=1

k�nenk2

= lim
m!+1

mX
n=1

j�nj2

=
+1X
n=1

j�nj2 :

Corollaire 2.1 Soient H un espace de Hilbert sur K et fen; n 2 N�g une famille

orthonormale de H: Pour tout x 2 H; la série
+1X
n=1

hx; eni en est convergente.
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Théorème 2.9 Soient H un espace de Hilbert sur K et fen; n 2 N�g une famille

orthonormale de H: Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) fen; n 2 N�g? = f0g :

2) V ect fen; n 2 N�g = H:

3) kxk2 =
+1X
n=1

jhx; enij2 pour tout x 2 H:

4) x =
+1X
n=1

hx; eni en pour tout x 2 H:

Preuve.

1) =) 4) : On suppose que fen; n 2 N�g? = f0g : Soit x 2 H et on pose

y = x�
+1X
n=1

hx; eni en:

Pour tout entier m � 1, on a

hy; emi =

*
x�

+1X
n=1

hx; eni en; em

+

= hx; emi �
*
+1X
n=1

hx; eni en; em

+

= hx; emi � lim
k!+1

*
kX
n=1

hx; eni en; em

+

= hx; emi � lim
k!+1

kX
n=1

hx; eni hen; emi

= hx; emi � hx; emi = 0:

Alors y 2 fen; n 2 N�g?, donc y = 0. D�où x =
+1X
n=1

hx; eni en:

2) =) 1) : Soit x 2 fen; n 2 N�g? ; alors pour tout n 2 N�; hx; eni = 0: Par

conséquent, pour tout n 2 N�; en 2 fxg? : D�autre part on a fxg? un sous-espace de

H, donc V ect fen; n 2 N�g � fxg? et comme il est fermé alors on obtient

V ect fen; n 2 N�g � fxg? = fxg? ;



37

mais H = V ect fen; n 2 N�g et x 2 H, alors x 2 fxg? : D�où x = 0:

4) =) 2) : Soit x 2 H; alors on a

x =
+1X
n=1

hx; eni en = lim
k!+1

kX
n=1

hx; eni en:

Mais
kX
n=1

hx; eni en est un élément de V ect fe1; � � � ; ekg ; donc il est clair que x 2

V ect fen; n 2 N�g: Par conséquent H � V ect fen; n 2 N�g, d�où le résultat.

4) =) 3) : Soit x =
+1X
n=1

hx; eni en = lim
k!+1

kX
n=1

hx; eni en: A lors

kxk2 = hx; xi

=

*
lim
k!+1

kX
n=1

hx; eni en; lim
k!+1

kX
n=1

hx; eni en

+

= lim
k!+1

*
kX
n=1

hx; eni en;
kX
n=1

hx; eni en

+

= lim
k!+1

kX
n=1

hx; eni hx; eni

= lim
k!+1

kX
n=1

jhx; enij2 =
+1X
n=1

jhx; enij2 :

Remarque 2.7 Si on a fen; n 2 N�g? = f0g ; on dit que le système orthonormal

fen; n 2 N�g est total ( S.O.T). Dans ce cas, on a l�égalité de Bessel-Parceval :

Pour tout x 2 H;

kxk2 =
+1X
n=1

jhx; enij2 :

Dé�nition 2.8 Soient H un espace de Hilbert et fen; n 2 N�g une famille orthonor-

male de H: Si l�une des assertions est vraie dans le théorème précédente, on dit que

fen; n 2 N�g est une base orthonormale de H où encore, base hilbertienne:

Exemple 2.14 La famille fen; n 2 N�g de vecteurs de l2 (N) tel que en = (0; 0; :::; 0; 1; 0; :::)

( 1 à la n �eme place ) est une base orthonormale de l2 (N). En e¤et, soit x = (xn)n�1 2
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l2 (N) ; alors hx; eni = xn donc

+1X
n=1

jhx; enij2 =
+1X
n=1

jxnj2 = kxk2 :

Alors la famille orthonormale fen; n 2 N�g est totale.

Projection hilbertienne

Dé�nition 2.9 Un sous-ensemble A d�un espace vectoriel E est dit convexe si, pour

tout x; y 2 A et tout � 2 [0; 1], �x+ (1� �) y 2 A:

Théorème 2.10 (de projection) Soit H un espace de Hilbert sur K et soit F une

partie convexe fermée non vide de H. Alors pour tout x de H, il existe un unique

élément a de F , noté PF (x), tel que

kx� ak = d (x; F ) = inf
y2F

kx� yk :

De plus la caractérisation de l�élément PF (x) est donné par8<: PF (x) 2 F

Re hx� PF (x) ; y � PF (x)i � 0 pour tout y 2 F:

Preuve.

Soit x 2 H: On pose M = inf
y2F

kx� yk : Par hypotèse F 6= ;, donc M < +1: La

dé�nition de la borne inférieure fournit que pour chaque entier n 2 N�; il esiste une

suite (an) de F tel que

kx� ank2 �M2 +
1

n
:

On montre que cette suite (an) est de Cauchy. Pour tous n;m 2 N�, on a

kan � amk2 + k2x� (an + am)k2 = k(x� an) + (x� am)k2 + k(x� an)� (x� am)k2

= 2 kx� ank2 + 2 kx� amk2

� 4M2 +
2

n
+
2

m
; ( l�égalité du parallélogramme )
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alors

kan � amk2 � 4M2 +
2

n
+
2

m
� 4





x� an + am2





2 ;
et comme F est une partie convexe alors

an + am
2

2 F; donc





x� an + am2





2 �M2:

Par conséquent on a

kan � amk2 � 4M2 +
2

n
+
2

m
� 4M2 =

2

n
+
2

m
:

Cette dernière inégalité prouve que la suite (an) est de Cauchy dans H. Alors la limite

de (an) est existe, et suite de la fermeture de F on obtient lim an = a 2 F:

Par la contunuité de la norme, on obtient

lim
n
kx� ank2 =




x� lim
n
an




2 = kx� ak2 � lim
n

�
M2 +

1

n

�
=M2

donc kx� ak2 �M2, et comme on a kx� ak2 �M2 alors kx� ak2 =M2; d�où

kx� ak =M = inf
y2F

kx� yk :

Montrons maintenant l�unicité. On suppose qu�il ya un autre point b de F tel que

kx� bk =M: Comme a+ b
2

2 F , alors par la convixité on obtient





x� a+ b2




2 �M2:

On utilise l�égalité du parallélogramme sur x� a et x� b; il vient

k(x� a)� (x� b)k2 + k(x� a) + (x� b)k2 = 2 kx� ak2 + 2 kx� bk2
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d�autre part on a

k(x� a)� (x� b)k2 + k(x� a) + (x� b)k2 = ky � bk2 + 4




x� a+ b2





2 ;
alors on obtient

ky � bk2 = 2 kx� ak2 + 2 kx� bk2 � 4




x� a+ b2





2
� 2M2 + 2M2 � 4M2 = 0:

Par conséquent ka� bk2 = 0; d�où b = a:

Soient x 2 H et a = PF (x) : On a a 2 F et pour tout y 2 F on a �y + (1� �) a 2 F

pour � 2 [0; 1] car F est convexe. Donc

kx� ak2 � kx� (�y + (1� �) a)k2 = k(x� a)� � (y � a)k2

� kx� ak2 + �2 ky � ak2 � 2�Re hx� a; y � ai ;

alors pour � 6= 0; on a

Re hx� a; y � ai � �

2
ky � ak2 :

En faisant tendre � vers 0+ on en déduit le résultat. Inversement, la propriétéRe hx� a; y � ai �

0 pour tout y 2 F donne

kx� yk2 = k(x� a)� (y � a)k2

= kx� ak2 + ky � ak2 � 2Re hx� a; y � ai

� kx� ak2 :

Alors comme cette inégalité est vraie pour tout y 2 F , donc

kx� ak = inf
y2F

kx� yk = d (x;F ) :
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Théorème 2.11 Soit F un sous-espace vectoriel fermé d�un espace Hilbertien H et

soit x 2 H. Alors, il existe un unique élément a de F , noté PF (x), tel que

kx� ak = d (x; F ) = inf
y2F

kx� yk :

De plus la caractérisation de l�élément PF (x) est donné par8<: PF (x) 2 F et

x� PF (x) 2 F?:

Corollaire 2.2 Soit F un sous-espace vectoriel fermé de l�espace de Hilbert H: Alors

H = F � F?:

Preuve.

Soit x 2 H, alors PF (x) existe. On écrit x = PF (x) + (x� PF (x)) ; et comme

x � PF (x) 2 F?; alors pour tout x 2 H; il existe x1 2 F et x2 2 F? tel que

x = x1+x2: D�où H = F +F?: D�autre part on a F \F? = f0g ; donc H = F �F?:

Corollaire 2.3 Soit F un sous-espace vectoriel fermé de l�espace de Hilbert H: Alors

�
F?
�?
= F:

Théorème 2.12 Soit F un sous-espace d�un espace de Hilbert H: Alors
�
F?
�?
= F :

Preuve. Tout d�abord on a F � F ; donc F? � F? et encore
�
F?
�? � �F?�? ; et

comme F est un fermé, alors
�
F
?
�?
= F : Par suite

�
F?
�? � F : D�autre part on a

F �
�
F?
�?
; et comme

�
F?
�?
est un fermé, alors F � (F?)? =

�
F?
�?
:

Théorème 2.13 Soit F un sous-espace fermé d�un espace de Hilbert H: Pour tout
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x 2 H, il existe un uinque élément y 2 F et un unique élément z 2 F? tel que

x = y + z: De plus, kxk2 = kyk2 + kzk2 :

Preuve.

Comme F est un sous-espace fermé de H, alors il est convexe et fermé et non vide,

donc pour tout x 2 H, il existe y 2 F tel que, pour tout a 2 F , kx� yk � kx� ak :

On pose z = x� y, donc x = y + z; alors pour tout a 2 F; on obtient

kz � ak = kx� y � ak � kx� yk = kzk :

Par le Théorème 6, on a z 2 F?: On montre maintenant l�unicité, pour cela on

suppose que

x = y1 + z1 = y2 + z2

tels que y1; y2 2 F et z1; z2 2 F?: Alors y1� y2 = z1� z2; par conséquent y1� y2; z1�

z2 2 F \ F? = f0g : D�où y1 = y2 et z1 = z2: Finalement, comme hy; zi = 0, alors

kxk2 = ky + zk2 = kyk2 + kzk2 :

Le théorème de représentation de Riesz-Fréchet

Théorème 2.14 Soit H un espace de Hilbert sur K. On considère l�application � :

H ! H�; y 7! � (y) tel que, pour tout x 2 H;

� (y) (x) = hx; yi :

Alors :

1) Pour tout y 2 H; k� (y)k = kyk ( c�est- à- dire � est isométrie ).

2) Pour tout f 2 H�, il existe un unique y 2 H tel que

f = �(y) et kfk = kyk :
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Preuve. Si on pose pour tout y 2 H; � (y) = �y alors la forme linéaire �y : H ! C

dé�nie par �y (x) = hx; yi est continue. En e¤et d�après l�inégalité de Cauchy-Shwarz

on a jhx; yij � kxk kyk : Donc �y 2 H�:

1) On suppose que y 6= 0: Par l�inégalité de Cauchy-Shwarz on a

j�y (x)j = jhx; yij � kxk kyk ;

donc k�yk � kyk : D�autre part on a �y (y) = hy; yi = kyk2 : Alors on en conclut que

k�yk � kyk ; d�où k� (y)k = kyk :

2) Soit f 2 H�, si on suppose f = 0 alors nous pouvons prendre f = �(0) : On

suppose maintenant que f 6= 0: On pose F = ker f; et on a ker f est un sous-espace

fermé de H, car f est continue. Par le théorème de la projection orthogonale, on a

F? 6= f0g :Donc il existe y0 2 F? � f0g : Il en résulte que f (y0) 6= 0: Alors il existe

y1 =
y0

f (y0)
2 F? � f0g et puis f (y1) = 1:

Pour tout x 2 H; on a

f (x� f (x) y1) = f (x)� f (f (x) y1) = f (x)� f (x) f (y1) = 0:

Donc (x� f (x) y1) 2 F: Alors on obtient

hx� f (x) y1; y1i = 0:

Par conséquent

hx; y1i = hf (x) y1; y1i = f (x) hy1; y1i = f (x) ky1k2 :

Comme y1 6= 0; alors

f (x) =
1

ky1k2
hx; y1i =

�
x;

y1

ky1k2
�
:

Finalement f (x) = hx; yi tel que y = y1

ky1k2
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Proposition 2.1 Soient E et F deux espaces de Hilbert, et soit A une application de

L (E;F ) i.e. une application linéaire continue. Alors il existe un unique A� 2 L (F;E)

tel que, pour tout x 2 E et tout y 2 F; on ait :

hAx; yi = hx;A�yi :

De plus, on a kA�k = kAk : ( L�application A est appelée l�application adjointe de A

(ou l�opérateur adjoint de l�opérateur A).

Preuve. Soit y 2 F �xé, l�application x 7! hAx; yi de H dans C est linéaire et

continue. D�aprés le théorème de représentation de Riesz, il existe donc un unique

élément noté A�y tel que

hAx; yi = hx;A�yi :

On dé�nit l�application A� : F ! E grace à l�unicité de A�y:

Montrons maintenant que A� est linéaire et continue.

Pour tous y, z 2 F , on a

hAx; y + zi = hAx; yi+ hAx; zi = hx;A�yi+ hx;A�zi = hx;A�y + A�zi :

Par l�unicité on obtient A� (y + z) = A�y + A�z: De même, pour � un scalair, on a

A� (�y) = �A�y. Alors A est linéaire.

Par l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

jhx;A�yij = jhAx; yij � kAxk kyk � kAk kxk kyk :

Alors pour x 6= 0, et x = A�y on a

jhA�y; A�yij � kAk kA�yk kyk ;

par conséquent kA�yk � kAk kyk : Alors on en déduit que A� est continu et que

kA�k � kAk : D�autre part comme l�djoint d�un opérateur est unique alors (A�)� = A:
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Par ce qui précede on en déduit que k(A�)�k � kA�k ; donc on a kAk � kA�k : Alors

kA�k = kAk :

Exemple 2.15 Le shift (opérateur de décalage à droite)

Soit l�application linéaire S : l2 (N)! l2 (N) dé�nie par

S (�0; �1; �2; � � � ) = (0; �0; �1; � � � ) :

Cherchons l�application adjointe S� de S: Par dé�nition on a

hS� (�n) ; (�n)i = h(�n) ; S (�n)i

=
+1X
n=0

�n+1�n

= h(�n+1) ; (�n)i

Alors S� (�n) = (�n+1) : De même on peut dé�nir l�opérateur de décalage à gauche T

comme suit T (�n) = �n+1.

Proposition 2.2 Soient E et F deux espaces de Hilbert. L�application ' : A 7! A�

est une isométrie de L(E;F ) dans L(F ;E) ; elle est linéaire si les espaces sont réels

et antilinéaire si les espaces sont complexes. De plus, pour tout A; B 2 L(E;F );

(A�)� = A et kA�Ak = kAk2 et (AB)� = B�A�:

Preuve. Pour tout (x; y) 2 E � F et A; B 2 L(E;F ); et � un scalair, on a

hx; ' (A+ �B) yi = hx; (A+ �B)� yi

= h(A+ �B)x; yi

= hAx; yi+ � hBx; yi

= hx;A�yi+ � hx;B�yi

= hx; ' (A) yi+ � hx; ' (B) yi

= hx; ' (A) y + �' (B) yi
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Alors ' (A+ �B) y = ' (A) y + �' (B) y pour tout y 2 F . Donc ' (A+ �B) =

' (A)+�' (B) : Alors l�application ' est linéaire si � 2 R. Montrons maintenant que

' est isométrie, i.e. pour tous A 2 L(E;F ); on a k' (A)k = kAk : Soit A 2 L(E;F );

alors on a

k' (A)k = kA�k = kAk :

Pour tout (x; y) 2 E � F; on a

hA��x; yi = hy; A��xi

= hA�y; xi

= hx;A�yi

= hAx; yi :

Alors pour tout x 2 E; on A��x = Ax: Donc A�� = A:

On sait que kA�Ak � kA�k kAk = kAk2 : D�autre part, pour tout x 2 E on a

kAxk2 = hAx;Axi

= hA�Ax; xi

� kA�Axk kxk

� kA�Ak kxk2 :

Donc kAk2 � kA�Ak : Alors kA�Ak = kAk2 : Il reste de prouver que (AB)� = B�A�:

Proposition 2.3 (Opérateur positif dans un Hilbert ) SoitH un espace de Hil-

bert réel et A 2 L (H) une application linéaire. On suppose que A est positif au sens

suivant

hAx; xi � 0 pour tout x 2 H;

alors T est continu.
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Preuve. Montrons que le graphe de A est fermé.

Soit (xn)n une suite qui converge vers x dans H telle que (Txn)n converge vers y. Il

faut montrer que y = Tx. On pose z = y � Tx: Pour tout h 2 H,

hT (xn + h) ; xn + hi = hTxn + Th; xn + hi � 0:

On passe à la limite on obtient

hy + Th; x+ hi � 0;

ou encore

hz + Tx+ Th; x+ hi � 0:

On pose maintenant h+ x = ty, pour t 2 R et y 2 H �xé, il vient hz + tTy; tyi � 0.

Alors pour tout t 2 R

t hz; yi+2 hTy; tyi � 0

Donc t hz; yi � 0 8t 2 R: Cela implique hz; yi = 0; et comme y est arbitaire, alors

z = 0: Ce qui montre y = Tx.

2.4 Séries de Fourier

Soit L2 ([��; �]) l�espace vecoriel des fonctions mesurables ou sens de Lebesgue

f : [��; �] ! C tel que
R �
�� jf (t)j

2 dt < +1: On muni ce espace le produit scalaire

hf; gi =
R �
�� f (t) g (t)dt: On a donc un espace préhilbertien.

On pose N = ff : [��; �]! C = f = 0 p.p:g : L�espace quotient

L2 ([��; �]) = L2 ([��; �])
N

est identi�er à l�espace L2 ([��; �]) avec la notion égalité persque partout, cet espace
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est complet pour la norme

kfk = hf; fi1=2 =
�
1

2�

Z �

��
jf (t)j2 dt

�1=2
:

On conclu, l�espace L2 ([��; �]) est un espace de Hilbert et ces éléments sont des

classes d�équivalence de fonctions ; mais on peut les considérer comme des fonctions,

i.e. des éléments de L2 ([��; �]) :

2.5 Système trigonométrique

Dé�nition 2.10 Un système trigonométrique est une famille fen; n 2 Zg telle que,

pour tout n 2 Z;

en = exp (int) ; t 2 [��; �] :

Pour tout f 2 L2 ([��; �]) ; le nombre hf; eni est appelé le coé¢ tient de Fourier d�ordre

n de f:

Proposition 2.4 Le système trigonométrique fen; n 2 Zg est une famille orthonor-

male de L2 ([��; �]) :

Preuve. Pour tout n 2 Z; il est clair que en 2 L2 ([��; �]) : Montrons que pour tous

n; m avec n 6= m, hen; emi = 0: On a

hen; emi =
1

2�

Z �

��
ei(n�m)tdt

=
1

2�

�
1

i (n�m)e
i(n�m)t

��
��

= 0:

Et on a pour tout n 2 Z;

kenk = (hen; eni)
1
2 =

�
1

2�

Z �

��
dt

� 1
2

= 1:
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Théorème 2.15 Le système trigonométrique fen; n 2 Zg est une base Hilbertienne

de L2 ([��; �]) :

Dé�nition 2.11 (Séries trigonométriques) On appelle série trigonométrique, toute

série de la forme
+1X
�1

ane
int

ou de la forme
X+1

n=0
(�n cosnt+ �n sinnt) :

Exemple 2.16 Soit f une fonction de L2 ([��; �]) : La série de Fourier de f est une

série trigonométrique de la forme

+1X
�1

ane
int tel que an = hf; eni =

1

2�

Z �

��
f (t) e�intdt;

ou de la forme
�0
2
+

+1X
n=1

(�n cosnt+ �n sinnt)

tel que pour tout n 2 N; �n = 1
�

Z �

��
f (t) cosntdt et �n =

1
�

Z �

��
f (t) sinntdt:

Dé�nition 2.12 (Fonction continue par morceaux) Une fonction f : [a; b] !

C est dite continue par morceaux sur [a; b] si

1) f est continue sur [a; b] sauf en un nombres �ni de points x1,... ,xk:

2) En chacun des points x1,... , xk les limites à gauche et à droite de f existent. En

particulier f (a+) et f (b�) existent.

Remarque 2.8 On dit qu�une fonction f est continue par morceaux sur R si, elle

est continue par morceaux sur tout [a; b] � R:

Dé�nition 2.13 (Fonction lisse par morceaux) Une fonction f : [a; b] ! C est

dite lisse par morceaux sur [a; b] si f et f 0 sont continues par morceaux sur [a; b]: En

particulier, f 0 (a+) et f 0 (b�) existent.
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Théorème 2.16 (Dirichlet,1824) Soit f : R ! C est 2��périodique et �lisse par

morceaux�sur R; et soit

SN (f) =
�0
2
+

NX
n=1

(�n cosnt+ �n sinnt) =

NX
�N
ane

int

où �n; �n et an sont les coe¢ cients de Fourier de la fonction f: Alors pour tout x

lim
N!+1

SN (f) (x) =
f (x+) + f (x�)

2

En particulier, si f est continue, alors

lim
N!+1

SN (f) (x) = f (x) :



Chapitre 3

Exercices

Exercise 3.1 Montrer que si f est une forme sesquilinéaire sur un espace vectoriel

complexe E, telle que f(x; x) 2 R pour tout x 2 E, alors f est une forme hermitienne.

Solution : Soit f est une forme sesquilinéaire. On suppose que pour tout x 2 E;

f(x; x) 2 R: Pour tout x; y 2 E, on a

f(x+ y; x+ y) 2 R et f(x+ iy; x+ iy) 2 R

alors comme f(x+ y; x+ y) = f (x; x) + f (x; y) + f (y; x) + f (y; y) ; donc f (x; y) +

f (y; x) = � avec � 2 R et d�autre part on a f(x+ iy; x+ iy) = f (x; x)� if (x; y) +

if (y; x) + f (y; y) alors f (y; x)� f (x; y) = i� avec � 2 R: Il en résulte que

f (x; y) =
1

2
(�� i�) et f (y; x) = 1

2
(�+ i�) :

Alors

f (x; y) = f (y; x):

Exercise 3.2 On dé�nit pour tous P et Q de R2 [X] l�application h:; :i par

hP;Qi = P (�1)Q (�1) + P (0)Q (0) + P (1)Q (1)

1) Montrer que h:; :iest un produit scalaire sur R2 [X] :

51
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2) Déterminer R1 [X]? :

Solution : On a hP;Qi =
1X

i=�1
P (i)Q (i) : Tout d�abord on montre la symétrie la

bilinéarité. Pour tous P , Q et L de R2 [X] ; et � 2 R, on a

hP;Qi =
1X

i=�1
P (i)Q (i)

=

1X
i=�1

Q (i)P (i) = hQ;P i ;

et on a

hP + �Q;Li =
1X

i=�1
(P (i) + �Q (i))L (i)

=
1X

i=�1
P (i)L (i) + �

1X
i=�1

Q (i)L (i)

= hP;Li+ � hQ;Li :

Pour la dé�nie positivité, on remarque que pour tout P 2 R2 [X] ; on a

hP; P i =
1X

i=�1
P (i)P (i) =

1X
i=�1

(P (i))2 � 0;

l�expression
1X

i=�1
(P (i))2 est nulle si et seulement si P (i) = 0 pour tout entier i =

�1; 0; 1: Alors le polynôme P admet trois racines di¤érentes, mais P est un polynôme

de degré au plus 2, donc forément P = 0: D�autre part h0; 0i ce qui montre la dé�nie

positivité.

2) On a par dé�nition R1 [X]? = fP 2 R2 [X] = hP;Qi = 0 pour tout Q 2 R1 [X]g :

Soit P (x) = ax2 + bx + c un polynôme de R2 [X] ; on a pour tout Q 2 R1 [X] ;

hP;Qi = 0 si et seulement si hP; 1i = 0 et hP; xi = 0 car R1 [X] = vect f1; xg : Alors

hP; 1i = 0 et hP; xi = 0
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impliquent

2a+ 3c = 0 et 2b = 0

donc c = �2
3
a et b = 0: Alors R1 [X]? =

�
P (x) = ax2 � 2

3
a; a 2 R

	
:

Exercise 3.3 On munit Rn du produit scalaire usuel. En utilisant l�inégalité de Cauchy-

Schwarz. Montrer que  
nX
i=1

jaij
!2
� n

nX
i=1

a2i :

Solution : Le produit scalaire usuel sur Rn est dé�ni par

hx; yi =
nX
i=1

xiyi avec x = (x1; � � � ; xn) et y = (y1; � � � ; yn) :

On pose x = (1; � � � ; 1) et y = (ja1j ; � � � ; janj) ; alors l�inégalité de Cauchy-Schwarz

donne

jhx; yij2 =
�����
nX
i=1

1� jaij
�����
2

=

 
nX
i=1

jaij
!2
�

nX
i=1

12
nX
i=1

jaij2 = n
nX
i=1

a2i :

Exercise 3.4 Soit H un epace préhilbertien sur K, et x; y 2 H. Montrer que

1) Si hx; zi = hy; zi ou hz; xi = hz; yi pour tout z 2 H, alors x = y:

2) La fonction k:k : H ! R+ dé�nie par

kxk =
p
hx; zi;

est une norme sur H:

Exercise 3.5 Soit H un espace préhilbertien , fxng et fyng deux suites de H qui

convergent respectivement, vers x 2 H et y 2 H. Alors hxn; yni ! hx; yi quand

n! +1:

Exercise 3.6 Soit (E; h; i) un espace de Hilbert. Montrer que l�application qui, à deux

élements x et y associe leur produit scalaire est une fonction continue sur E � E.
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Exercise 3.7 Soit l2 (N) l�ensemble des suites x = (xn), avec n dans N et xn dans

K (K = C ou R), telles que
+1X
i=1

��x2n�� <1:
1) Montrer que l2 (N) est un espace vectoriel sur K:

2) On pose, pour x et y dans l2 (N) ;

hx; yi =
+1X
i=1

xi
�
yi: (3.1)

Montrer que (1) dé�nit bien un produit scalaire sur l2 (N) :

3) Donner les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski avec ce produit scalaire.

4) Montrer que l2 (N) est un espace de Hilbert pour ce produit scalaire usuel.

Exercise 3.8 Soit H = l2 l�espace de Hilbert des suites réels (xn)n�1 de carré som-

mable. Soient � > 1 un réel et k � 1 un entier �xe. On pose

F =

(
x = (xn)n�1 2 l2; xk = 0 et

1X
n=1

��nxn = 0

)
:

Montrer que F est un s.e.v fermé de H et déterminer F?:

Solution : On sait que le produit scalaire usuel sur H est dé�ni par

hx; yi =
1X
n=1

xnyn:

Soit pour n � 1, en = (0; 0; � � � 0; 1; 0; 0; � � � ) ( 1 est dans n�eme place ). Alors F =

fen; n � 1g est la base hilbertienne canonique de H: On pose � = (��n)n�1 ; on

remarque que � 2 H, et par la dé�nition de F on a hx; �i = 0 pour tout x 2 F: Alors

x 2 F () x ? � et x ? ek:

Par conséquent,

x 2 F () x 2 (vect f�; ekg)?
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tel que vect f�; ekg est le sous-espace vectoriel de H endegendré par les deux vecteurs

�; ek: Donc F = (vect f�; ekg)?. Par suite, comme l�orthogonal d�une partie quel-

conque de H est un s.e.v fermé de H; alors F est s.e.v fermé de H: Par conséquent,

comme la dimension de vect f�; ekg est �nie, alors il est fermé donc

F? = (vect f�; ekg)?? = vect f�; ekg :

Exercise 3.9 Soit H = L ([0; 1]) l�espace de Hilbert des fonctions réels f tel queR 1
0
jf (x)j2 dx <1. On pose

F =

�
f 2 L ([0; 1]) ;

Z 1

0

f (x) dx = 0

�
:

Montrer que F est un s.e.v fermé de H et déterminer F?:

Solution : On sait que le produit scalaire usuel sur H est dé�ni par

hf; gi =
Z 1

0

f (x) g (x) dx:

On a pour tout f 2 H, f 2 F si et seulement, si hf; 1i = 0 tel que 1 et la fonction

constante égale à 1sur [0; 1] : Donc si on pose D = vect f1g, alors

f 2 F () f 2 D?:

Alors F = D? et donc F est un s.e.v de H car F est l�orthogonale d�une partie de

H: Comme la dimension de D égale à 1, alors D est fermé, par conséquent

F? = D?? = D:

Exercise 3.10 Soit l�espace de Hilbert H = L2 ([0; 1]) muni du produit scalaire,

hf; gi =
Z 1

0

f (x) g(x)dx:
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1) Trouver a; b 2 R telle que l�application g : x 7! g (x) = ax + b soit de norme 1 et

orthogonale à la fonction constante égale à 1:

2) Soit c > 0: Pour n 2 N�; on pose fn (x) = sin (cnx) : Déterminer c > 0 pour que

fn et fn+1 soit orthogonales.

Exercise 3.11 Soit E = C ([�1; 1] ;R) et soit le produit scalaire h:; :i dé�ni sur E

par

hf; gi =
Z 1

�1
f(x)g(x)(1� x2)dx:

Soit F = R1 [X] et on pose f (x) = x3:

1) Justi�er bien l�existence de la projection orthogonale de f sur F:

2) Déterminer PF (f), puis la distance d (f ;F ) de f à F:

Exercise 3.12 Pour tous P; Q dans R [X], on dé�nit l�application h:; :i par

hP;Qi =
+1Z
0

P (t)Q (t) e�tdt

1) Montrer par récurrence que 8k 2 N;
+1R
0

tke�tdt = k!

2) Justi�er la convergence des intégrales hP;Qi pour tous P; Q dans R [X] :

3) Véri�er que l�application est bien dé�nie.

4) Véri�er que l�application h:; :i est un produit scalaire sur R [X].

5) Construire une base orthonormée de R3 [X] avec la méthode de Gram� Schmidt:

6) Soit P (X) = 1 +X +X3. Déterminer Q 2 R2 [X] tel que kP �Qk soit minimal.

k:k est la norme induite par le produit scalaire h:; :i :

Exercise 3.13 Soit l�espace de Hilbert H = L2 ([0; 1] ;R) muni du produit scalaire

h; i dé�ni par :

hf; gi =
Z 1

0

f (x) g(x)dx:

1) Trouver a; b 2 R telle que l�application g : x 7! g (x) = ax + b soit de norme 1 et

orthogonale à la fonction constante égale à 1:
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2) Déterminer par le procédé d�orthonormalisation de G-Schmidt, une base orthonor-

male de R2 [X] relativement au produit scalaire h:; :i.

Exercise 3.14 Soit F un sous-espace vectoriel d�un espace de Hilbert H:

Montrer que F? =
�
F
�?
( F est l�adhérence de F dans H ) :

Solution : Soit x 2
�
F
�?
: Alors pour tout y 2 F , on a hx; yi = 0; en particulier

hx; yi = 0 pour tout y 2 F: Alors

�
F
�? � F?:

Soit maintenant x 2 F?; alors hx; yi = 0 pour tout y 2 F: Soit z 2 F ; donc il existe

une suite (zn)n�1 de F tel que

lim
n!+1

kzn � zk = 0:

Comme le produit scalaire est une application continue et hx; zni = 0; alors

hx; zi =
�
x; lim
n!+1

zn

�
= lim

n!+1
hx; zni = 0:

Donc x 2
�
F
�?
et alors

F? �
�
F
�?
:

Exercise 3.15 Soit F un sous-espace vectoriel d�un espace de Hilbert H: Montrer

que F est dense dans H si et seulement si F? = f0g :

Solution : On suppose que F est dense dans H, donc F = H et alors

�
F
�?
= H? = f0g

et comme F? =
�
F
�?
; donc F? = f0g : Réciproquement, on suppose que F? = f0g :
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comme F est fermé, alors par le théorème de décomposition, on a

H = F +
�
F
�?

= F + F?

= F :

Exercise 3.16 On considère l�espace préhilbértien H = C ([0; 1] ;R) muni du produit

scalaire h; i dé�ni par :

hf; gi =
1Z
0

f (x) g(x)dx:

1) Soit f 2 H une fonction non nulle sur [0; 1]. Montrer que

0@ 1Z
0

[f (x)]2 dx

1A0@ 1Z
0

1

[f (x)]2
dx

1A � 1:

2) Trouver a; b 2 R telle que l�application g : x 7! g (x) = ax + b soit de norme 1 et

orthogonale à la fonction constante égale à 1:

3) Déterminer par le procédé d�orthonormalisation de Gram-Schmidt, une base ortho-

normale de R1 [X] relativement au produit scalaire h:; :i.

4) On pose F = R1 [X] et f (x) = x2:

- Justi�er l�existence de la projection orthogonale de f sur F:

- Déterminer PF (f), puis la distance d (f ;F ) de f à F:

- Calculer le minimum de

Ia;b =

1Z
0

�
x2 � ax� b

�2
dx

et dire pour qulles valeurs de a et b ce minimum est atteint.

5) H est un espace de Hilbert ? justi�er.

Solution : 1) Comme la fonction f est non nulle sur [0; 1] alors 1=f 2 H: l�inégalité
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de Cuachy-Schwarz sur les deux fonctions f et 1=f donne

jhf; 1=fij2 � hf; fi h1=f; 1=fi

donc �Z 1

0

f(x)
1

f(x)
dx

�2
�
�Z 1

0

[f(x)]2 dx

��Z 1

0

[1=f(x)]2 dx

�
;

et comme �Z 1

0

f(x)
1

f(x)
dx

�2
=

�Z 1

0

dx

�2
= 1

alors �Z 1

0

[f(x)]2 dx

��Z 1

0

[1=f(x)]2 dx

�
� 1:

2) La fonction g est de norme 1, alors 1 = kgk2 = hg; gi et donc
Z 1

0

[ax+ b]2 dx = 1;

il vient
a2

3
+ ab+ b2 = 1;

et on a g orthogonale à 1; donc hg; 1i = 0; d�où
Z 1

0

(ax+ b) dx = 1 et donc
a

2
+ b = 0

ou a = �2b: Par conséquent on a

h
a = �2

p
3; b =

p
3
i
ou
h
a = 2

p
3; b = �

p
3
i
:

:3) Une base orthonormée de R1 [x] :

On sait que f1; xg est une base canonique de l�espace vectoriel R1 [x] ; alors on pose

e1 = 1 et e2 = x: Par la méthode de Gram-Schmidt, on pose u1 = e1 donc ku1k2 =Z 1

0

dx = 1; alors v1 =
u1
ku1k

= 1 et on a

u2 = e2 � he2; v1i v1 = x� hx; 1i = x�
Z 1

0

xdx = x� 1
2

d�autre part

ku2k2 =
Z 1

0

�
x� 1

2

�2
dx =

1

12
;
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d�où ku2k =
1

2
p
3
alors v2 =

u2
ku2k

= 2
p
3x�

p
3. Donc

�
1; 2
p
3x�

p
3
	
est une base

orthonormée de R1 [x] :

4) *)H = C ([0; 1] ;R) est un espace préhilbértien et F = R1 [x] est un espace vectoriel

normé de dimension �nie, alors il est complet et convexe. Alors le théorème de la

projection orthogonale fournit l�existence de la projection orthogonale de f sur F:

*) Déterminons PF (f), puis la distance d (f ;F ) de f à F: On sait que PF (f) =
2X
i=1

hf; vii vi donc

PF (f) =


x2; 1

�
:1 +

D
x2; 2

p
3x�

p
3
E
:
�
2
p
3x�

p
3
�

=

Z 1

0

x2dx+
�
2
p
3x�

p
3
�Z 1

0

x2
�
2
p
3x�

p
3
�
dx

=
1

3
� 1
6

p
3
�p
3� 2

p
3x
�
= x� 1

6
:

D�autre part on a

d (f ;F ) = inf
h2F

kf � hk = kf � PF (f)k ;

et comme f �PF (f) 2 F? alors

kfk2 = kf � PF (f) + PF (f)k = kf � PF (f)k2 + kPF (f)k2

donc

kf � PF (f)k2 = kfk2 � kPF (f)k2 =
Z 1

0

x4dx�
Z 1

0

�
x� 1

6

�2
dx =

1

180

d�où kf � PF (f)k =
p
5

30
:

*) Le minimum de Ia;b =
1R
0

(x2 � ax� b)2 dx

Remarquons que Ia;b = hf � h; f � hi = kf � hk2 tel que h(x) = ax + b: Alors Ia;b

soit minimum si et seulement si h = PF (f) : Dans ce cas

Ia;b = kf � PF (f)k2 =
1

180
:
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Alors a = 1 et b = �1
6
:

5) L�espace H = C ([0; 1] ;R) est un espace préhilbértien mais il n�est pas complet.

Exercise 3.17 Soit X = C ([0; 1]) ; on dé�nit les deux opérateurs S; T : X ! X par

Sf (x) = x

Z 1

0

f (t) dt; 0 � x � 1;

T f (x) = xf (x) ; 0 � x � 1:

1) Montrer que ST 6= TS:

2) Calculer la norme de S, T; ST et TS:

Exercise 3.18 Soit X un espace vectoriel normé de dimension �nie et A : X ! X

un opérateur linéaire. Montrer que A est borné.

Exercise 3.19 Soit T l�opérateur de l2 (N) dans l2 (N) tel que pour tout élément

x = (xn)n�1 de l
2 (R), on a

Tx = (anxn)n�1

ou (an)n�1 une suite des nombres complexes.

1) Montrer que T est borné si et seulement si, la suite (an)n�1 est bornée.

2) Calculer l�opérateur adjoint T � de T:

3) On suppose que

(an)n�1 =

�
1

n

�
n�1

:

Véri�er que T est borné et calculer T�1 l�opérateur inverse de T:

Solution : 1) On suppose que T est borné. Alors il existe M > 0 tel que pour tout

x 2 l2 (R)

kTxk �M kxk :

En particulier, pour x = (ei) = (0; 0; � � � ; 0; 1; 0 � � � ) on a kxk = 1 et comme kTxk2 =

jaij2 alors jaij2 � M2 pour tout i: Donc (an)n�1 est bornée. On suppose maintenant
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que la suite (an)n�1 est bornée et soit M = sup
n�1

an: Donc pour tout x 2 l2 (R) ; on a

kTxk2 =
+1X
n=1

janxnj2

=

+1X
n=1

janj2 jxnj2

� M2

+1X
n=1

jxnj2

� M2 kxk2 :

Alors kTxk �M kxk pour tout x 2 l2 (R) ; d�où le résultat.

2) Soient x = (xn)n�1et y = (yn)n�1 deux éléments de l
2 (R) : On a

hTx; yi =


T (xn)n�1 ; (yn)n�1

�
=



(anxn)n�1 ; (yn)n�1

�
=

+1X
n=1

(anxn) yn

=
+1X
n=1

xn(anyn)

=


(xn)n�1 ; (anyn)n�1

�
=


x; (anyn)n�1

�
:

Par la dé�nition de l�opérateur adjoint de T on conclu que

T �y = T � (yn)n�1 = (anyn)n�1 :

3) Soit (an)n�1 =
�
1

n

�
n�1

. Pour tout x 2 l2 (R) ; on a

kTxk2 =

+1X
n=1

���xn
n

���2
�

+1X
n=1

jxnj2 = kxk :
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Donc T est borné. Soit T�1 l�opérateur inverse de T , donc

TT�1 = T�1T = Id:

Soit x = (xn)n�1 2 l2 (R) ; alors on a

TT�1x = T
�
T�1x

�
= T (zn)n�1 =

�zn
n

�
n�1

= x = (xn)n�1

donc pour tout n � 1; zn
n
= xn, par conséquent (zn)n�1 = (nxn)n�1 : D�où

T�1x = T�1 (xn)n�1 = (nxn)n�1 :

D�autre part

T�1Tx = T�1 (Tx) = T�1
�xn
n

�
n�1

=
�
n
xn
n

�
n�1

= (xn)n�1 = x:

Alors l�opérateur inverse de T est l�opérateur T�1 dé�ni sur l2 (R) par

T�1 (xn)n�1 = (nxn)n�1 :

Exercise 3.20 On considère l�espace de Hilbert l2 (N) des suites x = (xn)n2N de

nombres complexes telles que
P
jxnj2 < +1. On suppose donnée une suite bornée

(�n)n2N de scalaires et on pose pour tout x = (x0; x1 � � � ; xn � � � ) 2 l2 (N)

Ax = (�n+1xn+1)n2N:

1) Montrer que l�opérateurA est linéaire continue de l2 (N) dans l2 (N) si et seulement

si la suite (�n)n2N est bornée.

2) On suppose (�n)n2N borné. Exprimer la norme de A et Déterminer l�adjoint A�.

3) Montrer que A est compact si et seulement si limn!+1 �n = 0:

Exercise 3.21 Soi X un espace vectoriel normé et L (X) l�ensemble des opérateurs
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linéaires continus de X dans X: Pour f 2 L (X), on pose

kfk = fkf (x)k ; kxk � 1; 8x 2 Xg :

1) Prouver que k:k dé�nit une norme sur X:

2) Démontrer que pour tous f 2 L (X) et x 2 X, on a

kf (x)k � kfk kxk :

3) En déduire que pour tous f; g 2 L (X) ;alors

kfgk � kfk kgk :

Exercise 3.22 Soit f la fonction 2��périodique dé�nie par

f(x) =

8>>><>>>:
� � x si 0 < x � �;

0 si x = 0;

�� � x si � � � x < 0:

1) Montrer que f est impaire sur [��; �] :

2) Tracer le graphe de f .

3) Donner la série de Fourier de f:

4) En déduire la somme de la série numérique

+1X
n=0

(�1)n

2n+ 1
:

Solution : On a f est 2��périodique et elle dé�nie par

f(x) =

8>>><>>>:
� � x si 0 < x � �;

0 si x = 0;

�� � x si � � � x < 0:
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1) Montrons que f est impaire sur [��; �] :

Pour tout x 2 [��; �], �x 2 [��; �] et on a si x 2 ]0; �[ ;alors �x 2 ]��; 0[ et

f(�x) = �� � (�x) = � (� � x) = �f(x)

et si x 2 ]��; 0[ ;alors �x 2 ]0; �[ et

f(�x) = � � (�x) = � + x = � (�� � x) = �f(x):

Donc f est impaire.

2) Le graphe de f .

3) La série de Fourier de f: On a par dé�nition

Sf (x) =
a0
2
+

+1X
n=1

(an cos(nx) + bn sin(nx))

On sait que a0 =
1

�

�Z
��

f (x) dx et an =
1

�

�Z
��

f (x) cos(nx)dx; donc a0 = 0 et an = 0 car

f est impaire. On a encore

bn =
1

�

�Z
��

f (x) cos(nx)dx =
2

�

�Z
0

f (x) cos(nx)dx =
2

n
:

Alors

Sf (x) =

+1X
n=1

2 sin(nx)

n
:

4) La somme de la série numérique
+1X
n=0

(�1)n

2n+ 1
:

Si f est continue en x alors Sf (x) = f(x) ( f véri�e les conditions du théorème de Dirichlet).

Donc pour x =
�

2
; on a Sf

��
2

�
= f(

�

2
); alors

+1X
n=1

2 sin(n
�

2
)

n
= � � �

2
=
�

2
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et d�aute part on a

+1X
n=1

2 sin(n
�

2
)

n
= 2

+1X
n=1

sin(n�)

2n
+2

+1X
n=0

sin((2n+ 1)
�

2
)

2n+ 1
= 2

+1X
n=1

sin(n
�

2
)

2n+ 1
= 2

+1X
n=1

(�1)n
2n+ 1

:

Par conséquent
+1X
n=1

(�1)n
2n+ 1

=
�

4
:
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Examen �nal- Introduction à l�analyse hilbertienne -

Le 15/01/2017

Exercice 1 ( 5 points ) ( Questions de cours )

Soit B une forme hermitienne sur E. Si B est positive. Démontrer l�inégalité

de Cauchy-Schwarz

jB(x; y)j � B(x; x) 12B(y; y) 12 :

Exercice 2 ( 6 points )

Soit l2 (N) l�ensemble des suites x = (xn), avec n dans N et xn dans |

(| = C ou R), telles que
+1X
i=1

��x2n�� <1:
1) Montrer que l2 (N) est un espace vectoriel sur |:

2) On pose, pour x et y dans l2 (N) ;

hx; yi =
+1X
i=1

xi
�
yi: (3.2)

Montrer que (1) dé�nit bien un produit scalaire sur l2 (N) :

3) Donner les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski avec ce produit

scalaire.

4) Montrer que l2 (N) est un espace de Hilbert pour ce produit scalaire usuel.

Exercice 3 ( 5 points )

Soit l�espace de Hilbert H = L2 ([0; 1]) muni du produit scalaire,

hf; gi =
Z 1

0

f (x) g(x)dx:

1) Trouver a; b 2 R telle que l�application g : x 7! g (x) = ax+ b soit de norme 1

et orthogonale à la fonction constante égale à 1:

2) Soit c > 0: Pour n 2 N�; on pose fn (x) = sin (cnx) :

Déterminer c > 0 pour que fn et fn+1 soit orthogonales.
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Exercice 4 ( 4 points )

Soient H1 et H2 deux espaces hilbertiens, h; i1 le produit scalaire sur H1 et

h; i2 le produit scalaire sur H2 et soient C1 un convexe fermé de H1 et C2
un convexe fermé de H2.

Pour (x1; y1) ; (x2; y2) 2 H1 �H2, on dé�nit le produit scalaire sur H1 �H2 par

h(x1; y1) ; (x2; y2)i = hx1; x2i1 + hy1; y2i2 :

1) Montrer que C = C1 � C2 est un convexe fermé.

2) Donner la propriété qui caractérise la projection orthogonale sur la partie

C = C1 � C2, en déduire que prC = prC1 � prC2.

Rattrapage - Introduction à l�analyse hilbertienne -

Le 16/03/2017

Exercice 1 ( 3+3 points )

1) Après avoir introduit un produit scalaire convenable, montrer les inégalités

suivantes :

(a) Pour x; x0; y; y0 2 R, jxx0 + 2yy0j �
p
x2 + 2y2

p
x02 + 2y02.

(b) Pour P 2 R [X] ;
�R 1

�1 t
2P (t) dt

�2
� 2

5

R 1
�1 [P (t)]

2 dt

2) Pour (x; y) 2 R2, on pose N(x; y) = maxfjxj; jyj; jx� yjg:

Montrer que N est une norme sur R2. Dessiner la boule unité associée.

Exercice 2 ( 7 points )

Pour x = (x1; :::; xn) 2 Rn, et p 2]0;+1[, on pose

kxkp =
 

nX
i=1

jxijp
! 1

p

et kxk1 = max fjxij ; i = 1; :::ng :

Soit la boule unité Bp = fx 2 R2; kxkp � 1g.

1. Montrer que kxkp n�est pas une norme pour p 2]0; 1[.

2. Montrer que kxkp est une norme pour p 2 [1;1].
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( Pour l�inégalité triangulaire, il su¢ t de véri�er que Bp est convexe)

3. Montrer que pour tout x 2 Rn,

kxk1 � kxkp � n
1
p kxk1 :

En déduire kxkp ! kxk1 quand p! +1.

Exercice 3 ( 7 points )

Calculer le minimum sur R2 de

f (a; b) =

Z �

0

(x2 + ax+ b)2 sin(x)dx:

Indication : On pourra penser à une projection après avoir introduit le produit

scalaire

hf; gi =
Z �

0

f (t) g (t) sin(t)dt:

Examen - Introduction à l�analyse hilbertienne -

Le 14/01/2018

Exercice 1 ( 9 points : 2+2+2+3 )

Soit l2 (N) l�ensemble des suites x = (xn), avec n dans N et xn dans |

(| = C ou R), telles que
+1X
i=1

��x2n�� <1:
1) Montrer que l2 (N) est un espace vectoriel sur |:

2) On pose, pour x et y dans l2 (N) ;

hx; yi =
+1X
i=1

xi
�
yi: (3.3)

Montrer que (1) dé�nit un produit scalaire sur l2 (N) :

3) Donner les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski avec ce produit
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scalaire.

4) Montrer que l2 (N) est un espace de Hilbert pour ce produit scalaire usuel.

Exercice 3 ( 11 points : 1+1+1+2+3+3 )

Pour tous P; Q dans R [X], on dé�nit l�application h:; :i par

hP;Qi =
+1Z
0

P (t)Q (t) e�tdt

1) Montrer par récurrence que 8k 2 N;
+1R
0

tke�tdt = k!

2) Justi�er la convergence des intégrales hP;Qi pour tous P; Q dans R [X] :

3) Véri�er que l�application est bien dé�nie.

4) Véri�er que l�application h:; :i est un produit scalaire sur R [X].

5) Construire une base orthonormée de R3 [X] avec la méthode de

Gram� Schmidt:

6) Soit P (X) = 1+X+X3. Déterminer Q 2 R2 [X] tel que kP �Qk soit minimal.

k:k est la norme induite par le produit scalaire h:; :i :

Rattrapage - Introduction à l�analyse hilbertienne -

Le 10/04/2018

Exercice 1 ( 2+5 points )

1) On munit Rn du produit scalaire usuel. En utilisant l�inégalité de

Cauchy-Schwarz, montrer que

 
nX
i=1

jaij
!2
� n

nX
i=1

a2i :

2) On dé�nit pour tous P et Q de R2 [X] l�application h:; :i par

hP;Qi = P (�1)Q (�1) + P (0)Q (0) + P (1)Q (1)

a) Montrer que h:; :i est une produit scalaire sur R2 [X] :
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b) Déterminer R1 [X]? :

Exercice 3 ( 3+4 points )

Soit l�espace de Hilbert H = L2 ([0; 1] ;R) muni du produit scalaire h; i dé�ni par :

hf; gi =
Z 1

0

f (x) g(x)dx:

1) Trouver a; b 2 R telle que l�application g : x 7! g (x) = ax+ b soit de norme 1

et orthogonale

à la fonction constante égale à 1:

2) Déterminer par le procédé d�orthonormalisation de G-Schmidt, une base

orthonormale

de R2 [X] relativement au produit scalaire h:; :i.

Exercice 3 ( 2+4 points )

Soit E = C ([�1; 1] ;R) et soit le produit scalaire h:; :i dé�ni sur E par

hf; gi =
Z 1

�1
f(x)g(x)(1� x2)dx:

Soit F = R1 [X] et on pose f (x) = x3:

1) Justi�er bien l�existence de la projection orthogonale de f sur F:

2) Déterminer PF (f), puis la distance d (f ;F ) de f à F:

Examen - Introduction à l�analyse hilbertienne -

Le 07 /02/2019

Exercice 1 ( 14 points )

On considère l�espace préhilbértien H = C ([0; 1] ;R) muni du produit scalaire h; i

dé�ni par :

hf; gi =
1Z
0

f (x) g(x)dx:
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1) Soit f 2 H une fonction non nulle sur [0; 1]. Montrer que

0@ 1Z
0

[f (x)]2 dx

1A0@ 1Z
0

1

[f (x)]2
dx

1A � 1:

2) Trouver a; b 2 R telle que l�application g : x 7! g (x) = ax+ b soit de norme 1

et orthogonale à la fonction constante égale à 1:

3) Déterminer par le procédé d�orthonormalisation de Gram-Schmidt,

une base orthonormale

de R1 [X] relativement au produit scalaire h:; :i.

4) On pose F = R1 [X] et f (x) = x2:

- Justi�er l�existence de la projection orthogonale de f sur F:

- Déterminer PF (f), puis la distance d (f ;F ) de f à F:

- Calculer le minimum de

Ia;b =

1Z
0

�
x2 � ax� b

�2
dx

et dire pour qulles valeurs de a et b ce minimum est atteint.

5) H est un espace de Hilbert ? justi�er.

Exercice 2 ( 6 points )

Soit f la fonction 2��périodique dé�nie par

f(x) =

8>>><>>>:
� � x si 0 < x � �;

0 si x = 0;

�� � x si � � � x < 0:

1) Montrer que f est impaire sur [��; �] :

2) Tracer le graphe de f .

3) Donner la série de Fourier de f:

4) En déduire la somme de la série numérique
+1X
n=0

(�1)n

2n+ 1
:
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Rattrapage - Introduction à l�analyse hilbertienne -

Le 25 /05/2019

Exercice 1 ( 5 points )

1) Montrer que hP;Qi =
4X
i=1

P (i)Q (i) dé�nit un produit scalaire sur R2 [x] :

2) Trouver une base orthonormale de R2 [x] pour ce produit scalaire.

Exercice 2 ( 3 points )

Soit Rn = f(x1; x2; � � �xn) : xi 2 Rg l�espace vectoriel de dimension n; mun

de la norme

kxk1 =
nX
i=1

jxij : Montrer que cette norme n�est pas issue dans un produit scalaire.

Exercice 2 ( 6 points )

On considère l�espace préhilbértien H = C ([�1; 1] ;R) muni du produit scalaire

h; i dé�ni par :

hf; gi =
1Z

�1

f (x) g(x)dx:

On pose F = R1 [X] et f (x) = x3:

1) Justi�er l�existence de la projection orthogonale de f sur F:

2) Déterminer PF (f), puis la distance d (f ;F ) de f à F:

3) Calculer le minimum de Ia;b =
1R
�1
(x3 � ax� b)2 dx et dire pour qulles valeurs

de a et b ce minimum est atteint.

Exercice 3 ( 6 points )

Soit f la fonction 2��périodique dé�nie par

f(x) =

8>>><>>>:
x si 0 � x < �;
�

2
si x = ��;

0 si � � < x � 0:

1) Montrer que f (�) =
�

2
:

2) Tracer avec précision le graphe de f .

3) Donner S (x) la série de Fourier de f:
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Examen- Introduction à l�analyse hilbertienne -

Exercice 1 : (5 points)

On considère l�espace hilbértien H = L2 ([0; 2�]) muni du produit scalaire h; i

dé�ni par :

hh; li =
2�Z
0

h (x) l(x)dx:

Soit l�application linéaire A dé�nie par : 8f 2 H; Af (t) =
2�Z
0

f (x) cos (x� t) dx:

1) Montrer que Af 2 H:

2) Montrer que 8f; g 2 H; on a hAf; gi = hf; Agi :

� � � � � � � � � � ��

Exercice 2 : (3 + 6 points)

1) Soit H un espace de Hilbert et soit F un sous-ensemble de H tel que F? = f0g :

Démontrer que F est dense dans H:

2) Soit E un sous-espace vectoriel de l�espace de Hilbert `2 dé�ni par

E =
�
x = (xn)n�1 2 `2; il existe mx 2 N� tel que 8n � mx; xn = 0

	
:

a) Véri�er que les éléments de la base hilbertienne canonique de `2 appartiennent

à E:

b) Montrer que E? = f0g :

c) Montrer que la décomposition `2 = E � E? est fausse. Justi�er.

� � � � � � � � � � ��

Exercice 3 : (6 points)

Démontrer qu�il existe deux réels a et b tels que l�intégrale

Z �

0

jcosx� ax� bj2 dx
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soit munimal. ( Indication : utililser la projection orthogonal).
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Synthèse des travaux pédagogiques, administratifs et 

scientifiques 

Ce rapport comprend deux parties: premièrement, nous proposons des activités 

pédagogiques et administratives, tandis que la deuxième partie résume les activités 

scientifiques. 

1- Activités pédagogiques et administratives 

Tout d'abord, j'ai commencé ma carrière en tant que professeur d’enseignement 

secondaire à partir de 1996  jusqu'à 2012. 

Entre 2010 et 2011, j’ai enseigné à l’université Djilali Bounaama, Khemis Miliana en 

tant que enseignant vacataire, où j’ai assuré les TD de deux matières (Algèbre 1 et 2 

et Analyse 1 et 2). 

Après avoir été nommé en décembre 2012 comme maître-assistant (B) au sein de la 

faculté des sciences et de la technologie de à l’université Djilali Bounaama, Khemis 

Miliana, j'ai enseigné les matières suivantes : 

1) Algèbre 1 et 2 

2) Algèbre 3 et 4  

3) Analyse Complexe 

4) Introduction à l’analyse hilbertienne 

5) Fonctions Holomorphes et Méromorphes 

6) Introduction à la théorie des opérateurs. 

1.1-  Encadrement des mémoires de fin d’étude Licence et  Master 

 J'ai encadré plusieurs étudiants en licence de mathématiques dans des mémoires de 

fin d’étude jusqu'en 2015.  En outre, les étudiants de master en mathématiques 

suivants : 

1) Chérifa Laraba 



Thème : Sur les fonctions arithmétiques, Mémoire Master en Mathématiques, 

Spécialité: Mathématiques Appliquées et Traitement du Signal,  soutenu en 2015. 

Université Khemis Miliana. 

2) Khadidja Hibatallah Kouache 

Thème: Quelques outils d’analyse réelle et complexe en théorie analytique des 

nombres, Mémoire Master en Mathématiques, Spécialité: Analyse Mathématiques et 

Applications,  soutenu en 2016. Université Khemis Miliana. 

3) Yaqot Baha 

Thème: Sur les séries de Dirichlet, Mémoire Master en Mathématiques, Spécialité: 

Analyse Mathématiques et Applications,  soutenu en 2016. Université Khemis 

Miliana. 

4) Amel Hamadou 

Thème: La transformée de Mellin et quelques applications, Mémoire Master en 

Mathématiques, Spécialité: Analyse Mathématiques et Applications,  soutenu en 

2017. Université Khemis Miliana. 

5) Fatima Zahra Achour 

Thème: Résultats asymptotiques pour les sommes courtes d’une classe de fonctions 

arithmétiques, Mémoire Master en Mathématiques, Spécialité: Analyse 

Mathématiques et Applications,  soutenu en 2018. Université Khemis Miliana. 

6) Fadhila Bekhouche  

Thème: Sur La Fonction Nombre de facteurs premiers d’un entier n, Mémoire Master 

en Mathématiques, Spécialité: Analyse Mathématiques et Applications,  soutenu en 

2019. Université Khemis Miliana. 

1.2- Polycopié 

J’ai réalisé un polycopié de cours adressé aux étudiants de troisième année 

mathématiques LMD. Ce cours basé sur le contenu de nouveau programme de la 

matière "espaces vectoriels normés"  il comporte trois chapitres, le premier est 

l'espaces de Banach, le deuxième chapitre contient " l'espace de Hilbert" et en 

termine par quelques exercices certains sont résolus dans le dernier chapitre. 



M.KARRAS. Cours: Espaces Vectoriels normés. Destiné aux étudiants de troisième 

année en mathématiques, 2019/2020. 

1.3-  Responsabilités administratives et scientifiques 

1) Membre du conseil scientifique de la faculté ST. 

2) Membre du conseil scientifique de département MI. 

3) Responsable de l’équipe de la spécialité Mathématiques (Licence). 

4) Membre du projet CNEPRU N° B00L02UN44012014000: Détermination du spectre 

d’énergie relatif aux états « l » ; pour des familles de potentiels de forme 

exponentielle via les intégrales de chemin de Feynman, (2013- 2017). 

5) Membre d’une équipe de recherche de laboratoire FIMA, Université Khemis 

Miliana. 

2- Activités scientifiques  

a) Avant le Doctorat 

J'ai commencé la recherche en poste-graduation alors que je préparais un mémoire 

de magister sous la direction du professeur Abdallah Derbal à l'Ecole Normale 

Supérieure, Vieux Kouba, Alger.    

Dans ce mémoire j’ai présenté une démonstration détaillée d'abord du théorème de 

Wigert, ensuite de celui de J. L. Nicolas et G. Robin. 

 La démonstration du dernier théorème est basée sur la connaissance et le calcul 

effectif des nombres hautement composés supérieurs (h.c.s.) de S. Ramanujan. 
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Budapest., Sect. Comp. 35 (2011) 205-216. 
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6: J.L. Nicolas, Répartition des nombres largement composés. Séminaire Delange-

Pisot-Poitou. Théorie des nombres, tome 12, n °2 (1977-1978). 

 7: N. Minculete, L. Toth, exponential unitary divisors, Annales Univ. Sci. Budapest., 

Sect. Comp. 35(2011)205-216. 

 8: P. Dussart, Sharper bounds for ψ, θ, π, p_{n} Rapport de recherche 1998-2006, 

Université de Limoges. 

 9: P. Erdös et J. L. Nicolas, répartition des nombres super abondants. 

Bull.Soc.math.France, 103, 1975, p.65-90. 

 10:  S. Ramanujan, Highly composite numbers, P. Lond. Math. Soc. Ser. 214(1915) 

347-400; S. Ramanujan, Collected Papers, Chelsea, 1962, pp. 78-128. 

 11: T. M. Apostol, Introduction to Analytic Number Theory, Springer-Verlag Berlin, 

1976. 

 11: W.J. Ellison & M. M. France, Les nombres premiers, Hermann, Paris (1975). 

b) Durant le Doctorat 

L'étape de préparation au doctorat était centrée sur les fonctions arithmétiques et 

leurs valeurs moyennes, ce sujet de recherche appartient à la théorie analytique des 

nombres où cette dernière est considérée comme un axe de recherche très 

important en algèbre et théorie des nombres. 

Dans ma thèse, nous nous sommes intéressés à certaines méthodes élémentaires et 

analytiques utilisées dans ces études. Avec ces méthodes, nous avons obtenu des 

résultats pour la fonction D(n)= ((d(n))/(d^{∗}(n))) (n∈N^{∗}) où d(n) et d^{∗}(n) 

désignant respectivement le nombre de diviseurs et le nombre de diviseurs unitaires 

du nombre n. Ces résultats ont donné lieu à un article scientifique intitulé : 

Valeurs moyennes d'une fonction liée aux diviseurs d'un nombre entier. (Réf 9)  
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 20: D. P. PARENT, Exercices de théorie des nombres, Gauthier-Villars, Paris, 1978. 

 21:  M. RAM MURTY, Problems in Analytic Number Theory, Second Edition, 

September 2007. 
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 25:  F. SMARANDACHE. Only Problems,  Not solutions. Chicago: Xiquan Publishing 

House, 1993. 
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c) Après le Doctorat 

Les recherches après le doctorat, resté dans le même contexte , où j'ai travaillé sur 

une fonction arithmétique multiplicative plus général que la fonction D(n) qui été 

définie dans l'article (9),  c’est la fonction  D_{k}(n)=((d_{k}(n))/(d_{k}^{∗}(n))), tel que 

d_{k}(n) est la fonction de diviseurs de Piltz et d_{k}^{∗} est sa fonction unitaire . On 

collaboration du professeur Abdallah Derbal, nous avons obtenu un résultat 

asymptotique de la fonction sommatoire de D_{k}(n), elle été publié en 2018 sous le 

titre « Mean value of an arithmetic function associated with the Piltz divisor 

function » 

J'ai également démontré un résultat important concerne la fonction multiplicative 
D_{k,ω}(n)=((d(n))/(k^{ω(n)})) tel que ω(n) est le nombre de diviseurs premiers 
distincts de l’entier n,  ce résultat a fait l’objet d’un article accepté dans la revue 
« Communications in Mathematics» en Janvier 2020. 
 
D’autre part, un travail sur une fonction additive liée avec la fonction partie entière 

m'a amené à prouver une formule asymptotique été soumis dans la revue 

 « Notes on Number Theory and Discrete Mathematics» sous le titre: On a sum of an 

additive function related to the integer part function. 

Enfin, on a  appliqué un résultat important de I. Kiuchi à une fonction arithmétique, 
ce qui a donné des résultats importants, où ce travail est résumé dans un article 
accepté dans la revue scientifique «  Contributions to Mathematics »  sous le titre -An 
asymptotic formula of a sum function involving gcd and characteristic function of the 
set of r -free numbers. 
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Résumé

En théorie analytique des nombres, les fonctions arithmétiques est un thème central .
Une fonction arithmétique est une application de N� dans C. On peut la considérer comme
une suite complexe dé�nie sur N�. Une catégorie particulière de ces fonctions est intensément
étudiée. Il s�agit des fonctions arithmétiques multiplicatives. Une fonction arithmétique est
dite multiplicative si l�on a f (1) = f (1) et f(nm) = f(n)f(m) dès que n et m sont premiers
entre eux dans N�. D�abord les recherches furent axées sur les ordres maximaux de certaines
fonctions arithmétiques.
Ce type de fonctions possèdent un comportement irrégulier. A titre d�exemple la fonction
d(n); nombre de diviseurs de l�entier naturel n, vaut 2 sur tous les nombres premiers et prend
de grandes valeurs sur une in�nité de nombres composés.
La fonction arithmétique multiplicative D (n) dé�nie par

D (n) =
d(n)

d�(n)
;
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où d�(n) est le nombre de diviseurs unitaires n, est une fonction irrégulière. En e¤et, elle
vaut 1 sur tous les nombres premiers, en particulier, la suite de ses valeurs sur les entiers
entre 1 et 20 est

1; 1; 1;
3

2
; 1; 1; 1; 2;

3

2
; 1; 1;

3

2
; 1; 1; 1;

5

2
; 1;
3

2
; 1;
3

2
:

Une régularité apparait lorsque l�on considère la quantité

1

x

X
n�x

D (n) ;

pour x assez grand. Dans cette direction, on a établi le résultat suivantX
n�x

D (n) = Ax+R (x) ; (1)

tels que

A = 1:4276565 � � � et jR (x)j �3
2
�

�
3

2

�
x
1
2 +

5

4
�

�
2

3

�
x
1
3 +O

�
x
1
5

�
;

où �(s) désigne la fonction zêta de Riemann.
Dans cette thèse, nous étudions quelques méthodes analytiques et élémentaires utilisées dans
l�étude des valeurs moyennes des fonctions arithmétiques multiplicatives, elle s�organise en
cinq chapitres.

Le premier chapitre contient les principales dé�nitions et notations nécessaires et encore
quelques théorèmes fondamentaux sur les fonctions arithmétiques multiplicatives.

Dans le deuxième chapitre, on a présenté également les séries de Dirichlet, les dé�nitions et
quelques théorèmes comme la formule du produit eulérien, formule de Perron, et théorème
de Ikehara.

Le chapitre trois est consacré pour calculer la valeur moyenne de la fonction multiplicative
D (n). Selon les étapes de la recherche, on a démontré trois résultats classés en termes
d�importance. On a appliqué le théorème de Selberg-Deleng pour prouver le premier résultat
suivant X

n�x
D(n) = Ax+O

�
xe�C

p
lnx
�
;

avec A = 1:4276565 � � � : Ainsi, on a utilisé, une formule de Perron qui amélliore un peux le
résultat précédent et on a établi le deuxième résultat suivantX

n�x
D(n) = Ax+O (x exp (�b (lnx)c)) ;

avec A = 1:4276565 � � � et b = b (c) > 0 une constante et c 2 ]0; 1[. La dernière étape, on
a démontré le résultat (1) de l�article [2]. La démonstration est basé sur les théorèmes et
lemmes et tsuivants

2



Theorem 1 ([22, Th 5.1]) On a

D (a; b; x) = H (a; b; x) + � (a; b; x) ;

avec le terme principal

H (a; b; x) =

�
�
�
b
a

�
x
1
a + �

�
a
b

�
x
1
b pour 1 � a < b;

x (lnx+ 2
 � 1) pour a = b = 1;

et le reste

�(a; b; x) = �
X

na+b�x

�
 

�� x
nb

� 1
a

�
+  

�� x
na

� 1
b

��
+O (1) ;

tels que � désigne la fonction zêta de Riemann et 
 la constante d�Euler.

Theorem 2 ([22, Th 5.2]) Avec les mêmes notations du théorème (3:4), on a

�(a; b; x)� x
1

a+b :

Proposition 3 Un entier n est quadratiquement saturé si est seulement si n s�écrit de
manière unique sous la forme n = a2b3 avec a; b des entiers strictement positifs et b sans
facteurs carrés.

Lemma 4 La série génératrice de la fonction arithmétique D(n) est donnée par:

F(s) =
X
n�1

D(n)

ns
= � (s)G(s) où G(s) = � (2s)

Y
p

�
1� 1

2p2s
+

1

2p3s

� �
<(s) > 1

2

�
: (2)

Lemma 5 La fonction multiplicative g(n) dé�nie par

+1X
n=0

g (n)

ns
= G (s) =

Y
p

�
1 +

1

2p2s
+

1

2p3s
+

1

2p4s
+ :::

�
;<(s) > 1

2

est strictement positive si et seulement si n est quadratiquement saturé.

Lemma 6 Pour tout x � 1 on aX
n2m3�x

1 = �

�
3

2

�
x
1
2 + �

�
2

3

�
x
1
3 +O

�
x
1
5

�
:

Le chapitre quatre est consacré à l�étude de la fonctionD (n) sur un sous-ensemble des entiers
positifs Sk(n), véri�ent la propriété suivante: pour tout entier k �xé et n � 1

Sk(n) = min
�
m 2 N�; n j mk

	
:
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Dans le dernier chapitre on introduit la fonction Dk(n) dé�nie par

Dk(n) =
dk (n)

d�k (n)

pour un entier �xe k � 2, telle que dk (n) est la fonction de diviseur de Piltz et d�k est la fonc-
tion unitaire analogue de la fonction dk: En fait, cette fonction ce n�est qu�une généralisation
de la fonction D (n) : Le résultat principal de ce chapitre est le suivantX

n�x
Dk(n) = Akx+Ok

�
x1=2 (lnx)k�2

�
; (3)

avec

Ak =
Y
p

�
1� 1

p

� 
1� 1

k
+
1

k

�
1� 1

p

��k!
:

Quelques valeurs de Ak:

k 2 3 4 5 6
Ak 1; 427656 2; 22416 3; 8004 7; 10848 14; 4491 :

La démonstration de ces résultats est basé sur les lemmes suivants

Lemma 7 L�inégalité suivante existe

Dk (nm) � Dk (n)Dk (m) k
!(min(n;m)); (4)

pour tout entier n;m � 1:

Lemma 8 Pour tout entier k � 2, et pour tout réel x satisfaisant jxj < 1, on a

x (k � 1)
1X
�=0

x�

�+ 1

�
k + �� 1

�

�
= (1� x)1�k � 1: (5)

Lemma 9 Pour tout entier k � 2; on a

Dk � � =
k � 1
k

(s2 �Dk�1) := gk (6)

et
1X
n=1

gk (n)

n
=
Y
p

�
1� 1

p

� 
1� 1

k
+
1

k

�
1� 1

p

��k!
;

où s2 est la fonction caractéristique des entiers quadratiquement saturé ( 2�plein ).
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[16] A.IviĆ, The Riemann-Zeta Function. Theory and Applications, Dover, 2003.

[17] A.J. Hildebrand, introduction to Analytic Number Theory, math 531 Lecture Notes,
Fall 2005:

[18] J. L. Nicolas, G. Robin, Majorations explicites pour le nombre de diviseurs de N,
Can. Math. Bull. 26 (1983) 485� 492:

[19] Anatoly A. Karatsuba, Complex analysis in number theory, CRS Press.

5



[20] O. Bordellès, Multiplicative function over short segments, Actia Arithmetica-january
2013.

[21] O. Bordellès, On short sums of certain multiplicative functions, Journal of Inequal-
ities in Pure and Applied Mathematics� January 2002:

[22] E. Krätzel, Lattice points, Kluwer Academic Publishers, 1988:

[23] K. Ford, Vinogradov�s integral and bounds for the Riemann zeta Function, Proceedings
of the London Mathematical Society, 2002, vol. 85, p. 565� 633.

[24] F. Smarandache. Only Problems, Not solutions. Chicago: Xiquan Publishing House, 1993.

[25] V. SITARAMAIAH & M. V. SUBBARAO, Unitary divisor problems for arithmetic
progressions, Annales Univ. Sci.Budapest 32 (2010), 73� 89.

[26] J. SÁNDOR, On the arithmetical functions dk(n) and d�k(n), Portugaliæ Math. 53
(1996), 107� 115.

[27] J. SÁNDOR, On the arithmetical functions dk(n), L�analyse Numér. Th. Approx., 18
(1989), 89� 94.

[28] M. B. NATHANSON, Elementary Methods in Number Theory, Springer-Verlag New
York, 195 (2000) :

[29] S. Wigert, Sur l�ordre de grandeur du nombre de diviseurs d�un entier, Arkiv för
Matematik, vol. 3, no. 18, (1907) pp. 1� 9.

[30] S. Ramanujan, Highly composite numbers, Proc. London Math. Soc. serie 2, 14,
(1915), pp. 347� 409.

6


