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Notations

� : alphabet �ni.
�� : monoïde libre.
jwj : la langueur du mot w.
jwja : le nombre d�occurence de la lettre a dans le mot w.
� : relation de congruence.
�E : congruence syntaxique.
M= � : monoïde quotient.
L : langage sur alphabet �.
L� : l�étoile de kleene de L.
Rat(��) : la famille des langages rationelles.
S = (Q;�; �) : semi automate.
A = (Q; I; F;�; �) : un automate.
AFD : automate �ni déterministe.
L(A) : le langage reconnu par un automate A.
Re c(A) : l�ensemble des langages reconnaissables sur A.
AL : l�automate minimale d�un langage L.
M(L) : monoïde syntaxique.
�(A) : monoïde de transitions.
MN : l�esemble de touts les applications de N dans M .
M o� N : produit en couronne des monoïdes par rapport à �.
SWS 0 : produit en couronne des semi automates.



Introduction

La théorie des automates qui s�est développée ces quatre-vingt dix dernières années, a

eu une in�uence considérable, non seulement sur les systèmes informatique, mais aussi

sur la biologie, la biochimie, etc. La richesse et la diversité des idées est surprenante,

surtout si l�on accepte de considérer le sujet au sens large avec des liens allât de la

linguistique à l�algèbre, en passant par l�électronique et l�informatique.

Dans ce mémoire, nous allons étudier les monoïdes, semi-automates et la décom-

position d�un automate �ni. Plus précisément : monoïde syntaxique, monoïde de

transitions, produit direct, semi direct des monoïdes, et produit de semi-automates.

Ce travail est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre, consiste à un rappel des notions élémentaires sur les monoïdes

et les semi-automates.

Dans le second chapitre, nous allons étudier le monoïde syntaxique et monoïde de

transitions ainsi que certaines propriétés, aussi on présente la relation entre les deux.

Dans le troisième chapitre, on fait une étude sur les types des produits des mo-

noïdes et leurs applications en semi-automates.
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Chapitre 1

Notions élémentaires sur les

monoïdes, semi-automates.

Ce premier chapiter contient les dé�nitions et les propriétés des outils que nous

utiliserons par la suite : monoïdes, langages et semi-automates.

1.1 Généralités sur les monoïdes

Dé�nition 1.1

Un monoïde est un ensemble muni d�une loi intérne, i.e, d�une application

� :M �M !M , qui satisfait aux conditions suivantes :

� L�opération " � " est associative :

8x; y; z 2M;x � (y � z) = (x � y) � z ;

� Il existe un élément neutre (unique) 1M 2M tel que :

8x 2M;x � 1M = 1M � x = x.

Un monoïde M est dit simpli�able à gauche, ou encore régulier à gauche, (res-

pectivement à droite) si :8(x; y; z) 2 M3; x � y = x � z =) y = z (respectivement

y � x = z � x) =) y = z).

Exemple 1.1

1) (N;+; 0); (R;�; 1) et (N[f+1g;min;+1) sont des monoïdes, où+ et� dénotent
respectivement l�addition et la multiplication usuelles.
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2) L�ensemble des parties d�un ensemble E, muni de l�union d�ensembles (P (E);[)
est un monoïde dont l�ensemble vide ; est l�élément neutre. Le même ensemble
muni de l�intersection d�ensembles (P (E);\) est un monoïde, dont l�ensemble
E est l�élément neutre.

3) L�ensemble des application d�un ensemble Q vers lui même QQ = ff : Q !
Qg muni de la composition des applications (QQ; �) est un monoïde d�élément
neutre l�application identité idQ.

Proprietés d�un monoïde

1. Un élément m0 2M est dit le symétrique de l�élément m 2M si m �m0 = 1M .

2. Un monoïde est dit commutatif si ses éléments sont permutables, c�est à dire

si : 8(x; y) 2M2; x � y = y � x.

Remarque 1.1

Un monoïde (M; �; 1M) qui est tel que tout élément de M possède un symétrique

est un groupe.

Dé�nition 1.2

Soit un monoïde (M; �; 1M). Un sous monoïde est un triplet (M 0; �; 1M 0) tels que :

1. M 0 �M ;

2. 1M = 1M 0 ;

3. 8x; y 2M 0; x � y 2M 0.

Proposition 1.1

Tout intersection de sous monoïde est un sous monoïde.

Exemple 1.2

1. L�ensemble 2Z des entiers paires est un sous monoïde de (Z;+).

2. Pour tout monoïde (M; �; 1M); les parties f1Mg et M sont des sous monoïdes

dit "triviaux".
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Dé�nition 1.3

Soit � un alphabet �ni, les éléments de � sont appelés lettres ou symboles. Un

mot sur � est une suite �nie des lettres. La longueur d�un mot w est le nombre de

lettres constituant ce mot, qu�on note jwj.
L�unique mot de longueur 0 est le mot correspondant à la suite vide, ce mot s�appelle

le mot vide on le note ". On note par �� le monoïde libre engendré par �, d�élément

neutre le mot vide ", muni de l�opération concaténation des mots.

Exemple 1.3

Pour � = fa; bg;�� = f"; a; b; aa; ab; ba:::::g.

w = ab et w2 = abab sont des mots sur � = fa; bg.

Si w = ab, alors jwja = jwjb = 1.

Dé�nition 1.4

La concaténation de deux mots u = u1:::um et v = v1:::vn est le mot noté u � v
ou uv et égal à u1:::umv1:::vn obtenu par simple juxtaposition. C�est une opération

associative dont le mot vide " est l�élément neutre . C�est pour cette raison que le

mot vide est parfois noté 1.

Exemple 1.4

Si u = abaa et v = bab, on a uv = abaabab et vu = bababaa. La concaténation

n�est pas commutative.

Proprietés

Soit � un alphabet quelconque. Le monoïde �� possède les deux propriétés sui-

vantes :

1. Tout élément de �� est une suite d�éléments de �.

2. Deux suites distinctes d�éléments de � dé�nissent deux éléments distincts de ��.

Proposition 1.2

Soit � un alphabet.

1. L�ensemble �� est in�ni.

2. L�ensemble �� est dénombrable.
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Preuve.

1: L�ensemble �� est in�ni, en e¤et on a �� =
+1S
n=0
�n = �0 [ �:::�n [ :::

2: On montre que �� est dénombrable.

� Comme � est �ni, on peut donc numéroter ses éléments, par example, si � =
f�; �; 
g, alors n(�) = 1; n(�) = 2; n(
) = 3.
� Ensuite, soit u un mot de ��, on considère les longueurs juj premiers nombres

premiers, par example si juj = 5, on a les 5 premiers nombres sont p(1) = 2; p(2) =
3; p(3) = 5; p(4) = 7; p(5) = 11.

� On forme le nombre f(u) =
i=jujQ
i=1

p(i)n(u(i)), où u(i) désigne la ième lettre de u.

Par exemple si u = ��
��; alors

f(u) =

i=jujQ
i=1

p(i)n(u(i)) =

i=5Q
i=1
p(i)n(u(i)) = 21 � 33 � 52 � 71 � 111.

� Donc on peut dé�nir une application f : �� �! N

u 7�! f(u) =

i=jujQ
i=1

p(i)n(u(i))

Par l�unicité de la décomposition d�un entier en facteurs premiers, l�application f

est injective. En�n, comme f est injective et l�ensemble N est dénombrable, alors ��

est dénombrable.

Dé�nition 1.5

Si (M; �) et (N;�) sont deux monoïdes, avec neutres 1M et 1N , respectivement,

alors la fonction f :M ! N est un morphisme de monoïdes de (M; �) vers (N;�) si :

i) f(x � y) = f(x)�f(y) pour tout x; y 2M ;

ii) f(1M) = 1N .

Remarque 1.2

Un isomorphisme de monoïdes est simplement un morphisme de monoïde bijective.

Exemple 1.5

� L�application longueur j�j : �� ! N est un morphisme de monoïdes entre (��; �; ")
et (N;+; 0). En e¤et, 8u; v 2 ��; ju � vj = juj+ jvj et j"j = 0.
� Considérons l�alphabet � = fa; b; cg et le morphisme ' : �� ! �� dé�ni par

'(a) = abc; '(b) = ac; '(c) = b. En e¤et, pour dé�nir un tel morphisme, on remar-

quera qu�il su¢ t de se donner l�image des lettres. On a, par exemple,
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'(abbc) = '(a)'(b)'(b)'(c) = abcacacb.

Proposition 1.3

Toute fonction � : � �! M de � dans un monoïde M se prolonge de façon unique

en un morphisme de �� dans M:

Preuve. L�existence : Posonse�(") = 1M et e�(�1:::�n) = �(�1):::�(�n); n 2 N; �i 2 �; 1 � i � n.

Il est facile de voir que e� est bien homomorphisme.
L�unicité : Si e� et e� sont deux homomorphisme de ��dans M tels que :

8� 2 �; e�(�) = e�(�); alors e�(") = e�(") = 1M et pour tout mot w = �1:::�n 2 ��; on
a e�(w) = e�(�1:::�n) = �(�1):::�(�n) = e�(�1:::�n) = e�(w).
Dé�nition 1.6

Soit M un monoïde où l�opération interne est implicite. On rappelle qu�une rela-

tion d�équivalence � sur M est une relation de congruence si :

(8u1; u2; v1; v2 2M)(u1 � v1 ^ u2 � v2 =) u1u2 � v1v2).

Pour un sous-ensemble E de M , on dé�nit la relation de congrunce syntaxique de

E sur M , notée �E, par :
x �E y () (8u; v 2M)[uxv 2 E , uyv 2 E].

Exemple 1.6

Le monoïde syntaxique de Lpaire consiste en classe des mots de taille paire, et la

classe des mots de taille impaire, la premiére classe étant l�identité du monoïde.

Lpaire : Le langage des mots de longueur paire sur fa; bg.

Dé�nition 1.7

La classe de congruence contenant l�élément m 2M est l�ensemble

[m] = fx 2M : x � mg.
Si � est une relation de congruence sur le monoïde (M; �), l�ensemble de quotient

M= � = f[m] : m 2Mg est un monoïde appelé le monoïde quotient de M sur �.
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Exemple 1.7

Soit le monoïde (N;+) et soit la relation � dé�nie par x � y si, et seulement si, x

et y ont même partié. La relation � est une congruence. Le quotient de N par cette
relation donne un monoïde comprenant deux éléments, notés 0 et 1 correspondant

respectivement aux entiers pairs et impairs.

Dé�nition 1.8

Soit � une congruence sur un monoïde M .
Une partie X de M est dit saturée par � si 8x 2 X : x � X.

Dé�nition 1.9

Soit (M; �; 1M) un monoïde. Pour tout couple (x; y) d�éléments de M , le quotient
à gauche de x par y noté y�1x est l�ensemble fz 2 M : y � z = xg. Le quotient à
gauche d�un sous ensemble deM par y est l�union des quotients des éléments du sous

ensemble par y, i.e, si X �M , alors y�1X =
S
x2X y

�1x.

1.2 Langages

Dé�nition 1.10

Soit � un alphabet. On appelle langage formel tout sous-ensemble L � ��.

Remarque 1.3

�� est le plus grand langage sur � au sens de l�inclusion.

Exemple 1.8

1. L0 = f"g est le langage contenant le seul mot ".

2. L = ; est le langage vide.

3. Considérons l�alphabet � = fa; b; cg: L�ensemble L = f"; a; aa; bbc; ccca; abababg
est un langage �ni.

4. L�ensemble L2a des mots sur � comprenant un nombre pair de a est aussi un lan-

gage (in�ni), L2a = f"; b; c; aa; bb; cb; cb; cc; aab; aac; aba; aca; :::; abaacaaa; :::g.
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Dé�nition 1.11

Soient L1 � �� et L2 � ��. On appelle concaténé des deux langages le langage :
L1 � L2 = fx:y; x 2 L1 ^ y 2 L2g.

Dé�nition 1.12

Pour tout L � ��, L+ dénote le langage :
L+ = L [ L2 [ ::: [ Ln [ :::
De plus, on dé�nit l�étoile (dite de Kleene) de L par :

L� =
S
n�0L

n = L+ [ f"g:

Exemple 1.9

Avec � = fa; bg, posons L1 = fa; bg et L2 = fabg, on a alors L1L2 = faab; babg
et L�2 = f�; ab; abab; :::g.

Proposition 1.4

Soient L1 � �� et L2 � ��; et leur concaténé L1 � L2.

� L1 � L2 � ��:

� L� � �� pour tout monoïde L� = hL; �i.

� L1 � (L2 [ L3) = L1 � L2 [ L1 � L3 et (L2 [ L3) � L1 = L2 � L1 [ L3 � L1 (distributivité
de la concaténation par rapport à l�union).

� Ln = fw1w2:::wi; i 2 f1; 2:::ng; wi 2 Lg la puissance n-iéme de langage L; n > 0.

Dé�nition 1.13

Soit � un alphabet. La famille des langages rationnels, notée Rat(��) est la plus

petite famille de langages de �� véri�ant les conditions suivantes :

1. ; 2 Rat(��);

2. 8� 2 �; f�g 2 Rat(��);

3. Rat(��) est fermée (stable) par union et produits �nis, c�est à dire :

8L1; L2 2 Rat(��); L1 [ L2 et L1L2 sont aussi dans Rat(��);

4. 8L 2 Rat(��); L� 2 Rat(��); (fermeture par étoile).

Les trois opération union, produit et étoile, qui interviennent dans la dé�nition,

sont quali�ées d�opérations rationnelles.
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Remarque 1.4

La réunion de deux langages est trés souvent notée additivement : on écrit L+K

pour L [K.

Exemple 1.10

1 f"g est un langage rationnel, car on a f"g = ;�.

2 � est rationnel : � =
S
�2�f�g.

3 �� est rationnel.

4 Si w 2 ��, fwg est rationnel. Si w = �1:::�n, on a fwg = f�1g:::f�ng.

5 Tout langage �ni est rationnel. En e¤et, si L est �ni, on a L =
S
w2Lfwg.

Proposition 1.5

Le produit de deux langages rationnels est un langage rationel.

Dé�nition 1.14

Soit � un alphabet �ni, h : �� �! M un morphisme de monoïdes et L � �� un
langage. On dit que h reconnaîte L s�il existe une partie P deM telle que L = h�1 (P ).

Par extension, on dit également dans ce cas M reconnaîte par L.

Dé�nition 1.15

Un langage est dit reconnaissable s�il est reconnu par un monoïde �ni.

1.3 Les semi -automates

Dé�nition 1.16

Un semi automate est un triplet S = (Q;�; �), où � et Q sont des ensembles �nis

et � est une fonction de Q�� vers Q. Un semi automate S = (Q;�; �) est dit complet
si � est une application.

Dé�nition 1.17

Un semi-automate est souvent décrit au moyen d�une table (également appelée

table d�états suivante ou table de transition).
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Encore une autre représentation des semi automates est extrêmement utile. Il

utilise un graphe orienté. Les sommets du graphique représentent les étates de S et

sont représentés par des cercles, et pour tout
�
qi
qj

�
2 ��i, une �èche étiquetée �i mène

de qi à qj, qi
�i
�!qj.

Exemple 1.11

1. Soit S = (Q;�; �) un semi-automate avec Q = fp; q; rg; � = fa; b; cg et � est
dé�nie comme suit :

� a b c

p q q r

q p p �

r q r �

2. Q = f1; 2; 3g;� = fa; bg

1:a = 2 2:a = 3 3:a = 3:

1:b = 1 2:b = 1 3:b = 3:

FIGURE V:1 Réprésentation d�un semi automate.

Remarque 1.5

La fonction de transition peut être étendue naturellement aux secondes de sym-

boles d�entrée, en laissant

�(q; w�) = �(�(q; w); �) et �(q; ") = q, pour tout w 2 ��; � 2 � et q 2 Q:

Dé�nition 1.18

S semi automate S 0 = (Q
0
;�

0
; �0) est un sous semi automate de la semi automate

S = (Q;�; �) si : Q0 � Q;�0 � �; et �0i � �i pour tout �i 2 �0.
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Dé�nition 1.19

Soit S = (Q;�; �) est un semi automate complet, pour tout � 2 �; on dé�nit
l�application �� : Q ! Q par ��(q) = �(q; �); et si w 2 �� avec w = �1:::�n; alors

�w(q) = (��n � :::��1)(q).
L�application h : (��; �) ! (QQ; �) dé�nie par h(w) = �w; est un morphisme de

monoïdes.

La relation < dé�nie sur �� par : w<w0 () h(w) = h(w0) est une congruence.

Le monoïde quotient (��=<;�) est dit le monoïde de semi automate S = (Q;�; �)
avec "� " est le produit de concaténation des classe.

Remarque 1.6

(QQ; �) est le monoïde de toutes les fonctions de Q vers Q muni de la composition
des applications, et d�élément de l�unité la fonction identité notée idQ.

Dé�nition 1.20

On appelle transition vide ou "-transition toute transition d�étiquette ". Cette

transition joue un rôle particulier. En e¤et, si l�on essaie de comprendre le fonction-

nement d�un automate, on peut associer à toute transition qi
�i
�!qj l�assertion suivante

� si l�on est en qi et que l�on lit un �i, on arrive en qj �. Une "-transition qi "
�!qj

est donc une transition qui permet de passer de l�état qi à l�état qj sans avoir besoin

de lire une lettre.

Dé�nition 1.21

Soit S = (Q;�; �) et S 0 = (Q0;�0; �0) deux semi-automates, un morphisme d�au-

tomates est une surjection � : Q �! Q0 tel que pour tout q 2 Q et � 2 �;
�(�(q; �)) = �0(�(q); �).

Dé�nition 1.22

Un automate est un 5-uplet A = (Q; I; F;�; �) où,

� Q est un ensemble dit l�ensemble des états.

� I est l�ensemble des états initiaux.

� F � Q est l�ensemble des états �nals.

� � est ensemble �ni dit l�alphabet d�entrée.

11



� � � Q� ��Q est l�ensemble des transitions.

Exemple 1.12

Soit A = (Q; I; F;�; �) un automate dé�ni par :

� = fa; bg; Q = f0; 1; 2g; I = f0g; F = f1; 2g; � = f(0; a; 1); (1; a; 1); (1; b; 2)g.

Remarque 1.7

Un automate A est dit �ni si l�ensemble des états Q est �ni.

Un automate �ni A = (Q; I; F;�; �) est un automate �ni déterministe et l�on note

AFD si � est une fonction et jIj = 1.

Proposition 1.6

Tout automate est équivalent à un automate déterministe.

Dé�nition 1.23

Soit A = (Q; I; F;�; �) un automate �ni déterministe la fonction � : Q�� �! Q

se prolonge en une fonction �� : Q� �� �! Q dé�nie par :

1. 8q 2 Q; ��(q; ") = q ;

2. 8q 2 Q; 8� 2 ��;8a 2 �; ��(q; a:�) = ��(�(q; a); �).

Exemple 1.13

Si l�on reprend l�automate dé�ni plus haut, on peut calculer l�image de (q0; abab)

par �� :

��(q0; abab) = ��(�(q0; a); bab) = ��(q1; bab) = ��(�(q1; b); ab)

= ��(q2; ab) = ��(�(q2; a); b) = ��(q3; b)

= ��(�(q3; b); ") = ��(q2; ") = q2.

Dé�nition 1.24

Le langage accepté (reconnu) par A : L(A) = fu 2 ��j�(i; u) 2 Fg.
Un langage L � �� est reconnaissable, s�il existe un automate �ni A tel que

L = L(A).
On note Rec(��) la famille des langages reconnaissables sur ��.
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Exemple 1.14

En prenant q0 = 1 et F = f3g, on voit que l�automate de l�example 1:11(2)
reconnaît le langage L = ��aa��.

Dé�nition 1.25

Soit L un langage reconnu par un automate �ni déterministe A = (Q; I; F;�; �).

Pour tout couple d�état (p; q) 2 Q2; on dé�nit l�ensemble :
Ep;q = f� 2 ��; ��(p; �) = qg
ainsi que l�ensemble Lp; dé�ni pour tout état p 2 Q :

Lp = f� 2 ��;9q 2 F; ��(p; �) = qg.

Notation 1.1

Lp décrit le langage reconnu par le sous-automate Ap = (Q;�; fpg; E; F ).

Remarque 1.8

Pour tout état p 2 Q, on note 
p;F = " si p 2 F et ; sinon, on a
Lp =

P
q2QEp;q:Lq + 
p;F :

Exemple 1.15

Le langage des mots de longueur paire sur fa; bg est rationnel.
Il s�exprime comme Lpair = ((fag [ fbg)2)�:
L�automate suivante reconnaît Lpair :

FIGURE V:2 Automate qui reconnaît L:

Dé�nition 1.26

On dé�nit l�automate minimalAL = (QL; q0;L; FL;�; �L) d�un langage L � ��comme
suit :

� QL = fw�1:Ljw 2 ��g;

� q0;L = "�1:L = L;
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� FL = fw�1:Ljw 2 Lg = fq 2 Qj" 2 qg;

� �L(q;�) = ��1:q;pour tous q 2 QL; � 2 �:

La fonction de transition de l�automate s�étend à QL � �� par �L(q; w) =
w�1:q;8q 2 QL; w 2 ��:

Exemple 1.16

Soit � = fa; bg; Q = f1; 2; 3; 4g: On a le langage L = (aa+ ab+ abb+ aab+ bb)�:

L�automate minimal du langage L est donné ci dessous

FIGURE V:3 Automate minimal du langage L:

Proposition 1.7

L�automate minimal d�un automate A est unique. De plus si l�automate A est

déterministe et complet, alors l�automate minimal s�obtient comme le quotient de

l�automate A par une relation d�équivalence consistant à identi�er des sommets entre

eux.

Proposition 1.8

L�automate minimal d�un langage L � �� accepte L.

Preuve.

En e¤et, soit w 2 ��;
w 2 L(AL)() �L(q0; w) 2 FL () w�1L 2 FL () w 2 L.
On a utilisé le fait que

�L(q0;L; w) = �L("
�1:L; w) = w�1:("�1:L) = ("w)�1:L.
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Chapitre 2

Etude sur le monoïde syntaxique

et le monoïde de transitions.

Ce chapitre contient la dé�nition de monoïde syntaxique et monoïde de transitions

ainsi que certaines propriétés, aussi on présente la relation entre les deux. L�étude de

ces monoïdes permet de déterminer certaines propriétés combinatoires du langage par

des caractéristiques algébriques du monoïde.

2.1 Monoïde syntaxique

Dé�nition 2.1

Soit � un alphabet. Pour toute partie L de ��, on appelle contexte de w 2 ��

l�ensemble C(w) = f(u; v) 2 (��)2 : uwv 2 Lg.
La relation �L dé�nie sur �� par :
w �L w0 , C(w) = C(w0), 8u; v 2 �� : (uwv 2 L() uw0v 2 L)
est appelée la congruence syntaxique de L.

Remarque 2.1

La relation �L est la plus petite congruence sur �� pour laquelle L soit l�union
de classe d�équivalences. Une relation d�équivalence � est une relation de congruence
à droite si :

(8u; v; w 2 ��)[u � v =) uw � vw].
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Remarque 2.2

Nous avons montré que �L est une congruence à gauche et à droite. Mais en tout
généralité, une congruence doit respecter la propriété suivants : si x �L x0 et y �L y0,
alors xy �L x0y0, c�est-à- dire qu�elle doit bien se comporter par rapport au produit
envisagé, à savoir ici, la concaténation. Et ceci est bien le cas pour tous �; � 2 ��, il
vient

�xy� 2 L() �x0y� 2 L() �x0y0� 2 L.

Proposition 2.1

Muni de l�opération " � ", le produit de classes, l�ensemble quotient M(L) = ��= �L
possède une structure de monoïde, appelé le monoïde syntaxique.

Preuve.

Le neutre est ["], i.e, pour tout x 2 ��, on a
[x] � ["] = ["] � [x] = [x].
De plus, l�opération " � " est associative, i.e, pour tous x; y; z 2 ��;
([x] � [y]) � [z] = [x] � ([y] � [z]).

Exemple 2.1

Soit L le langage formé par des mots sur fa; bg ne contenant pas deux bb consé-
cutifs. On remarque tout d�abord que xay 2 L, (x 2 L et y 2 L).
De là, on en tire que la classe de a pour la congruence syntaxique �L est de la

forme [a] = fawa : w 2 Lg [ fag. En particulier, " =2 [a].
Nous allons voir qu�on peut munir l�ensemble quotion ��= �L i.e, l�ensemble des

classes d�équivalence pour �L; d�une structure de monoïde.

Remarque 2.3

1. Il est évident que [x] � [y] = [xy].

2. On remarque qu�e¤ectivement, la concaténation de deux classes [x]:[y] est formé

de mots équivalents mais qu�en générale, il s�agit d�un sous-ensemble strict de

la classe d�équivalence [xy].

En considérant à nouveau le langage L formé des mots sur fa; bg ne contenant
pas deux bb consécutifs, on a
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[a] � [a] = [aa] = [a].

Cependant, le mot aba (ou même a) appartient bien à [a] mais ne peut pas se

factoriser sons la forme

aba = xy avec x; y 2 [a].

Ceci montre bien que [a]:[a]  [a].

Dé�nition 2.2

Il est facile de véri�er qu�il s�agit d�une relation d�équivalence sur �� et même

d�une congruence (à droite et à gauche), i.e, pour tout � 2 �;
u �L v ) (u� �L v� et �u �L �v).
On parle souvent de la congruence syntaxique �Let on dit que u et v sont syn-

taxiquement équivalents.

Proposition 2.2

� La congruence syntaxique de L est la plus grossière des congruences sur �� qui
sature L.

� Le monoïde syntaxique de L divise tout monoïde qui reconnaït L, pour tout mo-
noïde M qui reconnaît L, il existe un morphisme surjectif de M sur le monoïde

syntaxique de L.

Théorème 2.1

Soient L � �� un langage et w;w0 deux mots sur �. On a w �L w0 si, et seulement
si pour tout état q de l�automate minimal de L; �L(q; w) = �L(q; w

0).

Preuve.

Supposons qu�il existe dans l�automate minimal de L, un état tel que

�L(q; w) 6= �L(q; w
0):

Puisque l�automate minimal est réduit, il existe un mot z 2 �� tel que �L(�L(q; w); z)
soit �nal et �L(�L(q; w0); z) ne le soit pas (ou réciproquement, mais par souci de simpli-

�cation, nous supposons être dans un tel cas de �gure). De plus, l�automate minimale

est accessible. Cela sign�e qu�il existe un mot x 2 �� tel que �L(q0;L; x) = q: Schéma-

tiquement, nous avons la situation suivant reprise en �gureV:4 par
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FIGURE V:4 Situation dans l�automate minimal.

Par conséquent, xwz 2 L et xw0z =2 L: Ainsi, les deux mots w et w0 ne sont pas

syntaxiquement équivalents.

Passons à la réciproque. Si pour tout état q de AL; on a �L(q; w) = �L(q; w
0), alors

pour tout mot x 2 ��;
�L(q0;L; xw) = �L(q0;L; xw

0)

et dès lors, puisque l�automate minimal est déterministe, pour tout y 2 ��; on a
�L(q0;L; xwy) = �L(q0;L; xw

0y):

Schématiquement, on a la situation représentée à la �gure V:5 Ainsi, pour tous

x; y 2 ��; xwy 2 L() xw0y 2 L.

FIGURE V:5 Situation dans l�automate minimal.

Théorème 2.2

A été énoncé pour un langage L arbitraire. Dans le cas d�un langage régulier, ou

obtient un monoïde syntaxique �ni.

Corollaire 2.1

Un langage L est régulier si et seulement si son monoïde syntaxique est �ni.

Preuve.

Si l�automate minimal AL de L est �ni, l�ensemble QL des états de AL possède

un nombre �ni n d�éléments. Le nombre de fonctions de Q dans Q est au plus nn et

par conséquent, le monoïde syntaxique de L possède au plus nn d�éléments. Pour la

réciproque, au vu du théorème précédent, si �L(q0; w) 6= �L(q0; w
0); alors w 6= w0. Par
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conséquent, le nombre d�états de l�automate minimal de L est majoré par le nombre

de classe du monoïde syntaxique de L. De là, si ��= �Lest �ni, alors l�automate
minimal de L est �ni et la langage L est régulier.

Proposition 2.3

Un monoïde M est dit apériodique s�il existe un k > 0 tel que pour tout m 2
M;mk = mk+1; et il dit torsion si pour tout m 2 M; hmi = fm;m2;m3; :::g est �ni.
On dira qu�un langage L est de torsion si son monoïde syntaxique est de torsion, de

manière équivalente, si pour tout mot w 2 L il existe k 6= p tel que :

(8u; v 2 ��) uxkv 2 L() uxpv 2 L:

Dé�nition 2.3

Le monoïde syntaxique ordonné est le monoïde syntaxique muni de l�ordre induit

par le préordre syntaxique �Ldé�ni sur �� par : u �L v si et seulement si, pour tout
x; y 2 ��; xvy 2 L) xuy 2 L.

2.2 Monoïde de transitions

Dé�nition 2.4

Soit A = (Q;�; �; i; F ) un automate déterministe complet.

Le monoïde de transitions de A est le sous monoïde de (QQ; �) engendré par
les application �a : Q ! Q (a 2 �) dé�nies par �a(q) = �(q; a) et avec la loi de

composition interne f � g = g � f .

Exemple 2.2
1 1 2 3

a 2 2 2

b 1 3 3

c � 2 3

ab 3 3 3

bc � 3 3

ca � 2 2
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Relations : aa = a; bb = b; abc = ab

ac = a; cb = bc; bca = ca

ba = a; ac = c; cab = bc

FIGURE V:6 Un automate et une présentation de son monoïde de transition.

Remarque 2.4

Si on part d�un automate �ni, le monoïde obtenu est �ni, puisque c�est un sous-

monoïde du monoïde des fonction de Q dans Q, qui est lui-même �ni.

Dé�nition 2.5

Il existe un morphisme naturel de �� dans le monoïde de transition �(A) d�un

automate A. Ce morphisme ' : �� �! �(A) est dé�ni par '(a) = a pour tout a 2 �.
Autrement dit '(u) est la fonction de Q dans lui-même dé�ni par u: Pour calculer

l�image d�un mot par le morphisme, j�utilise la présentation du monoïde de transition

obtenue.

Plus généralement deux mots u et v tels que '(u) = '(v) ont la même action

sur l�automate et ils seront donc simultanément acceptés ou rejetés. Mais il faut bien

noter que la dé�nition du monoïde de transition ne fait pas intervenir les états initiaux

et �naux : la connaissance seule du monoïde ne nous permet pas de savoir si un mot

est accepté ou pas.

Néanmoins, pour tout élément m du monoïde, les mots de '�1(m) sont ou bien

tous acceptés par l�automate, ou bien rejetés. Par conséquent, il su¢ t de connaître

les éléments du monoïde dont les antécédents par ' sont acceptés par l�automate.

Dans l�exemple précédent, un mot u est accepté par l�automate si et seulement si

u 2 '�1('(ab)).
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Proposition 2.4

Si L � �� est reconnu par un automate, il est reconnu par le monoïde de transition
de cet automate.

Preuve.

Soit A un automate reconnaissant L, muni de l�état initial q0 et de l�ensemble

des états �naux F . On not � : �� �! �(A) le morphisme canonique, et on pose

p = L�: On va montrer que p��1 = L: Soit u 2 p��1 : alors u� 2 p = L� par

dé�nition et donc u� = v� pour un certain v 2 L. Cela signi�e que u et v dé�nissent
la même application de l�ensemble des états dan lui-même. En particulier q0:u = q0:v

et comme v 2 L; q0:v 2 F: Donc q0:u 2 F et on en déduit u 2 L. On vient ainsi

d�établir l�inclusion L���1 � L: L�inclusion opposée est évidente et donc L = p��1

comme annoncé. Donc �(A) reconnaît L:

Théorème 2.3

Un langage L � ��, est rationnel si et seulement s�il est reconnu par un monoïde
�ni. En particulier, comme le monoïde syntaxique divise tout monoïde reconnaissant

L, le langage est rationnel si et seulement si son monoïde syntaxique est �ni.

Preuve.

Soit L � �� un langage reconnu par un monoïde �ni. Il existe donc un monoïdeM
et un morphisme � : �� �!M tel qu�il existe une partie P deM . On construit l�auto-

mate A = (M;�; E; f1g; P ) où l�ensemble de transition est E = f(m; a;m�(a));m 2
M;a 2 �g; cet automate reconnaît L, ce qui prouve le sens indirect de l�assertion.
Réciproquement si un langage L est ratinnel alors il est reconnu par un automate �ni

déterministe A = (Q;�; �; i; T ); il su¢ t alors de prendre le monoïde des transitions

qui reconnaît bien L et qui est �ni car RQ est l�ensemble des parties de Q2 qui est

�ni car Q est �ni.

Théorème 2.4

Le monoïde syntaxique de M(L) d�un langage L est isomorphe au monoïde de

transitions �(L) de l�automate minimale reconnaissant L.
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Preuve.

D�aprés le théorème de rationalité par morphisme, le monoïde �(L) de transitions

de l�automate minimale de L reconnaît L. On a �(L) est divisible par M(L).

Soient w et w0 ayant des images di¤érentes dans le monoïde des transition de

l�automate minimal. Puisque cet automate déterministe, il existe un état p tel que

p:w 6= p:w0. Soient q = p:w; q0 = p:w0. Puisque l�automate est minimal, il existe un

mot v tel que q:v est �nal et q:v0 n�est pas �nal (quitte à considérer l�inverse). Il existe

également un mot u tel que i:u = p. On en déduit que (u; v) appartient à C(w) mais

pas à C(w0) et que w et w0 ont des images di¤érentes dans le monoïde syntaxique.

Dé�nition 2.6

Comme Le monoïde syntaxique est isomorphe au monoïde de transitions de l�au-

tomate minimale reconnaissant L. Ceci donne un moyen systématique pour calculer

Le monoïde syntaxique lorsque L est un langage rationnel.

Ce monoïde est canonique, au sens où j�ai un algoritmme qui me permet de le

construie : on calcule d�abord l�automate minimale du langage, puis on calcule le

monoïde de transition de cet automate.

Exemple 2.3

Dans l�exemple 1:16, on donne l�automate minimale de langage

L = (aa+ ab+ abb+ aab+ bb)�;� = fa; bg.
Le monoïde syntaxique de L est donné par :

1 2 3 4

�1 1 2 3 4

a 2 3 2 0

b 4 3 3 1

�a2 3 2 3 0

�ab 3 3 3 0

�ba 0 2 2 2

�b2 1 3 3 4

�aba 2 2 2 0

�ba2 0 3 3 3
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Relations :

a3 = a a2b = ab ab2 = ab bab = ba2 b2a = aba b3 = b aba2 = ab:
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Chapitre 3

Le produit direct, semi-direct, et

en couronne des monoïdes et leurs

applications aux semi-automates.

Dans ce chapitre, on présente les types de produits de monoïdes : produit direct,

semi-direct et le produit en couronne et leur applications aux semi automates.

3.1 Le produit direct, semi-direct, et en couronne

des monoïdes

Dé�nition 3.1

Soient (M; �) et (N;�) deux monoïdes, on considére l�ensembleM �N le produit

cartisien de M et N , et on dé�nit la multiplication " � " dans M �N par :

(m1; n1) � (m2;n2) = (m1 �m2; n1�n2); tel que m1;m2 2M et n1; n2 2 N:
Ce résultat est un monoïde (M�N; �) s�appelle le produit direct deM et N . D�où

la loi sur M �N est associative et d�élément neutre (1M ; 1N).

Exemple 3.1

Soient M = (N;+) et N = (N;�) deux monoïdes, le produit direct M �N dé�ni

par : (m;n) � (r; s) = (m+ r; n� s).
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Proposition 3.1

Soit M;N;L trois monoïdes nous pouvons former le produit direct (M �N)� L

de même M � (N � L) et la relation entre ces deux monoïdes est l�isomorphisme :

(M �N)� L �= M � (N � L).

Preuve.

L�isomorphisme est h : (M �N)� L �!M � (N � L) dé�ni par :

h((m;n); l) = (m; (n; l)); tel que m 2M;n 2 Net l 2 L:

Proposition 3.2

Soit M;N deux monoïdes, on suppose � : N �! End(M), est un morphisme de

monoïdes. On a (M �N; �) est un monoïde avec l�opération " � " dé�ni par :
(m;n) � (m0; n0) = (m�(n)(m0); nn0) pour tout m;m0 2M et n; n0 2 N .

Preuve.

� On monter que " � " est associative dans M �N :

soit m;m0;m" 2M;n; n0; n" 2 N; on a
((m;n) � (m0; n0)) � (m"; n") = (m�(n)(m0); nn0) � (m"; n")

= (m�(n)(m0)�(nn0)(m"); (nn0)n")

= (m�(n)(m0)�(n)�(n0)(m"); (nn0)n")

= (m�(n)(m0�(n0)(m")); (nn0)n").

Aussi on a

(m;n) � ((m0; n0) � (m"; n")) = (m;n) � (m0�(n0)(m"); n0n")

= (m�(n)(n0�(n0)(m")); n(n0n")):

Alors " � " est associative dans M �N .

� Pour (m;n) 2 M � N; (m;n) � (1M ; 1N) = (m�(n)(1M); n1N) = (m1M ; n) =

(m;n).

Aussi, on a (1M ; 1N) � (m;n) = (1M�(1N)(m); 1Nn) = (1MIdM(m); n) = (m;n).
Alors (M �N; �) est un monoïde.

Notation 3.1

Le monoïde (M �N; �) est appelé le semi-direct produit de M et N par rapport à

� et il est noté par M o� N .
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Exemple 3.2

Soient M et N deux monoïdes. Soit ' : N �! End(M) un morphisme de mo-

noïdes. Pour chaque (m;n) 2 M �N on abrège nm := ['(n)](m). On dé�nit une loi

� sur M �N par :

� :

8<: (M �N)2 �!M �N

(
�
m
n

�
;
�
�
�

�
)!

�
mn�
n�

�
On montrer que � munit M �N d�une structure de monoïde, notée M o' N .

Soient
�
m
n

�
et
�
�
�

�
dans M � N . Les préservation du neutre et de la loi par '

s�écrivent 1m = m et n(�m) =n� m:

De même, les préservations par le morphisme '(t) du neutre et de la loi se ré-

écrivent n1 = 1 et n(m�) =n mn�.

Montrons que
�
1M
1N

�
est neutre : cela vient des égalité�

1

1

�
�
�
m

n

�
=
�
11m
1n

�
=

�
1m

n

�
=

�
m

n

�
et
�
m

n

�
�
�
1

1

�
=
�1m1
n1

�
=

�
m1

n

�
=

�
m

n

�
.

Montrons l�associativité : pour chaque
�
m
n

�
2M �N; on a�

m

n

�
�
��

�

�

�
�
�
r

s

��
=

�
m

n

�
�
�
��r

�s

�
=

�
nm(��r)

n(�s)

�
=

�
nmn�(�r)

n�s

�
:::(1)

et
��

m

n

�
�
�
�

�

��
�
�
r

s

�
=

�
mn�

n�

�
�
�
r

s

�
=

�
nm�n�r

(n�)s

�
=

�
nmn��r

n�s

�
::::::(2)

On a (1) = (2); alors (M �N; �) est un monoïde.

Proposition 3.3

Soient M et N deux monoïdes, et soit MN l�ensemble de toutes les applica-

tions de N dans M , puis l�ensemble MN �N est un monoïde sous la multiplication

('; n1)( ; n2) = (' ; n1n2) où ' 2MN est dé�ni par :

' (x) = '(x) (xn1); pour x; n1; n2 2 N et ';  2MN .

Nous appelons le monoïde MN �N le produit en couronne de M et N .

Preuve.

�Onmontrer que la multiplication est associative dansMN�N: Soit ';  ; � 2MN

et n1; n2; n3 2 N alors

(('; n1)( ; n2))(�; n3) = (' ; n1n2)(�; n3) = ((' )�; n1n2n3):

Et ('; n1)(( ; n2)(�; n3)) = ('; n1)(n2n3;  �) = ('( �); n1n2n3):

On montre que, (' )� = '( �). Soit x 2 N; alors
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((' )�)(x) = ('(x) �(xn1) = '(x) (xn1)�(xn1n2).

Soit l�application e : N �!M donné par e(n) = 1M pour tout n 2 N .
On a ('; n)(e; 1N) = ('e; n1N) = ('e; n):

Où ('e)(x) = '(x)e(xm) = '(x)1M = '(x)

pour n; x 2 N et ' 2MN ; puis ('; n)(e; 1N) = ('; n)

Comme (e; 1N)('; n) = (e'; 1Nn) = (e'; n);

Où (e')(x) = e(x)'(x1N) = 1M'(x) = '(x).

Donc (e; 1N)('; n) = ('; n). L�élément identité dans MN �N est (e; 1N).

3.2 L�application de produit des monoïdes en mo-

noïde de semi-automate

Dé�nition 3.2

Soient S = (Q;�; �) et S 0 = (Q0;�0; �0) deux semi automates, alors leurs produit

direct est le semi automate S � S 0 = (Q�Q0;�; � � �0); dans le cas où � = �0; avec

� � �0((q; q0); �) = (�(q; �); �(q0; �)) pour tous � 2 �; (q; q0) 2 Q�Q0:

Exemple 3.3

Soit S = (Q;�; �) et S 0 = (Q0;�0; �0) deux semi automates, tel que Q = Q0 =

f0; 1g;� = �0 = f�g et �; �0 sont dé�nies comme suit :
� �

0 1

1 0

�0 �

0 1

1 1

Alors, le produit direct de S; S 0 est donné par : S � S 0 = (Q � Q0;�; � � �0) où

Q�Q0 = f(0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g et � � �0 : (Q�Q0)� � �! (Q�Q0) est donné

par :

� � �0 �

(0; 0) (1; 1)

(0; 1) (1; 1)

(1; 0) (0; 1)

(1; 1) (0; 1)
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ILe monoïde de semi automate S = (Q;�; �) est donné par :
: [�] [�]

[�] [�] [�]

[�] [�] [�]

ILe monoïde de semi automate S 0 = (Q0;�0; �0) est donné par :
: [�] [�]

[�] [�] [�]

[�] [�] [�]

IOn dé�ni (�� �0)� : Q�Q0 �! Q�Q0 par (�� �0)�((q; q0)) = (�(q; �); �0(q0; �))
pour tout (q; q0) 2 Q�Q0:

On a (� � �0)� = ' =

�
(0; 0) (0; 1) (1; 0) (1; 1)

(1; 1) (1; 1) (0; 1) (0; 1)

�
;

'2 =

�
(0; 0) (0; 1) (1; 0) (1; 1)

(0; 1) (0; 1) (1; 1) (1; 1)

�
; '3 = ':

Soit w 2 f�g� est un mot, suppose w = �n; n 2 N� alors, on dé�ni (� � �0)w :

Q�Q0 �! Q�Q0

(� � �0)w((q; q
0)) = ����:::��((q; q

0)).

On a (� � �0)w =

8>><>>:
IdQ si n = 0

' si n = 2k + 1; k 2 N
'2 si n = 2k; k 2 N�

 : (f�g�; :) �!
�
(Q�Q0)Q�Q

0
; �
�
par  (w) = (� � �0)w.

On dé�ni la relation R dans f�g� par wRw0 si et seulement si  (w) =  (w0) est

une congruence. Le monoïde quotion f�g�=R = f[�] ; [�] ; [�2]g:

ILe monoïde de semi automate (Q�Q0;�; ���0) est donné par :

: [�] [�] [�2]

[�] [�] [�] [�2]

[�] [�] [�2] [�]

[�2] [�2] [�] [�2]

Dé�nition 3.3

Soit S = (Q;�; �) et S 0 = (Q0;�0; �0) deux semi automates, on dé�ni leurs produit

direct général dans le cas � 6= �0 par : S � S 0 = (Q�Q0;�� �0; � � �0) tel que

(� � �0)((q; q0); (�; �0)) = (�(q; �); �0(q0; �0)) avec (�; �0) 2 �� �0; (q; q0) 2 Q�Q0:
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Exemple 3.4

Soit S = (Q;�; �) est un semi automate oùQ = f0; 1g;� = f�g et � : Q�� 7�! Q

est donné par :

� �

0 1

1 0

et S 0 = (Q0;�0; �0) est donné par

Q0 = f0; 1g;�0 = f�; �g et �0 : Q0 � �0 �! Q0

�0 � �

0 1 0

1 1 0

Alors, S�S 0 = (Q�Q0;���0; ���0) oùQ�Q0 = f(0; 0); (0; 1); (1; 0); (1; 1)g; ���0 :
(Q�Q0)� �� �0 �! (Q�Q0) donné par :

� � �0 (�; �) (�; �)

(0; 0) (1; 1) (1; 0)

(0; 1) (1; 1) (1; 0)

(1; 0) (0; 1) (0; 0)

(1; 1) (0; 1) (0; 0)

�Le monoïde de semi automate (Q; f�g; �) est donné par :
: [�] [�]

[�] [�] [�]

[�] [�] [�]

�Le monoïde de semi automate (Q0; f�; �g; �0) est donné par :
: [�] [�] [� ]

[�] [�] [�] [� ]

[�] [�] [�] [� ]

[� ] [� ] [�] [� ]

On dé�ni (���0)(�;�) : Q�Q0 �! Q�Q0 par (���0)(�;�)((q; q0)) = (�(q; �); �0(q0; �))
pour tout (q; q0) 2 Q�Q0:

On a (� � �0)(�;�) = � =

�
(0; 0) (0; 1) (1; 0) (1; 1)

(1; 1) (1; 1) (0; 1) (0; 1)

�
;

�2 =

�
(0; 0) (0; 1) (1; 0) (1; 1)

(0; 1) (0; 1) (1; 1) (1; 1)

�
; �3 = �:

Et (� � �0)(�;�) : Q � Q0 �! Q � Q0 par (� � �0)(�;�)((q; q
0)) = (�(q; �); �0(q0; �))

pour tout (q; q0) 2 Q�Q0. On a

(� � �0)(�;r) = � =

�
(0; 0) (0; 1) (1; 0) (1; 1)

(1; 0) (1; 0) (0; 0) (0; 0)

�
;
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�2 =

�
(0; 0) (0; 1) (1; 0) (1; 1)

(0; 0) (0; 0) (1; 0) (1; 0)

�
; �3 = �:

�Le monoïde de semi automate (Q�Q0;�� �0; � � �0) est donné par :

: [�] [(�; �)] [(�; �)2] [(�; �)] [(�; �)2]

[�] [�] [(�; �)] [(�; �)2] [(�; �)] [(�; �)2]

[(�; �)] [(�; �)] [(�; �)2] [(�; �)] [(�; �)2] [(�; �)]

[(�; �)2] [(�; �)2] [(�; �)] [(�; �)2] [(�; �)] [(�; �)2]

[(�; �)] [(�; �)] [(�; �)2] [(�; �)] [(�; �)2] [(�; �)]

[(�; �)2] [(�; �)2] [(�; �)] [(�; �)2] [(�; �)] [(�; �)2]

Dé�nition 3.4

Soit S = (Q;�; �) et S 0 = (Q0;�0; �0) deux semi automates. On dé�ni le produit

en couronne de S et S 0 par SWS 0 = (Q � Q0;� � �0; �W ) où �W ((q; q0); (f; �0)) =
(�(q; f(q0)); �0(q0; �0)) pour �0 2 �0; f 2 �Q0 ; (q; q0) 2 Q�Q0:

Exemple 3.5

Soit S = (Q;�; �) est un semi automate où Q = f0; 1g;� = f�; �g et � : Q�� 7�!
Q est donné par :

� � �

0 1 0

1 1 0

et S 0 = (Q0;�0; �0) est donné par Q0 = f0; 1g;�0 = f�g et �0 : Q0 � �0 7�!

Q0 est donné par :

� �

0 1

1 0

.

On note les quatre éléments de �Q
0
par f1; f2; f3; f4 où

f1(0) = f1(0) = �.

f2(0) = �; f2(1) = � .

f3(0) = � ; f3(1) = �.

f4(0) = f4(1) = � .

Alors, le semi automate SWS 0 a le table
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�w (0; 0) (0; 1) (1; 0) (1; 1)

(f1; �) (1; 1) (1; 0) (1; 1) (1; 0)

(f2; �) (1; 1) (0; 0) (1; 1) (0; 0)

(f3; �) (0; 1) (1; 0) (0; 1) (1; 0)

(f4; �) (0; 1) (0; 0) (0; 1) (0; 0)

On dé�ni (�W )(f1;�) : Q�Q0 �! Q�Q0 par(�W )(f1;�)((q; q0)) = (�(q; f1(q0)); �0(q0; �))
pour tout (q; q0) 2 Q�Q0. On a

(�W )(f1;�) = � =

�
(0; 0) (0; 1) (1; 0) (1; 1)

(1; 1) (1; 0) (1; 1) (1; 0)

�
;

(�W )(f2;�) = � =

�
(0; 0) (0; 1) (1; 0) (1; 1)

(1; 1) (0; 0) (1; 1) (0; 0)

�
;

(�W )(f3;�) = 
 =

�
(0; 0) (0; 1) (1; 0) (1; 1)

(0; 1) (1; 0) (0; 1) (1; 0)

�
;

(�W )(f4;�) = � =

�
(0; 0) (0; 1) (1; 0) (1; 1)

(0; 1) (0; 0) (0; 1) (0; 0)

�
:
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a fait une étude sur les types de produit des monoïdes et

quelque applications dans les semi-automates.

Nous avons présenté dans le premier chapitre les dé�nitions et quelques propriétés

sur les monoïdes, langages et semi automates.

Ensuite nous avons fait une etude sur le monoïde syntaxique et le monoïde de

transitions.

Finalement nous avons etudé aussi les produits (produit direct, semi direct et en

couronne) des monoïdes et leurs applications aux semi-automates.
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Abstract : 

This thesis is part of the theory of semi automata.In this work,we will follow the 

following steps : 

* Elementary notions on monoids and semi automata. 

* The syntactic monoid of a langage and the transitions monoide of a semi automata. 

* The direct, semi direct, and crown product of monoids and their applications to 

semi automata. 

Key words : 

Monoid, morphisme of monoide, words and langage, semi automata, syntactic 

monoide, monoid of transitions, direct product, semi direct product, crown product. 

Résumé : 

Ce mémoire sinscrit dans le cadre de la théorie des semi-automates. Dans ce travail, 

nous suivrons les étapes suivantes : 

* Notions élémentaires sur les monoϊdes et semi automate. 

* Monoϊde syntaxique d’un langage et le monoϊde de transitions d’un semi-automate. 

* Produit direct, semi-direct, et le produit en couronne des monoϊdes et leurs 

applications aux semi-automates.  

Mots clés : 

Monoϊde, morphisme de monoϊdes, mots et langage, semi-automate, monoϊde 

syntaxique, monoϊde de transitions, produit direct, produit semi direct, produit en 

couronne. 

 ملخص:                                                                                                     

                                                 :ا العمل نتبع الخطوات التالیةفي ھذ.زء من نظریة شبھ اتوماتیكیةج ه الاطروحةذھ

.                                                                                                      مفاھیم اولیة لنصف زمرة و شبھ الة*   

                                                  .                   نصف زمرة النحویة للغة و الانتقالات احادیة الصیغة شبھ الالیة* 

                                               . للاحادیة وتطبیقاتھا على شبھ الة يجداء التاجو ال ،وشبھ المباشر ،داء المباشرجال* 

 الكلمات المفتاحیة:                                                                                       

داء شبھ جال،داء المباشرجال ،احادي الانتقالات ،نصف زمرة نحویة ،شبھ الة،كلمات و لغات،تماثل نصف زمرة،نصف زمرة

                                                                                                                    .     يجداء التاجال ،المباشر




