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Notations

> : alphabet fini.

>* : monoide libre.

|w| : la langueur du mot w.

|w|, : le nombre d’occurence de la lettre a dans le mot w.
= : relation de congruence.

g : congruence syntaxique.

M/ = : monoide quotient.

L : langage sur alphabet 3.

L* : Vétoile de kleene de L.

Rat(¥*) : la famille des langages rationelles.

S =(Q,%,0) : semi automate.

A=(Q,1,F,%,0) : un automate.

AF D : automate fini déterministe.

L(A) : le langage reconnu par un automate A.

Rec(A) : I'ensemble des langages reconnaissables sur A.
Ay : Pautomate minimale d’un langage L.

M (L) : monoide syntaxique.

¢(A) : monoide de transitions.

MY : Pesemble de touts les applications de N dans M.
M g N : produit en couronne des monoides par rapport & 6.
SWS’ : produit en couronne des semi automates.



Introduction

La théorie des automates qui s’est développée ces quatre-vingt dix dernieres années, a
eu une influence considérable, non seulement sur les systémes informatique, mais aussi
sur la biologie, la biochimie, etc. La richesse et la diversité des idées est surprenante,
surtout si 'on accepte de considérer le sujet au sens large avec des liens allat de la

linguistique a I’algeébre, en passant par ’électronique et I'informatique.

Dans ce mémoire, nous allons étudier les monoides, semi-automates et la décom-
position d’un automate fini. Plus précisément : monoide syntaxique, monoide de

transitions, produit direct, semi direct des monoides, et produit de semi-automates.

Ce travail est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre, consiste & un rappel des notions élémentaires sur les monoides
et les semi-automates.

Dans le second chapitre, nous allons étudier le monoide syntaxique et monoide de
transitions ainsi que certaines propriétés, aussi on présente la relation entre les deux.

Dans le troisieme chapitre, on fait une étude sur les types des produits des mo-

noides et leurs applications en semi-automates.



Chapitre 1

Notions élémentaires sur les

monoides, semi-automates.

Ce premier chapiter contient les définitions et les propriétés des outils que nous

utiliserons par la suite : monoides, langages et semi-automates.

1.1 Généralités sur les monoides

Définition 1.1

Un monoide est un ensemble muni d’une loi intérne, i.e, d’une application
- M x M — M, qui satisfait aux conditions suivantes :

” est associative :

e L’opération ” -
Ve,y,z€e Myz-(y-2)=(x-y) - z;
e Il existe un élément neutre (unique) 15, € M tel que :
Vee M,x- -1y =1y -2 = 2.
Un monoide M est dit simplifiable a gauche, ou encore régulier & gauche, (res-
pectivement & droite) si :V(z,y,2) € M3,z -y = v -2z = y = z (respectivement

Yy r=z-1) =y =2).
Exemple 1.1

1) (N,+,0), (R, x,1) et (NU{+00}, min, +00) sont des monoides, ot + et x dénotent

respectivement ’addition et la multiplication usuelles.

2



2) L’ensemble des parties d’un ensemble E, muni de I'union d’ensembles (P(FE),U)
est un monoide dont I’ensemble vide () est 1’élément neutre. Le méme ensemble
muni de l'intersection d’ensembles (P(F),N) est un monoide, dont ’ensemble

FE est ’élément neutre.

3) L’ensemble des application d'un ensemble @ vers lui méme Q9 = {f : Q —
Q} muni de la composition des applications (Q%,0) est un monoide d’élément

neutre ’application identité idg.
Proprietés d’un monoide

1. Un élément m’ € M est dit le symétrique de I’élément m € M si m - m/ = 1.

2. Un monoide est dit commutatif si ses éléments sont permutables, c’est a dire

si:V(z,y) e M z-y=y-x.
Remarque 1.1

Un monoide (M, -, 1)) qui est tel que tout élément de M posséde un symétrique

est un groupe.

Définition 1.2
Soit un monoide (M, -, 157). Un sous monoide est un triplet (M’, -, 1,) tels que :
1. M C M;

3. Ve,ye M x-ye M.

Proposition 1.1

Tout intersection de sous monoide est un sous monoide.

Exemple 1.2

1. L’ensemble 27 des entiers paires est un sous monoide de (Z, +).

2. Pour tout monoide (M, -, 1,), les parties {1p/} et M sont des sous monoides

dit "triviaux".



Définition 1.3

Soit ¥ un alphabet fini, les éléments de Y sont appelés lettres ou symboles. Un
mot sur X est une suite finie des lettres. La longueur d’'un mot w est le nombre de
lettres constituant ce mot, qu’on note |w|.
L’unique mot de longueur 0 est le mot correspondant a la suite vide, ce mot s’appelle
le mot vide on le note . On note par ¥* le monoide libre engendré par 3, d’élément

neutre le mot vide €, muni de 'opération concaténation des mots.

Exemple 1.3

Pour ¥ = {a,b},¥* = {¢,a,b,aa,ab, ba.....}.
w = ab et w? = abab sont des mots sur ¥ = {a, b}.

Si w = ab, alors |w|, = |w|, = 1.

Définition 1.4

La concaténation de deux mots u = u;...u,, et v = v;1...v,, est le mot noté u - v
ou uv et égal & uy...u,,v1...v, obtenu par simple juxtaposition. C’est une opération
associative dont le mot vide e est I’élément neutre . C’est pour cette raison que le

mot vide est parfois noté 1.

Exemple 1.4

Si u = abaa et v = bab, on a uv = abaabab et vu = bababaa. La concaténation
n’est pas commutative.
Proprietés

Soit ¥ un alphabet quelconque. Le monoide >* posséde les deux propriétés sui-

vantes :
1. Tout élément de X* est une suite d’éléments de X.

2. Deux suites distinctes d’éléments de ¥ définissent deux éléments distincts de X*.

Proposition 1.2
Soit ¥ un alphabet.

1. L’ensemble X* est infini.

2. L’ensemble >* est dénombrable.



Preuve.
—+o00

1. L’ensemble X* est infini, en effet on a X* = nL;JOE” =3XUX.X"U..

2. On montre que X* est dénombrable.

e Comme ¥ est fini, on peut donc numéroter ses éléments, par example, si ¥ =
{a, 8,~}, alors n(a) = 1,n(B) = 2,n(y) = 3.

e Ensuite, soit « un mot de ¥*, on consideére les longueurs |u| premiers nombres

premiers, par example si |u| = 5, on a les 5 premiers nombres sont p(1) = 2,p(2) =

3,p(3) =5,p(4) = 7,p(5) = 1L.

i=|u|

e On forme le nombre f(u) = L1 p(i)"“@) ou u(i) désigne la iéme lettre de u.

=1

Par exemple si u = afyaa, alors
i=|u| =5

f(u) = zl;ll p(i)n(u(i)) — rllp(i)n(u(i)) — 9l w33 w52 % 7l %111,

1=

e Donc on peut définir une application f : ¥* — N
i=lu|

wr—s fu) = L pgaye
Par 'unicité de la décomposition d’un entier en facteurs premiers, 'application f
est injective. Enfin, comme f est injective et ’ensemble N est dénombrable, alors >*

est dénombrable. m

Définition 1.5
Si (M,-) et (N,A) sont deux monoides, avec neutres 1, et 1y, respectivement,

alors la fonction f : M — N est un morphisme de monoides de (M, ) vers (N, A) si :

i) f(z-y) = f(x)Af(y) pour tout x,y € M;
ii) f(1y) = 1n.

Remarque 1.2

Un isomorphisme de monoides est simplement un morphisme de monoide bijective.

Exemple 1.5

e [’application longueur |-| : ¥* — N est un morphisme de monoides entre (¥*, -, )
et (N, +,0). En effet, Vu,v € ¥*, |u - v| = |u] + |v] et |e] = 0.

e Considérons l'alphabet ¥ = {a,b,c} et le morphisme ¢ : ¥* — ¥* défini par
o(a) = abe, p(b) = ac,p(c) = b. En effet, pour définir un tel morphisme, on remar-

quera qu’il suffit de se donner I'image des lettres. On a, par exemple,
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(abbe) = p(a)e(b)p(b)p(c) = abeacac.

Proposition 1.3
Toute fonction p : 3% — M de ¥ dans un monoide M se prolonge de facon unique

en un morphisme de ¥X* dans M.

Preuve. L’existence : Posons

w(e) =1y et plag...an) = plag)...i(ay),n € Nya; € 8,1 <i < n.

Il est facile de voir que g est bien homomorphisme.

L’unicité : Si z et X sont deux homomorphisme de ¥*dans M tels que :

Vo € X, 7i(a) = Aa), alors Ji(e) = A(e) = 1y et pour tout mot w = a;...q, € B*, on

a fi(w) = filo...a) = plon) . pi(om) = Mog..o,) = ANw). =

Définition 1.6

Soit M un monoide ou 'opération interne est implicite. On rappelle qu'une rela-
tion d’équivalence = sur M est une relation de congruence si :

(Vuq, ug, v1,v2 € M)(up = 01 A ug = 09 = ugluy = v103).

Pour un sous-ensemble E de M, on définit la relation de congrunce syntaxique de
E sur M, notée =g, par :

r=py <= (Yu,v € M)[uzv € E & uyv € E.

Exemple 1.6
Le monoide syntaxique de L4, consiste en classe des mots de taille paire, et la
classe des mots de taille impaire, la premiére classe étant I'identité du monoide.

Lyqire : Le langage des mots de longueur paire sur {a, b}.

Définition 1.7
La classe de congruence contenant 1’élément m € M est ’ensemble
m| ={z e M:z=m}.
Si = est une relation de congruence sur le monoide (M, -), ’ensemble de quotient

M/ == {[m]:m & M} est un monoide appelé le monoide quotient de M sur =.



Exemple 1.7

Soit le monoide (N, +) et soit la relation = définie par x = y si, et seulement si, =
et y ont méme partié. La relation = est une congruence. Le quotient de N par cette
relation donne un monoide comprenant deux éléments, notés 0 et 1 correspondant

respectivement aux entiers pairs et impairs.

Définition 1.8
Soit = une congruence sur un monoide M.

Une partie X de M est dit saturée par =siVx € X : 7 C X.

Définition 1.9
Soit (M, -, 15s) un monoide. Pour tout couple (z,y) d’éléments de M, le quotient
a gauche de = par y noté y~'z est 'ensemble {z € M : y -z = x}. Le quotient a

gauche d’un sous ensemble de M par y est I'union des quotients des éléments du sous

ensemble par vy, i.e, si X C M, alors y !X = xgxy_lx.

1.2 Langages

Définition 1.10
Soit % un alphabet. On appelle langage formel tout sous-ensemble L C 3*.

Remarque 1.3

>* est le plus grand langage sur ¥ au sens de I'inclusion.

Exemple 1.8

1. L% = {e} est le langage contenant le seul mot &.
2. L = () est le langage vide.

3. Considérons l'alphabet ¥ = {a,b, c}. L’ensemble L = {¢, a, aa, bbc, ccca, ababab}

est un langage fini.

4. L’ensemble Lo, des mots sur > comprenant un nombre pair de a est aussi un lan-

gage (infini), Lo, = {¢,b, ¢, aa, bb, cb, cb, cc, aab, aac, aba, aca, ..., abaacaaa, ...}.



Définition 1.11
Soient L; C ¥* et Ly C ¥*. On appelle concaténé des deux langages le langage :
Ll . L2 = {ZCy,.T € L1 /\y S LQ}

Définition 1.12
Pour tout L C X*, Lt dénote le langage :
LT=LUL*U..UL"U..
De plus, on définit 'étoile (dite de Kleene) de L par :
= U — pruie.

Exemple 1.9
Avec ¥ = {a,b}, posons L1 = {a,b} et Ly = {ab}, on a alors LyLs = {aab, bab}
et Ly = {¢,ab,abab, ...}.

Proposition 1.4
Soient L1 C ¥* et Ly C ¥*, et leur concaténé Ly - Lo.

Ly - Ly C X%,

L* C ¥* pour tout monoide L* = (L, ).

L1 : <L2 U L3) = L1 . L2 U L1 : L3 et (L2 U Lg) : L1 = L2 . L1 U L3 : L1 (dlStI‘lbuthlté

de la concaténation par rapport a 'union).

L™ = {wws...w;,1 € {1,2..n},w; € L} la puissance n-iéme de langage L,n > 0.

Définition 1.13
Soit ¥ un alphabet. La famille des langages rationnels, notée Rat(X*) est la plus
petite famille de langages de ¥* vérifiant les conditions suivantes :
1. 0 € Rat(¥"),
2. Yo € 3, {0} € Rat(¥*),
3. Rat(X*) est fermée (stable) par union et produits finis, c’est a dire :
VL, Ly € Rat(¥*), L1 U Ly et Ly Ly sont aussi dans Rat(X*),

4. VYL € Rat(¥X*), L* € Rat(X*), (fermeture par étoile).

Les trois opération union, produit et étoile, qui interviennent dans la définition,

sont qualifiées d’opérations rationnelles.
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Remarque 1.4
La réunion de deux langages est trés souvent notée additivement : on écrit L + K

pour LU K.

Exemple 1.10

1 {e} est un langage rationnel, car on a {e} = 0*.

2 X est rationnel : ¥ = ULEJE{U}'

3 X* est rationnel.

4 Siw e ¥*, {w} est rationnel. Si w = 0;...0,, on a {w} = {o1}..{0,}.

5 Tout langage fini est rationnel. En effet, si L est fini, on a L = wLGJL {w}.

Proposition 1.5

Le produit de deux langages rationnels est un langage rationel.

Définition 1.14
Soit ¥ un alphabet fini, h : ¥* — M un morphisme de monoides et L. C ¥* un
langage. On dit que h reconnaite L s'il existe une partie P de M telle que L = h™! (P).

Par extension, on dit également dans ce cas M reconnaite par L.

Définition 1.15

Un langage est dit reconnaissable s’il est reconnu par un monoide fini.

1.3 Les semi -automates

Définition 1.16

Un semi automate est un triplet S = (@, %, 9), ot ¥ et () sont des ensembles finis
et 0 est une fonction de @) x 3 vers (). Un semi automate S = (Q, 3, d) est dit complet

si d est une application.

Définition 1.17
Un semi-automate est souvent décrit au moyen d’une table (également appelée

table d’états suivante ou table de transition).



Encore une autre représentation des semi automates est extrémement utile. Il
utilise un graphe orienté. Les sommets du graphique représentent les étates de S et

sont représentés par des cercles, et pour tout (Z"_) € 0,,, une fleche étiquetée o; mene
J

de ¢; & g5, ¢~ q;.

Exemple 1.11

1. Soit S = (Q,%,0) un semi-automate avec @ = {p,q,7}; X = {a,b,c} et 0 est

définie comme suit :

dlal|blc

P T

q|p|p|9o

r r| ¢

2. Q=11,2,3},¥ ={a,b}

la=2 2.0a=3 3.a = 3.
1.b=1 20=1 3.0 =3.

b@_ [E 8 "__l‘ i _ j

-

FIGURE V.1 Réprésentation d'un semi automate.

Remarque 1.5
La fonction de transition peut étre étendue naturellement aux secondes de sym-
boles d’entrée, en laissant

d(q,wo) = 0(d(q,w), o) et 6(q,€) = q, pour tout w € ¥* 0 € L et ¢ € Q.

Définition 1.18
S semi automate S’ = (Q', ¥, ¢') est un sous semi automate de la semi automate

S=(Q,%,8)si:Q CQ,YCY, et o, Co; pour tout o; € Y.
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Définition 1.19

Soit S = (@, X,0) est un semi automate complet, pour tout o € ¥, on définit
l'application 0, : Q@ — @ par d,(q) = d(q,0), et si w € ¥* avec w = 01...0,, alors
0uw(q) = (04, ©--.06,)(q)-

L’application h : (3*,-) — (Q@,0) définie par h(w) = J,, est un morphisme de
monoides.

La relation $ définie sur ¥* par : wRw' <= h(w) = h(w’) est une congruence.

Le monoide quotient (X*/R, ®) est dit le monoide de semi automate S = (Q, %, 6)

7

avec ” ® 7 est le produit de concaténation des classe.

Remarque 1.6
(Q%, o) est le monoide de toutes les fonctions de @ vers QQ muni de la composition

des applications, et d’élément de I'unité la fonction identité notée idg.

Définition 1.20

On appelle transition vide ou e-transition toute transition d’étiquette . Cette
transition joue un role particulier. En effet, si I'on essaie de comprendre le fonction-
nement d’un automate, on peut associer a toute transition g; ” g; I'assertion suivante
< si on est en ¢; et que 'on lit un o;, on arrive en ¢; >. Une e-transition ¢; ° ¢;
est donc une transition qui permet de passer de 1'état ¢; a I’état ¢; sans avoir besoin

de lire une lettre.

Définition 1.21
Soit S = (Q,%,0) et §" = (Q',¥,¢") deux semi-automates, un morphisme d’au-
tomates est une surjection ¢ : Q — @’ tel que pour tout ¢ € Q et o € X,

¢(d(q,0)) = 3'(6(q), 0).

Définition 1.22
Un automate est un 5-uplet A = (Q, [, F, X, ) o,

(@ est un ensemble dit ’ensemble des états.

I est I'ensemble des états initiaux.

F C @ est 'ensemble des états finals.

Y est ensemble fini dit ’alphabet d’entrée.
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e ) C Q x X x(Q est 'ensemble des transitions.

Exemple 1.12
Soit A = (Q, 1, F,%,§) un automate défini par :
Y ={a,b},Q={0,1,2},1 = {0}, F ={1,2},6 = {(0,a,1),(1,a,1),(1,b,2)}.

Remarque 1.7

Un automate A est dit fini si 'ensemble des états @) est fini.

Un automate fini A = (Q, I, F,¥,0) est un automate fini déterministe et I’on note

AFD si 6 est une fonction et |I| = 1.

Proposition 1.6

Tout automate est équivalent & un automate déterministe.

Définition 1.23

Soit A = (Q, I, F,%,d) un automate fini déterministe la fonction 6 : Q x ¥ — @

se prolonge en une fonction 6™ : ) x ¥* — () définie par :

1. Vg € Q,0%(q,¢) = q;
2. Vg € Q,Ya € ¥*Va € ¥,6"(q,a.c) = §"(6(q, a), ).

Exemple 1.13

Si I'on reprend Pautomate défini plus haut, on peut calculer I'image de (qo, abab)
par 0* :

0*(qo, abab) = 6*(6(qo, a), bab) = 6*(q1,bab) = §*(6(q1,b), ab)

= 07(g2, ab) = 6*(6(q, @), b) = 67(g3,b)

= 6"(0(g3, ), €) = 6"(q2,€) = @o.

Définition 1.24

Le langage accepté (reconnu) par A : L(A) = {u € ¥*|0(i,u) € F'}.

Un langage L C Y* est reconnaissable, s’il existe un automate fini A tel que
L=L(A).

On note Rec(¥*) la famille des langages reconnaissables sur ¥*.
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Exemple 1.14
En prenant ¢ = 1 et ' = {3}, on voit que 'automate de 'example 1.11(2)

reconnait le langage L = X*aaX*.

Définition 1.25

Soit L un langage reconnu par un automate fini déterministe A = (Q, I, F, ¥, 6).
Pour tout couple d’état (p,q) € Q?, on définit 'ensemble :

Epy={a € X6 (p,a)=q}

ainsi que ’ensemble L,, défini pour tout état p € @ :

L,={ae€X*3q€ F,é(p,a) =q}.

Notation 1.1
L, décrit le langage reconnu par le sous-automate A, = (Q, %, {p}, E, F).

Remarque 1.8

Pour tout état p € @, on note v, p = e sip € I et () sinon, on a

L, = qgQ Epg-Lq+ Vp,F-

Exemple 1.15
Le langage des mots de longueur paire sur {a, b} est rationnel.
Il s’exprime comme Ly = (({a} U {b})?)*.

L’automate suivante reconnait Ly, :

a,b

—0O__0O

a,b

FIGURE V.2 Automate qui reconnait L.

Définition 1.26
On définit 'automate minimal Ay = (Qr, qo.r, F1, >, 01 ) d'un langage L C Y*comme

suit :
o Qr ={wl.LweX*}

° QO,L = 671.L = L,

13



[ FL = {Ujil.Llw - L} — {q c Q|5 c Q}7
o 5L(q,g) = a‘l.q,pour tous q € Qp,0 € X.

La fonction de transition de l'automate s’étend a @ x ¥* par d.(q,w) =

wtq, Vg € Qr,w € 2.

Exemple 1.16
Soit ¥ = {a,b},Q = {1,2,3,4}. On a le langage L = (aa + ab + abb + aab + bb)*.

L’automate minimal du langage L est donné ci dessous

FIGURE V.3 Automate minimal du langage L.

Proposition 1.7

L’automate minimal d’un automate A est unique. De plus si l'automate A est
déterministe et complet, alors ['automate minimal s’obtient comme le quotient de
lautomate A par une relation d’équivalence consistant a identifier des sommets entre

eurx.

Proposition 1.8

L’automate minimal d’un langage L C X* accepte L.

Preuve.
En effet, soit w € ¥*,
w € L(AL) < d1(qo,w) € F, <= w 'L € F, < w € L.
On a utilisé le fait que

6r(qor,w) =0r(eLyw)=wt. (¢ L) = (ew) '.L. m
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Chapitre 2

Etude sur le monoide syntaxique

et le monoide de transitions.

Ce chapitre contient la définition de monoide syntaxique et monoide de transitions
ainsi que certaines propriétés, aussi on présente la relation entre les deux. L’étude de
ces monoides permet de déterminer certaines propriétés combinatoires du langage par

des caractéristiques algébriques du monoide.

2.1 Monoide syntaxique

Définition 2.1

Soit ¥ un alphabet. Pour toute partie L de ¥*, on appelle contexte de w € X*
'ensemble C(w) = {(u,v) € (¥*)? : uvwv € L}.

La relation = définie sur ¥* par :

w=Lw & Clw)=CWw) e Yu,v e X*: (uwv € L <= uw'v € L)

est appelée la congruence syntaxique de L.

Remarque 2.1

La relation =;, est la plus petite congruence sur X* pour laquelle L soit I'union
de classe d’équivalences. Une relation d’équivalence = est une relation de congruence
a droite si :

Vu,v,w € I*)[u = v = vw = vw).
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Remarque 2.2

Nous avons montré que =j, est une congruence a gauche et a droite. Mais en tout
s, A . sy . Lo _ / _ /

généralité, une congruence doit respecter la propriété suivants : si z =5, 2’ et y =1 v/,

alors xy =y, x'y/, c’est-a- dire qu’elle doit bien se comporter par rapport au produit

envisagé, a savoir ici, la concaténation. Et ceci est bien le cas pour tous «, 8 € ¥*, il

vient

aryf € L < ax'ypf € L < ax'y'f € L.

Proposition 2.1
Muni de Uopération ” o”, le produit de classes, l'ensemble quotient M (L) = ¥*/ =,

posséde une structure de monoide, appelé le monoide syntazrique.

Preuve.
Le neutre est [¢], i.e, pour tout x € ¥*, on a
[z] o [e] = [e] o [z] = [].

De plus, 'opération ” o

([z] o [y]) o [z] = [z o ([y] o [2]). w

est associative, i.e, pour tous x,y, z € 3%,

Exemple 2.1

Soit L le langage formé par des mots sur {a,b} ne contenant pas deux bb consé-
cutifs. On remarque tout d’abord que zay € L < (x € L et y € L).

De 1a, on en tire que la classe de a pour la congruence syntaxique =;, est de la
forme [a] = {awa : w € L} U {a}. En particulier, € ¢ [a].

Nous allons voir qu’on peut munir I’ensemble quotion ¥*/ =/, i.e, ’ensemble des

classes d’équivalence pour =, d’une structure de monoide.

Remarque 2.3

1. Il est évident que [z] o [y] = [zy].

2. On remarque qu’effectivement, la concaténation de deux classes [z].[y] est formé
de mots équivalents mais qu’en générale, il s’agit d’'un sous-ensemble strict de
la classe d’équivalence [zy].

En considérant & nouveau le langage L formé des mots sur {a, b} ne contenant

pas deux bb consécutifs, on a
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[a] o [a] = [aa] = [a].

Cependant, le mot aba (ou méme a) appartient bien a [a] mais ne peut pas se
factoriser sons la forme

aba = xy avec x,y € |a].

Ceci montre bien que [al.[a] & [a].

Définition 2.2

Il est facile de vérifier qu’il s’agit d’une relation d’équivalence sur ¥* et méme
d’une congruence (& droite et a gauche), i.e, pour tout o € ¥,

u=rv= (uo = vo et ou =g, ov).

On parle souvent de la congruence syntaxique =ret on dit que u et v sont syn-

taxiquement équivalents.

Proposition 2.2

e La congruence syntaxique de L est la plus grossiére des congruences sur »* qui

sature L.

e Le monoide syntaxique de L divise tout monoide qui reconnait L, pour tout mo-
noide M qui reconnait L, il existe un morphisme surjectif de M sur le monoide

syntaxique de L.

Théoréme 2.1

Soient L C ¥* un langage et w, w’ deux mots sur X. On a w =, w' si, et seulement
si pour tout état ¢ de Pautomate minimal de L, §1(q,w) = d1(q, w').

Preuve.

Supposons qu’il existe dans I’automate minimal de L, un état tel que

or(q,w) # dr(q,w').

Puisque ’automate minimal est réduit, il existe un mot z € 3* tel que d1,(01(q, w), z)
soit final et 01 (01 (q,w’), z) ne le soit pas (ou réciproquement, mais par souci de simpli-
fication, nous supposons étre dans un tel cas de figure). De plus, 'automate minimale
est accessible. Cela signfie qu'il existe un mot = € ¥* tel que d1(qo 1, ) = ¢. Schéma-

tiquement, nous avons la situation suivant reprise en figureV.4 par
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FIGURE V.4 Situation dans 'automate minimal.
Par conséquent, zwz € L et zw'z ¢ L. Ainsi, les deux mots w et w’ ne sont pas
syntaxiquement équivalents.
Passons a la réciproque. Si pour tout état ¢ de Ay, on a d1,(q,w) = d.(q,w'), alors
pour tout mot x € ¥,
61(qo,r, zw) = 61(qo,L, TW')
et deés lors, puisque I'automate minimal est déterministe, pour tout y € ¥*, on a
5L(Q0,L7 zwy) = dr(qo,, TW'Y).

Schématiquement, on a la situation représentée a la figure V.5 Ainsi, pour tous

x,y € XF, rwy € L <= zw'y € L.
W
@O OO
-

FIGURE V.5 Situation dans ’automate minimal. m

Théoréme 2.2
A été énoncé pour un langage L arbitraire. Dans le cas d’un langage régulier, ou

obtient un monoide syntaxique fini.

Corollaire 2.1

Un langage L est régulier si et seulement si son monoide syntazrique est fini.

Preuve.

Si 'automate minimal Ay de L est fini, ’ensemble ()1, des états de A; posséde
un nombre fini n d’éléments. Le nombre de fonctions de () dans @) est au plus n" et
par conséquent, le monoide syntaxique de L posséde au plus n” d’éléments. Pour la

réciproque, au vu du théoréme précédent, si 07 (qo, w) # 01(qo, w'), alors w # w'. Par
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conséquent, le nombre d’états de ’automate minimal de L est majoré par le nombre
de classe du monoide syntaxique de L. De 14, si ¥*/ =pest fini, alors I'automate

minimal de L est fini et la langage L est régulier. m

Proposition 2.3

Un monoide M est dit apériodique s’il existe un k > 0 tel que pour tout m €
M, mk = m**t et il dit torsion si pour tout m € M, (m) = {m,m?,m3, ...} est fini.
On dira qu’un langage L est de torsion si son monoide syntazique est de torsion, de
maniére équivalente, si pour tout mot w € L il existe k # p tel que :

(Vu,v € ¥*) wuzbv € L < uaPv € L.

Définition 2.3
Le monoide syntaxique ordonné est le monoide syntaxique muni de I'ordre induit
par le préordre syntaxique <jdéfini sur X* par : u < v si et seulement si, pour tout

r,y € X vy € L = xuy € L.

2.2 Monoide de transitions

Définition 2.4

Soit A = (@, %, 9,1, F') un automate déterministe complet.

Le monoide de transitions de A est le sous monoide de (Q%,*) engendré par
les application d, : @ — @ (a € X) définies par 0,(¢) = d(q,a) et avec la loi de

composition interne fxg=go f.

Exemple 2.2

111 2 3

a |2 2 2

1 3 3

c|— 2 3

ab| 3 3 3

bc | — 3 3

ca | — 2 2
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Relations :  aa = a; bb = b; abc = ab
ac = a; cb = be; bca = ca

ba ac = ¢ cab = bc

I
8

h i, b, e

i

FIGURE V.6 Un automate et une présentation de son monoide de transition.

Remarque 2.4
Si on part d’un automate fini, le monoide obtenu est fini, puisque c¢’est un sous-

monoide du monoide des fonction de () dans (), qui est lui-méme fini.

Définition 2.5

Il existe un morphisme naturel de ¥* dans le monoide de transition ((A) d’un
automate A. Ce morphisme ¢ : ¥* — ((A) est défini par ¢(a) = a pour tout a € X.

Autrement dit ¢(u) est la fonction de @) dans lui-méme défini par u. Pour calculer
I'image d’'un mot par le morphisme, j’'utilise la présentation du monoide de transition
obtenue.

Plus généralement deux mots u et v tels que ¢(u) = ¢(v) ont la méme action
sur 'automate et ils seront donc simultanément acceptés ou rejetés. Mais il faut bien
noter que la définition du monoide de transition ne fait pas intervenir les états initiaux
et finaux : la connaissance seule du monoide ne nous permet pas de savoir si un mot
est accepté ou pas.

Néanmoins, pour tout élément m du monoide, les mots de p~!(m) sont ou bien
tous acceptés par l'automate, ou bien rejetés. Par conséquent, il suffit de connaitre
les éléments du monoide dont les antécédents par ¢ sont acceptés par l'automate.

Dans I'exemple précédent, un mot u est accepté par l'automate si et seulement si

u € ¢~ (p(ab)).
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Proposition 2.4
Si L C ¥* est reconnu par un automate, il est reconnu par le monoide de transition

de cet automate.

Preuve.

Soit A un automate reconnaissant L, muni de 1’état initial ¢y et de ’ensemble
des états finaux F. On not n : ¥* — ((A) le morphisme canonique, et on pose
p = Ln. On va montrer que pn~! = L. Soit u € pn~! : alors un € p = Ln par
définition et donc un = vn pour un certain v € L. Cela signifie que u et v définissent
la méme application de I’ensemble des états dan lui-méme. En particulier gg.u = qp.v
et comme v € L,qg.v € F. Donc qo.u € F et on en déduit u € L. On vient ainsi
d’établir I'inclusion Lnyn~' C L. L’inclusion opposée est évidente et donc L = pn~!

comme annoncé. Donc ((A) reconnait L. m

Théoréme 2.3
Un langage L C X*, est rationnel si et seulement s’il est reconnu par un monoide
fini. En particulier, comme le monoide syntaxique divise tout monoide reconnaissant

L, le langage est rationnel si et seulement si son monoide syntaxique est fini.

Preuve.

Soit L C ¥* un langage reconnu par un monoide fini. Il existe donc un monoide M
et un morphisme p : X* — M tel qu’il existe une partie P de M. On construit 'auto-
mate A = (M, 3, E,{1}, P) ou 'ensemble de transition est £ = {(m, a, mu(a)),m €
M,a € ¥}, cet automate reconnait L, ce qui prouve le sens indirect de 'assertion.
Réciproquement si un langage L est ratinnel alors il est reconnu par un automate fini
déterministe A = (Q, X, 0,4, 7T), il suffit alors de prendre le monoide des transitions
qui reconnait bien L et qui est fini car Rg est 'ensemble des parties de Q? qui est

fini car @) est fini. =

Théoréme 2.4
Le monoide syntaxique de M(L) d’un langage L est isomorphe au monoide de

transitions ((L) de l’automate minimale reconnaissant L.
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Preuve.

D’aprés le théoréme de rationalité par morphisme, le monoide (L) de transitions
de l'automate minimale de L reconnait L. On a ((L) est divisible par M (L).

Soient w et w’ ayant des images différentes dans le monoide des transition de
I’automate minimal. Puisque cet automate déterministe, il existe un état p tel que
pw # p.aw'. Soient ¢ = p.w,q = p.w'. Puisque 'automate est minimal, il existe un
mot v tel que g.v est final et ¢.v' n’est pas final (quitte a considérer I'inverse). Il existe
également un mot u tel que i.u = p. On en déduit que (u,v) appartient & C'(w) mais

pas & C(w') et que w et w’ ont des images différentes dans le monoide syntaxique. m

Définition 2.6

Comme Le monoide syntaxique est isomorphe au monoide de transitions de I'au-
tomate minimale reconnaissant L. Ceci donne un moyen systématique pour calculer
Le monoide syntaxique lorsque L est un langage rationnel.

Ce monoide est canonique, au sens ot j’ai un algoritmme qui me permet de le
construie : on calcule d’abord 'automate minimale du langage, puis on calcule le

monoide de transition de cet automate.

Exemple 2.3
Dans ’exemple 1.16, on donne ’automate minimale de langage
L = (aa + ab + abb + aab + bb)*, ¥ = {a, b}.

Le monoide syntaxique de L est donné par :

112134

*x1 | 1]23]4
a 2131210

b 141331
xa® 3230
xab | 313 (3]0
xba | 0222
x?* [1]3|3|4
xaba |2 12120
xba® | 03 ]3 3
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Relations :

ad=a a*b=ab ab>=ab bab=0ba® b*a=aba b =0b aba® = ab.
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Chapitre 3

Le produit direct, semi-direct, et
en couronne des monoides et leurs

applications aux semi-automates.

Dans ce chapitre, on présente les types de produits de monoides : produit direct,

semi-direct et le produit en couronne et leur applications aux semi automates.

3.1 Le produit direct, semi-direct, et en couronne
des monoides

Définition 3.1

Soient (M, *) et (N, A) deux monoides, on considére I'ensemble M x N le produit
cartisien de M et N, et on définit la multiplication ” -7 dans M x N par :

(ma,n1) - (me,ng) = (my * ma, n1Any), tel que my, my € M et ny,ny € N.

Ce résultat est un monoide (M x N, -) s’appelle le produit direct de M et N. D’ou

la loi sur M x N est associative et d’élément neutre (157, 1y).

Exemple 3.1
Soient M = (N, +) et N = (N, x) deux monoides, le produit direct M x N défini

par : (m,n)-(r,s) = (m+r,n X s).
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Proposition 3.1
Soit M, N, L trois monoides nous pouvons former le produit direct (M x N) X L
de méme M x (N x L) et la relation entre ces deuxr monoides est l'isomorphisme :

(M x N)x L=Mx (N x L).

Preuve.
L’isomorphisme est h: (M x N) x L — M x (N x L) défini par :
h((m,n),l) = (m,(n,1)), tel que me M,n€ Netl€ L. m

Proposition 3.2
Soit M, N deux monoides, on suppose 0 : N — End(M), est un morphisme de
monoides. On a (M x N,-) est un monoide avec 'opération ™ -7 défini par :

(m,n)-(m',n') = (mb(n)(m’),nn’) pour tout m,m’ € M etn,n" € N.

Preuve.

7

e On monter que ” -7 est associative dans M x N :

soit m,m’,m” € M,n,n’,n” € N, on a

((m7n) ' (m/7 nl)) ’ (m”7n”)

(mb(n

3
=
:\
3,
N

= (mb(n)
= (mf(n)
= (mf(n)

Aussi on a

(m,n) - ((m',n') - (m”,n7)) = (m,n) - (m'6(n")(m”),n'n”)
= (mf(n)(n'0(n")(m”)), n(n'n”)).

Alors 7 -7 est associative dans M x N.

e Pour (m,n) € M x N,(m,n) - (1a,1n) = (mB(n)(1p),nly) = (mly,n) =
(m,n).

Aussi, on a (1p,1y) - (m,n) = (1y0(1x)(m), 1xn) = (1pIdy(m),n) = (m,n).

Alors (M x N,-) est un monoide. m

Notation 3.1
Le monoide (M x N,-) est appelé le semi-direct produit de M et N par rapport &
0 et il est noté par M Xy N.
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Exemple 3.2
Soient M et N deux monoides. Soit ¢ : N — FEnd(M) un morphisme de mo-
noides. Pour chaque (m,n) € M x N on abrége "m := [p(n)](m). On définit une loi

x sur M X N par :
(M x N)?— MxN
(). () = ()

On montrer que * munit M x N d’une structure de monoide, notée M x¥ N.

Soient (7:) et (5) dans M x N. Les préservation du neutre et de la loi par ¢
s’écrivent 'm = m et "(Ym) =" m.

De méme, les préservations par le morphisme ¢(t) du neutre et de la loi se ré-
écrivent "1 =1 et "(mp) =" m"p.

Montrons que (111]”5 ) est neutre : cela vient des égalité
1 m im 1m m
() ()=t =(0)- ()
m 1 11 ml m
t * = m == —=
(i) G) - (0) ()
Montrons I’associativité : pour Chaque e M x N on a

() (C)- )= ()< (. ) (o 5)= (")
(G- ©))- () =) ()= () (0

On a (1) X N, %) est un monoide.

Proposition 3.3

Soient M et N deuzx monoides, et soit M [’ensemble de toutes les applica-
tions de N dans M, puis l’ensemble MY x N est un monoide sous la multiplication
(0, n1) (¥, n2) = (P, ning) ot pip € MY est défini par :

o(x) = p(x)(zny), pour ,ny,ny € N et o) € M.

Nous appelons le monoide MY x N le produit en couronne de M et N.

Preuve.

e On montrer que la multiplication est associative dans M~ x N. Soit ¢, 1, n € MY
et ni,n9,n3 € N alors

((p,n1)(¥,m2)) (0, n3) = (v, nan2)(n, n3) = ((p¥)n, ningns).

Et (¢,71) (¢, n2)(n,n3)) = (¢, n1)(nans, ) = (p(¥n), nanans).

On montre que, (¢1)n = ¢(1n). Soit x € N, alors
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(P0)n)(x) = (p@)on(ans) = p(@)p(an)n(Enns).
Soit I'application e : N — M donné par e(n) = 1), pour tout n € N.
On a (¢,n)(e,1y) = (pe,nly) = (pe, n).
Ou (pe)(x) = p(r)e(zm) = p(x)lu = p(z)
pour n,x € N et o € MY, puis (¢,n)(e, 1n) = (p,n)
Comme (¢, 1y)(, ) = (e, 1yn) = (e, )
Ou (ep)(x) = e()p(rln) = Lup(r) = @(x).
Donc (e, 1x)(p,n) = (¢,n). L’élément identité dans MY x N est (e,1y). =

3.2 L’application de produit des monoides en mo-

noide de semi-automate

Définition 3.2

Soient S = (Q,%,0) et 8" = (Q', Y, ") deux semi automates, alors leurs produit

direct est le semi automate S x S' = (Q x Q', %, x '), dans le cas ou ¥ = Y/, avec

0% 8'((¢,¢),0) = (0(q,0),0(q', o)) pour tous o € 3, (¢,¢) € @ x Q.

Exemple 3.3
Soit S = (Q,%,0) et 8" = (Q',Y,¢") deux semi automates, tel que Q = Q' =
{0,1},2 =%" = {0} et 4,4’ sont définies comme suit :

dlo o
01 011
110 11

Alors, le produit direct de S, S’ est donné par : S x S = (Q x Q', 3,8 x §') ou
Q@ x Q" ={(0,0),(0,1),(1,0), (1, 1)} et 6 x 0" : (@ x Q') x T — (Q x Q') est donné

par :

§x o o

(0,0) | (1,1)
(0,1) | (1,1)
(1,0) | (0,1)
(1,1) | (0,1)
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o
2.

»Le monoide de semi automate S = (Q, X, 0) est donné par : | [¢]

lo] | [o]

o
2.

AL

» Le monoide de semi automate S’ = (Q’,%, ") est donné par :

€] | [e] | [o]

o] | [o] | [o]
»On défini (0 x 0'), : Q x Q' — Q@ x Q' par (6 x §'),((¢,9")) = (0(¢,0),5' (¢, 7))

pour tout (¢,q") € Q@ x Q.

’ (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
X6 )g=p=
Ona (02000 = ((1,1) (L1) (0.1) (0,1))°
2 _ (070) (07 1) (170> (17 1) 3 _
’ ((m) 0.1) (1LY (1,0)7 7
Soit w € {o}* est un mot, suppose w = o™, n € N* alors, on défini (§ x '), :
QxQ —QxQ

(6 x 8)w((q,q)) = 050,5..05((q, 7))

Idg sin=0
Ona (0 x0), = ) sin=2k+1,keN

©? sin =2k, ke N*

v:({o},.) — ((Q x Q)9 o) par ¢h(w) = (6 X 0'),.
On défini la relation R dans {o}* par wRw' si et seulement si ¥(w) = ¥(w') est

une congruence. Le monoide quotion {c}*/R = {[¢], [0], [0?]}.

[e] | [o] | [0°]

» Le monoide de semi automate (QxQ’, 3, §x4’) est donné par : | [ | ] ][
o] | lo] | [0*] | [o]

[0°] | [o%] | [o] | [0°]

Définition 3.3

Soit S = (Q,%,0) et S = (Q', ¥, ") deux semi automates, on défini leurs produit

direct général dans le cas ¥ # X' par: S x §' = (Q x Q',X x X', § x &') tel que

(6% 0)((q.4), (0,0") = (6(g,0),8'(¢',0")) avec (0,0") € L XY, (q,¢) € QX Q"
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Exemple 3.4
Soit S = (@, X, ) est un semi automate on ) = {0,1},X = {o}etd: QxX+— Q

oo
est donné par :| 0 | 1 [et S’ = (Q', Y, ") est donné par
110
Q ={0,1},% ={o,7}et 0 : Q' x ¥ — @
§lo|T
01110
11110

Alors, Sx 58" = (QxQ', L xY dxd)ou@xQ = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)},6xd":
(@ X Q) xELxY — (Qx Q) donné par :
dx & | (0,0)
(0,0) | (1,1)
(0,1) | (1,1)
(1,0) | (0,1)
(1,1

1) 1 (0,1) | (0,0)
eLe monoide de semi automate (Q),{c},d) est donné par :

- | ] | la]
] | [e] | [o]
€]

]
monoide de semi automate (Q', {0, 7},d’) est donné par :

o,T)

~ |~ |~ |
oo | O

1,0)
1,0)
0,0)

7]

7]

7]

[
[
[
[

7]

pour tout (¢,q') € Q x Q.
Ona (6§ x8) e =n= (

) (1,1
Et (0 X 6oy 1 @ X Q' — Q x Q par (6 x 8')on((¢,4)) = ((g,0),0'(¢, 7))
pour tout (¢,¢') € @ x Q". On a

T 00) (0,1 (1,0) (1)
(0 0)an =n= <<1,o> (1,0) (0,0) <o,o>)
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(88 88 68 )

eLe monoide de semi automate (Q x @', x ¥/, x ¢') est donné par :
: €] [(0,0)] | [(0,0)%] | [(o.7)] | [(0,7)?]
€] €] [(0,0)] | [(0,0)°] | [(o.7)] | [(0,7)?]
[(0,0)] | [(0,0)] | [(0,0)%] | [(0,0)] | [(o,7)’] | [(o,7)
[(0,0)%] | [(0,0)?] | [(0,0)] | [(0,0)*] | [(0,7)] | [(,7)*]
[(0,7)] | [(o,7)] | [(0,0)%] | [(0,0)] | [(o,7)’] | [(o,7)
[(0,7)’] | [(0,7)%] | [(0,0)] | [(0,0)*] | [(o,7)] | [(0,7)*]

Définition 3.4

Soit S = (Q,%,9) et S’
en couronne de S et S’ par SWYS'

(Q',%,0") deux
(R

semi automates. On défini le produit

S x 36" o 6 ((q,q), (f,0) =

(6(q, £(d)),5(¢,0") pour o’ € X', f € 29 (q,¢) € Q x Q.

Exemple 3.5
Soit S = (@, X, 0) est un semi automate ou @ = {0,1}, X ={o,7}etd: QXX —

( est donné par :

J

o

T

0

1

0

1

1

0

et S' = (Q',Y,d") est donné par Q'

Q' est donné par :

o

1

—_ O | S

0

={0,1},Y ={o} et §: Q x ¥

On note les quatre éléments de £ par fi, fa, f3, f4 Ol
f1(0) = f1(0) = 0.
f2(0) =0, fo(1) = 7.

£3(0) = 7, fs(1)

g.

f4(0) - f4(1) =T.

Alors, le semi automate SW.S’ a le table
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(0(q, /1(¢)), (¢, o))
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— —~ —~ —~
5 o) o) o) o)
o | & | =
St LR IR Ry
N— N— N— N—

On défini (6") 1,.0) : Q% Q" — QxQ' par(8") (1., ((¢.))

pour tout (q,q") €

@
=
o

~

S

N NN~ o~ —
— O OoO— o — O
—_ -, S - - S
(((m(/l\( /O\

TN NN NN~ —
O H O 4O H O
— HH - S S
S o o — ,O\( /0\

Zsasme=s
SRR

o~~~ —~ — —

© Vo Yo o
S Ho 1S oS o

I Il I

3 ol ' ~
I | I I
© © © ©
s & & &
= =< =< =

= = S =
w w o w
N~— N~— SN— S~—
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a fait une étude sur les types de produit des monoides et

quelque applications dans les semi-automates.

Nous avons présenté dans le premier chapitre les définitions et quelques propriétés

sur les monoides, langages et semi automates.

Ensuite nous avons fait une etude sur le monoide syntaxique et le monoide de

transitions.

Finalement nous avons etudé aussi les produits (produit direct, semi direct et en

couronne) des monoides et leurs applications aux semi-automates.
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Abstract :

This thesis is part of the theory of semi automata.In this work,we will follow the
following steps :

* Elementary notions on monoids and semi automata.
* The syntactic monoid of a langage and the transitions monoide of a semi automata.

* The direct, semi direct, and crown product of monoids and their applications to
semi automata.

Key words :

Monoid, morphisme of monoide, words and langage, semi automata, syntactic
monoide, monoid of transitions, direct product, semi direct product, crown product.

Résumé :

Ce mémoire sinscrit dans le cadre de la théorie des semi-automates. Dans ce travail,
nous suivrons les étapes suivantes :

* Notions élémentaires sur les monoides et semi automate.
Monoide syntaxique d’'un langage et le monoide de transitions d’un semi-automate.

* Produit direct, semi-direct, et le produit en couronne des monoides et leurs
applications aux semi-automates.

Mots clés :

Monoide, morphisme de monoides, mots et langage, semi-automate, monoide
syntaxique, monoide de transitions, produit direct, produit semi direct, produit en
couronne.
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