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Résumé

La fonction maximale de Hardy-Littelwood est continue sur les espaces Lp(.)(Rn) si

le variable exposant p est vérifié certain condition finalement on donne la continuité de

l’opérateur de Calderón-Zygmund sur Lp(.)(Rn) comme une conséquence du résultat obtenu

sur la continuité de la fonction maximale.
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Introduction

En 2004, Diening dans [3] a été étudié la continuité de la fonction maximale de Hardy-

littlewood Mf sur Lp(.)(Rn) avec p une variable exposant satisfait la condition de unifor-

mément continue

|p(x)− p(y)| ≤ C

− ln |x− y| , (*)

pour tout |x− y| ≤ 1
2
, et la fonction maximale définie par:

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy,

où f une fonction localement intégrable sur Rn.

Le but de ce mémoire est réponde la question suivant: quelle sont les conditions sur le

variable exposant p pour la fonction maximale de Hardy-littlewood Mf est continue sur

Lp(.)(Rn) .

Finalement nous présentons les résultats obtenus sur la continuité de l’opérateur de

Calderón-Zygmund sur Lp(.)(Rn) où l’opérateur de Calderón-Zygmund définie par :

Tϕ (x) = lim
ε→∞

∫
|x−y|≥ε

K (x, y)ϕ (y) dy,

où K le noyau de Calderón-Zygmund.

Le mémoire se divise en quatre parties.

En premier chapitre, nous avons donné quelques rappelés des notions essentielles qui

seront utilisées dans la suite de cette mémoire par exemple la fonction modular et la propriété

Φ-fonction et l’espace semi-modular et rappelés quelques propriétés fondamentales dans la

mesure.

En deuxième chapitre, nous avons donné quelques propriétés des espaces Lp(.)(Rn).
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Introduction

En troisième chapitre, on étudie la continuité de la fonction maximale de Hardy-littlewood

sur les espaces Lp(.)(Rn) avec (1 < p ≤ ∞) et satisfait la condition (*).

En quatrième chapitre, on donne L’opérateur de Calderón-Zygmund comme une appli-

cation.
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Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires

L’objet de ce chapitre est rappelé quelque propriété fondamentale qui seront utilisées dans

la suite de cette mémoire.

Nous définirons quelque notion de fonction modular et l’espace semi-modular pour définit

le variable exposant de Lebesgue.

1.1 Semi-modular

Définition 1.1.1 Soit (A,Σ, µ) un espace mesuré complet σ-finie. On désigne L0(A, µ) par

l’espace des fonctions µ-mesurable sur A à valeur dans k.

Définition 1.1.2 Soit X un k-espace vectoriel une fonction % : X → [0,∞] est dit semi-

modular sur X si les propriétés suivantes sont vérifiés.

a) %(0) = 0

b) %(λx) = %(x) pour tout x ∈ X , λ ∈ k avec |λ| = 1.

c) % est convexe.

d) % est continue à gauche.

e) %(λx) = 0 pour tout λ > 0 implique x = 0.

Une semi-modular % est dit modular si

f) %(x) = 0 implique x = 0.
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1.1. Semi-modular

Est dit continue si

g) L’application λ→ %(λx) est continue sur [0,∞) pour tout x ∈ X.

Exemple 1.1.1 (a) Si 1 ≤ p <∞ alors

%p(f) :=

∫
Ω

|f(x)|p dx.

Définit une modular continue sur L0(Ω).

(b) Soit ϕ∞(t) :=∞.χ(1,∞)(t) pour tout t ≥ 0,i.e.

ϕ∞(t) =

 ∞ t ∈ (1,∞) ,

0 t ∈ [0, 1].

Alors

%∞(f) :=

∫
Ω

ϕ∞ (|f(x)|) dx.

Définit une semi-modular sur L0(Ω) mais n’est pas continue.

(c) Soit ω ∈ L1
loc(Ω) avec ω > 0 presque partout et 1 ≤ p <∞. Alors

%(f) :=

∫
Ω

|f(x)|p ω (x) dx.

Définit une modular continue sur L0(Ω).

(d) Si 1 ≤ p <∞ alors

%((xj)) :=

∞∑
j=0

|xj|p .

Définit une modular continue sur Rn.

(e) Pour f ∈ L0(Ω) on définit f ∗ : [0,∞)→ [0,∞) par la formule f ∗(s) := {t : ||f | > t| > s}.
Pour 1 ≤ q ≤ p <∞ cette expression,

%(f) :=

∞∫
0

∣∣∣f ∗(s pq )
∣∣∣q ds.

4



1.2. L’espace semi-modular

Définit une modular continue sur L0(Ω).

Soit % une semi-modular sur X. Puisque % est positive et convexe et %(0) = 0 ce que

implique que λ→ %(λx) n’est pas décroisant sur [0,∞) pour tout x ∈ X. De plus

%(λx) = %(|λ|x) ≤ |λ| %(x) pour tout |λ| ≤ 1

%(λx) = %(|λ|x) ≥ |λ| %(x) pour tout |λ| ≥ 1
(1.1.1)

1.2 L’espace semi-modular

Définition 1.2.1 Si % une semi-modular ou modular sur X alors

X% :=
{
x ∈ X : lim

λ→0
%(λx) = 0

}
,

est dit espace semi-modular ou espace modular.

D’après l’inégalité (1.1.1) on peut définir l’ensemble X% par une d’autre formule

X% := {x ∈ X : %(λx) <∞ quelque soit λ ∈ (0,∞)} .

L’orsque pour λ′ < λ l’inégalité (1.1.1) on a:

%(λ′x) = %(
λ′

λ
λx) ≤ λ′

λ
%(λx)→ 0.

Quand λ′ → 0.

Dans le théorème suivant on démontre que X% est un k-espace vectoriel normé.

Théorème 1.2.1 Soit % une semi-modular sur X. Alors X% est un k-espace vectoriel

normé. Cette norme est dit norme de Luxemburg est définit par:

‖x‖% = inf

{
λ > 0 : %(

1

λ
x) ≤ 1

}
.

Preuve. Nous avons montrons que l’ensemble X% est un k-espace vectoriel. Soient

x, y ∈ X% et α ∈ k\ {0}. Par la définition de l’espace X% et comme %(αx) = %(|α|x), il est

clair que αx ∈ X%, et par la convexité de % on a

0 ≤ %(λ(x+ y)) ≤ 1

2
%(2λx) +

1

2
%(2λy)

λ→0−→ 0.
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1.2. L’espace semi-modular

Donc x+ y ∈ X%, il est clair que 0 ∈ X%, donc X% est un k-espace vectoriel. Il est clair que

‖x‖% <∞ pour toute x ∈ X%, et ‖0‖% = 0. Pour α ∈ k on a:

‖αx‖% = inf
{
λ > 0 : %(

αx

λ
) ≤ 1

}
= |α| inf

{
λ > 0 : %(

1

λ
x) ≤ 1

}
= |α| ‖x‖% .

L’inégalité triangulaire s’obtient facilement. Soient x, y ∈ X et ‖x‖% < u et ‖y‖% < v. Alors

%(x
u
) ≤ 1 et %(y

v
) ≤ 1, donc par la convexité de % on a:

%(
x+ y

u+ v
) = %(

u

u+ v

x

u
+

v

u+ v

y

v
)

≤ u

u+ v
%(
x

u
) +

v

u+ v
%(
y

v
)

≤ 1,

donc ‖x+ y‖% ≤ u + v, on obtient ‖x+ y‖% ≤ ‖x‖% + ‖y‖% . Si ‖x‖% = 0, alors %(αx) ≤ 1

pour tout α > 0. Par conséquent,

%(λx) ≤ β%(
λx

β
) ≤ β.

Pour toute λ > 0 et β ∈ [0, 1], en utilisant (1.1.1) on a %(λx) = 0 pour toute λ > 0, ainsi

x = 0.

Exemple 1.2.1 Soit 1 ≤ p ≤ ∞ alors l’espace modular (L0(Ω))%p coïncide avec l’espace de

Lebesgue Lp

‖f‖p := ‖f‖%p =


(∫

Ω
|f(x)|p dx

) 1
p si 1 ≤ p <∞

sup ess
x∈Ω

|f(x)| si p =∞.

Pour xk, x ∈ X% on dit que xk converge fortement en norme vers x si ‖xk − x‖% −→ 0.

Lemme 1.2.1 Soit % une semi-modular sur X et xk ∈ X%. Alors xk → 0 quand k →∞ si

et seulement si, lim
k→∞

%(λxk) = 0 pour tout λ > 0.
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1.2. L’espace semi-modular

Preuve. On suppose que ‖xk‖% → 0 et λ > 0. Alors ‖kλxk‖% < 1 pour tout k > 1.

Pour k assez grand on a:

%(λxk) ≤
1

k
%(kλxk) ≤

1

k
,

l’inégalité (1.1.1) %(λxk)→ 0 quand k →∞.
Maintenant on suppose que %(λxk) → 0 pour tout λ > 0 alors %(λxk) ≤ 1 pour k assez

grand donc ‖xk‖% ≤ 1
λ
comme λ est arbitraire, nous concluons que ‖xk‖% → 0 i.e. xk → 0.

Définition 1.2.2 Soit % une semi-modular sur X et xk, x ∈ X%. Alors on dit que xk

converge en modular vers x si il existe λ > 0 tel que %(λ(xk − x)) → 0 et on note par

xk
%−→ x.

Lemme 1.2.2 Soit X% un espace semi-modular alors:

La converge en modular⇐⇒ la converge en norme si, et seulement si, %(xk)→ 0 implique

%(2xk)→ 0.

Preuve. “ ⇒”: Soit %(xk) → 0 avec xk ∈ X%. Alors par le lemme (1.2.1) on a

%(2xk)→ 0.

“⇐”: Soit xk ∈ X% tel que %(xk)→ 0. On obtient %(λxk)→ 0 pour tout λ > 0. Pour

λ fixe on choisissons m ∈ N tel que 2m ≥ λ par la hypothèse on a: lim
k→∞

%(2mxk) = 0. Alors

0 ≤ lim
k→∞

%(λxk) = 0 ≤ λ2−m lim
k→∞

%(2mxk) = 0 par (1.2.1) on obtient que xk → 0. Ceci qui

termine la preuve.

Lemme 1.2.3 (propriétés d’un modular norme dans la boule d’unité) Si % une

semi-modular sur X. Alors ‖x‖% ≤ 1⇔ %(x) ≤ 1 si % est continue, alors aussi ‖x‖% < 1⇔
%(x) < 1, et aussi ‖x‖% = 1⇐⇒ %(x) = 1.

Preuve. Si %(x) ≤ 1 alors par la défintion de ‖.‖% on a ‖x‖% ≤ 1.

D’autre part on suppose que ‖x‖% ≤ 1 alors %(x
λ
) ≤ 1 pour tout λ > 1. Lorsque % est

continue à gauche on obtient %(x) ≤ 1. Soit % est continue si ‖x‖% < 1, alors il existe λ < 1

avec %(x
λ
) ≤ 1. Donc l’inégalité (1.1.1) on a: %(x) ≤ λ%(x

λ
) ≤ λ < 1. D’autre part on
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1.2. L’espace semi-modular

suppose que %(x) < 1 comme % continue il existe γ > 1 tel que %(γx) < 1 ce qui implique

que ‖γx‖% ≤ 1 et ‖x‖% ≤ 1
γ
< 1. Et ‖x‖% = 1⇐⇒ %(x) = 1. Il résulte de les deux cas “≤ 1”

et “< 1”.

Corollaire 1.2.1 Soit % une semi-modular sur X et x ∈ X%.

(a) Si ‖x‖% ≤ 1, alors %(x) ≤ ‖x‖% .
(b) Si 1 < ‖x‖%, alors ‖x‖% ≤ %(x).

(c)‖x‖% ≤ %(x) + 1.

Preuve. (a) Le cas x = 0 est évident et pour le cas x 6= 0, on suppose que 0 < ‖x‖% ≤ 1.

Par la propriété de la boule d’unité (lemme (1.2.3)) et
∥∥∥ x
‖x‖%

∥∥∥
%

= 1 on obtient %( x
‖x‖%

) ≤ 1.

Comme ‖x‖% ≤ 1, par l’inégalité (1.1.1) on a %(x)
‖x‖%
≤ 1.

(b) On suppose que ‖x‖% > 1, alors %(x
λ
) > 1 pour tout 1 < λ < ‖x‖%. Et l’inégalité

(1.1.1) on a 1 < %(x)
λ
. Car λ est arbitraire, nous concluons que %(x) ≥ ‖x‖% .

(c) Immédiate à (b).

Théorème 1.2.2 de convergence monotone

Soit (A,Σ, µ) un espace mesuré σ-finie complet et soit (fk) une suite des fonctions µ-

mesurable avec fk ↗ f µ-presque partout et
∫
A

f1 dµ > −∞ alors

lim
k−→∞

∫
A

fk dµ =

∫
A

fdµ

Lemme 1.2.4 (Fatou) Soit (A,Σ, µ) un espace mesuré σ-finie complet et soit (fk) une

suite des fonctions µ-mesurable et soit g ∈ L1(A, µ), si fk ≥ g µ-presque partout pour tout

k ∈ N. Alors ∫
A

lim inf
k−→∞

fk dµ ≤ lim inf
k−→∞

∫
A

fk dµ.

Soit (fk) ∈ Ls(A, µ) et λ(E) := lim supk−→∞

∫
E

|fk|s dµ pour tout ensemble E ⊂ A alors

(fk) est equi-intégrable si

1) Pour tout ε > 0 il existe δ > 0 avec λ(E) < ε pour tout ensemble E mesurable et

µ(E) < δ.

2) Pour tout ε > 0 il existe une ensemble mesurable A0 avec µ(A0) <∞ et λ( A
A0

) < ε.
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1.2. L’espace semi-modular

Théorème 1.2.3 (convergence Dominèe)

Soit (A,Σ, µ) un espace mesuré σ-finie complet et soit (fk) une suite des fonctions µ-

mesurable avec fk −→ f µ-presque partout si il existe une fonction h ∈ L1(A, µ) telle que

|fk| ≤ h µ-presque partout pour tout k ∈ N. Alors

f ∈ L1(A, µ),

et

lim
k−→∞

∫
A

fkdµ =

∫
A

fdµ.

Définition 1.2.3 Soit ϕ : [0,∞) −→ [0,∞] une fonction convexe et continue à gauche

avec ϕ(0) = 0, limt−→0+ ϕ(t) = 0 et limt−→∞ ϕ(t) =∞, on dit que ϕ est une Φ-fonction, si

ϕ(t) > 0 ∀ t > 0 est dit Φ-fonction positive.

Lemme 1.2.5 Soit ϕ : [0,∞) −→ [0,∞] et soit % un prolongement de ϕ sur R, i.e. %(t) :=

ϕ(|t|) pour tout t ∈ R. Alors ϕ est une Φ-fonction si, et seulement si, % est une semi-

modular sur R avec X% = R. De plus ϕ est une Φ-fonction positive si et seulement si, % est

une modular sur R avec X% = R.

Preuve. “ ⇒”: Soit ϕ une Φ-fonction lorsque limt−→0+ ϕ(t) = 0, avec X% = R. On

démontre que % est une semi-modular sur R. Il suffi t de montrer que %(λt0) = 0 pour

tout λ > 0 implique que t0 = 0. On suppose que %(λt0) = 0 pour tout λ > 0. Comme

limt−→∞ ϕ(t) = ∞, alors il existe t1 > 0 avec ϕ(t1) > 0 ainsi n’est existe pas λ > 0 tel

que t1 = λt0, ce qui implique que t0 = 0 donc % est une semi-modular. On suppose que ϕ

positive si %(s) = 0, alors ϕ(|s|) = 0. Par conséquent s = 0. Donc % est une modular.

“⇐”: Soit % est une semi-modular sur R avec X% = R. Comme X% = R il existe t2 > 0

telle que ϕ(t2) < ∞. l’inégalité (1.1.1) on a 0 ≤ ϕ(t) ≤ t
t2
ϕ(t2) pour tout t ∈ [0, t2] ce qui

implique que limt−→0+ ϕ(t) = 0. Car 1 6= 0 il existe λ > 0 telle que %(λ1) 6= 0 en particulier

il existe t3 > 0 avec ϕ(t3) > 0 et l’inégalité (1.1.1) on a ϕ(Kt3) ≥ Kϕ(t3) > 0 pour tout

K ∈ N. LorsqueK est arbitraire, nous concluons que limt−→∞ ϕ(t) =∞. Ce qui montre que
ϕ est une Φ-fonction. On suppose que % est une modular. En particulier %(t) = ϕ(|t|) = 0

implique t = 0. Donc par négation on obtient t > 0 implique ϕ(t) > 0 , ainsi ϕ est positive.
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1.2. L’espace semi-modular

Définition 1.2.4 Soit (A,Σ, µ) un espace mesuré σ-finie complet, une fonction réel ϕ :

A× [0,∞) −→ [0,∞] est dit Φ-fonction généralise sur (A,Σ, µ) si :

(a) ϕ(y, .) est une Φ-fonction pour chaque y ∈ A.
(b) y −→ ϕ(y, t) est mesurable pour chaque t ≥ 0.

Si ϕ est Φ-fonction généralise sur (A,Σ, µ), on écrire ϕ ∈ Φ(A, µ).

Définition 1.2.5 Soit ϕ ∈ Φ(A, µ) et Soit %ϕ définit par:

%ϕ (f) =

∫
A

ϕ(y, |f(y)|)dµ (y) .

Pour tout f alors l’espace semi-moduler

(L0(A, µ))%ϕ =
{
f ∈ L0(A, µ) : lim

λ→0
%ϕ(λf) = 0

}
=

{
f ∈ L0(A, µ) : %ϕ(λf) <∞ pour certain λ > 0

}
.

Est dit l’espace de Musielak-orlicz et note par Lϕ(A, µ), où Lϕ mini de la norme

‖f‖%ϕ := ‖f‖ϕ = inf

{
λ > 0 : %ϕ(

f

λ
) ≤ 1

}
.

Théorème 1.2.4 [2] Soit % une semi-modular sur X, alors % est semi-continue inférieure-

ment sur X% ,i.e.

%(x) ≤ lim inf
k−→∞

%(xk).

xk, x ∈ X% avec xk −→ x (en norme) pour k −→∞.

Lemme 1.2.6 tout Φ-fonction est semi-continue inférieurement.

Exemple 1.2.2 Soit 1 ≤ p <∞ on définit

ϕ
p
(t) : =

1

p
tp,

ϕ∞(t) : =∞.χ(1,∞)(t),

pour toute t ≥ 0. Alors ϕ
p
et ϕ∞ est une Φ-fonction. De plus ϕ

p
est continue et positive

avec ϕ∞ est le seulement qui continue à gauche et semi-continue inférieurement mais n’est

pas positive.
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1.2. L’espace semi-modular

Théorème 1.2.5 Si ϕ ∈ Φ(A, µ). Alors Lϕ(A, µ) est un espace de Banach.

Lemme 1.2.7 Soit ϕ ∈ Φ(A, µ) et fk, f, g ∈ L0(A, µ).

(a) Si fk −→ f µ-presque partout, alors %ϕ(f) ≤ lim infk−→∞ %ϕ(fk).

(b) Si |fk| ↗ |f | µ-presque partout, alors %ϕ(f) = limk−→∞ %ϕ(fk).

(c) Si fk −→ f µ-presque partout, et |fk| ≤ |g| µ-presque partout, et
%ϕ(λg) <∞ pour tout λ > 0, alors fk −→ f dans Lϕ.

Preuve. Par le lemme (1.2.6) l’application ϕ(y, .) est semi-continue inférieurement. En

utilisant lemme de Fatou on a:

%ϕ(f) =

∫
A

ϕ(y, lim
k−→∞

|fk(y)|)dµ(y)

≤
∫
A

lim inf
k−→∞

ϕ(y, |fk(y)|)dµ(y)

≤ lim inf
k−→∞

∫
A

ϕ(y, |fk(y)|)dµ(y)

= lim inf
k−→∞

%ϕ(fk).

Ce qui montre (a). Pour (b), soit |fk| ↗ |f |. Par la continuité à gauche et la mon city
de ϕ(y, .) on a 0 ≤ ϕ(., |fk(y)|) ↗ ϕ(., |fk(.)|) presque partout. D’après le théorème de la
convergence monotone on a:

%ϕ(f) =

∫
A

ϕ(y, lim
k−→∞

|fk(y)|)dµ(y)

=

∫
A

lim
k−→∞

ϕ(y, |fk(y)|)dµ(y)

= lim
k−→∞

∫
A

ϕ(y, |fk(y)|)dµ(y)

= lim
k−→∞

%ϕ(fk).

Ce qui montre (b).

Pour (c), on peut supposer que fk −→ f presque partout |fk| ≤ |g| presque partout
et %(λg) < ∞ pour tout λ > 0. Alors |fk − f | −→ 0 presque partout et |fk − f | ≤ 2 |g|.
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1.2. L’espace semi-modular

Lorsque %ϕ(2λg) <∞. On appliquer le théorème de la convergence dominèe on obtient

lim
k−→∞

%ϕ(λ |f − fk|) =

∫
A

ϕ
(
y, λ lim

k−→∞
|f(y)− fk(y)|

)
dµ(y) = 0,

puisque λ > 0 est arbitraire cette formule avec lemme (1.2.1) implique que fk −→ f dans

Lϕ.

Théorème 1.2.6 Soit ϕ ∈ Φ(A, µ). Les propriétés suivantes sont satisfont.

(a) ‖f‖ϕ = ‖|f |‖ϕ pour tout f ∈ Lϕ.
(b) Si f ∈ Lϕ, g ∈ L0(A, µ), et 0 ≤ |g| ≤ |f | µ-presque partout, alors
g ∈ Lϕ et ‖g‖ϕ ≤ ‖f‖ϕ .
(c) Si fk −→ f presque partout, alors ‖f‖ϕ ≤ lim infK−→∞ ‖fk‖ϕ .
(d) Si |fk| ↗ |f | µ-presque partout, avec fk ∈ Lϕ(A, µ) et supK ‖fk‖ϕ <∞,
alors f ∈ Lϕ(A, µ) et ‖fk‖ϕ ↗ ‖f‖ϕ .

Preuve. Les deux propriétés (a) et (b) sont claires, nous avons montrent (c). Soit

fk −→ f µ-presque partout, alors cette inégalité est évidente pour lim infk−→∞ ‖fk‖ϕ =∞.
Soit λ > lim infk−→∞ ‖fk‖ϕ pour k assez grand on a ‖fk‖ϕ < λ Par la propriété de la

boule d’unité on a %ϕ(fk
λ

) ≤ 1 pour k assez grand. On appliquer lemme (1.2.7) on obtient

%ϕ(f
λ
) ≤ 1, ainsi Par la propriété de la boule d’unité on obtient ‖f‖ϕ < λ ce qui implique

que ‖f‖ϕ ≤ lim infK−→∞ ‖fk‖ϕ.
Pour démontrer (d) on suppose que |fk| ↗ |f | µ-presque partout, où supK ‖fk‖ϕ < ∞.

Par (a) et (c) on a ‖f‖ϕ ≤ lim infk−→∞ ‖fk‖ϕ ≤ supk ‖fk‖ϕ < ∞ donc f ∈ Lϕ. D’autre

part, |fk| ↗ |f | avec (b) ce qui implique que ‖fk‖ϕ ↗ lim supk−→∞ ‖fk‖ϕ ≤ ‖f‖ϕ. Donc
limk−→∞ ‖fk‖ϕ = ‖f‖ϕ et ‖fk‖ϕ ↗ ‖f‖ϕ .

12



Chapitre 2

Les espaces Lp(·)(Rn)

Dans ce chapitre, nous donné la définitions des espaces Lp(.)(Rn) où p : Ω −→ [1,∞]

s’appelé le variable exposant de Lebesgue cette définition introduite par Orlicz en 1931, pour

généralise quelques résultats classique sur cette espace comme la continuité de la fonction

maximale.

2.1 Quelques propriétés des espaces Lp(·)(Rn)

2.1.1 variable exposant de Lebesgue

Définition 2.1.1 Soit (A,Σ, µ) un espace mesuré complet σ-finie. On définit P(A, µ)

comme l’ensemble des fonctions p : A → [1,∞] µ-mesurable , la fonction p ∈ P(A, µ)

est dite variable exposant sur A et on définit p− := p−A := inf ess
y∈A

p(y) et p+ := p+
A :=

sup ess
y∈A

p(y). Si p+ <∞, alors p est appelée variable exposant borné. Si p ∈ P(A, µ) , alors

on définit p′ ∈ P(A, µ) par 1
p(y)

+ 1
p′(y)

= 1, où 1
∞ := 0. La fonction p′ est dit le dual de

variable exposant p. Si µ est une mesure de Lebesgue et Ω un sous ensemble ouvert de Rn

dans ce cas on note P(Ω) := P(Ω, µ).

Définition 2.1.2 Pour t ≥ 0 et 1 ≤ p <∞ on définie

ϕ̃
p
(t) : =

1

p
tp,

ϕ̄
p
(t) : = tp.

13



2.1. Quelques propriétés des espaces Lp(·)(Rn)

De plus

ϕ̄∞(t) := ϕ̃∞(t) :=∞.χ(1,∞)(t) =

 0 si t ∈ [0, 1] ,

∞ si t ∈ (1,∞) .

Pour une variable exposant p ∈ P(A, µ) on définit pour y ∈ A et t ≥ 0

ϕ̃
p(·)

(y, t) := ϕ̃
p(y)

(t), et ϕ̄
p(·)

(y, t) := ϕ̄
p(y)

(t).

Lemme 2.1.1 L’application a −→ ϕ̃
1
a

(t) est continue et convexe sur [0, 1] pour chaque

t ≥ 0.

Preuve. pour t = 0 est évident. Si t > 0, on pose g(a) := at
1
a pour tout a ∈ [0, 1].

Alors g(a) := ϕ̃
1
a

(t). On montre que g est convexe sur [0, 1]. Il est clair que g est continue

sur [0, 1] et

g′′(a) = t
1
a

(log t)2

a3
≥ 0,

pour tout a ∈ [0, 1] ainsi g est convexe.

Remarque 2.1.1 Soient q0, q1 ∈ [1,∞] . Pour θ ∈ [0, 1] soit qθ ∈ [q0, q1] où 1
qθ

:= 1−θ
q0

+ θ
q1
.

Alors

ϕ̃
qθ

(t) ≤ (1− θ)ϕ̃
q0

(t) + θϕ̃
q1

(t),

min
{
ϕ̄
q0

(t), ϕ̄
q1

(t)
}
≤ ϕ̄qθ(t) ≤ max

{
ϕ̄
q0

(t), ϕ̄
q1

(t)
}
.

Pour tout t ≥ 0.

La première estimation est immédiate par la convexité lemme (2.1.1) et en utilisant la

définition de ϕ̄, on obtient le deuxiéme estimation.

Définition 2.1.3 Soit ϕ ∈ Φ(A, µ) pour chaque y ∈ A on note ϕ∗ (y, .) la fonction conjugué

de ϕ (y, .) , et définie par :

ϕ∗ (y, u) = sup
t≥0

(tu− ϕ(y, t)),

pour tout u ≥ 0. En particulier si Φ-fonction (non généralise), dans ce cas

ϕ∗ (u) = sup
t≥0

(tu− ϕ(t)),

pour tout u ≥ 0.

14



2.1. Quelques propriétés des espaces Lp(·)(Rn)

Lemme 2.1.2 [2] Soit 1 ≤ q ≤ ∞. Alors
(
ϕ̃
q

)∗
= ϕ̃

q′
et(

ϕ̃
q

)∗
(t) ≤ ϕ̄

q′
(t) ≤

(
ϕ̃
q

)∗
(2t) pour tout t ≥ 0.

Lemme 2.1.3 Soit 1 ≤ q ≤ ∞. Alors

ϕ̃
q
(t) ≤ ϕ̄

q
(t) ≤ ϕ̃

q
(2t) pour tout t ≥ 0.

Preuve. Pour q =∞ on a ϕ̄∞ := ϕ̃∞ donc il suffi t de montrer l’inégalité pour 1 ≤ q <

∞. Pour t = 0 on a ϕ̃
q
(0) = 0 = ϕ̄

q
(0). Pour t > 0

ϕ̃
q
(t)

ϕ̄
q
(t)

=
1

q
≤ 1,

ϕ̃
q
(2t)

ϕ̄
q
(t)

=
2q

q
≥ e log 2 ≥ 1.

Ceci qui termine la preuve.

Définition 2.1.4 Soit ϕ est une Φ-fonction on définit ϕ−1 : [0,∞) −→ [0,∞) par

ϕ−1(t) := inf {τ ≥ 0 : ϕ(τ) ≥ t} ,

Pour tout t ≥ 0. Cette fonction est dite l’inverse continue à gauche de ϕ, pour toute y ∈ A
soit ϕ−1(y, .) = (ϕ(y, .))−1, et tous les propriétés satisfaits pour ϕ et aussi satisfaits pour

ϕ−1de plus ϕ−1(0) = 0 et

ϕ
(
ϕ−1(t)

)
≤ t,

pour tout t ≥ 0 et aussi

t ≤ ϕ
(
ϕ−1(t)

)
,

pour tout t ≥ 0 avec ϕ (t) <∞.

Lemme 2.1.4 [2] Si q ∈ [1,∞), alors ϕ̃−1
q

(t) = (qt)
1
q , ϕ̄−1

q
(t) = t

1
q et ϕ̄∞(t) := ϕ̃∞(t) =

χ(1,∞)(t) pour tout t ≥ 0. Si q ∈ [1,∞] et 1
q

+ 1
q′ = 1, alors

t ≤ ϕ−1
q

(t)ϕ−1
q′ (t) ≤ 2t,

pour tout t ≥ 0.
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2.1. Quelques propriétés des espaces Lp(·)(Rn)

Remarque 2.1.2 Pour tout λ > 1 il existe cλ ≥ 1 telle que ϕ̃
q
(t) ≤ ϕ̄

q
(t) ≤ cλϕ̃q(λt) pour

tout t ≥ 0 et 1 ≤ q ≤ ∞.

Définition 2.1.5 Soit p ∈ P (A, µ) et soit ϕp(.) := ϕ̃
p(.)
ou ϕp(.) := ϕ̄

p(.)
. Alors on obtient

une semi-modular:

%Lp(.)(A)(f) =

∫
ϕp(x)(|f(x)|)dx.

On définit l’espace de Lebesgue Lp(.)(A, µ) comme l’espace de Musielak-orlicz Lϕp(.)(A, µ)

avec la norme ‖.‖Lp(.)(A,µ) = ‖.‖Lϕp(.) (A,µ). En particulier l’espace de Lebesgue Lp(.)(A, µ) est

l’ensemble suivant

Lp(.)(A, µ) =
{
f ∈ L0(A, µ) : lim

λ→0
%Lp(.)(A)(λf) = 0

}
.

Équivalente à:

Lp(.)(A, µ) =
{
f ∈ L0(A, µ) : %Lp(.)(A)(λf) <∞ pour certain λ > 0

}
.

Muni de la norme

‖f‖Lp(.)(A,µ) = inf

{
λ > 0 : %Lp(.)(A)(

f

λ
) ≤ 1

}
.

On dit que %Lp(.)(A) est une modular si p est finie partout, telle que %p(.) désigne %Lp(.)(A)

et ‖.‖p(.) désigne ‖.‖Lp(.)(A,µ). Si Ω ∈ Rn et µ est une mesure de Lebesgue tout simplement

écrire Lp(.)(Ω). par le lemme (2.1.3) il est clair que Lϕ̃p(.) = Lϕ̄p(.) et

‖f‖ϕ̃p(.) ≤ ‖f‖ϕ̄p(.) ≤ 2 ‖f‖ϕ̃p(.) . (2.1.1)

Ainsi, les deux normes dans la définition sont équivalence.

Définition 2.1.6 Ep(.)(A, µ) est un ensemble des éléments finie de Lp(.) (Rn).

Lemme 2.1.5 Si p ∈ P(Ω), alors ‖f‖p(.) ≤ 1⇔ %p(.)(f) ≤ 1. Pour f ∈ Lp(.)(Ω) on a:

(a) Si ‖f‖p(.) ≤ 1, alors %p(.)(f) ≤ ‖f‖p(.) .
(b) Si 1 < ‖f‖p(.) , alors ‖f‖p(.) ≤ %p(.)(f).

Preuve. D’après le lemme (1.2.3), et le corollaire (1.2.1), il est facilement de vérifié que

ce lemme est analogue.
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2.1. Quelques propriétés des espaces Lp(·)(Rn)

Lemme 2.1.6 Soit p ∈ P(Ω) avec p− <∞. Si %̄p(.)(f) > 0 ou p+ <∞, alors

min
{
%̄p(.)(f)

1
p− , %̄p(.)(f)

1
p+

}
≤ ‖f‖ϕ̄p(.) ≤ max

{
%̄p(.)(f)

1
p− , %̄p(.)(f)

1
p+

}
. (2.1.2)

Preuve. Supposons que p+ <∞. Si %̄p(.)(f) ≤ 1 dans ce cas il suffi t de prouver que

%̄p(.)(f)
1
p− ≤ ‖f‖p(.) ≤ %̄p(.)(f)

1
p+ ,

par l’homogénéité, partie droite de l’inégalitè est équivalente à

∥∥∥∥∥ f

%̄p(.) (f)
1
p+

∥∥∥∥∥
p(.)

≤ 1 où par la

propriété de la boule d’unité est équivalente à∫
Ω

(
|f(x)|

%̄p(.)(f)
1
p+

)
p(x)

dx ≤ 1.

Puisque %̄p(.)(f)
− p(x)

p+ ≤ %̄p(.)(f)−1, donc∫
Ω

(
|f(x)|

%̄p(.)(f)
1
p+

)
p(x)

dx ≤ 1.

Le cas %̄p(.)(f) ≥ 1 il est analogue que

%̄p(.)(f)
1
p+ ≤ ‖f‖p(.) ≤ %̄p(.)(f)

1
p−

On considérer p+ =∞, et %̄p(.)(f) > 0. Dans ce cas l’inégalité (2.1.2) est équivalente à

min
{
%̄p(.)(f)

1
p− , 1

}
≤ ‖f‖p(.) ≤ max

{
%̄p(.)(f)

1
p− , 1

}
Si %̄p(.)(f) ≤ 1 alors ‖f‖p(.) ≤ 1, donc partie droite de l’inégalitè est vérifié. Si %̄p(.)(f) > 1

alors il suffi t de prouver que ∫
Ω

(
|f(x)|

%̄p(.)(f)
1
p−

)
p(x)

dx ≤ 1.

Comme %̄p(.)(f)−1 < 1 il résulte que

%̄p(.)(f)
− p(x)

p− ≤

 0, si p(x) =∞,
%̄p(.)(f)−1 si p(x) <∞.

Donc ∫
Ω

(
|f(x)|

%̄p(.)(f)
1
p−

)
p(x)

dx ≤
∫
Ω

|f(x)|
p(x)

%̄p(.)(f)
1
p−
dx = 1.

Alors partie droite de l’inégalitè est vérifié. Ceci qui termine la preuve.
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2.1. Quelques propriétés des espaces Lp(·)(Rn)

Lemme 2.1.7 Soit p ∈ P(Rn) et s > 0 telle que sp− ≥ 1. Alors

‖|f |s‖ϕ̄
p(.)

= ‖|f |s‖ϕ̄
sp(.)

.

Preuve. On utilisant la formule ϕ̄
sp

(t) = ϕ̄
p
(ts) on a:

‖|f |s‖ϕ̄
sp(.)

=

(
inf

{
λ > 0 : %̄sp(.)(

f

λ
) ≤ 1

})s
= inf

{
λs > 0 : %̄p(.)(

|f |s

λs
) ≤ 1

}
= ‖|f |s‖ϕ̄

p(.)

.

Ce qui termine la preuve.

Théorème 2.1.1 [2] Si p ∈ P(A, µ), alors Lp(.)(A, µ) est un espace de Banach.

Lemme 2.1.8 Soit p ∈ P(A, µ) et fk, f, g ∈ L0(A, µ).

(a) Si fk −→ f µ-presque partout, alors %p(.)(f) ≤ lim infk−→∞ %p(.)(fk).

(b) Si |fk| ↗ |f | µ-presque partout, alors %p(.)(f) = limk−→∞ %p(.)(fk).

(c) Si fk −→ f µ-presque partout, et |fk| ≤ |g| µ-presque partout et
g ∈ Ep(.), alors fk −→ f dans Lp(.).

Théorème 2.1.2 [2] Si p ∈ P(A, µ), alors on a

%p(.)(f) ≤ lim infK−→∞ %p(.)(fk) si fk ⇀ f faiblement dans Lp(.)(A, µ).

Lemme 2.1.9 [2] Soit p ∈ P(A, µ) et soit fk ∈ Lp(.)(A, µ).

(a) Si fk est une suite de Cauchy, alors il existe une sous-suite de fk converge µ-presque

partout vers une fonction mesurable f .

(b) si µ(A) <∞ et ‖fk‖p(.) −→ 0, alors fk −→ 0 dans l’espace mesure

Théorème (1.2.6) implique que Lp(.)(A, µ) est satisfait lemme de Fatou et admet la pro-

priété de Fatou i.e.

• ‖f‖p(.) = ‖|f |‖p(.) pour tout f ∈ Lp(.)(A, µ).

• Si f ∈ Lp(.)(A, µ), g ∈ L0(A, µ) et 0 ≤ |g| ≤ |f | µ-presque partout, alors g ∈ Lp(.)(A, µ)

et ‖g‖p(.) ≤ ‖f‖p(.).
• Si fk −→ f µ-presque partout, alors ‖f‖p(.) ≤ lim infk−→∞ ‖fk‖p(.) .
• Si |fk| ↗ |f | µ-presque partout, avec fk ∈ Lp(.)(A, µ) et supk ‖fk‖p(.) < ∞. Alors

f ∈ Lp(.)(A, µ) et ‖fk‖p(.) ↗ ‖f‖p(.).
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2.1. Quelques propriétés des espaces Lp(·)(Rn)

Lemme 2.1.10 (Inégalité de Young) Soient p, q, s ∈ [1,∞] avec

1

s
=

1

p
+

1

q
.

Alors pour toute a, b ≥ 0

ϕs(ab) ≤ ϕp(a) + ϕq(b), (2.1.3)

ϕ̄s(ab) ≤
s

p
ϕ̄p(a) +

s

q
ϕ̄q(b), (2.1.4)

en convenant que s
p

= s
q

= 1 pour s = p = q = ∞. De plus, si 1 ≤ s < ∞ alors pour tout

a ≥ 0

ϕ̃p(a) = sup
b≥0

(ϕ̃s(ab)− ϕ̃q(b)). (2.1.5)

Preuve. pour preuve (2.1.3) on suppose que s =∞ donc nécessairement p = q =∞. Si
a, b ∈ [0, 1] Il est clair que l’inégalité est vérifié puisque dans ce cas ϕs(ab) = 0. On suppose

que a > 1 ou b > 1. Alors ϕ∞(a) =∞ ou ϕ∞(b) =∞ donc l’inégalité est vérifié.

Le cas 1 ≤ s <∞ pour preuve (2.1.3) pour ϕ̃ il suffi t de preuver (2.1.5). Si s = 1 , alors

p = q′ et par le lemme (2.1.2) ϕ̃p =
(
ϕ̃q
)∗
donc

ϕ̃p(a) =
(
ϕ̃q
)∗

(a)

= sup
b≥0

(ab− ϕ̃q(b))

= sup
b≥0

(ϕ̃1(ab)− ϕ̃q(b)),

pour toute a, b ≥ 0. Si 1 < s <∞, alors

1 =
1

p/s
+

1

q/s
,

par le lemme (2.1.2) on a
(
ϕ̃ p
s

)∗
= ϕ̃ q

s
en utilisant le cas s = 1 en déduire que

ϕ̃p(a) =
1

s
ϕ̃ p
s
(as)

=
1

s
sup
b≥0

(asbs − ϕ̃q/s(bs))

= sup
b≥0

(ϕ̃s(ab)− ϕ̃q(b)),

pour toute a, b ≥ 0. Il reste de preuve l’inégalité (2.1.4), car cette inégalité est plus forte

que (2.1.3) pour ϕ = ϕ̄. si s = ∞ alors s = p = q = ∞ et (2.1.4) est immédiate à (2.1.3)
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2.1. Quelques propriétés des espaces Lp(·)(Rn)

puisque ϕ̄∞ = ϕ̃∞ ainsi soit 1 ≤ s <∞. Maintenant s ≤ p et s ≤ q et on obtient

ϕ̄s(ab) = sϕ̃s(ab)

≤ s(ϕ̃p(a) + ϕ̃q(b))

=
s

p
ϕ̄p(a) +

s

q
ϕ̄q(b)

≤ ϕ̄p(a) + ϕ̄q(b),

Ce qui termine la preuve.

Lemme 2.1.11 (Inégalité de Hölder) Soient p, q, s ∈ P(A, µ) telle que

1

s(y)
=

1

p(y)
+

1

q(y)
,

pour µ-presque partout y ∈ A. Alors

%s(.)(fg) ≤ %p(.)(f) + %q(.)(g), (2.1.6)

‖fg‖s(.) ≤ 2 ‖f‖p(.) ‖g‖q(.) , (2.1.7)

‖f‖ϕ̄
s(.)

≤
(

(
s

p
)+ + (

s

q
)+

)
‖f‖ϕ̄

p(.)

‖g‖ϕ̄
q(.)

, (2.1.8)

pour tout f ∈ Lp(.)(A, µ) et g ∈ Lq(.)(A, µ).

Preuve. Soient f ∈ Lp(.) et g ∈ Lq(.). Comme f, g sont mesurables donc fg est aussi
mesurable alors (2.1.6) immédiatement (2.1.3) par intégration sur y ∈ A.
Si ‖f‖p(.) ≤ 1 et ‖g‖q(.) ≤ 1 alors Par la propriété de la boule d’unité on a %p(.)(f) ≤ 1

et %q(.)(g) ≤ 1. Utilisant (2.1.6) on a l’estimation suivante

%s(.)(
1

2
fg) ≤ 1

2
%s(.)(gf) ≤ 1

2
(%p(.)(f) + %q(.)(g)) ≤ 1,

par la propriétés de boule d’unité on a ‖fg‖s(.) ≤ 2 ce qui preuve (2.1.7).

Maintenant soient ‖f‖ϕ̄
p(.)

≤ 1 et ‖g‖ϕ̄
q(.)

≤ 1 alors Par la propriété de la boule d’unité

on a %̄p(.)(f) ≤ 1 et %̄q(.)(g) ≤ 1. Utilisant (2.1.4) par intégration sur y ∈ A on obtient

%̄s(.)(fg) ≤ (
s

p
)+%̄p(.)(f) + (

s

q
)+%̄q(.)(g)

≤ (
s

p
)+ + (

s

q
)+,

par la propriétés de boule d’unité on a ‖fg‖ϕ̄
s(.)

≤ sup ess s
p

+sup ess s
q
ce qui preuve (2.1.8).
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2.1. Quelques propriétés des espaces Lp(·)(Rn)

Théorème 2.1.3 [2] Soient p, q, r ∈ P(A, µ) avec p ≤ q ≤ r µ-presque partout dans A

alors

Lp(.)(A, µ) ∩ Lr(.)(A, µ) ↪→ Lq(.)(A, µ) ↪→ Lp(.)(A, µ) + Lr(.)(A, µ).
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Chapitre 3

Continuité de la fonction maximale

sur les espaces Lp(·)(Rn)

3.1 Fonction maximale de Hardy-Littelwood

Définition 3.1.1 Soit f une fonction localement intégrable sur Rn, i.e. f ∈ L1
loc (Rn),

pour tout x ∈ Rn, la fonction maximale de Hardy-littlewoodMf est définie par

Mf(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy.

Cette fonction est mesurable dans [0,∞] et la définition suivante est équivalente avec le

première

Mf(x) = sup
r>0

1

rn

∫
|y|≤r

|f(x− y)| dy,

M est aussi appelé l’opérateur maximal de Hardy-Littlewood. Plus généralement

Mf(x) = sup
x∈B

1

|B|

∫
B

|f(y)| dy,

où le sup est sur tous les boules contenant x et |B| indique la mesure de Lebesgue de B.

Parfois, nous avons besoin d’utiliser les fonctions maximales suivantes. Pour tout f ∈
L1
loc(Rn) et x ∈ Rn,

Ḿf(x) = sup
r>0

1

|Q(x, r)|

∫
Q(x,r)

|f(y)| dy,

avec Q(x, r) désigne le cube de centre x et de longueur r.
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3.1. Fonction maximale de Hardy-Littelwood

Proposition 3.1.1 M est une application sous linéaire

Preuve. Pour tout f, g ∈ L1
loc(Rn) et λ ∈ C et pour tout x ∈ Rn on a:

M (f + g) (x) =
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y) + g(y)| dy

≤ 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy +
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|g(y)| dy

= Mf(x) +Mg(x).

De plus

M (λf) (x) = |λ|M (f) (x).

Proposition 3.1.2 [8] il existe des constantes C1, C2, C3 dépendant que de la dimension n

telle que

C1Mf(x) ≤ C2Ḿf(x) ≤ C3Mf(x),

pour tout x ∈ Rn.

Remarque 3.1.1 La fonction maximale de Hardy-LittlewoodM en généralement n’est pas

borne sur L1 (Rn). Nous ne considérons le cas n = 1. Prenez f(x) = χ[−1,1](x), ∀ r > 0 on

a:

Mf(x) ≥ 1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy

=
1

2r

x+r∫
x−r

χ[−1,1](y)dy.

On suppose que x > 1 et r = x alors

Mf(x) ≥ 1

2x

2x∫
0

χ[−1,1](y)dy

=
1

2x

1∫
0

dy =
1

2x
,
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3.1. Fonction maximale de Hardy-Littelwood

doncMf(x) ≥ 1
2x
,∀ x > 1. On sait que f ∈ L1 (Rn)

‖f‖1 =

1∫
−1

dx = 2.

Mais

‖Mf‖1 =

∞∫
−∞

Mf(x)dx ≥
∫ ∞

1

Mf(x)dx ≥ 1

2

∫ ∞
1

1

x
dx = +∞.

Ce qui implique que Mf /∈ L1 (R) , alors la fonction maximale M en généralement n’est

pas borne sur L1 (Rn) .

Remarque 3.1.2 La fonction maximaleM est borne sur L∞ (Rn), on vérifier que ‖Mf‖∞ ≤
‖f‖∞ .
Si f ∈ L∞ (Rn) donc |f(y)| ≤ ‖f‖∞ , ∀ y ∈ Rn∫

B(x,r)

|f(y)| dy ≤ ‖f‖∞
∫
B(x,r)

dy, ∀x, ∀r > 0

= |B(x, r)| ‖f‖∞ .

On divise sur |B(x, r)| donc

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy ≤ ‖f‖∞ .

Alors

‖Mf‖∞ ≤ ‖f‖∞ .

Théorème 3.1.1 [8] Soit f une fonction mesurable sur Rn.

(a) Si f ∈ Lp(Rn), alorsMf est finie presque-partout.

(b) Si f ∈ L1(Rn) alors pour tout λ > 0, il existe une constante C = C(n) > 0 telle que:

|{x ∈ Rn :Mf(x) > λ}| ≤ C

λ
‖f‖1 .

(c) Si f ∈ Lp(Rn), (1 < p ≤ ∞) alorsMf ∈ Lp(Rn), il existe une constante C = C(n, p) >

0 telle que ‖Mf‖p ≤ C ‖f‖p .
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3.2. Continuitè de la Fonction maximale sur Lp(.) (Rn)

Théorème 3.1.2 [8] (Théorème de Lebesgue) Soit f une fonction localement intégrable

sur Rn. Alors pour presque-tout x ∈ Rn on a:

lim
r−→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)| dy = f(x).

Corollaire 3.1.1 Soit f une fonction localement intégrable sur Rn. Alors pour presque-tout

x , on a:

lim
r−→0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)− f(x)| dy = 0.

Définition 3.1.2 Soient (X,µ) un espace mesuré et 1 ≤ p < ∞ et f est une fonction

mesurable sur Rn. On dit que f ∈ Lp-faible, s’il existe une constante C > 0 telle que

sup
t>0

tµ ({x ∈ X : |f(x)| > t})1/p ≤ C.

Et on note Lp-faible par Lp,∞(X,µ) est par définition

Lp,∞(X,µ) = {f mesurable : ‖f‖Lp,∞ <∞} ,

où

‖f‖Lp,∞ = sup
t>0

tµ ({x ∈ X : |f(x)| > t})1/p ,

Dans la suite B est la boule arbitraire dans Rn et Br est la boule de rayon r et B(x) la

boule de centre x. Pour tout f ∈ L1
loc(Rn) on note

MBf :=
1

|B|

∫
B

|f(y)| dy.

I.e. la fonction maximale de Hardy-Littlewood dèfinit par

Mf(x) := sup
B(x)

MB(x)f.

3.2 Continuitè de la Fonction maximale sur Lp(.) (Rn)

Lemme 3.2.1 Soit p : Rn −→ R une fonction continue. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) p est uniformément continue avec |p(x)− p(y)| ≤ C0

− ln |x−y| , pour toute |x− y| ≤
1
2
.
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3.2. Continuitè de la Fonction maximale sur Lp(.) (Rn)

(ii) Pour toute boule ouverte B on a |B|p
−
B −p

+
B ≤ C1.

Preuve. (i) ⇒ (ii) On suppose que p est uniformément continue avec |p(x)− p(y)| ≤
C0

− ln |x−y| , pour toute |x− y| ≤
1
2
. Il existe r0 avec 0 < r0 <

1
2
, telle que pour tout 0 < r < r0

et x, y ∈ Br on a l’inégalité suivante

n

2
≤ (ln |Br|)

ln (2r)
=

ln(Crn)

ln (2r)
≤ 2n. (1)

et comme 0 < r < r0 et r0 <
1
2
⇒ r < r0 <

1
2
ce qui implique que |Br| ≤ |Br0| ≤ 1 et∣∣p−Br − p+

Br

∣∣ ≤ C0

− ln (2r)
pour tout x, y ∈ Br et par conséquent

|Br| p
−
Br
−p+

Br ≤ |Br|
C0

ln (2r)

= exp

(
C0 ln |Br|
ln (2r)

)
1

≤ exp(2C0n).

Si r ≥ r0, alors |Br| p
−
Br
−p+

Br ≤ |Br0(0)|p
− −p+

.

(ii) ⇒ (i): soient x, y ∈ Rn avec 0 < |x− y| < 1
2
. Alors il existe Br avec x, y ∈ Br et

|x−y|
2

< r < |x− y| , puisque |Br| ≤ (2r)n, on a

(4 |x− y|)−|p(x)−p(y)| ≤ (2r)−|p(x)−p(y)|

≤ |Br|
−|p(x)−p(y)|

n

≤ |Br|
p−
B
−p+
B

n ≤ C
1
n
1 .

Puisque p+ <∞, donc |x− y|−|p(x)−p(y)| ≤ C pour certain C > 1. Donc on obtient

|p(x)− p(y)| ≤ lnC

− ln |x− y| .

Lemme 3.2.2 Soit p une exposant borné sur Rn et satisfait à l’une des deux conditions

équivalentes de lemme (3.2.1). Alors il existe une constante C(p) > 0 telle que pour toute

‖f‖p(.) ≤ 1, on a

(MBf)q(x) ≤ C(p)

(
M
(
|f |

p

p−
)

(x) + 1

)
pour toute x ∈ Rn.
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3.2. Continuitè de la Fonction maximale sur Lp(.) (Rn)

Preuve. Soit q := p
p− , alors q est aussi un exposant borné et satisfait à l’une des deux

conditions équivalentes de lemme (3.2.1). Soit ‖f‖p(.) ≤ 1, alors %p(f) ≤ 1. Si r ≥ 1
2
alors

on a:

(MBf)q(x) =

 1

|B|

∫
B

|f(y)| dy

q(x)

.

Et comme p(y) ≥ 1 alors |f(y)| ≤ |f(y)|p(y) + 1 et donc

(MBf)q(x) ≤

 1

|B|

∫
B

(
|f(y)|p(y) + 1

)
dy

q(x)

.

D’autre part on a:

1

|B|

∫
B

(
|f(y)|p(y) + 1

)
dy ≤ 1

|B|

∫
Rn

|f(y)|p(y) dy +
1

|B|

∫
B

dy = |B|−1 %p(f) + 1.

Alors

(MBf)q(x) ≤
(
|B|−1 %p(f) + 1

)q(x)

≤
(∣∣∣B 1

2
(0)
∣∣∣−1

+ 1

)q+

.

Si 0 < r < 1
2
, alors |B| ≤ (2r)n < 1 et

(MBf)q(x) ≤
(

1

|B|

∫
B

|f(y)|q
−
B dy

) q(x)

q−
B

≤
(∫

B

1

|B|

(
|f(y)|q(y) + 1

)
dy

) q(x)

q−
B .

Et comme q(x)

q−B
≤ q+

q−B
≤ q+ alors

(MBf)q(x) ≤ |Br|
− q(x)

q−
B 3q

+

(
1

3

∫
B

(
|f(y)|q(y) + 1

)
dy

) q(x)

q−
B .

Puisque

1

3

∫
B

(
|f(y)|q(y) + 1

)
dy ≤ 1

3

∫
B

(
|f(y)|p(y) + 2

)
dy ≤ 1

3
%p(f) +

2

3
|B| < 1,
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3.2. Continuitè de la Fonction maximale sur Lp(.) (Rn)

on a les inégalités suivantes:

(MBf)q(x) ≤ |B|
− q(x)

q−
B 3q

+
(

1
3

∫
B
|f(y)|q(y) dy + 2

3
|B|
)

≤ |Br|
q−
B
−q+
B

q−
B 3q

+−1
(

1
|B|
∫
B
|f(y)|q(y) dy + 2

)
lemme (3.2.1)
≤ C03q

+−1(MB(|f |q) + 2).

On prendre le sup sur la boule B(x) ce qui termine la preuve.

Lemme 3.2.3 Soit p une exposant borné sur Rn et satisfait à l’une des deux conditions

équivalentes de lemme (3.2.1).

Et une constante à l’extérieur de certain boule BR(0). Alors il existe une constante

C (p) > 0 et h ∈ L1,∞ (Rn) ∩ L∞ (Rn) telle que, pour toute ‖f‖p(.) ≤ 1 ,

(Mf)
p(x)

p− ≤ C(p)M
(
|f |

p

p−
)

(x) + h(x) pour toute x ∈ Rn .

Preuve. Soit ‖f‖p(.) ≤ 1, alors %p(f) ≤ 1. On décompose f comme somme de deux

fonctions f0, f1 avec f0 := χBRf et f1 := χRn\BRf . Soit p∞ est la valeur de p sur le com-

plémentaire de BR(0). Soit q = p
p− et q∞ = p∞

p− , alors q est satisfait l’équivalentes des deux

conditions de lemme (3.2.1). Et ainsi par conséquent satisfait l’hypothèse de lemme (3.2.2)

et donc pour toute x ∈ B2R := B2R(0)

(Mf(x))q(x) ≤ C(q)M
(
|f |

q(x)
)

+ C(q). (2)

Soit x ∈ Rn\B2R alors |x| −R ≥ 1
2
|x| et

∣∣B|x|−R∣∣ ≥ C |x|n donc

(Mf0(x))q(x) ≤

 sup
r>|x|−R

1

|Br|

∫
Br(x)

|f0(y)| dy


q(x)

≤

 1∣∣B|x|−R∣∣
∫

BR(0)

|f(y)| dy


q(x)

≤

 c

|x|n
∫

BR(0)

|f(y)| dy


q(x)

≤

 c

|x|n
∫

BR(0)

|f(y)|p(x) + 1dy


q(x)
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3.2. Continuitè de la Fonction maximale sur Lp(.) (Rn)

≤ C(q)

|x|n , (3)

car le supp f0 ⊂ BR. De plus pour tout x ∈ Rn\B2R on a

(Mf1(x))q(x) ≤ (Mf1(x))q∞ (4)

≤ M (|f1|q∞) (x)

≤ M (|f |q) (x).

Donc pour tout x ∈ Rn,

(Mf(x))q(x) ≤ χB2R
(Mf(x))q(x) + χRn\B2R

(M (f0) (x) +M (f1) (x))q(x)

≤ χB2R
(Mf(x))q(x) + C(q)χRn\B2R

(
(Mf0(x))q(x) + (Mf1(x))q(x)

)
(2)(3)(4)

≤ C(q)M
(
|f |

q
)

(x) + χB2R
C(q) + χRn\B2R

C(q) |x|−n︸ ︷︷ ︸
:=h

.

Le fait que h ∈ L1,∞ (Rn) ∩ L∞ (Rn) ce qui termine la preuve de lemme.

Théorème 3.2.1 Soit p satisfait les conditions de lemme (3.2.3) avec p− > 1. Alors M

est borné sur Lp(.)(Rn) i.e.

‖Mf‖p(.) ≤ C(p) ‖f‖p(.) .

Preuve. PuisqueMf est homogène positive, i.e. M(λf) = |λ|Mf , il suffi t de prouver

que ‖Mf‖p(.) ≤ C pour tout f avec ‖f‖p(.) ≤ 1. Puisque p+ < ∞, ainsi il suffi t de
prouver que %p(Mf) ≤ C pour toute ‖f‖p(.) ≤ 1. Soit f ∈ Lp(.) avec ‖f‖p(.) ≤ 1, alors

%p(f) ≤ 1 et soit q = p
p− . Par le lemme (3.2.3) il existe h ∈ L1,∞ (Rn) ∩ L∞ (Rn) telle que

(Mf)q ≤ C(p)M(‖f‖q) + h. Ainsi

%p(Mf) = ‖(Mf)q‖p
−

p−

≤
(
C(p) ‖M (|f |q)‖p− + ‖h‖p−

)p−
.

Comme p− > 1 l’application f −→Mf est continue sur Lp
−

(Rn). Donc

%p(Mf) ≤
(
C(p) ‖|f |q‖p− + ‖h‖p−

)p−
=

(
C(p)%p(.)(f)

1
p− + ‖h‖p−

)p−
≤ C(p).

Ce qui termine la preuve.
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Chapitre 4

Application

Dans ce chapitre, nous étudions quelques résultats importent sur l’opérateur de Calderón-

Zygmund et pour démontrer ces résultats on utilise la continuité de la fonction maximale.

4.1 L’opérateur de Calderón-Zygmund

Définition 4.1.1 Soit 1 < s <∞ et f ∈ Lsloc(Rn). Alors pour toute boule B on définie:

Ms,Bf =

 1
|B|

∫
B

|f(y)|s dy

 1
s

, et Msf(x) := supx∈BMs,B(x)f,

M]
s,Bf =

 1
|B|

∫
B

|f(y)− fB|s dy

 1
s

, et M]
sf(x) := supx∈BM

]
s,Bf .

En particulier l’opérateur de fonctionM]f définie par

M]f :=M]
1f,

M]f est borne sur Ls (Rn) pour tout 1 < s <∞, de plusM]
s1
f ≤M]

s2
f, ∀s1 ≤ s2 .

Théorème 4.1.1 [2] Soit p ∈ P(Rn) avec p+ < ∞, alors C∞0 (Rn) est dense dans

Lp(.) (Rn).
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4.1. L’opérateur de Calderón-Zygmund

Définition 4.1.2 SoitK un noyau localement intégrable sur Ω = {(x, y) ∈ Rn × Rn, x 6= y}
on dit que K satisfait les estimations standard s’il existe δ > 0 et c > 0 tel que ∀x, y ∈ Ω,

∀z ∈ Rn, avec |x− z| < 1
2
|x− y| les inégalités suivant sont vérifiés

|K(x, y)| ≤ c |x− y|−n ,
|K(x, y)−K(z, y)| ≤ c |x− z|δ |x− y|−n−δ ,
|K(y, x)−K(y, z)| ≤ c |x− z|δ |x− y|−n−δ .

(4.1.1)

Dans ce cas on dit que K un noyau standard.

Soit T : C∞0 (Rn) −→ D′ (Rn) un opérateur linéaire borne est dit associé à un noyau K

si

〈Tf, g〉 =

∫
Rn

∫
Rn

K(x, y)f(y)g(x)dxdy,

Pour tout f, g ∈ C∞0 (Rn) avec supp(f)∩ supp(g) = ∅,où D′ l’espace de distribition.
Si K un noyau standard, dans ce cas T est dit l’opérateur d’intégrale singulière. Si T

est prolonge un opérateur borne sur L2(Rn) alors T est de Calderón-Zygmund.

Proposition 4.1.1 [2] Tout opérateur de Calderón-Zygmund est fortement borne de Ls(Rn)

dans Ls(Rn), (1 < s <∞) et faiblement borne de L1(Rn) dans L1,∞(Rn).

Définition 4.1.3 Pour ε > 0 on définit l’opérateur Tε associé à un noyau Kε comme une

valeur principale.

Tεf (x) :=

∫
Rn

Kε(x, y)f(y)dy, ε > 0,

avec

Kε (x, y) := K(x, y)χ{|x−y|>ε} (x) .

Proposition 4.1.2 [2] Soit K un noyau sur Ω = {(x, y) ∈ Rn × Rn, x 6= y} on suppose
que N(x, z) := K(x, x− z) est homogène de degré −n dans z telle que
(a) Pour tout x, N(x, z) est une fonction intégrable sur la sphère |z| = 1 et d’intégrale

nulle.

(b) Pour certain σ > 1 et ∀x, |N(x, z)|σ est intégrable sur la sphère |z| = 1 et d’intégrale

uniformèment borne est dépendant sur x.
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4.1. L’opérateur de Calderón-Zygmund

Alors pour tout s ∈ [σ′,∞) l’opérateur Tε est uniformèment borne sur Ls (Rn) est dépen-

dant sur ε de plus

Tf (x) = lim
ε→0+

Tεf (x) ,

existe presque partout et Tεf −→ Tf presque partout dans Ls (Rn). En particulier T est

borne sur Ls (Rn).

Définition 4.1.4 (condition(D)). Pour un noyau K sur Ω = {(x, y) ∈ Rn × Rn, x 6= y}
on définie

DB(x0,r)K(y) :=
1

|B(x0, r)|

∫
B(x0,r)

1

|B(x0, r)|

∫
B(x0,r)

|K(z, y)−K(x, y)| dxdz.

On dit que un noyau K satisfait la condition (D) s’ils existent c,N > 0 telle que

sup
r>0

∫
|y−x0|>Nr

|f(y)|DB(x0,r)K(y)dy ≤ cMf(x0),

pour tout f ∈ C∞0 (Rn) et x0 ∈ Rn.
Il est facilement de vérifier que le noyau standard satisfait la condition (D). Soit r > 0

et B := B(x0, r). Si |x0 − y| > 5r, alors |x− z| < 2r < 1
2
|x− y| et |x− y| < 4

5
|x0 − y|

pour x, z ∈ B ainsi par (4.1.1) on a:

DBK(y) ≤ 1

|B|

∫
B

1

|B|

∫
B

c |x− z|δ |x− y|−n−δ dxdz ≤ crδ |x0 − y|−n−δ .

Soit A := 10B�5B alors∫
2jA

|f |DBKdy =

∫
2jA

|f |
(

r

|y − x0|

)δ
|y − x0|−n dy ≤ c2−jδMf(x0),

Pour j ≥ 0 puisque
(

r
|y−x0|

)δ
≈ 2−jδ et |y − x0|−n ≈ |2jA|−1 pour y ∈ 2jA. Donc

∫
Rn�5B

|f |DBK =

∞∑
j=0

∫
2jA

|f |DBKdy ≤ c
∞∑
j=0

2−jδMf(x0) = C(δ)Mf(x0).

Ainsi la condition (D) est vérifiée.
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4.1. L’opérateur de Calderón-Zygmund

Proposition 4.1.3 [2] Soit T un opérateur associé à un noyauK sur Ω = {(x, y) ∈ Rn × Rn, x 6= y}
satisfait la condition (D). On suppose que T prolonge un opérateur borne définit sur L1(Rn)

à valeur dans L1,∞(Rn). Alors pour 0 < s < 1, il existe une constante c = c(s) > 0 tel que(
M](|Tf |s)

) 1
s ≤ cMf(x),

pour tout f ∈ C∞0 (Rn) et x ∈ Rn.

Théorème 4.1.2 [2] Soit p satisfait les conditions de lemme (3.2.3), alors il existe c > 0

tel que

‖f‖p(.) ≤ c
∥∥M]f

∥∥
p(.)

,

pour tout f ∈ C∞0 (Rn).

Théorème 4.1.3 Soit p satisfait les conditions de lemme (3.2.3) soit T un opérateur

associé à un noyau K sur Ω = {(x, y) ∈ Rn × Rn, x 6= y} satisfait la condition (D) on
suppose que T prolonger un opérateur borne définit sur L1(Rn) à valeur dans L1,∞(Rn)

alors T fortement borne de Lp(.)(Rn) dans Lp(.)(Rn).

Preuve. Puisque p satisfait les conditions de lemme (3.2.3), alors pour 0 < s < 1, p
s

satisfait les conditions de lemme (3.2.3). D’après le théorème (4.1.2) on a

‖Tf‖p(.) = ‖|Tf |s‖
1
s
p(.)
s

≤ c
∥∥M](|Tf |s)

∥∥ 1
s
p(.)
s

= c
∥∥∥(M](|Tf |s)

) 1
s

∥∥∥
p(.)
.

D’après la proposition (4.1.3) on obtient(
M](|Tf |s)

) 1
s ≤ cMf(x),

pour tout f ∈ C∞0 (Rn) , x ∈ Rn ainsi

‖Tf‖p(.) ≤ ‖Mf‖p(.) ≤ c ‖f‖p(.) .

Puisque C∞0 (Rn) est dense dans Lp(.) (Rn) Ce qui termine la preuve.

Corollaire 4.1.1 [2] Soit T un opérateur de Calderón-Zygmund associé à un noyau K sur

Ω = {(x, y) ∈ Rn × Rn, x 6= y} et p satisfait les conditions de lemme (3.2.3). Alors T est
borne sur Lp(.) (Rn) .
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Proposition 4.1.4 [2] Soit T un opérateur de Calderón-Zygmund associé à un noyau K

sur Ω = {(x, y) ∈ Rn × Rn, x 6= y}. Alors il existe une constante c = c(s) > 0 telle que

T ∗f (x) ≤ c (M(Tf)(x) +Mf(x)) ,

pour tout f ∈ Ls (Rn) et x ∈ Rn avec 1 < s <∞ où T ∗ l’opérateur de translation et définit

par:

T ∗f (x) = sup
ε>0
|Tεf (x)| .

Corollaire 4.1.2 Soit p satisfait les conditions de lemme (3.2.3), et T un opérateur de

Calderón-Zygmund associé à un noyau K sur Ω = {(x, y) ∈ Rn × Rn, x 6= y} alors T ∗est
borne sur Lp(.) (Rn) .

Preuve. Soit f ∈ C∞0 (Rn) avec ‖f‖p(.) ≤ 1 d’après le théorème (3.2.1) l’opérateurM
est borne sur Lp(.) (Rn) et d’après le corollaire (4.1.1) ‖Tf‖p(.) ≤ c, de plus ‖M(Tf)‖p(.) +

‖Tf‖p(.) ≤ c. D’après la proposition (4.1.4) on obtient ‖T ∗f‖p(.) ≤ c lorsque C∞0 (Rn) est

dense dans Lp(.) (Rn) donc ‖T ∗f‖p(.) ≤ c pour tout f ∈ Lp(.) (Rn). Ce qui termine la preuve.

Corollaire 4.1.3 Soit K un noyau standard définit sur Ω = {(x, y) ∈ Rn × Rn, x 6= y}
satisfaits les conditions (a) et (b) de proposition (4.1.2). Soit p satisfait les conditions de

lemme (3.2.3), alors l’opérateur Tε est uniformèment borne sur Lp(.) (Rn) est dépendant sur

ε de plus

Tf (x) := lim
ε→0+

Tεf (x) ,

existe et Tεf −→ Tf presque partout dans Lp(.) (Rn). En particulier T est borne sur

Lp(.) (Rn).

Preuve. D’après le corollaire (4.1.1) et le corollaire (4.1.2) T et T ∗ sont borne sur

Lp(.) (Rn) et par la définition de T ∗ on a |Tεf (x)| ≤ T ∗f (x) donc Tε est uniformèment

borne sur Lp(.) (Rn). On fixe g ∈ C∞0 (Rn). D’après la proposition (4.1.2) lim
ε→0+

Tεg = Tg

dans Lp
−

(Rn) et dans Lp
+

(Rn) donc est ainsi dans Lp (Rn) et comme C∞0 (Rn) est dense

dans Lp(.) (Rn) et T , Tε sont continues alors il est clair pour Lp(.) (Rn) puisque Lp(.) (Rn)

appartient dans Lp
−

(Rn) + Lp
+

(Rn) on trouve le résultat.
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Conclusion

La condition obtenu sur le variable exposant p pour que la fonction maximale de Hardy-

littlewood Mf soit continue est un résultat très important dans l’analyse harmonique et

dans l’intégrale singulière.
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