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Résumé

La fonction maximale de Hardy-Littelwood est continue sur les espaces LPC)(R") si
le variable exposant p est vérifié certain condition finalement on donne la continuité de
opérateur de Calderén-Zygmund sur LP0) (R™) comme une conséquence du résultat obtenu

sur la continuité de la fonction maximale.
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Introduction

En 2004, Diening dans [3] a été étudié la continuité de la fonction maximale de Hardy-
littlewood M f sur LPO)(R™) avec p une variable exposant satisfait la condition de unifor-

mément continue

C
~—In |z —y|

()

pour tout |z — y| < %, et la fonction maximale définie par:

Miw) =sp e [ 1wl

ou f une fonction localement intégrable sur R”.

Le but de ce mémoire est réponde la question suivant: quelle sont les conditions sur le
variable exposant p pour la fonction maximale de Hardy-littlewood M f est continue sur
LPO(R™) .

Finalement nous présentons les résultats obtenus sur la continuité de I'opérateur de
Calderén-Zygmund sur LPO) (R™) ot 'opérateur de Calderén-Zygmund définie par :

Ty (r) = lim K (z,y) ¢ (y) dy,

S |r—y|>e
ou K le noyau de Calderén-Zygmund.

Le mémoire se divise en quatre parties.

En premier chapitre, nous avons donné quelques rappelés des notions essentielles qui
seront utilisées dans la suite de cette mémoire par exemple la fonction modular et la propriété
®-fonction et I'espace semi-modular et rappelés quelques propriétés fondamentales dans la
mesure.

En deuxiéme chapitre, nous avons donné quelques propriétés des espaces Lp(')(R”).



Introduction

En troisieme chapitre, on étudie la continuité de la fonction maximale de Hardy-littlewood
sur les espaces LPU)(R™) avec (1 < p < 00) et satisfait la condition (*).
En quatriéme chapitre, on donne L’opérateur de Calderén-Zygmund comme une appli-

cation.



Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires

L’objet de ce chapitre est rappelé quelque propriété fondamentale qui seront utilisées dans
la suite de cette mémoire.
Nous définirons quelque notion de fonction modular et ’espace semi-modular pour définit

le variable exposant de Lebesgue.

1.1 Semi-modular

Définition 1.1.1 Soit (A, X, 1) un espace mesuré complet o-finie. On désigne L°(A, i) par

l’espace des fonctions pi-mesurable sur A a valeur dans k.

Définition 1.1.2 Soit X un k-espace vectoriel une fonction o : X — [0, 00| est dit semi-

modular sur X si les propriétés suivantes sont vérifiés.

a) 0(0) =

b) o(A ) o(z) pour tout x € X , A € k avec |\ = 1.
c) o est convexe.
d) o est continue a gauche.

e) o(A\x) = 0 pour tout A > 0 implique x = 0.
Une semi-modular ¢ est dit modular si

f) o(z) = 0 implique = = 0.



1.1. Semi-modular

Est dit continue si
g) L’application A — p(Az) est continue sur [0, 00) pour tout z € X.

Exemple 1.1.1 (a) Si1 <p < oo alors

0,(f) = / (@) d

Q

Définit une modular continue sur L°(2).
(b) Soit @ (t) 1= 00.X(1,00)(t) PoOur tout t > 0,i.e.

oo te(l,00),

Poo(t) =
0 tel0,1].

Alors
0ulf) == / oo (I1(@)]) d.

Q

Définit une semi-modular sur L°(2) mais n’est pas continue.

(c) Soit w € L} () avec w > 0 presque partout et 1 < p < oo. Alors

loc

o(f) 3=/|f(x)|pw(x) dx.
0

Définit une modular continue sur L°(2).

(d) Sil<p< oo alors

Définit une modular continue sur R™.

(e) Pour f € L°(Q) on définit f* : [0,00) — [0, 00) par la formule f*(s) := {

~

] >t > s}

Pour 1 < ¢ < p < oo cette expression,

o(f) ¢=7

F(s1) " ds.




1.2. L’espace semi-modular

Définit une modular continue sur L°(Q).

Soit p une semi-modular sur X. Puisque p est positive et convexe et o(0) = 0 ce que

implique que A — p(Az) n’est pas décroisant sur [0, c0) pour tout z € X. De plus

o(Az) = o(|]A|x) < |Al o(x) pour tout |A| <1

(1.1.1)
o(Az) = o(|A|z) = [A| o(x) pour tout [A] > 1

1.2 L’espace semi-modular

Définition 1.2.1 5i ¢ une semi-modular ou modular sur X alors

X, = {xEX:/l\%g(Aa:)zO},

est dit espace semi-modular ou espace modular.

D’apres 'inégalité (1.1.1) on peut définir ’ensemble X, par une d’autre formule

X, ={z € X : p(Ar) < oo quelque soit A € (0,00)}.

L’orsque pour A" < \ I'inégalité (1.1.1) on a:

, N N
o(Nzx) = Q(X/\x) < XQ()\ZL‘) — 0.
Quand )\ — 0.

Dans le théoréme suivant on démontre que X, est un k-espace vectoriel normé.

Théoréme 1.2.1 Soit ¢ une semi-modular sur X. Alors X, est un k-espace vectoriel

normé. Cette norme est dit norme de Luxemburg est définit par:

o], = in {)\ >0 Q(%x) < 1} |
Preuve. Nous avons montrons que l’ensemble X, est un k-espace vectoriel. Soient
z,y € X, et a € k\ {0}. Par la définition de l'espace X, et comme o(ax) = o(|a| x), il est
clair que az € X, et par la convexité de p on a

1 1 -
o(2\x) + 5@(2)@) A0,

0 < oMz +y)) < 3



1.2. L’espace semi-modular

Donc z +y € X,, il est clair que 0 € X,, donc X, est un k-espace vectoriel. Il est clair que

|]], < oo pour toute z € X,, et [|0]], = 0. Pour a € k on a:

ax

laz|, = inf{)\>O:Q(A)§1}

1
= ]a!inf{)\ >0: Q(Xﬂj) < 1}

= laf{l=]],-

L’inégalité triangulaire s’obtient facilement. Soient z,y € X et [[z||, <wuet |y||, <v. Alors

o(%) < 1let o(%) <1, donc par la convexité de ¢ on a:

(x—I—y) B ( u x v y>
Qu+v N Qu+vu U+vvU
U x v Y
< — Zz
- u+vg(u)+u+vg(v)
< 1

donc ||z +yll, < u+ v, on obtient |z +yl, < [z, + [[yll,. Si |lz[[, = 0, alors p(az) <1

pour tout o > 0. Par conséquent,

Pour toute A > 0 et # € [0,1], en utilisant (1.1.1) on a p(Az) = 0 pour toute A > 0, ainsi

r=0. m

Exemple 1.2.1 Soit 1 < p < oo alors l'espace modular (L°(S2)),, coincide avec Uespace de

Lebesgue LP

(f,1f@)Pdz)? si 1<p<oo

supess | f(z)] si p = o0.
€N

LAl =171, =

Pour zj, 2 € X, on dit que z, converge fortement en norme vers z si ||z — z| o, — 0.

Lemme 1.2.1 Soit p une semi-modular sur X et xy € X,. Alors x, — 0 quand k — oo st

et seulement si, klim o(Azg) = 0 pour tout X > 0.



1.2. L’espace semi-modular

Preuve. On suppose que |zx]|, — 0 et A > 0. Alors [[kAz||, < 1 pour tout k > 1.

Pour k assez grand on a:

1 1

< — < —

o(Azg) < kQ(k)\xk) <
I'inégalité (1.1.1) o(Azy) — 0 quand k — oo.

Maintenant on suppose que o(Axy) — 0 pour tout A > 0 alors o(Azg) < 1 pour k assez

1

grand donc [z, < %

comme A est arbitraire, nous concluons que ||zx[[, — 0 i.e. 2 — 0.

Définition 1.2.2 Soit ¢ une semi-modular sur X et zy,x € X,. Alors on dit que zy
converge en modular vers x si il existe A\ > 0 tel que o(A(zy — x)) — 0 et on note par

o
T — .

Lemme 1.2.2 Soit X, un espace semi-modular alors:
La converge en modular <= la converge en norme si, et seulement si, o(xy) — 0 implique

Preuve. “ =": Soit o(xy) — 0 avec zy € X,. Alors par le lemme (1.2.1) on a
o(2zg) — 0.

“ <" : Soit x, € X, tel que p(x) — 0. On obtient p(Ax;) — 0 pour tout A > 0. Pour
A fixe on choisissons m € N tel que 2" > \ par la hypothése on a: kliglo 0(2™zy) = 0. Alors
0< kh—{go o(Azg) =0 < A27™ kh_}rgo 0(2™xy) = 0 par (1.2.1) on obtient que z; — 0. Ceci qui

termine la preuve. m

Lemme 1.2.3 (propriétés d’un modular norme dans la boule d’unité) Si o une
semi-modular sur X. Alors ||z||, <1< o(z) <1 si g est continue, alors aussi [|z||, <1 <

o(x) <1, et aussi ||z[|, =1 < o(z) = 1.

Preuve. Si g(z) <1 alors par la défintion de |[|.[|, on a ||z[[, < 1.
D’autre part on suppose que ||z, < 1 alors o(5) < 1 pour tout A > 1. Lorsque g est
continue & gauche on obtient o(z) < 1. Soit ¢ est continue si [[z]|, < 1, alors il existe A < 1

avec o(§) < 1. Donc linégalité (1.1.1) on a: o(z) < Ao(5) < A < 1. D’autre part on



1.2. L’espace semi-modular

suppose que o(x) < 1 comme p continue il existe v > 1 tel que o(yz) < 1 ce qui implique
que [[yzl|, < et [z, < %y < 1. Et [|z], =1 <= o(x) = 1. Il résulte de les deux cas “< 1”

et “<1”. m

Corollaire 1.2.1 Soit p une semi-modular sur X et x € X,.
(a) Si |zll, < 1, alors o(z) < |z]],.
(b) Si 1< ||a:||9, alors ||a:||g < o(x).
(c)llzll, < o(x) + 1.

Preuve. (a) Le cas z = 0 est ¢vident et pour le cas z # 0, on suppose que 0 < |[z[|, < 1.

Par la propriété de la boule d’unité (lemme (1.2.3)) et ‘

= 1 on obtient g(ﬁ) < 1.
4

] ‘
I, |l

Comme ||z[|, < 1, par I'inégalité (1.1.1) on a % <1
e
(b) On suppose que [|z||, > 1, alors o(5) > 1 pour tout 1 < A < [[z]|,. Et I'inégalité
(I.11) ona 1 < @. Car A est arbitraire, nous concluons que o(z) > |[z||, .

(c) Immeédiate & (b). m
Théoréme 1.2.2 de convergence monotone
Soit (A, X, ;) un espace mesuré o-finie complet et soit (fy) une suite des fonctions p-

mesurable avec fi, /' f p-presque partout et / f1 dp > —o0 alors

A
Jim / fo dp = / Fdy
A A

Lemme 1.2.4 (Fatou) Soit (A,X, 1) un espace mesuré o-finie complet et soit (fy) une

suite des fonctions p-mesurable et soit g € L'(A, u), si fr > g p-presque partout pour tout
k € N. Alors

/l’igminf fr du < l]icm inf /fk dp.
A A

Soit (fr) € L*(A,p) et \(E) := limsupkéoo/\fk\s du pour tout ensemble E C A alors
B

(fx) est equi-intégrable si
1) Pour tout € > 0 il existe § > 0 avec A(E) < € pour tout ensemble E mesurable et
u(E) < 6.

2) Pour tout € > 0 il existe une ensemble mesurable Ay avec j1(Agy) < oo et )\(A%) < e.



1.2. L’espace semi-modular

Théoréme 1.2.3 (convergence Dominée)
Soit (A, X, ) un espace mesuré o-finie complet et soit (fi) une suite des fonctions yi-
mesurable avec fy — f u-presque partout si il existe une fonction h € L'(A, u) telle que

| fx| < h p-presque partout pour tout k € N. Alors

fe L' (A p),

et
klim /fkdu: /fd,u.
A A

Définition 1.2.3 Soit ¢ : [0,00) — [0,00] une fonction convere et continue & gauche
avec p(0) =0, lim; o+ @(t) = 0 et lim;_, p(t) = 00, on dit que ¢ est une ®-fonction, si

o(t) >0Vt >0 est dit P-fonction positive.

Lemme 1.2.5 Soit ¢ : [0,00) — [0, 0] et soit ¢ un prolongement de ¢ sur R, i.e. o(t) :=
o([t]) pour tout t € R. Alors ¢ est une ®-fonction si, et seulement si, o est une semi-
modular sur R avec X, = R. De plus ¢ est une ®-fonction positive si et seulement si, o est

une modular sur R avec X, = R.

13

Preuve. “ =": Soit ¢ une ®-fonction lorsque lim; ¢+ ¢(t) = 0, avec X, = R. On
démontre que o est une semi-modular sur R. Il suffit de montrer que p(Aty) = 0 pour
tout A > 0 implique que o = 0. On suppose que o(Aty) = 0 pour tout A > 0. Comme
lim; o p(t) = oo, alors il existe t; > 0 avec ¢(t1) > 0 ainsi n’est existe pas A > 0 tel
que t; = Mg, ce qui implique que t; = 0 donc g est une semi-modular. On suppose que ¢
positive si o(s) = 0, alors ¢(|s|) = 0. Par conséquent s = 0. Donc g est une modular.

“ <" : Soit o est une semi-modular sur R avec X, = R. Comme X, = R il existe t, > 0
telle que ¢(ty) < oo. inégalité (1.1.1) on a 0 < ¢(t) < £(ta) pour tout ¢ € [0, ] ce qui
implique que lim; g+ p(f) = 0. Car 1 # 0 il existe A > 0 telle que (A1) # 0 en particulier
il existe t3 > 0 avec p(t3) > 0 et I'inégalité (1.1.1) on a ¢(Kt3) > Kp(t3) > 0 pour tout
K € N. Lorsque K est arbitraire, nous concluons que lim; ., ¢(t) = co. Ce qui montre que
¢ est une ®-fonction. On suppose que g est une modular. En particulier o(t) = ¢(|t]) =0
implique ¢ = 0. Donc par négation on obtient ¢ > 0 implique ¢(t) > 0 , ainsi ¢ est positive.



1.2. L’espace semi-modular

Définition 1.2.4 Soit (A, %, ;) un espace mesuré o-finie complet, une fonction réel ¢ :
A x [0,00) — [0, 00] est dit D-fonction généralise sur (A, X, u) si :

(a) o(y,.) est une ®-fonction pour chaque y € A.

(b) y— ¢(y,t) est mesurable pour chaque t > 0.

Si p est ®-fonction généralise sur (A, X, ), on écrire p € ®(A, p).

Définition 1.2.5 Soit ¢ € ®(A, i1) et Soit o, définit par:

0, (f) = / oy, £ ) )dp (v)

A

Pour tout f alors l’espace semi-moduler

(LA, 1), = {F € LA ) im0, (AF) = 0}
= {f e LA pn):o,(\f) < oo pour certain A >0} .

Est dit l’espace de Musielak-orlicz et note par L¥(A, 1), ot LY mini de la norme

. f
191, = 171, =nf {3 05 0,0) <1}
Théoréme 1.2.4 [2] Soit o une semi-modular sur X, alors o est semi-continue inférieure-
ment sur X, ,i.e.

o(z) < liminf p(zg).

k— o0

zr, v € X, avec x, — x (en norme) pour k — oo.
Lemme 1.2.6 tout ®-fonction est semi-continue inférieurement.

Exemple 1.2.2 Soit 1 < p < oo on définit

pour toute t > 0. Alors @, et @ est une ®-fonction. De plus @, est continue et positive
avec _ est le seulement qui continue a gauche et semi-continue inférieurement mais n’est

pas positive.

10



1.2. L’espace semi-modular

Théoréme 1.2.5 Sip € ®(A, p). Alors L?(A, u) est un espace de Banach.

Lemme 1.2.7 Soit p € ®(A, pu) et fr, f,g € L°(A, u).
(a) Si fr. — f p-presque partout, alors o,(f) < liminfy . 0,(fx)-
(b) i 1fl /1] pepresque partout, alors o,(f) = limy—. 0,(fi).
(c) Si fr — [ p-presque partout, et |fi| < |g| p-presque partout, et

0,(A\g) < 0o pour tout A >0, alors fy — f dans L¥.

Preuve. Par le lemme (1.2.6) application ¢(y,.) est semi-continue inférieurement. En

utilisant lemme de Fatou on a:

0.(f) = /¢(y,kgnm|fk(y)|)du(y)

A

< [ liminf p(y, | fr(y)])du(y)
! k— o0

< timint [0y () )dly)
A

= liminf o, (f%).

k—

Ce qui montre (a). Pour (b), soit |fx|  |f|. Par la continuité a gauche et la mon city
de o(y,.) on a 0 < (., |fe(y)]) / ©(.,|fr(.)|) presque partout. D’apres le théoréme de la

convergence monotone on a:

o) = [ty i |felw))duty)

A

= [ Jim_ (0. 1)Dduty

A

= lim /s&(y, | fr(y)Ddp(y)

A
= lim o, (fr).

Ce qui montre (b).
Pour (c), on peut supposer que f, — [ presque partout |fx| < |g| presque partout

et o(Ag) < oo pour tout A > 0. Alors |f, — f| — 0 presque partout et |fr, — f| < 2]g|.

11



1.2. L’espace semi-modular

Lorsque Q¢(2)\g) < 00. On appliquer le théoréme de la convergence dominée on obtient

Jim 0, = i) = [ () Jim_ 1) = o)) dut) =0

A

puisque A > 0 est arbitraire cette formule avec lemme (1.2.1) implique que f, — f dans

L?Y. =m

Théoréme 1.2.6 Soit p € (A, ). Les propriétés suivantes sont satisfont.
(a) [ fll, = Ilf1ll, pour tout f € L?.
(b) Si feL? ge LA, pn), et 0<|g| <|f| u-presque partout, alors
ge L et|gl, <Ifl,-
(¢) Si fr — [ presque partout, alors | f||, <liminfx o | fill,, -
(d) Si |fy] /' 11| p-presque partout, avec fi, € L#(A, ) et supy | fell, < o0
alors f € L?(A, p) et | fll, /" IIf1l,-

Preuve. Les deux propriétés (a) et (b) sont claires, nous avons montrent (c). Soit
fr — [ p-presque partout, alors cette inégalité est évidente pour lim inf o [/ fx ||, = oc.
Soit A > liminfy o [|fk|, pour k assez grand on a | fl|, < A Par la propriété de la
boule d’unité on a Qw(fyk) < 1 pour k assez grand. On appliquer lemme (1.2.7) on obtient
%({) < 1, ainsi Par la propriété de la boule d’unité on obtient ||f|| » < A ce qui implique
ae [1£], < liminfx oo |1 £

Pour démontrer (d) on suppose que |f| / |f| p-presque partout, o supy || fxl[, < oco.
Par (a) et (c) on a [|f, < liminfy o || fall, < supy [|fell, < oo donc f € L¥. D’autre
part, | fr| / [f] avec (b) ce qui implique que | fxl|, /" limsup,_ [ fxll, < [If]l,- Donc
limy, oo [ fxll, = 17N, et L ell, 7 1], =

12



Chapitre 2

Les espaces LPU)(R™)

Dans ce chapitre, nous donné la définitions des espaces LPC)(R™) ot p : Q — [1,00]
s’appelé le variable exposant de Lebesgue cette définition introduite par Orlicz en 1931, pour
généralise quelques résultats classique sur cette espace comme la continuité de la fonction

maximale.

2.1 Quelques propriétés des espaces L'()(R")

2.1.1 variable exposant de Lebesgue

Définition 2.1.1 Soit (A, X, 1) un espace mesuré complet o-finie. On définit P(A, )

comme [’ensemble des fonctions p : A — [1,00] p-mesurable , la fonction p € P(A, )

est dite variable exposant sur A et on définit p~ = p, := inf ess p(y) et pt = pl =
ye

supess p(y). Sipt < 0o, alors p est appelée variable exposant borné. Sip € P(A, ) , alors
yeA

on définit p' € P(A, 1) par ﬁ + Iﬁy) =1, ou i := 0. La fonction p' est dit le dual de

variable exposant p. Si pu est une mesure de Lebesque et §2 un sous ensemble ouvert de R"

dans ce cas on note P(Q) := P(Q, u).

Définition 2.1.2 Pourt >0 et 1 < p < oo on définie

13



2.1. Quelques propriétés des espaces LP)(R")

De plus
. ) 0 si tel0,1],
P (1) =@ _(t) = 00.X(1,00)(t) = »
oo si te(l,00).

Pour une variable exposant p € P(A, p) on définit poury € A et t >0

Lemme 2.1.1 L’application a — @ (t) est continue et conveze sur [0, 1] pour chaque

t>0.

Preuve. pour t = 0 est évident. Si ¢ > 0, on pose g(a) := ata pour tout a € [0,1].

Alors g(a) := @ (t). On montre que g est convexe sur [0,1]. Il est clair que g est continue

sur [0,1] et
" _ ;(lOgt)Z
g (a) =ta CL3 Z 07
pour tout a € [0, 1] ainsi g est convexe. m
Remarque 2.1.1 Soient gy, q1 € [1,00]. Pour 6 € [0,1] soit g9 € [qo, ¢1] ou é = 1(1;09 + qil.
Alors
e, < (1=0)p, (t)+0p, (1),

2, (1) <max{p, (1.2, 1)}

=
=
—
AN
8
—~
=
Sl
H/\
N
——
VAN

Pour tout t > 0.

La premiére estimation est immédiate par la convexité lemme (2.1.1) et en utilisant la

définition de @, on obtient le deuxiéme estimation.

Définition 2.1.3 Soit p € ®(A, 1) pour chaque y € A on note ¢* (y,.) la fonction conjugué
de ¢ (y,.), et définie par :

©* (y,u) = sup(tu — p(y, 1)),
t>0

pour tout uw > 0. En particulier si ®-fonction (non généralise), dans ce cas
©* (u) = sup(tu — (1)),
>0

pour tout u > 0.

14



2.1. Quelques propriétés des espaces LP)(R")

Lemme 2.1.2 [2] Soit 1 < ¢ < co. Alors (;pq) =5, et

(2) <o,

Lemme 2.1.3 Soit 1 < g < oo. Alors
e,t) <, (t) <@, (2t) pourtoutt > 0.

Preuve. Pour ¢ = co on a ¢_ := ¢__ donc il suffit de montrer Iinégalité pour 1 < g <

co. Pourt=0ona @ (0)=0=¢p (0). Pourt>0

5 (t

N

¢, () q

D (2t 24

80_q< ) = — >elog2>1.
¢, (t) q

Ceci qui termine la preuve. m
Définition 2.1.4 Soit ¢ est une ®-fonction on définit o' : [0,00) — [0, 00) par
o Ht) :=inf {7 > 0: (1) >t},

Pour tout t > 0. Cette fonction est dite ['inverse continue & gauche de ¢, pour toute y € A
soit o (y,.) = (¢(y,.)) ™", et tous les propriétés satisfaits pour ¢ et aussi satisfaits pour
o tde plus o= 1(0) =0 et

p (1) <t,
pour tout t > 0 et auss:

t<e(p '),

pour tout t > 0 avec ¢ (t) < 0.

Lemme 2.1.4 [2] Si q € [1,00), alors gbq_l(t) = (qt)%,g_o_l(t) = t% et p_(t) = @_(t) =

q

pour tout t > 0.
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2.1. Quelques propriétés des espaces LP)(R")

Remarque 2.1.2 Pour tout A > 1 il existe cx > 1 telle que _(t) < ¢ (t) < ex@, (At) pour
toutt >0 et 1 < q < o0.

Définition 2.1.5 Soit p € P(A, u) et soit Pp() = pr(,) 0U Pyy =P Alors on obtient

une semi-modular:
eroin(F) = [ (17(a) o

On définit l’espace de Lebesque LPY(A, ) comme Uespace de Musielak-orlicz L0 (A, p)
avec la norme ||| Loy a ) = I-l900) (4, - En particulier Uespace de Lebesgue LPO(A, 1) est

l’ensemble suivant
LA, ) = {f € LA, 1) : Tim 01,004)(Af) = 0}
Equivalente a:
LPO(A 1) = {feLAnp): 0100 (4)(Af) < 00 pour certain A > 0}.

Muni de la norme

: f
I lir0iasy = inf {35 0 o () <1}

On dit que g;p()(4) st une modular si p est finie partout, telle que gy, désigne o7p()a)
et |[.[[n) désigne [[.[| o) (4, ST 2 € R" et pest une mesure de Lebesgue tout simplement

écrire LPM)(Q). par le lemme (2.1.3) il est clair que L?() = L0 et

sy < 1w < 21l @.1.1)
Ainsi, les deux normes dans la définition sont équivalence.
Définition 2.1.6 EPU) (A, 1) est un ensemble des éléments finie de LPG) (R™).

Lemme 2.1.5 Sip e P(Q), alors || fll,o) <1< o) (f) < 1. Pour f € LPO(Q) on a:
(a) St fllsy <1, alors 0or (f) < || flloc -
(b) Si 1 <||fllney, alors || flloo) < 0vir(f)-

Preuve. D’aprés le lemme (1.2.3), et le corollaire (1.2.1), il est facilement de vérifi¢ que

ce lemme est analogue. m
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2.1. Quelques propriétés des espaces LP)(R")

Lemme 2.1.6 Soit p € P(Q) avec p~ < 00. Si o) (f) >0 ou p™ < oo, alors

min { 2,0 (/)7 2,0 (N7 | < Iy < max {20 (N7 20 ()77 |- (2.1.2)

Preuve. Supposons que p* < 0o. Si gp()(f) < 1 dans ce cas il suffit de prouver que

1

20 (1) < If by < 200 (£)77

_fr
_1

op(y (NPT

par ’homogénéité, partie droite de I'inégalite est équivalente a <1 ou par la

p(.)
propriété de la boule d’unité est équivalente a

)

_p(z
pt

Puisque 0,()(f)

Le cas 0,()(f) > 11l est analogue que

1

200 (F)7 < |1 fller < 8o (£)7

On considérer p™ = 00, et o,()(f) > 0. Dans ce cas I'inégalité (2.1.2) est équivalente a

1

min {20 ()71} < Fllo < max {2 ()71}

Si ooy (f) < 1 alors ||f||,) < 1, donc partie droite de I'inégalite est vérifié. Si p,()(f) > 1

alors il suffit de prouver que

Comme g,()(f)~! < 1 il résulte que

(@) 0, si p(z) = oo,
0.

oo(f) =49 ,
o0 (f)7h st pla) <

p(x) p(x)
/( |f(93)|1> e [H
o N\ (f)7 &5 oo ()7
Alors partie droite de I'inégalite est vérifié. Ceci qui termine la preuve. m

Donc
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2.1. Quelques propriétés des espaces LP)(R")

Lemme 2.1.7 Soit p € P(R™) et s > 0 telle que sp~ > 1. Alors

s o s
Al = 1Al -

Preuve. On utilisant la formule ¢ _(t) = ¢ (¢°) on a:

e, = (wefaso0sandy<1})

= inf{)\s >0: Z)p(.)(|§|5 ) < 1}
= il

Ce qui termine la preuve. m
Théoréme 2.1.1 [2] Sip € P(A, ), alors LPY)(A, 1) est un espace de Banach.

Lemme 2.1.8 Soit p € P(A,pu) et fr, f, g € L°(A, ).
(a) Si fr — f p-presque partout, alors opc)(f) < liminfy_ o 0p0) (fr)-
(b) Si|fi] /| f| p-presque partout, alors v (f) = limp o0 000 (fr)-
(c) Si fr, — [ p-presque partout, et |fi| < |g| p-presque partout et
g € EPV) alors f, — f dans LP0).

Théoréme 2.1.2 [2]/ Sip € P(A,u), alors on a
000 (f) <liminfr oo 000 (fr) 88 fx — f faiblement dans LPU) (A, ).

Lemme 2.1.9 [2] Soit p € P(A, ) et soit fr € LPU(A, ).
(a) Si f est une suite de Cauchy, alors il existe une sous-suite de fi, converge p-presque
partout vers une fonction mesurable f.

(b) si p(A) < oo et || fill,.) — 0, alors fy — 0 dans lespace mesure

Théoréme (1.2.6) implique que LP) (A, ) est satisfait lemme de Fatou et admet la pro-

priété de Fatou i.e.

o [[fll,cy = £l pour tout f & LPO(A, ).
e SifeLPO(A ), ge LO(A, p) et 0 < |g| < |f| p-presque partout, alors g € LP()(A, 1)

et [|gll,cy < [1F1,0)-
e Si fy — [ p-presque partout, alors || f[[, ) < iminfyco || full, -

e Si |fi| /' |f| p-presque partout, avec fi € LPU(A,p) et sup, ka”p(-) < 00, Alors
f c L]D(.)(A7 M) et ||fk||p() / ”f”p(.)'
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2.1. Quelques propriétés des espaces LP)(R")

Lemme 2.1.10 (Inégalité de Young) Soient p,q,s € [1,00] avec

1 1 1
s p g
Alors pour toute a,b > 0
ps(ab) < p(a) + ¢, (b), (2.1.3)
Pu(ab) < p,(a) + -2, (0), (2.1.4)
en convenant que i = f, =1 pour s =p=q=00. De plus, si 1 < s < oo alors pour tout
a>0
#p(@) = sup(py(ab) = 2, (b)). (2.1.5)

Preuve. pour preuve (2.1.3) on suppose que s = oo donc nécessairement p = ¢ = 0o. Si
a,b € [0,1] Il est clair que 'inégalité est vérifié puisque dans ce cas ¢ (ab) = 0. On suppose
que a > 1 oub > 1. Alors ¢ (a) = 0o ou p (b) = oo donc l'inégalité est vérifié.

Le cas 1 < s < oo pour preuve (2.1.3) pour ¢ il suffit de preuver (2.1.5). Si s =1, alors
p = ¢ et par le lemme (2.1.2) ¢, = (gbq)* donc

ep(a) = (@,)" (a)

= sup(ab— ,(b))

b>0
= Sup(@l (ab) - @q(b)%
b>0
pour toute a,b > 0. Si 1 < s < 0o, alors
1 1
l=—+—,
p/s q/s

par le lemme (2.1.2) on a (gb ) = @4 en utilisant le cas s = 1 en déduire que

« I3
» b

5 | .
gpp(a) = ?Pg(a )
1
= - SbS — ¢ bS
Ssbgg(a Pqys(0%))
= sup(@,(ab) — &,(b)),
b>0

pour toute a,b > 0. Il reste de preuve 'inégalité (2.1.4), car cette inégalité est plus forte

que (2.1.3) pour ¢ = @.si s = o0 alors s = p = ¢ = 0o et (2.1.4) est immeédiate a (2.1.3)
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2.1. Quelques propriétés des espaces LP)(R")

puisque @_ = ¢_ ainsi soit 1 < s < co. Maintenant s < p et s < ¢ et on obtient

ps(ab) = sp,(ab)

< s(@,(a) + p,(b))
- f@p<a>+§-q<b>

Ce qui termine la preuve. m

Lemme 2.1.11 (Inégalité de Hélder) Soient p,q,s € P(A, ) telle que
1 1 1

= + 7
s(y)  ply)  aly)
pour pi-presque partout y € A. Alors

0.0 (f9) < 0000 (f) + 0401 (9), (2.1.6)
1910y < 21y gl .17

Syt Syt
111, < (G + ) sl Nl 219

pour tout f € LPO(A 1) et g € LIO(A, ).

Preuve. Soient f € LP0) et g € LY. Comme f, g sont mesurables donc fg est aussi
mesurable alors (2.1.6) immédiatement (2.1.3) par intégration sur y € A.

Sil[fll,,) <1et|gll,, <1 alors Par la propriét¢ de la boule d'unité on a op)(f) < 1
et 0q0)(g) < 1. Utilisant (2.1.6) on a 'estimation suivante

1

00(5/9) < 500000 < 5 (o) + (@) < 1,

par la propriétés de boule d'unité on a || fg[|, ) < 2 ce qui preuve (2.1.7).
Maintenant soient [|f||, < 1et|[[g][, <1 alors Par la propri¢t¢ de la boule d'unité
p(.) a()
on a 0,()(f) < 1et gq)(g) < 1. Utilisant (2.1.4) par intégration sur y € A on obtient

0. (fg) < <f>+@pu<f>+<§>+@q@<g>

< ()T+HE)T
par la propriétés de boule d’unité on a Hng¢ < sup ess 7 +sup ess ¢ ce qui preuve (2.1.8).
s(.)
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2.1. Quelques propriétés des espaces LP)(R")

Théoréme 2.1.3 [2] Soient p,q,r € P(A, 1) avec p < q < r p-presque partout dans A
alors

LPO(A, ) VLA, ) — LA, p) — LPO(A, p) + L7O(A, ).
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Chapitre 3

Continuité de la fonction maximale

sur les espaces LP!)(R™)

3.1 Fonction maximale de Hardy-Littelwood

Définition 3.1.1 Soit f une fonction localement intégrable sur R"™, i.e. f € L (R"™),

loc

pour tout x € R"™, la fonction mazximale de Hardy-littlewood M f est définie par

My (x) = sup —— F()]dy.

r>0 |B<I,7”)| B(z,r)
Cette fonction est mesurable dans [0,00] et la définition suivante est équivalente avec le
premiere

Mi@) =swp - [ 1f@ =yl dy,

ly|<r
M est aussi appelé opérateur maximal de Hardy-Littlewood. Plus généralement

1
M () = sup o B/ ) dy,

rz€eB

ot le sup est sur tous les boules contenant x et |B| indique la mesure de Lebesgue de B.

Parfois, nous avons besoin d’utiliser les fonctions maximales suivantes. Pour tout f &€

L (R") et x € R",

loc

r>0

, 1
Mf(x):supm/ |f(y)| dy,
Q(z,r)

avec Q(x,r) désigne le cube de centre z et de longueur r.
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3.1. Fonction maximale de Hardy-Littelwood

Proposition 3.1.1 M est une application sous linéaire

Preuve. Pour tout f,g € L}, (R") et A € C et pour tout x € R" on a:

MU+ = o o+ o)y
wxrm/m w)ldy+ xm/?@ )l dy
= Mf(x) + Mg(x).
De plus

MAS) (@) = A M(f) (2).

Proposition 3.1.2 /8] il existe des constantes Cy,Co, C3 dépendant que de la dimension n

telle que
CIM[f(z) < CoMf(x) < C3Mf (x),

pour tout x € R™.

Remarque 3.1.1 La fonction mazximale de Hardy-Littlewood M en généralement n’est pas

borne sur L' (R™). Nous ne considérons le cas n = 1. Prenez f(x) = x_y yy(x), ¥ 7> 0 on

a:
Mf(z) ! ()l d
Tr) 2 57 y)lay
|B(x77n)‘ B(z,r)
xT+r
1
= 9 X[—1,1](y)dy-
On suppose que x > 1 et r = x alors
2x
1
Mf(z) > o X[q,l](?/)dy
T
0
1
1 1
= — [dy=—
2x/ Y= 90
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3.1. Fonction maximale de Hardy-Littelwood

done Mf(x) > 5=¥ > 1. On sait que f € L' (R")

1
Hle:/dﬂ?:?-
=1

[IMFll, = /Mf(x)dxz/l Mf(a:)da:zé/l éd:cz%—oo.

Mazs

Ce qui implique que M f ¢ L' (R), alors la fonction mazimale M en généralement n’est

pas borne sur L' (R™).

Remarque 3.1.2 La fonction mazimale M est borne sur L= (R"), on vérifier que || M f]|_, <

/1l -
Si f e L> (R") donc [f(y)| < fl » Vy R

/ Fldy < Ifl / Q. Ve 0
B(z,r) B(x,r)

= B, ) fll -
On divise sur |B(z,r)| donc
1
B Lo, fW)ldy < 1Ifll -
Alors
IMFllo < I1flloo -

Théoréme 3.1.1 [8] Soit f une fonction mesurable sur R™.
(a) Si f e LP(R™), alors Mf est finie presque-partout.
(b) Si f € LY(R™) alors pour tout X > 0, il existe une constante C = C(n) > 0 telle que:

C
[{z € R": Mf(z) > A} < - [I£ll, -

(c) SifelP(R"), (1 <p<oo)alors Mf € LP(R™), il existe une constante C' = C(n,p) >
0 telle que M1, < C 11,

24



3.2. Continuité de la Fonction maximale sur LP*) (R™)

Théoréme 3.1.2 [§/ (Théoréme de Lebesgue) Soit f une fonction localement intégrable

sur R™. Alors pour presque-tout v € R™ on a:

li Y dy = f

Corollaire 3.1.1 Soit f une fonction localement intégrable sur R™. Alors pour presque-tout

T, on a:

I = 0.

Définition 3.1.2 Soient (X, ) un espace mesuré et 1 < p < oo et f est une fonction
mesurable sur R™. On dit que f € LP-faible, s’il existe une constante C' > 0 telle que
suptp ({z € X : |f(z)] > )P < C.
>0

Et on note LP-faible par LP>®(X, p) est par définition

LP(X, p) = {f mesurable: || f||;p < 00},

ol

1flppee = iggtu({x €X:|f(x)] > tHV7,

Dans la suite B est la boule arbitraire dans R" et B, est la boule de rayon r et B(z) la

boule de centre z. Pour tout f € Lj, (R™) on note
Maf = [ 17wl
sf = [ f (W)l dy.
51

L.e. la fonction maximale de Hardy-Littlewood définit par

M f(x) := sup Mp() f-

B(z)

3.2 Continuité de la Fonction maximale sur L*") (R")

Lemme 3.2.1 Soit p : R® — R wune fonction continue. Les conditions suivantes sont

équivalentes :

(i) p est uniformément continue avec |p(z) — p(y)| < %, pour toute |z —y| < 1.
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3.2. Continuité de la Fonction maximale sur LP*) (R™)

——
(i) Pour toute boule ouverte B on a |B’'z P8 < (.

Preuve. (i) = (ii) On suppose que p est uniformément continue avec [p(z) — p(y)| <

—0 1nc\(;fy|’ pour toute |x — y| < % Il existe rg avec 0 < 1o < %, telle que pour tout 0 < r < ry

et x,y € B, on a 'inégalité suivante

(In|B.]) In(Cr") < on 1)

= In(2r)  In(2r) —

|3

et comme 0 < 7 < rgetrg < % =>r<r< % ce qui implique que |B,| < |B,,| < 1 et

P, — pjgr < %0(%) pour tout x,y € B, et par conséquent

[B,| "5 Ph < |B|w

— e 00111|B7«|
- P\ (2r)

1
< exp(2Cyn).

Si v > 1o, alors |B,| "5 Te < [B,, (0))" 7"

(ii) = (i): soient z,y € R™ avec 0 < |z —y| < 3. Alors il existe B, avec z,y € B, et

|z—y|
2

<r < |z —y|, puisque |B,| < (2r)", on a

(4|x_y|)*lp(w)*p(y)\ < (QT)—Ip(fc)—p(y)\
—lp(z)—p(y)|
< BT
Pp ~Pp
< [B] = <Cf

Puisque p* < oo, donc |z — y|7|p @=PWl < © pour certain C > 1. Donc on obtient

InC
Ip(z) — p(y)| < TPk

Lemme 3.2.2 Soit p une exposant borné sur R" et satisfait a l'une des deux conditions
équivalentes de lemme (3.2.1). Alors il existe une constante C(p) > 0 telle que pour toute

1F Uy <15 on a

P

(Mpf)™™ < C(p) (M (y 1’ ) () + 1) pour toute & € R™.
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3.2. Continuité de la Fonction maximale sur LP*) (R™)

Preuve. Soit ¢q := p%, alors ¢ est aussi un exposant borné et satisfait & 'une des deux

conditions équivalentes de lemme (3.2.1). Soit || f[|,, < 1, alors ¢,(f) < 1. Sir > 3 alors

on a:
q(z)
Mg f)" / d
(Mzf) 5 ) TWldy
Et comme p(y) > 1 alors |f(y)| < |F ()" +1 et donc
q(x)
)P

D’autre part on a:

|B|/ 7P +1) dy<|B|/|f e dy+|B| dy =B 0,(f) +1.

Alors

(MpH)™ < (1B g,(f) +1)"

AN
R
m\gd
=
—
N
+
—
N———
<

Si0<r<1i alors|B| < (2r)" <1et

a(x)
a(z)

wan < (o [l an)

< ([ i (s 1) ay)

Map <150 07 (3 [ (s ) ar)

Puisque

5 [ (#@r +1)dy < 3 [ (F@FY +2) dy < 30,0+ 5 1B <1,
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3.2. Continuité de la Fonction maximale sur LP*) (R™)

on a les inégalités suivantes:
_a@)
Bl w5 37 (3 [ 1£)" dy + 2|B])
9p —ap

Bl 37 (e Sy 1) dy + 2)
3.2.1

et (M) + 2).

(M f)1

IN

BV

lemm

On prendre le sup sur la boule B(z) ce qui termine la preuve. m

Lemme 3.2.3 Soit p une exposant borné sur R" et satisfait o l'une des deux conditions
équivalentes de lemme (3.2.1).
Et une constante a l'extérieur de certain boule Bgr(0). Alors il existe une constante

C (p) >0 et he L' (R") N L>® (R") telle que, pour toute || f||,y <1,
p(x) 2
(,/\/lf);;— < C(p)M (|f|p > () + h(x) pour toute x € R™ .

Preuve. Soit ||f|,, < 1, alors g,(f) < 1. On décompose f comme somme de deux
fonctions fo, f1 avec fo := xp,/ et f1 := Xgn\p, [+ Soit p est la valeur de p sur le com-
plémentaire de Bg(0). Soit g = pi_ et oo = ’;%, alors ¢ est satisfait I’équivalentes des deux
conditions de lemme (3.2.1). Et ainsi par conséquent satisfait I’hypothése de lemme (3.2.2)

et donc pour toute x € Bog := Bag(0)

(MF@)"@ < Clom (1A") + Cla). 2)

Soit & € R™\ By alors |z] — R >  |z] et |Bjy—g| > C'|2|" donc

q(x)
. 1
MA@ < | s o [ ]y
7“>|z|7R|BT|
By ()
q(z)
o/
< |\ | IfWldy
| Bla|-&|
Br(0)
q(x)
c
< —m |f(y)|dy
|
Bg(0)
q(=)
c X
< W/ F)IP + 1dy
Bg(0

)
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3.2. Continuité de la Fonction maximale sur LP*) (R™)

<78 ®)
car le supp fo C Bg. De plus pour tout = € R"\ Byg on a
(MA)™ < (Mfi(x)™ (4)
< M(A) (z)
< M(If]) ().

Donc pour tout x € R”,

(MF@)™ < Xy (MF@)™ ™ 4 Xy, (M (fo) () + M (f1) ()"

< XByr (Mf(x»qw + C(Q)XR”\B2R ((MfO(x))Q(gC) + (Mf1($))q($))

(2)(3)(4) . .
< C@M (/') (&) + X5, C(@) + X, Cl@) 2] "

J/

:=h

Le fait que h € LV (R™) N L> (R") ce qui termine la preuve de lemme. =

Théoréme 3.2.1 Soit p satisfait les conditions de lemme (3.2.3) avec p~ > 1. Alors M

est borné sur LPO)(R™) i.e.

||./\/lpr(,) < C(p) ”pr(.) :

Preuve. Puisque M f est homogene positive, i.e. M(Af) = |A\| M [, il suffit de prouver
que [[Mfl,, < C pour tout f avec [|f|,, < 1. Puisque p* < oo, ainsi il suffit de
prouver que o,(Mf) < C pour toute |[f[|, ) < 1. Soit f € LP0) avec 1fll,, < 1, alors
0,(f) < 1et soit ¢ = p%. Par le lemme (3.2.3) il existe h € LY (R") N L> (R") telle que
(M1 < Cp)MIfI?) + h. Ainsi

QM) = M
-
< (COIMUAN, + 1), )"
Comme p~ > 1 l'application f — M [ est continue sur L* (R™). Donc

o (MJ) < (CEITI,- + 1], )

- (C(p)me(f)”% + HhHP’yf
C(p).

p

IN

Ce qui termine la preuve. m
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Chapitre 4

Application

Dans ce chapitre, nous étudions quelques résultats importent sur 'opérateur de Calderén-

Zygmund et pour démontrer ces résultats on utilise la continuité de la fonction maximale.

4.1 L’opérateur de Calderén-Zygmund

Définition 4.1.1 Soit 1 < s < oo et f € Li (R™). Alors pour toute boule B on définie:

loc

s

M pf = %/If(yﬂsdy , et M. f(x) = sup,ep M B(a) [,
B 1

Mo = (i [1F0) = fal dy ) o et Mif() = supep Mo
B

En particulier U'opérateur de fonction M*f définie par
MEf = Mif,
MEf est borne sur L* (R™) pour tout 1 < s < oo, de plus ./\/lglf < Mﬂszf, Vs < 89 .

Théoréme 4.1.1 [2] Soit p € PR") avec pt < oo, alors C§° (R") est dense dans
LPO) (R™).
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4.1. L’opérateur de Calderén-Zygmund

Définition 4.1.2 Soit K un noyau localement intégrable sur Q = {(z,y) € R" x R", = # y}
on dit que K satisfait les estimations standard s’il existe 6 > 0 et ¢ > 0 tel que Vx,y € €,

Vz € R", avec |z — 2| < L |z —y| les inégalités suivant sont vérifiés

| K (2, y)] < clz—y|™",
‘K(ib’,y) - K(Z,y)| < C‘I’ - 2’6 ’$ - y’_n_57 (411>
|K<y7$>_K(y?Z)| < C‘ZE—Z’(S |$_y|_n_6'

Dans ce cas on dit que K un noyau standard.
Soit T : C§° (R™) — D' (R™) un opérateur linéaire borne est dit associé & un noyau K
St
@ﬂmz//k@wﬁ@MMM@7
RnRn
Pour tout f,g € C3° (R™) avec supp(f) N supp(g) = 0,00 D' lespace de distribition.
Si K un noyau standard, dans ce cas T est dit l'opérateur d’intégrale singuliére. Si T

est prolonge un opérateur borne sur L*(R™) alors T est de Calderdén-Zygmund.

Proposition 4.1.1 [2] Tout opérateur de Calderon-Zygmund est fortement borne de L*(R™)
dans L*(R"), (1 < s < o) et faiblement borne de L*(R™) dans L»*°(R").

Définition 4.1.3 Pour € > 0 on définit 'opérateur T. associé o un noyau K. comme une

valeur principale.

Tf(z) = /Kg(a:,y)f(y)dy, €= 0,

avec

KE ('Tv y) = K(:C, y)X{\z—y|>a} (‘T> :

Proposition 4.1.2 [2] Soit K un noyau sur Q = {(z,y) € R" x R", = # y} on suppose
que N(z,2) = K(z,z — z) est homogéne de degré —n dans z telle que

(a) Pour tout x, N(x,z) est une fonction intégrable sur la sphére |z| = 1 et d’intégrale
nulle.

(b) Pour certain o > 1 et Vx, |N(x,2)|” est intégrable sur la sphére |z| = 1 et d’intégrale

uniformément borne est dépendant sur x.
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4.1. L’opérateur de Calderén-Zygmund

Alors pour tout s € [0, 00) lopérateur T est uniformément borne sur L* (R™) est dépen-

dant sur € de plus
Tf(x)= El_i,%lJrTgf (x),

existe presque partout et T.f — Tf presque partout dans L° (R™). En particulier T est
borne sur L* (R™).

Définition 4.1.4 (condition(D)). Pour un noyau K sur Q = {(z,y) € R" x R, = # y}

on définie

1 1
DpanK) = g5 / Blor)] / K (2,y) — K(z,y)| ddz.

B(zo,r) B(zo,r)
On dit que un noyau K satisfait la condition (D) s’ils existent ¢, N > 0 telle que
swp [ 1£0)| Dot K )y < M (z0),

r>0
ly—x0|>N:

pour tout f € Cg° (R™) et g € R™.
Il est facilement de vérifier que le noyau standard satisfait la condition (D). Soit r > 0
et B := B(xo,r). Silzo—y| > 5r, alors |z —z| < 2r < $|z—y| et |x—y| < 7 |zo — y|

pour x,z € B ainsi par (4.1.1) on a:
DK (1) / / = 2 o — y| " dwds < er® Jmo — y| "
|B| | B|

Soit A :=10B\5B alors

)
[1s1psrca= [ |f|<|y |) g — ol " dy < 2 M (o).

27 A 27 A

zo|

g . S .
Pour j > 0 puisque <|y_7" ) ~ 2790 et |y — x| " & 27 A] ! pour y € 22 A. Donc

/ |f| DpK = Z/\f\DBKdy<c22 BMf(x0) = C(8)Mf(x0).

7=0

R\ 5B 2 A

Ainsi la condition (D) est vérifiée.
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4.1. L’opérateur de Calderén-Zygmund

Proposition 4.1.3 [2] Soit T un opérateur associé a un noyau K surQ = {(z,y) € R* x R", = # y}
satisfait la condition (D). On suppose que T prolonge un opérateur borne définit sur L'(R™)

a valeur dans L»*(R™). Alors pour 0 < s < 1, il existe une constante ¢ = c(s) > 0 tel que
1
(M(ITSI)) " < eMf(),
pour tout f € C§° (R") et z € R™.

Théoréme 4.1.2 [2] Soit p satisfait les conditions de lemme (3.2.3), alors il existe ¢ > 0
tel que

||f||p(.) <c HMﬁpr(.) g

pour tout f € Cg° (R™).

Théoréme 4.1.3 Soit p satisfait les conditions de lemme (3.2.3) soit T un opérateur
associé a un noyau K sur Q = {(x,y) € R" x R", z # y} satisfait la condition (D) on
suppose que T prolonger un opérateur borne définit sur L*(R™) a valeur dans LY (R")

alors T fortement borne de LP)(R™) dans LP*)(R™).

Preuve. Puisque p satisfait les conditions de lemme (3.2.3), alors pour 0 < s < 1, £
satisfait les conditions de lemme (3.2.3). D’aprés le théoréme (4.1.2) on a

1
s

T fll = NTFP N5 < | MA(TF)

ey

1
r(.)
S

p(.)

D’apres la proposition (4.1.3) on obtient
(MATS1)) " < eMf(a),
pour tout f € Cg° (R"), z € R™ ainsi
1T F ) < IMFly < ellflle -
Puisque C§° (R") est dense dans LP() (R™) Ce qui termine la preuve. m

Corollaire 4.1.1 [2] Soit T un opérateur de Calderon-Zygmund associé a un noyau K sur
Q= {(z,y) e R* xR", x #y} et p satisfait les conditions de lemme (3.2.3). Alors T est
borne sur LPG) (R™).
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4.1. L’opérateur de Calderén-Zygmund

Proposition 4.1.4 [2] Soit T un opérateur de Calderén-Zygmund associé a un noyau K

sur Q = {(z,y) € R" x R", x # y}. Alors il existe une constante ¢ = ¢(s) > 0 telle que
" f (x) < c(M(Tf)(x) + Mf(x)),

pour tout f € L* (R") et z € R avec 1 < s < 0o ou T* l'opérateur de translation et définit
par:

T" f () = sup |T-f (z)].

>0

Corollaire 4.1.2 Soit p satisfait les conditions de lemme (3.2.8), et T un opérateur de
Calderon-Zygmund associé & un noyau K sur Q = {(z,y) € R" x R", x # y} alors T*est
borne sur LPL) (R™).

Preuve. Soit f € C5° (R") avec [|f||,) <1 d’aprés le théoréme (3.2.1) opérateur M
est borne sur LP() (R") et d’apreés le corollaire (4.1.1) 1T |,y < ¢, deplus [M(T ), +
ITfl,) < ¢. D’apres la proposition (4.1.4) on obtient T f||, ) < ¢ lorsque Cg° (R") est
dense dans LP¢) (R") donc |7 f|l,) < ¢ pour tout f € LP0) (R™). Ce qui termine la preuve.

Corollaire 4.1.3 Soit K un noyau standard définit sur Q = {(z,y) € R x R", = # y}
satisfaits les conditions (a) et (b) de proposition (4.1.2). Soit p satisfait les conditions de
lemme (3.2.3), alors Uopérateur T, est uniformément borne sur LPY) (R™) est dépendant sur

€ de plus
Tf(z):= h%ﬁ T.f (x),

eviste et T.f — Tf presque partout dans LPV) (R™).  En particulier T est borne sur
L0 (R,

Preuve. D’aprés le corollaire (4.1.1) et le corollaire (4.1.2) T et T* sont borne sur
LP) (R™) et par la définition de T* on a |T.f (z)| < T*f (z) donc T, est uniformément
borne sur LP¢) (R™). On fixe g € C° (R"). D’apreés la proposition (4.1.2) el_i)r(lgl+ T.g =Ty
dans LP” (R") et dans L”" (R") donc est ainsi dans L? (R") et comme C5° (R") est dense
dans LP0) (R™) et T, T, sont continues alors il est clair pour LP() (R") puisque LP®) (R™)
appartient dans LP~ (R") + L?" (R™) on trouve le résultat. m
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Conclusion

La condition obtenu sur le variable exposant p pour que la fonction maximale de Hardy-
littlewood M f soit continue est un résultat trés important dans ’analyse harmonique et

dans I'intégrale singuliére.
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