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Notations

R = [−∞,+∞]

Ω Ouvert de RN .
∂Ω Frontière de Ω.
‖.‖X La norme sur l’espace X .
∇u = ( ∂u

∂x1
, ∂u
∂x2
, . . . , ∂u

∂xn
) Gradient de u.

∆u =
∑N

i=1
∂2u
∂x2

i
Laplacien de u.

p.p. Presque partout.
p∗ Exposant conjugué de p, c’est-à-dire 1

p
+ 1

p∗
= 1.

fn ⇀ f La convergence faible de la suite fn vers f .
fn → f La convergence fort de la suite fn vers f .
fn

∗
⇀ f La convergence faible étoile de la suite fn vers f .

< ., . >X Le produit scalaire de X .
(., .) Le crochet de dualité entre l’espace X et son dual topologique X∗.
X∗ Espace dual de X .
Ck(Ω) Espace des fonctions de classe k dans Ω.
D(Ω) Espace des fonctions C∞ à support compact .
Wm,p(Ω), Hm(Ω) L’espace de Sobolev.
sign La fonction signe sur X : si x 6= 0 et sign0 ∈ [0, 1].
E ↪→ F L’injection continue de E dans F .
E ↪→c F L’injection compacte de E dans F .
J(x) L’application de dualité.
D(A) Domaine de l’opérateur A.
G(A) Graphe de l’opérateur A.
R(A) Image de l’opérateur A.
Jλ Résolvante de l’opérateurA.
Aλ L’approximation de Yosida de l’opérateurA.
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Introduction générale

A
u cours des dernières décennies, les méthodes fonctionnelles ont joué un rôle crois-
sant dans la théorie qualitative des équations aux dérivées partielles. Les méthodes
spectrales et la théorie des semi-groupes C0 des opérateurs linéaires ainsi que la

théorie des degrés de Leray-Schauder, les théorèmes du point fixe et la théorie des opérateurs
non linéaires maximaux monotones sont maintenant des outils fonctionnels essentiels pour le
traitement des problèmes aux limites linéaires et non linéaires associés aux équations aux déri-
vées partielles.

Dans la plupart des situations, les opérateurs m-accrétifs apparaissent comme des opéra-
teurs différentiels partiels sur un domaine Ω avec des conditions aux limites appropriées. Ces
problèmes aux limites n’ont pas de formulation appropriée dans un cadre fonctionnel variation-
nel (comme dans le cas des problèmes aux limites elliptiques dans les espaces Lp(Ω) où celui
des problèmes elliptiques non linéaires de type divergence) mais ont, cependant, un traitement
adéquat dans le cadre de la théorie des opérateurs m-accrétifs.

Dans ce travail, nous étudions ce type de problème elliptique avec des conditions aux limites
de homogènes de Dirichlet. {

−∆u+ β(u) 3 f, p.p. dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

où β(u) un graphe maximal monotone dans R× R, et Ω un ouvert borné de RN .
Á l’aide de la théorie générale des opérateurs m-accrétifs non linéaires dans les espaces de

Banach avec des applications à nous répondons à la question d’existence de la solution des
problèmes aux limites elliptiques non linéaires dans les espaces Lp(Ω).

Nous avons décomposé ce mémoire en trois chapitres : Dans le premier chapitre on rappelle
quelques résultats fondamentaux sur les espace de Banach, topologie faible, les espaces de So-
bolev, ainsi que problèmes aux limites elliptiques.
Nous donnons dans le second chapitre, des définitions et rappels de certaines propriétés des
opérateurs accrétifs dans les espaces de Banach, l’application de dualité et quelques proposi-
tion importants.
Le dernier chapitre est consacré à démontrer deux théorème d’existence pour un problème el-
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liptique semi linéaire, pour un opérateur m-accrétif défini par :{
−∆u+ β̃(u) 3 f, p.p. dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

où β̃(u) est l’opérateur m-accrétif dans Lp(Ω)× Lp(Ω) défini par :

β̃(u(x)) = {v ∈ Lp(Ω); v(x) ∈ β(u(x)), p.p.x ∈ Ω} .

Et l’équation de milieux poreux dans L1(Ω), défini par{
u+ Au 3 f, p.p.x ∈ Ω,

u = 0 sur ∂Ω.

Où l’opérateur A définit comme suivant :{
Au = −∆β(u), ∀u ∈ D(A),

D(A) =
{
u ∈ L1(Ω); β(u) ∈ W 1,1

0 (Ω),∆β(u) ∈ L1(Ω)
}
.

Où β(u) un graphe maximal monotone dans R× R, et Ω un ouvert borné de RN .

vi



CHAPITRE 1

RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONELLE

D ans ce chapitre, on donner et rappel quelques notions et résultats classiques fondamen-
taux de topologie et d’analyse fonctionnelle utiles pour aborder la suite.

1.1 Espaces de Banach

Définition 1.1. (a) Soit E un espace vectoriel normé. On dit que E dit est complet si tout suite de
Cauchy dans E est convergente dans E.

(b) Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Définition 1.2. Soit E un espace vectoriel normé. On désigne par E∗ le dual topologique de E. C’est
l’ensemble des formes linéaires continues sur E, E∗ est un muni de la norme dual

‖f‖E∗ = sup
x∈E
‖x‖E≤1

|(f(x), x)|
‖x‖E

= sup
x∈E
‖x‖=1

|(f(x), x)|.

On notera généralement (., .) le crochet de dualité entre l’espace E et E∗.

Définition 1.3. (Espace réflexif)[2] Soit E un espace de Banach et soit J l’injection canonique de E
dans E∗∗. On dit que E est réflexif si : J(E) = E∗∗.

Définition 1.4. L’espace E est dit strictement convexe si la boule unité B de E est strictement convexe,
c’est-à-dire

∀x, y ∈ ∂B,∃λ ∈]0, 1[ : λx+ (1− λ)y /∈ ∂B.

Définition 1.5. (uniformément convexe)[2] On dit qu’un espace de Banach E est uniformément
convexe si ∀ε > 0,∃ δ(ε) > 0 tel que

(x, y ∈ E, ‖ x ‖≤ 1, ‖ y ‖≤ 1 et ‖x− y‖ ≥ ε)⇒ (‖x+ y‖ < 2(1− δ(ε))) .

Proposition 1.1. 1. Tout espace uniformément convexe X est strictement convexe.

8



1.1. ESPACES DE BANACH 9

2. Les espaces de Hilbert, les espaces Lp(Ω), pour 1 < p < ∞, sont des espaces uniformément
convexes.

Théorème 1.1. (Milman-Pettis[2]) Tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif.

1.1.1 Théorème du points fixes d’applications contractantes

Définition 1.6. [3] Soient E et F deux espaces vectoriels normés, et f : E → F une application.
On dit que f est strictement contractante s’il existe 0 < α < 1 tel que

∀x, y ∈ E, ‖f(x)− f(y)‖F ≤ α‖x− y‖E.

Et on dit que f est contractante si

∀x, y ∈ E, ‖f(x)− f(y)‖F ≤ ‖x− y‖E.

Définition 1.7. (Point fixe de Picard) Soit E un espace de Banach et soit f : E → E une application.
On dit que f admet un point fixe s’il existe x ∈ E tel que

f(x) = x.

Théorème 1.2. [3] Soient E un espace de Banach et f : E → F une application strictement
contractante. Alors f admet un point fixe unique.

1.1.2 Topologie faible

Définition 1.8. (Convergence faible) Soit (xn)n∈N une suite de E et x un élément de E. On dit que
(xn)n∈N converge faiblement vers x et on note

xn ⇀ x dans E,

si

(x∗, xn)→ (x∗, x) , ∀x∗ ∈ E∗.

La convergence forte ( i.e. la convergence au sens de la norme ‖xn − x‖X → 0 ) sera notée :

xn → x dans E.

Proposition 1.2. [6] Si la limite faible d’une suite (xn)n∈N existe, elle est unique.

Définition 1.9. (convergence faible-∗) On dit qu’une suite (fn)n∈N dans E∗ converge faible-∗ vers f
et on note

fn
∗
⇀ f dans E∗,

si

(fn, x)→ (f, x), ∀x ∈ E.

Proposition 1.3. Soit (fn) une suite de E∗. Alors
– Si fn

∗
⇀ f dans E∗ alors ||fn|| est bornée et ||f || ≤ lim inf ||fn||.

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
sur un problème elliptique non lineaire



1.2. LES ESPACES LP (Ω) 10

1.2 Les espaces Lp(Ω)

Dans toute la suite, Ω est un ouvert de RN avec n ≥ 1 , et soit 1 ≤ p ≤ ∞, on désigne par p∗

l’exposant conjugué de p c’est à dire
1

p
+

1

p∗
= 1.

1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.10. 1. Pour 1 ≤ p <∞, on pose

LP (Ω) = {f : Ω −→ R tel que f mesurable et
∫

Ω

|f(x)|p dx < +∞}

muni de la norme suivante :

‖f‖LP (Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|p dx
)1/p

2. Pour p =∞, on pose

L∞(Ω) := {f : Ω −→ R; f est mesurable et ∃ C > 0 : |f(x)| ≤ C p.p. x ∈ Ω}

muni de la norme :

‖f‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess |f(x)| = inf{C : |f(x)| ≤ C p.p. x ∈ Ω}.

Proposition 1.4.

1. Pour tout 1 ≤ p ≤ ∞, (Lp(Ω), ‖.‖Lp(Ω)) est un espace de Banach .

2. Pour 1 ≤ p <∞ , l’espace Lp(Ω) est séparable .

3. Pour 1 < p < ∞, l’espace Lp(Ω) est réflexif, et le dual de Lp(Ω) s’indentifie avec Lp∗(Ω), où :
1

p
+

1

p∗
= 1.

4. Pour p = 2 , L2(Ω) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

〈f, g〉L2(Ω) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx,

dont la norme associée est

‖f‖L2(Ω) =

(∫
Ω

|f(x)|2 dx
)1/2

.

Théorème 1.3. (Inégalité de Hölder généralisée) Soient p, q et r ≥ 0 tels que
1

p
+

1

q
=

1

r
, alors pour

tous f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω), on a fg ∈ L1(Ω) et

‖fg‖Lr(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω) (1.1)

Si r = 1, cette inégalité s’appelle de Hölder.
Si r = 1, p = q = 2, cette inégalité s’appelle de Cauchy Schwartz.

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
sur un problème elliptique non lineaire



1.3. ESPACES DE SOBOLEV 11

Théorème 1.4. (Inégalité de Yaung) Soient a, b deux réels positifs. p > 1, alors

ab ≤ 1

p
(εa)p +

1

p∗

(
b

ε

)p∗
= εap + C(ε)bp

∗
,

pour tout ε = εp/p > 0.

Théorème 1.5. (Convergence dominée de Lebesgue) Soit (fn) une suite de fonctions de Lp(Ω). On
suppose que :

1. fn(x)→ f(x) p.p. x ∈ Ω,

2. il existe une fonction g ∈ Lp(Ω) telle que pour chaque n : |fn(x)| ≤ g(x) p.p. x ∈ Ω.

Alors

f ∈ Lp(Ω) et lim
n→∞

‖fn − f‖Lp(Ω) = 0.

1.3 Espaces de Sobolev

1.3.1 L’espace de Sobolev Wm,p(Ω)

Soit Ω un ouvert de RN avec N ≥ 1, on note par D(Ω) l’espace des fonctions de classe C∞ à
support compacte inclus dans Ω. Pour un multi-indice α = (α1, ..., αn) ∈ NN , on note

Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

, |α| = α1 + ...+ αn,

et sont au sens des distributions.

Définition 1.11. Soient m ∈ N, 1 ≤ p ≤ ∞. L’espace de Sobolev Wm,p(Ω) est défini par

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω),∀α ∈ Nn : |α| ≤ m} .

munit de la norme suivant :

‖u‖Wm,p(Ω) =

 ∑
0≤|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)

 1
p

.

Proposition 1.5. [6] L’espace Wm,p(Ω) est :
– Un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞.
– Un espace séparable pour 1 ≤ p <∞.
– Un espace réflexif pour 1 < p <∞.

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
sur un problème elliptique non lineaire



1.3. ESPACES DE SOBOLEV 12

Définition 1.12. Pour tout 1 ≤ p < ∞, on définit les espace Wm,p
0 (Ω)comme l’adhérence de l’espace

D(Ω) dans Wm,p(Ω), on écrit :

Wm,p
0 (Ω) = D(Ω)

Wm,p(Ω)
=
{
u ∈ Wm,p(Ω); ∃(ϕk)k∈N ⊂ D(Ω) : ‖u− ϕk‖Wm,p(Ω) −→n→∞ 0

}
.

Remarque 1.1. Pour p=2, on note Hm(Ω) = Wm,2(Ω)et Hm
0 (Ω) = Wm,2

0 (Ω). Ces deux espaces sont
des espaces de Hilbert avec le produit scalaire suivant :

〈u, v〉Hm(Ω) =
∑

0≤|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉L2(Ω),

et la norme associée :

‖u‖Hm(Ω) =

(
‖u‖2

L2(Ω) +
N∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥2

L2(Ω)

) 1
2

.

Théorème 1.6. (Inégalité de Poincaré ) Soit Ω un ouvert borné de RN .Alors pour tout 1 ≤ p <∞, il
existe une constante C > 0 telle que

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) , ∀u ∈ W
1,p
0 (Ω).

Autrement dit, sur W 1,p
0 (Ω) la quantité ‖∇u‖Lp(Ω) est une norme équivalente à la norme usuelle de

W 1,p(Ω).

1.3.2 Dualité

Définition 1.13. On définit l’espace W−1,p∗(Ω), comme l’espace dual de W 1,p∗

0 (Ω),
1

p
+

1

p∗
= 1.

Autrement dit un élément f de W−1,p∗(Ω) est une forme linéaire continue sur W 1,p
0 (Ω), et on note

par (., .) le crochet de dualité entre W−1,p∗(Ω) et W 1,p
0 (Ω). Et rappelons que

‖f‖W−1,p∗ (Ω) = sup
v∈W 1,p

0 (Ω)

|(f, v)|
‖v‖W 1,p(Ω)

= sup
‖v‖W1,p(Ω)=1

|(f, v)|,

et

(f, v) ≤ ‖f‖W−1,p∗ (Ω)‖v‖W 1,p(Ω), pour tout v ∈ W 1,p
0 (Ω).

et par H−1(Ω) le dual de H1
0 (Ω).

Proposition 1.6. (Caractérisation de W−1,p∗(Ω)) Soit F ∈ W−1,p∗(Ω). Alors il existe

f0, f1, ..., fn ∈ Lp
∗
(Ω),

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
sur un problème elliptique non lineaire



1.3. ESPACES DE SOBOLEV 13

tels que pour tout v ∈ W 1,p
0 (Ω) on a

(F, v) =

∫
Ω

f0v +
n∑
i=1

∫
Ω

fi
∂v

∂xi
,

et

max
0≤i≤n

‖ fi ‖Lp∗ (Ω)= ‖F‖W−1,p∗ (Ω) .

Si Ω est borné, on peut prendre f0 = 0.

Théorème 1.7. (Formule de Green) Soit Ω un ouvert de RN de classe C1. Alors pour tout u ∈
W 2,p(Ω), v ∈ W 1,p(Ω) on a : ∫

Ω

∆uvdx =

∫
∂Ω

∂u

∂η
vds−

∫
Ω

∇u.∇vdx.

où
∂u

∂η
(x) = ∇u(x).η(x).

η(x) : le vecteur normal unitaire et extérieur à de Ω en x.

1.3.3 Injections de Sobolev

Soit E,F deux espaces de Banach.

Définition 1.14. On dit que E s’injecte dans F de manière continue.
Si l’injection canonique :

id : E 7−→ F

x 7−→ id(x) = x,

est bien défini (i.e. E ⊂ F ) et continue, et on note :

E ↪→ F,

de manière équivalent, E ↪→ F si :

∃C > 0,∀x ∈ E : ‖id(x)‖F = ‖x‖F ≤ C ‖x‖E .

Définition 1.15. On dit que E s’injecte dans F de manière compacte.
Si l’injection canonique :

id : E 7−→ F

x 7−→ id(x) = x,

est bien défini (i.e. E ⊂ F ) et compacte, et on note :

E ↪→c F,

c’est à dire de toute suite bornée (xn)n de E on peut extraire une sous-suite convergente dans F .

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
sur un problème elliptique non lineaire



1.4. PROBLÈMES AUX LIMITES ELLIPTIQUES 14

Théorème 1.8. Soit Ω un ouvert de RN de classe C1, avec ∂Ω borné, Soit 1 ≤ p ≤ ∞. On a

Wm,p(Ω) ↪→



Lp
∗
(Ω) si 1 ≤ p <

N

m
,

1

p∗
=

1

p
− m

N
,

Lq(Ω), si p =
N

m
, ∀q ≥ p,

L∞(Ω) si p >
N

m
,

avec injections continues.

Théorème 1.9. (Rellich-Kondrachov). Soit Ω un ouvert borne de RN tel que ∂Ω est de classe C1 et
soit 1 ≤ p ≤ ∞. Alors on a les injections compactes suivantes

W 1,p(Ω) ↪→c



Lq(Ω) si p < N, ∀q ∈ [1, p∗[ où
1

p∗
=

1

p
− 1

N
,

Lq(Ω), si p = N, ∀q ∈ [1,+∞[,

C(Ω) si p > N.

1.4 Problèmes aux limites elliptiques

1.4.1 Théorème de Lax-Milgram

Le théorème suivant sert à démontrer l’existence de la solution pour les problèmes ellip-
tiques linéaires.

Théorème 1.10. Soit H un espace de Hilbert sur le corps R. Supposons que

a(u, v) : H ×H → R

est une application bilinéaire (forme bilinéaire), vérifiant les deux conditions suivantes

1. a est continue. C’est à dire il existe C > 0 :

|a(u, v)| ≤ C‖u‖‖v‖, ∀u, v ∈ H,

2. a est coercive. C’est à dire il existe α > 0 :

a(u, u) ≥ α‖u‖2, ∀u ∈ H,

Soit f : H → R une forme linéaire continue (i.e.f ∈ H∗). Alors il existe un élément unique u ∈ H
tel que

a(u, v) = (f, v), ∀v ∈ H.

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
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1.4.2 La solutions faibles au problème de Dirichlet

Considérons le problème de Dirichlet{
−∆u+ u = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(1.2)

où

∆u =
N∑
i=1

∂2u

∂x2
i

,

où Ω est un ensemble ouvert de RN , et f est une fonction donnée sur Ω.

Définition 1.16. La fonction u est une solution faible de la Problème de Dirichlet 1.2 si u ∈ W 1,p
0 (Ω) et∫

Ω

∇u(x).∇v(x)dx+

∫
Ω

u(x)v(x)dx = (f, v), ∀v ∈ D(Ω). (1.3)

1.4.3 Régularité des solutions faibles

Théorème 1.11. [2] Soit Ω un ouvert borné de RN de classe C2. Soit f ∈ L2(Ω) et soit u ∈ H1
0 une

solution faible de 1.2. Alors u ∈ H2(Ω) et

‖ u ‖H2(Ω)≤ C ‖ f ‖L2(Ω), (1.4)

où C est indépendant de f .

Théorème 1.12. (Agmon, Douglis, Nirenberg [7]) On suppose que Ω est ouvert borné et de classe C2

avec ∂Ω borné . Soit 1 < p < ∞. Alors pour tout f ∈ Lp(Ω), il existe u ∈ W 1,p
0 (Ω) ∩W 2,p(Ω) unique

solution de du problème {
−∆u+ u = f dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω.
(1.5)

De plus, on a
‖u‖W 2,p(Ω) ≤ C‖f‖Lp(Ω),

où C est indépendant de u.
Si Ω est de classe Cm+2 et f ∈ Wm,p(Ω) (m ≥ 1), alors

u ∈ Wm+2,p(Ω) et ‖u‖Wm+2,p(Ω) ≤ C‖f‖Wm,p(Ω).

Théorème 1.13. (Voir [4],[1]) Soit fi ∈ Lp(Ω), i = 0, 1, ..., N, p > N. Le problème aux limite −∆ϕ = f0 +
N∑
i=1

∂fi
∂xi

dans Ω,

ϕ = 0 sur ∂Ω,

(1.6)

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
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a une solution faible unique ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) et

‖ϕ‖L∞(Ω) ≤ C
N∑
i=1

‖fi‖Lp(Ω). (1.7)

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
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CHAPITRE 2

LES OPÉRATEURS D’UN ESPACE DE BANACH

Soient (X, ||.||X) un espace de Banach, X∗ son dual et (., .) le crochet de dualité entre X∗ et
X . L’espace X∗ muni de la topologie faible-∗ est noté X∗w

2.1 Notations et définitions

Soient X et Y deux espaces vectoriels. On note X × Y leur produit cartésien. Les éléments
de X × Y s’écrit [x, y], où x ∈ X et y ∈ Y .

Définition 2.1. Un opérateur multivoque de X dans Y est un sous ensemble A ⊂ X × Y . De manière
équivalente c’est une application A de X dans 2Y := P (Y ).

On définit aussi :

• L’image de x : Ax = {y ∈ Y ; [x, y] ∈ A} ,

• Le domaine de A : D(A) = {x ∈ X; Ax 6= φ} ,

• Le rang ou l’image de A : R(A) =
⋃
x∈D(A) Ax,

• L’inverse de A : A−1 = {[y, x]; [x, y] ∈ A} .

Remarque 2.1. Nous identifierons A avec son graphe dans X × Y , i.e.

A ≡ G(A) = {[x, y] ∈ X × Y ; y ∈ Ax} .

S’il n’y a pas de confusion, on dira seulement opérateur au lieu opérateur multivoque.

Notation 2.1. SoientA,B ⊂ X×Y deux opérateurs multivoques. On introduit les notations suivantes :

λA = {[x, λy]; [x, y] ∈ A} λ ∈ R,

A+B = {[x, y + z]; [x, y] ∈ A, [x, z] ∈ B} ,

AB = {[x, z]; [x, y] ∈ B, [y, z] ∈ Ay ∈ Y } .

Alors on a les propriétés suivantes :

D(A+B) = D(A) ∩D(B),

D(λA) = D(A) si λ 6= 0,

D(A−1) = R(A).

17
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2.2 Application de dualité

Définition 2.2. [10]On définit l’application de dualité J : X → 2X
∗ ( où 2X

∗
= P(X∗)

)
par :

J(x) =
{
x∗ ∈ X∗; (x, x∗) = ||x||2 = ||x∗||2

}
, ∀x ∈ X. (2.1)

On définit aussi de l’application inverse J−1 : X∗ → 2X par

J−1(x∗) = {x ∈ X : x∗ ∈ J(x)} =
{
x ∈ X; ||x|| = ||x∗||, (x, x∗) = ||x||2 = ||x∗||2

}
. (2.2)

On a les propriété suivantes :

Propriétés 2.1. • ∀x ∈ X : J(x) est non vide (conséquence de théorème de Hahn-Banach (voir
Brézis [2]) ).
• L’application de dualité J : X → 2X

∗ est un opérateur multivoque.

Définition 2.3. Soit (X, ‖.‖) un espace de Banach et A : X → X un opérateur.
A est dit demi-continu dans X , si pour toute suite (xn)n∈N dans X qui converge fortement vers x, la

suite (A(xn)n∈N) converge faiblement-* vers A(x) dans X∗ (où Axn → Ax dansX∗w).

Théorème 2.1. [10] Soit X un espace de Banach.
• Si l’espace dual X∗ est strictement convexe, alors l’application de dualité J : X → X∗ est à valeur

unique et demi-continue.
• Si l’espaceX∗ est uniformément convexe, alors l’application de dualité J est uniformément continu

sur chaque sous-ensemble borné de X .

Démonstration. 1. On montrer que siX∗ est strictement convexe alors J(x) est à valeur unique.

Pour tout x ∈ X , J(x) est ensemble fermée convexe dansX∗, car J(x) ⊂ ∂B, oùB la boule
ouvert de centre 0 et de rayon ||x|| notée B(0, ||x||), on en déduit que si X∗ est strictement
convexe alors J(x) est un valeur unique.

2. On montrer que si X∗ est strictement convexe alors J(x) est demi-continue.

Nous savons que pour tout x0 ∈ X il existe un certain x∗0 ∈ X∗. Soit (xn) ⊂ X tel que
xn → x0 et J(xn)

∗
⇀ x∗0. (Parce que la boule unité de l’espace dual est w∗-compact (Yosida

[5]) ). On a (x∗0, x0) = ||x0||2 ≥ ||x∗0||2 car la boule fermée de rayon ||x0|| dans X∗ est faible
étoile fermée. D’où ||x0||2 = (x∗0, x0)− ||x∗0||2. En d’autres termes x∗0 = J(x0), et donc

J(xn) ⇀ J(x0).

3. On montrer que si X∗ est uniformément convexe alors J(x) est uniformément continu sur
chaque sous-ensemble borné de X .

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
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Supposons maintenant que X∗ est uniformément convexe, et il existe des sous-suites
(un), (vn) dans X . Il suffit de montrer que les hypothèses

||un||, ||vn|| ≤M, ||un − vn|| → 0, ||J(un)− J(vn)|| ≥ ε > 0 ∀n = 1, 2, ...,

conduire à une contradiction. Nous fixons xn = un||un||−1 et yn = vn||vn||−1. Alors ||xn|| =
||yn|| = 1. Clairement, on peut supposer sans perte de généralité que ||un|| ≥ α > 0 et
||vn|| ≥ α > 0 ∀n, et on a

xn − yn = un||un||−1 + vn||un||−1 − vn||un||−1 + vn||vn||−1

= (un − vn)||un||−1 + (||un||−1 − ||vn||−1)vn

de sorte que

‖xn − yn‖ ≤ ‖un − vn‖||un||−1 + ||vn||||un||−1

≤ ‖un − vn‖||un||−1 + ‖un − vn‖||un||−1

≤ 2‖un − vn‖||un||−1

donc
‖xn − yn‖ → 0

et

(J(xn) + J(yn), xn) = (J(xn), xn) + (J(yn), yn)− (J(yn), yn) + (J(yn), xn)

= ||xn||2 + ||yn||2 + (J(yn), xn − yn)

= 2 + (J(yn), xn − yn)

≥ 2− ‖xn − yn‖ → 2.

D’où

1

2
‖J(xn)− J(yn‖ ≥ 1− 1

2
‖xn − yn‖, ∀n.

Comme ‖J(xn)‖ = ‖J(yn)‖ = 1 et l’espace X∗ est uniformément convexe, cela implique
que limn→∞ (J(xn)− J(yn)) = 0.
D’autre part, on a J(un) = J(||un||xn) = ||un||J(xn), et J(vn) = ||vn||J(yn), on obtient

J(un)− J(vn) = ||un||J(xn) + ||un||J(yn)− ||un||J(yn)− ||vn||J(yn)

= ||un|| (J(xn)− J(yn)) + (||un|| − ||vn||) J(yn)

de sorte que limn→∞ (J(un)− J(vn)) = 0 fortement dans X∗. Contradiction.

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
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Lemme 2.1. Soit X un espace de Banach uniformément convexe. Si

xn ⇀ x et lim sup
n→0
‖xn‖ ≤ ‖x‖,

alors xn → x quand n→ 0.

La proposition suivante donne quelques exemples sur l’application de dualité :

Proposition 2.1. 1. X = H est un espace de Hilbert identifié avec son propre dual. Alors J = I ,
l’opérateur d’identité dans H .

Si H n’est pas identifié avec son dual H∗, alors l’application de dualité J : H → H∗ est l’isomor-
phisme canonique Λ de H sur H∗.

2. X = Lp(Ω), où 1 < p < ∞ et Ω est un sous-ensemble mesurable de RN , l’application de dualité
de X est donné par

J(u)(x) = |u(x)|p−2u(x)||u||2−pLp(Ω), ∀u ∈ L
p(Ω), p.p.x ∈ Ω (2.3)

l’application de dualité J de Lp(Ω) est à valeur unique (car Lp(Ω) est uniformément convexe pour
p > 1).

3. X = L1(Ω),

J(u)(x) =
{
v ∈ L∞(Ω); v(x) ∈ sign(u(x)). ||u||L1(Ω), p.p.x ∈ Ω

}
tel que

sign(r) =


1 pour r > 0,

[−1, 1] pour r = 0,

−1 pour r < 0.

4. X = W 1,p
0 (Ω), où 1 < p <∞ et Ω est un sous-ensemble borné et ouvert de RN .Alors,

J(u) = −
n∑
i=1

∂

∂xi

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

)
||u||2−p

W 1,p
0 (Ω)

.

Autrement dit, J : W 1,p
0 (Ω)→ W−1,q(Ω), 1

p
+ 1

q
= 1, est défini par

(J(u), v) =
n∑
i=1

(∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣p−2

∂u

∂xi

∂v

∂xi

)
dx||u||2−p

W 1,p
0 (Ω)

, ∀v ∈ W 1,p
0 (Ω).

Démonstration. On montrer que J(u)(x) = |u(x)|p−2u(x)||u||2−pLp(Ω)

J(u(x)) =
{
v ∈ (Lp(Ω))∗ = Lp

∗
(Ω); (v, u) = ‖u‖2

Lp = ‖v‖2
Lp∗
}
, ∀u ∈ Lp(Ω).

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
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on pose v = |u(x)|p−2u(x), on vérifie que v ∈ Lp∗(Ω). Si u ∈ Lp(Ω), on a∫
Ω

∣∣|u|p−2u
∣∣p∗ dx =

∫
Ω

(|u|p−1)p
∗
dx,

=

∫
Ω

(|u|p−1)
p

p−1dx,

=

∫
Ω

|u|pdx < +∞,

donc |u|p−2u ∈ Lp∗(Ω). Et on a d’autre part :

(v, u)Lp∗(Ω)×Lp(Ω) =

∫
Ω

|u|p−2uudx =

∫
Ω

|u|pdx = ‖u‖pLp .

Et on a

‖ v ‖p
∗

Lp∗ (Ω)
=

∫
Ω

|v|p∗dx =
∣∣|u|p−2u

∣∣p∗ dx
=

∫
Ω

(|u|p−1)p
∗
dx

=

∫
Ω

(|u|p−1)
p

p−1dx

=

∫
Ω

|u|pdx

= ‖u‖pLp(Ω)

donc (v, u)Lp∗(Ω)×Lp(Ω) = ‖u‖pLp(Ω) = ‖v‖p
∗

Lp∗ (Ω)
.

D’autre part, on a

(||u||2−pv, u) = ||u||2−p(v, u) = ||u||2.

Comme J est à valeur unique, alors J(u)(x) = ||u(x)||2−pv(x) = |u(x)|p−2u(x)||u||2−pLp(Ω).

2.3 Opérateurs maximaux monotones

Soient X un espace de Banach et X∗ son dual.

Définition 2.4. L’ensemble A ⊂ X × X∗ (de manière équivalente l’opérateur A : X → 2X
∗) est dit

monotone si

(x1 − x2, y1 − y2) ≥ 0, ∀x1, x2 ∈ D(A), et ∀y1 ∈ Ax1, y2 ∈ Ax2.

Définition 2.5. Un opérateur monotone A ⊂ X × X∗ est dit maximal monotone s’il n’existe aucun
opérateur monotone prolongeant strictement A (au sens de l’inclusion des graphes).
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Définition 2.6. Soit A : X → X∗ un opérateur à valeurs uniques avec D(A) = X .
• L’opérateur A est dit hémicontinu si, pour tout x, y ∈ X ,

A(x+ λy) ⇀ Ax lorsque λ→ 0.

• A est dit coercive si

lim
n→∞

(xn − x0, yn)‖xn‖−1 =∞

pour certains x0 ∈ X et tout [xn, yn] ∈ A tel que limn→∞ ‖xn‖ =∞.

Proposition 2.2. Soit A ⊂ X ×X∗ un opérateur maximal monotone. On a :

(i) A−1 est maximal monotone dans X ×X∗,

(ii) Pour tout x ∈ D(A), Ax est un sous-ensemble convexe fermé de X∗.

Remarque 2.2. Si A est un opérateur à valeur unique de X à X∗, alors A est monotone si

(x1 − x2, Ax1 − Ax2) ≥ 0, ∀x1, x2 ∈ D(A).

2.4 Opérateurs m-accrétif

Définition 2.7. (Opérateur accrétif) Un sous-ensemble A de X × X (de manière équivalente, un
opérateur à multivoque de Xà X) est appelé opérateur accrétif si :

∀ [x1, y1], [x2, y2] ∈ A, ∃ w ∈ J(x1 − x2) : (y1 − y2, w) ≥ 0. (2.4)

Définition 2.8. (Opérateur m-accrétif) Un opérateur accrétif A ⊂ X ×X est dit m-accrétif si

R(I + A) = X. (2.5)

Ici, nous avons noté I l’opérateur identité dans X .

Remarque 2.3. Si X = H est un espace de Hilbert identifié avec son dual, alors la monotonie et
l’accretivité sont équivalentes.

Définition 2.9.

• Un opérateur A ⊂ X × X est dit dissipatif si l’opérateur (-A) est accrétif et il est dit m-dissipatif si
l’opérateur (-A) est m-accrétif.

• Un opérateur A ⊂ X ×X est dit ω-accrétif (ω-m-accrétif), où ω ∈ R, si A + ωI est accrétif (respecti-
vement, m-accrétif). Un sous-ensembleA ⊂ X ×X c’est-à-dire ω-accrétif où ω -m-accrétif pour certains
ω ∈ R est appelé quasi-accrétif, respectivement quasi-m-accrétif.
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Lemme 2.2. [10] Soient x, y ∈ X . Alors :

∃w ∈ J(x) : (y, w) ≥ 0⇐⇒ ‖x‖ ≤ ‖x+ λy‖ , ∀λ > 0. (2.6)

Démonstration. Pour x = 0, c’est évident. Nous supposons x 6= 0 dans la suite. Si (y, w) ≥ 0

pour certains w ∈ J(x), alors par defintion de J(x), On a

(x+ λy, w) = (x,w) + λ(y, w) = ‖x‖2 + λ(y, w) ≥ ‖x‖2,

donc

‖x‖2 = (x,w) ≤ (x+ λy, w) = ‖x+ λy‖‖w‖ ∀λ > 0.

Comme ‖w‖ = ‖x‖, on obtient

‖x‖ ≤ ‖x+ λy‖ .

Supposons maintenant que ‖x‖ ≤ ‖x+ λy‖ pour λ > 0. Pour chaque λ > 0, soit wλ ∈ J(x+ λy)

et fλ = wλ‖wλ‖−1. On a ‖fλ‖ = 1 donc {fλ}λ>0 est borné dans X∗. D’où pour une sous suite
notée encore fλ, ∃f ∈ X∗ : fλ

∗
⇀ f dans X∗. D’autre part

‖x‖ ≤ ‖x+ λy‖ = (x+ λy, fλ) = (x, fλ) + (λy, fλ)

≤ ‖x‖ ‖fλ‖+ λ (y, fλ) ,

= ‖x‖+ λ (y, fλ) ,

donc
0 ≤ λ (y, fλ) ,

il s’ensuit que
(y, fλ) ≥ 0, λ > 0.

Donc, (y, f) = limλ→0(y, fλ) ≥ 0 et ‖x‖ ≤ (x, f). Car ‖f‖ ≤ lim infλ→0 ‖fλ‖ = 1, cela implique que
‖x‖ = (x, f), ‖f‖ = 1, et donc w = f ||x||, (x,w) = ||x||2 implique que w ∈ J(x), (y, w) ≥ 0.

Corollaire 2.1. Les assertions suivantes sont équivalents

(a) A est accrétif,

(b) ‖x1 − x2‖ ≤ ‖x1 − x2 + λ(y1 − y2)‖ , ∀[xi, yi] ∈ A, i = 1, 2, et ∀λ > 0.

Proposition 2.3. SiA un opérateurs accrétif, alors l’opérateur (I+λA)−1 est à valeur unique et contrac-
tante. C’est à dire,

‖(I + λA)−1x− (I + λA)−1y‖ ≤ ‖x− y‖, ∀λ > 0, x, y ∈ R(I + λA). (2.7)
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Démonstration. D’après la corollaire 2.1, ∀[xi, yi] ∈ A on a

‖x1 + λy1 − (x2 + λy2)‖ ≥ ‖x1 − x2‖ ⇐⇒ ‖(I + λA)x1 − (I + λA)x2‖ ≥ ‖x1 − x2‖

on pose x1 = (I + λA)−1z1 et x2 = (I + λA)−1z2, donc∥∥(I + λA)−1z1 − (I + λA)−1z2

∥∥ ≤ ‖z1 − z2‖

On montrer que (I + λA)−1 est à valeur unique, on supposasse que v1, v2 ∈ (I + λA)−1u, on
obtient

‖v1 − v2‖ =
∥∥(I + λA)−1u− (I + λA)−1u

∥∥ ≤ ‖u− u‖ = 0 =⇒ v1 = v2,

c’est à dire (I + λA)−1 est à valeur unique.

Définition 2.10. (Approximation des opérateurs accretifs)
Soit A ⊂ X ×X un opérateurs accrétif. On définit les opérateurs Jλ et Aλ par

Jλx = (I + λA)−1x, x ∈ R(I + λA), pour tout λ > 0, (2.8)

Aλx = λ−1(x− Jλx), x ∈ R(I + λA), pour tout λ > 0. (2.9)

Aλ s’appelle l’approximation de Yosida de A.

Proposition 2.4. [8] Soit A ⊂ X ×X un opérateurs accrétif. Alors ∀λ > 0 :

(a) ‖ Jλx− Jλy ‖≤‖ x− y ‖, ∀x, y ∈ R(I + λA), (i.e. Jλ est contractante).

(b) Aλ est accrétif et Lipschitzienne (avec une constante de Lipschitzienne 2λ−1).

(c) ∀x ∈ R(I + λA), Aλx ∈ AJλx.

(d) ‖Aλx‖ ≤ |Ax| = inf {‖y‖; y ∈ Ax} .

(e) Pour x ∈ D(A) ∩R(I + λA), alors limλ→0 Jλx = x.

Démonstration.

(a) soient x, y ∈ R(I + λA), on a

‖Jλx− Jλy‖ = ‖(I + λA)−1x− (I + λA)−1y‖

≤ ‖x− y‖, (car (I + λA)−1 contractant ).

(b) Soient x, y ∈ D(A) et f ∈ J(x− y). Alors

(Aλx− Aλy, f) = λ−1 ((x− Jλx), f)− λ−1 ((y − Jλy), f)

= λ−1 (x− y, f)− λ−1 ((Jλx− Jλy), f)

≥ λ−1 ‖x− y‖2 − λ−1 ‖Jλx− Jλy‖2

≥ λ−1 ‖x− y‖2 − λ−1 ‖x− y‖2 = 0,
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où nous avons utilisé 2.9 et (a). Donc Aλ est accrétif.
On démontre que Aλ est lipschitzienne. On a

|Aλx− Aλy| = |λ−1(x− Jλx)− λ−1(y − Jλy)|

= λ−1 |(x− y)− (Jλx− Jλy)|

≤ λ−1 |x− y|+ λ−1 |Jλx− Jλy|

≤ λ−1 |x− y|+ λ−1 |x− y|

≤ 2λ−1 |x− y| .

Alors Aλ est Lipschitzienne.

(c) Soit x ∈ R(I + λA), et y = Aλx = λ−1(x − Jλx). Si u = Jλx, soit u + λAu = (I + λA)u 3 x, il
existe z ∈ Au avec u+ λz = x.

Ainsi y = Aλx = λ−1(x− Jλx) = λ−1(u+ λz − u) = z ∈ AJλx.

(d) Soit y ∈ Ax où x ∈ D(A) ∩R(I + λA). On a x = Jλ(x+ λy) et donc

‖Aλx‖ = λ−1 ‖x− Jλx‖ = λ−1 ‖Jλ(x+ λy)− Jλx‖ ≤ λ−1 ‖x+ λy − x‖ = ‖y‖.

Donc ‖Aλx‖ ≤ infy∈Ax ‖y‖ = |Ax|.

(e) Pour chaque x ∈ D(A) ∩R(I + λA), on a

‖Jλx− x‖ = λ‖Aλx‖ ≤ λ|Ax| → 0, λ > 0.

Donc, limλ→0 Jλx = x.

Proposition 2.5. [10] Un ensemble accrétif A ⊂ X ×Xest m-accrétif si et seulement si

R(I + λA) = X

pour tous (équivalent, pour certains) λ > 0.

Démonstration. Soit A m-accrétif et soit y ∈ X , λ > 0, arbitraire mais fixe. Alors, l’équation

x+ λAx 3 y (2.10)

comme écrit

x+
y

λ
−
(x
λ

+ Ax
)

= x,

y

λ
+

(
1− 1

λ

)
x = x+ Ax,

= (I + A)x,
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alors
x = (I + A)−1

(
y

λ
+

(
1− 1

λ

)
x

)
,

comme J1 = (I + A)−1, on obtient

x = J1

(
y

λ
+

(
1− 1

λ

)
x

)
.

On pose F (x) = J1

(
y

λ
+

(
1− 1

λ

)
x

)
,

‖F (x1)− F (x2)‖ =

∥∥∥∥J1

(
y

λ
+

(
1− 1

λ

)
x1

)
− J1

(
y

λ
+

(
1− 1

λ

)
x2

)∥∥∥∥
comme J1 est contractante (proposition 2.4 ), il vient

‖F (x1)− F (x2)‖ ≤
∣∣∣∣1− 1

λ

∣∣∣∣ ‖x1 − x2‖ .

Donc F est strictement contractante avec α =

∣∣∣∣1− 1

λ

∣∣∣∣ < 1, alors par le théorème du point fixe

de Banach, nous concluons que l’équation a une solution pour 1/2 < λ < +∞.
Maintenant, fixons λ0 > 1/2 et écrivons l’équation précédente comme

x = (I + λ0A)−1

((
1− λ0

λ

)
x+

λ0

λ
y

)
. (2.11)

Parce que Jλ0 = (I + λ0A)−1 est contractante, cette équation a une solution pour λ ∈ (λ0/2,∞).

En répétant cette étape n fois, on obtient que R(I + λA) = X pour tout λ >
λ0

2n
> 0.

Supposons maintenant que R(I + λ0A) = X pour certains λ0 > 0. Alors, si nous posons
l’équation 2.10 sous la forme 2.11, Nous concluons comme avant R(I + λA) = X pour tout
λ ∈ (λ0/2,∞) et R(I + λA) = X pour tout λ > 0.

Corollaire 2.2. Soit A ⊂ X ×X :
• A est m-accrétif si et seulement si pour tout λ > 0 l’opérateur (I + λA)−1 est contractante sur

tout X .
• A est m-accrétif si et seulement si, pour tous λ > 0,

‖(I + λA)−1x− (I + λA)−1y‖ ≤ ‖x− y‖, x, y ∈ X.

Définition 2.11. Un sous-ensemble A ⊂ X ×X
– A est dit fermé si xn → x, yn → y, et [xn, yn] ∈ A, ∀n ∈ N impliquent que [x, y] ∈ A.
– A est dit demi-fermé s’il est fermé dans X ×Xw, c’est-à-dire si xn → x, yn ⇀ y, et [xn, yn] ∈ A,

alors [x, y] ∈ A.
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Proposition 2.6. Soit A un ensemble m-accrétif de X ×X . Alors A est fermé et si λn ∈ R, xn ∈ X tels
que λn → 0 et

xn → x,Aλnxn → y pour n→∞, (2.12)

Alors [x, y] ∈ A. Si X∗ est uniformément convexe, alors A est demi-fermé, et si

xn → x,Aλnx ⇀ y pour n→∞, (2.13)

Alors [x, y] ∈ A.

Démonstration. On montrer que A est fermé, soient xn → x, yn → y, et [xn, yn] ∈ A. Car A est
accrétif, on a

‖xn − u‖ ≤ ‖x+ λyn − (u+ λv)‖, ∀[u, v] ∈ A, λ > 0.

D’où
‖x− u‖ ≤ ‖x+ λy − (u+ λv)‖, ∀[u, v] ∈ A, λ > 0,

Maintenant, A est m-accrétif c’est-à-dire R(I + λA) = X , pour z = x+ λy,

∃(u, v) ∈ A : u+ λv = z = x+ λy.

En substituant dans cette dernière inégalité, on obtient

‖x− u‖ ≤ ‖x+ λy − (x+ λy)‖ = 0

donc x = u et v = y ∈ Ax. Maintenant, si λn → 0 et xn → x par la condition 2.12, {Aλnxn} est
borné et

xn − Jλnxn = λnAλnxn

pour λn → 0

‖xn − Jλnxn‖ = |λn|‖Aλnxn‖ → 0

donc Jλnxn → xn. D’après la proposition 2.4 Aλnxn ∈ AJλnxn :{
AJλnxn → y

xn → x

=⇒ AJλnxn → Ax, et A est fermé donc [x, y] ∈ A.
On suppose maintenant que X∗ est uniformément convexe. Soient xn, yn tel que xn →

x, yn ⇀ y, [xn, yn] ∈ A. A est accrétif, on a

(yn − v, J(xn − u)) ≥ 0, ∀[u, v] ∈ A, n ∈ N∗.

D’autres part, par la (théorème 2.1) J est continu sur X , par passage à la limite n→ 0 on obtient

(y − v, J(x− u)) ≥ 0, ∀[u, v] ∈ A.
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Si on prend [u, v] ∈ A tel que u+ v = x+ y,

−(x− u, J(x− u)) = −||x− u|| ≥ 0

alors 0 ≤ ||x − u|| ≤ 0 donc x = u et y = v. D’où [x, y] ∈ A, et A est demi-fermé. La dernière
partie la même manière on a [x, y] ∈ A.

Remarque 2.4. 1. Un ensemble m-accrétif deX×X est accrétif maximal. En effet, si [x, y] ∈ X×X
est tel que

‖x− u‖ ≤ ‖x+ λy − (u+ λv)‖, ∀[u, v] ∈ A, λ > 0,

alors, en choisissant [u, v] ∈ A tel que u+ λv = x+ λy, on voit que x = u et v = y ∈ Ax.

2. Si X∗ est uniformément convexe, alors pour chaque x ∈ D(A), nous avons la description algé-
brique suivante de Ax

Ax = {y ∈ X; (y − v, J(x− u)) ≥ 0, ∀u, v ∈ A} .

En particulier, il s’ensuit que Ax est un sous-ensemble convexe fermé de X .

Proposition 2.7. Soit X et X∗ uniformément convexe et soit A un ensemble m-accrétif de X × X .
Alors :

(i) Aλx→ A0x, ∀x ∈ D(A) pour λ→ 0. (Désignez par A0x l’élément de norme minimale sur Ax).

Démonstration. (i) Soit x ∈ D(A). Comme le voit la proposition 2.4, ‖Aλx‖ ≤ |Ax| = ‖A0x‖,
∀λ > 0. Maintenant, soit λn → 0 tel que Aλnx ⇀ y, nous savons que y ∈ Ax, et donc

lim
n→∞

‖Aλnx‖ = ‖y‖ = ‖A0x‖.

L’espace X est uniformément convexe, par conséquent, cela implique que Aλnx → y =

A0x (Lemme 2.1). D’où Aλx→ A0x pour λ > 0.

Théorème 2.2. Soit X un espace de Banach, A un ensemble m-accrétif de X ×X , et soit B : X → X

un opérateur m-accrétif continue avec D(B) = X . Alors A+B est m-accrétif.

Proposition 2.8. Soit X un espace de Banach avec un dual uniformément convexe X∗ et soit A et B
deux ensembles m-accrétifs dans X ×X tels que D(A) ∩D(B) 6= ∅ et

(Au, J(Bλu)) ≥ 0, ∀λ > 0, u ∈ D(A). (2.14)

Alors A+B est m-accrétif.
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Démonstration. Soit f ∈ X et λ > 0 être arbitraires mais fixe. Nous approchons l’équation

u+ Au+Bu 3 f (2.15)

par

u+ Au+Bλu 3 f, ∀λ > 0, (2.16)

où Bλ est l’approximation Yosida de B, c’est

Bλ = λ−1(1− (I + λB)−1).

Nous pouvons écrire l’équation 2.16 comme peut être écrit sous la forme équivalente suivante

u =

(
1 +

λ

1 + λ
A

)−1(
λ

1 + λ
f +

1

1 + λ
(I + λB)−1u

)
.

on pose F (u) =

(
1 +

λ

1 + λ
A

)−1(
λ

1 + λ
f +

1

1 + λ
(I + λB)−1u

)
.

‖F (u)− F (v)‖ =

=

∥∥∥∥∥
(

1 +
λ

1 + λ
A

)−1(
λ

1 + λ
f +

1

1 + λ
(I + λB)−1u

)
−
(

1 +
λ

1 + λ
A

)−1(
λ

1 + λ
f +

1

1 + λ
(I + λB)−1v

)∥∥∥∥∥
≤
∥∥∥∥( λ

1 + λ
f +

1

1 + λ
(I + λB)−1u

)
−
(

λ

1 + λ
f +

1

1 + λ
(I + λB)−1v

)∥∥∥∥ ,
((

1 +
λ

1 + λ
A

)−1

est contractante

)
≤ (1 + λ)−1

∥∥(I + λB)−1u− (I + λB)−1v
∥∥

≤ (1 + λ)−1 ‖u− v‖ , ((1 + λB)−1 est contractante).

Donc F est strictement contractante, alors par le théorème du point fixe de Banach, a une solu-
tion unique uλ ∈ D(A).

Nous multiplions l’équation suivante

uλ + Auλ +Bλuλ 3 f, (2.17)

par J(Bλuλ), il vient

(uλ, J(Bλuλ)) + (Auλ, J(Bλuλ)) + (Bλuλ, J(Bλuλ)) 3 (f, J(Bλuλ))

d’après la condition 2.14 et la majoration on a

‖Bλuλ‖2 ≤ ‖f‖‖Bλuλ‖+ ‖uλ‖‖Bλuλ‖, ∀λ > 0.

alors

‖Bλuλ‖ ≤ ‖f‖+ ‖uλ‖ ≤ C1. (2.18)
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D’autre part, en multipliant 2.17 par J(uλ − u0), où u0 ∈ D(A) ∩D(B), on a

(uλ, J(uλ − u0)) + (Auλ, J(uλ − u0)) + (Bλuλ, J(uλ − u0)) 3 (f, J(uλ − u0))

où

(uλ − u0, J(uλ − u0)) + (u0, J(uλ − u0)) + (Auλ − Au0, J(uλ − u0)) + (Au0, J(uλ − u0))

+ (Bλuλ −Bλu0, J(uλ − u0)) + (Bλu0, J(uλ − u0))

3 (f, J(uλ − u0)),

car A et Bλ est accrétif et J application de dualité , on a

‖uλ − u0‖2 ≤ ‖u0‖‖uλ − u0‖+ ‖Au0‖‖uλ − u0‖+ ‖Bλu0‖‖uλ − u0‖+ ‖f‖‖uλ − u0‖,

on a d’après le proposition 2.4 ‖Bλu0‖ ≤ |Bu0| et ξ0 ∈ Au0.

‖uλ − u0‖ ≤ ‖u0‖+ ‖Au0‖+ ‖Bλu0‖+ ‖f‖ ≤ ‖u0‖+ ‖ξ0‖+ |Bu0|+ ‖f‖, ∀λ > 0.

ce qui implique :

‖uλ‖ ≤ ‖uλ − u0‖+ ‖u0‖ ≤ C2. (2.19)

De 2.18 et 2.19 on conclut :

‖uλ‖+ ‖Bλuλ‖ ≤ (C1 + C2) = C, ∀λ > 0. (2.20)

Maintenant, on montrons que {uλ} est une suite de Cauchy quand λ→ 0.
En effet, on a pour λ, µ > 0

uλ − uµ + Auλ − Auµ +Bλuλ −Bµuµ 3 0

et en multipliant par J(uλ − uµ), il vient

‖uλ − uµ‖2 + (Auλ − Auµ, J(uλ − uµ)) + (Bλuλ −Bµuµ, J(uλ − uµ)), ∀λ > 0.

Parce que A est accrétif, on a

‖uλ − uµ‖2 + (Bλuλ −Bµuµ, J(uλ − uµ)) ≤ 0, ∀λ, µ > 0. (2.21)

D’autre part

(Bλuλ −Bµuµ, J(uλ − uµ))

≥ (Bλuλ −Bµuµ, J(uλ − uµ)− J((I + λB)−1uλ − (I + µB)−1uµ)),
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parce que B est accrétif et Bλu ∈ B((I + λB)−1u). Parce que J est uniformément continu sur les
sous-ensembles bornés (Théorème 2.1) et par 2.20, on pose

z1 = uλ − uµ
z2 = (I + λB)−1uλ − (I + µB)−1uµ,

d’après la proposition 2.4 on a ‖J(z1)− J(z2)‖ ≤ ‖z1 − z2‖

‖z1 − z2‖ =
∥∥(uλ − (I + λB)−1uλ

)
−
(
uµ − (I + µB)−1uµ

)∥∥
≤
∥∥uλ − (I + λB)−1uλ

∥∥+
∥∥uµ − (I + µB)−1uµ

∥∥
= ‖λBλuλ‖+ ‖µBµuµ‖

≤ C(λ+ µ).

Donc, pour λ, µ < δ
2C

, alors C(λ+ µ) ≤ C
(
δ

2C
+ δ

2C

)
= δ, donc

‖z1 − z2‖X ≤ δ ⇒ ‖J(z1)− J(z2)‖X∗ ≤ ε

|(Bλuλ −Bµuµ, J(X)− J(Y ))| ≤ ε ‖Bλuλ −Bµuµ‖

≤ C.ε

Donc
‖uλ − uµ‖ ≤ C.ε = ε′.

Donc {uλ} est une suite de Cauchy, comme X complet alors

uλ → u dans X,

comme X∗ est uniformément convexe alors

Bλuλ ⇀ y

f −Bλuλ − uλ ⇀ f − y − u = z.

Alors, par la Proposition 2.6 on a y ∈ Bu, z ∈ f − Bu − u = Au, et donc u est une solution
unique à l’équation 2.15.

2.4.1 Exemples d’opérateurs m-accrétifs

Proposition 2.9. Soit Ω un ouvert borné de Rn, et posons X = Lp(Ω), on définit l’opérateur A par{
Apu = −∆u, ∀u ∈ D(A),

D(A) = W 1,p
0 (Ω) ∩W 2,p(Ω) si 1 < p <∞.

Alors, Ap est m-accrétif dans X.
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Démonstration. On montre que Ap est accrétif. ∀u1, u2 ∈ D(A) et v1 ∈ Apu1, v2 ∈ Apu2,

Apu1 − Apu2 = v1 − v2 = −∆(u1 − u2),

il suffit de montrer d’après la définition 2.7 que

(v1 − v2, w) ≥ 0,

Pour certain w ∈ J(u1 − u2), comme Lp(Ω) est strictement convexe alors J(u1 − u2) prend une
seul valeur. Donc J(u1 − u2) = ‖u1− u2‖2−p

Lp(Ω)w où

w = |u1 − u2|p−2 (u1 − u2), ∀u1, u2 ∈ D(Ap).

On obtient

(v1 − v2, w) = (−∆u,w) = −
∫

Ω

∆u |u1 − u2|p−2 (u1 − u2)dx,

et on a d’après la formule de Green

−
∫

Ω

∆u |u1 − u2|p−2 (u1 − u2)dx =

∫
Ω

∇(u1 − u2).∇(|u1 − u2|p−2 (u1 − u2))dx

−
∫

Ω

(∇(u1 − u2).η) |u1 − u2|p−2 (u1 − u2)ds.

Et comme w = 0 sur ∂Ω, il en résulte :

−
∫

Ω

∆u |u1 − u2|p−2 (u1 − u2)dx =

∫
Ω

∇(u1 − u2).∇(|u1 − u2|p−2 (u1 − u2))dx ∀u1, u2 ∈ D(Ap),

et on a

∇(|u1 − u2|p−2 (u1 − u2)) = ∇ |u1 − u2|p−2 (u1 − u2) + |u1 − u2|p−2∇(u1 − u2)

= ∇((u1 − u2)2)
p−2

2 (u1 − u2) + |u1 − u2|p−2∇(u1 − u2)

=
p− 2

2

(
(u1 − u2)2

) p−4
2 ∇(u1 − u2)2(u1 − u2)

+ |u1 − u2|p−2∇(u1 − u2)

= (p− 2) |u1 − u2|p−4 (u1 − u2)2∇ |u1 − u2|

+ |u1 − u2|p−2∇(u1 − u2)

= (p− 1) |u1 − u2|p−2∇(u1 − u2),

donc

−
∫

Ω

∆u |u1 − u2|p−2 (u1 − u2)dx = (p− 1)

∫
Ω

|u1 − u2|p−2 | ∇(u1 − u2) |2 dx ≥ 0,
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d’où

(v1 − v2, w) ≥ 0.

C’est-à-dire ∀p ∈]1,+∞[, Ap est accrétif.
Pour montrer que Ap est m-accrétif il suffit de montrer que

R(I + Ap) = Lp(Ω)⇐⇒ ∀f ∈ Lp(Ω),∃u ∈ D(A) : u+ Apu = f.

A est accrétif dans Lp(Ω), d’après le théorème 1.12 on a que R(I + Ap) = Lp(Ω) et

‖ u ‖W 2,p(Ω)∩W 1,p
0 (Ω)≤ C ‖ Apu ‖Lp(Ω), ∀u ∈ D(A). (2.22)

Par conséquent, Ap est m-accrétif dans Lp(Ω).
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CHAPITRE 3

APPLICATION DE LA THÉORIE DES

OPÉRATEURS M-ACCRÉTIFS SUR UN

PROBLÈME ELLIPTIQUE NON LINÉAIRE

3.1 Opérateurs elliptiques semi-linéaires dans Lp(Ω)

On considère le problème de elliptique avec des conditions aux limites de homogènes de
Dirichlet suivant : {

−∆u+ β̃(u) 3 f, p.p. dans Ω,

u = 0 dans ∂Ω,
(3.1)

où β est un graphe maximal monotone dans R× R tel que 0 ∈ D(β).

Soit β̃ ⊂ Lp(Ω)× Lp(Ω), 1 ≤ p <∞, l’opérateur défini par

β̃(u(x)) = {v ∈ Lp(Ω); v(x) ∈ β(u(x)), p.p.x ∈ Ω} ,
D(β̃) = {v ∈ Lp(Ω); ∃v ∈ Lp(Ω) so that v(x) ∈ β(u(x)), p.p.x ∈ Ω} .

(3.2)

On voit facilement que β̃ est m-accrétif dans Lp(Ω)× Lp(Ω) et

((I + λβ̃)−1u) =(1 + λβ)−1u(x), p.p.x ∈ Ω, λ > 0,

(β̃λu)(x) =βλ(u(x)), p.p.x ∈ Ω, λ > 0, u ∈ Lp(Ω).

Le théorème suivant donne un résultat d’existence de la solution du problème 3.1.

Théorème 3.1. [10] Soit A : Lp(Ω)→ Lp(Ω) l’opérateur défini par

Au = −∆u+ β̃(u), ∀u ∈ D(A),

D(A) = W 1,p
0 (Ω) ∩W 2,p(Ω) ∩D(β̃(u)) si 1 < p <∞,

D(A) = {u ∈ W 1,1
0 (Ω); ∆u ∈ L1(Ω)} ∩D(β̃) si p = 1.

(3.3)

Alors A est m-accrétif et surjectif dans Lp(Ω).

Démonstration. La démonstration se fera en deux étapes :
Étape(1) : On montre que A est accrétif.
Soient u1, u2 ∈ D(A) et v1 ∈ Au1, v2 ∈ Au2,

v1 − v2 ∈ Au1 − Au2 = −∆(u1 − u2) + β̃(u1)− β̃(u2). (3.4)

34
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Cas 1. 1 < p <∞,X = Lp(Ω) etD(A) = W 1,p
0 (Ω)∩W 2,p(Ω)∩D(β̃(u)) il suffit de montrer d’après

la définition de l’opérateur accrétif
(v1 − v2, w) ≥ 0

Pour certain w ∈ J(u1 − u2), comme Lp(Ω) est strictement convexe alors J(u1 − u2) est prend
une seul valeur donc

w = ‖u1 − u2‖p−2
Lp(Ω)J(u1 − u2) = |u1 − u2|p−2 (u1 − u2), ∀u1, u2 ∈ D(A)

(d’après la proposition 2.1), on obtient

(v1 − v2, w) = (−∆u,w) + (β̃(u1)− β̃(u2), w), ∀u1, u2 ∈ D(A).

Où encore sous la forme∫
Ω

(v1 − v2) |u1 − u2|p−2 (u1 − u2)dx = −
∫

Ω

∆(u1 − u2) |u1 − u2|p−2 (u1 − u2)dx

+

∫
Ω

(β̃(u1)− β̃(u2) |u1 − u2|p−2 (u1 − u2)dx.

En utilisant la formule de Green, il en résulte

I1 = −
∫

Ω

∆(u1 − u2) |u1 − u2|p−2 (u1 − u2)dx

=

∫
Ω

∇(u1 − u2).∇(|u1 − u2|p−2 (u1 − u2))dx−
∫

Ω

(∇(u1 − u2).η) |u1 − u2|p−2 (u1 − u2)ds

Et comme w = 0 sur ∂Ω, il en résulte :

I1 =

∫
Ω

∇(u1 − u2).∇(|u1 − u2|p−2 (u1 − u2))dx ∀u1, u2 ∈ D(A)

on a

∇(|u1 − u2|p−2 (u1 − u2)) = (p− 1) |u1 − u2|p−2∇(u1 − u2)

donc

I1 = (p− 1)

∫
Ω

|u1 − u2|p−2 | ∇(u1 − u2) |2 dx ≥ 0

et on a

I2 =

∫
Ω

(
β̃(u1)− β̃(u2)

)
|u1 − u2|p−2 (u1 − u2)dx

=

∫
Ω

(β(u1)− β(u2)) |u1 − u2|p−2 (u1 − u2)dx ≥ 0.

Car β est monotone, d’où

‖u1 − u2‖p−2
Lp(Ω)(v1 − v2, J(u1 − u2)) = (p− 1)

∫
Ω

(∇(u1 − u2))2 |u1 − u2|p−2 dx

+

∫
Ω

(β(u1)− β(u2)) |u1 − u2|p−2 (u1 − u2)dx ≥ 0.
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Cas 2. p = 1, X = L1(Ω), D(A) = {u ∈ W 1,1
0 (Ω); ∆u ∈ L1(Ω)} ∩D(β̃) considérons la fonction

γε : R→ R définie par

γε(r) =


1 pour r > ε

θε(r) pour −ε ≤ r ≤ ε

−1 pour r < −ε.
(3.5)

où θε ∈ C2[−ε, ε], θ′ε > 0 sur (−ε, ε),
θε(0) = 0,

θε(ε) = 1, et

{
θ
′
ε(ε) = 0,

θ
′
ε(−ε) = 0.

θε(−ε) = −1,

La fonction γε est une approximation régulière et croissante de la fonction à plusieurs valeurs
sign,

sign(r) =


1 pour r > 0,

[−1, 1] pour r = 0,

−1 pour r < 0.

Soit [ui, vi] ∈ A, i = 1, 2. Alors en multipliant l’équation 3.4 par la fonction γε(u1 − u2) il vient :

(v1 − v2, γε(u1 − u2)) = (−∆(u1 − u2), γε(u1 − u2)) +
(
β̃(u1)− β̃(u2), γε(u1 − u2)

)
où encore

(v1 − v2, γε(u1 − u2)) = −
∫

Ω

∆(u1 − u2)γε(u1 − u2)dx

+

∫
Ω

(β(u1)− β(u2))γε(u1 − u2)dx ∀ε > 0

En utilisant la formule de Green, on obtient pour tout u1, u2 ∈ D(A)

−
∫

Ω

∆(u1 − u2)γε(u1 − u2)dx =

∫
Ω

∇(u1 − u2)∇(γε(u1 − u2))dx

−
∫
∂Ω

(∇(u1 − u2).η)γε(u1 − u2)ds

Et on a par définition γε(u1 − u2) = 0 sur ∂Ω, il vient :

−
∫

Ω

∆(u1 − u2)γε(u1 − u2)dx =

∫
Ω

∇(u1 − u2)∇(γε(u1 − u2))dx

=

∫
Ω

∇(u1 − u2)∇(u1 − u2)γ
′

ε(u1 − u2))dx

=

∫
Ω

|∇(u1 − u2) |2 γ′ε(u1 − u2)dx.
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On en déduit∫
Ω

(v1 − v2)γε(u1 − u2)dx =

∫
Ω

|∇(u1 − u2) |2 γ′ε(u1 − u2)dx

+

∫
Ω

(β(u1)− β(u2))γε(u1 − u2)dx, ∀ε > 0.

On a

Si


u1 − u2 = 0 alors (β(u1)− β(u2))γε(u1 − u2) = 0,

u1 − u2 > 0 alors (β(u1)− β(u2)) > 0, γε(u1 − u2) > 0,

u1 − u2 < 0 alors (β(u1)− β(u2)) < 0, γε(u1 − u2) < 0.

Donc ∫
Ω

(v1 − v2)γε(u1 − u2)dx =

∫
Ω

|∇(u1 − u2) |2 γ′ε(u1 − u2)dx

+

∫
Ω

(β(u1)− β(u2))γε(u1 − u2)dx ≥ 0, ∀ε > 0.

D’autre part, on a

pour ε→ 0, (v1 − v2)γε(u1 − u2) −→ (v1 − v2)g p.p.

et
|(v1(x)− v2(x))γε(u1(x)− u2(x))| ≤ |v1(x)− v2(x)| ∈ L1(Ω).

D’après la théorème de convergence dominée de Lebesgue (voir la théorème 1.5), on a∫
Ω

(v1(x)− v2(x))g(x)dx = lim
ε→0

∫
Ω

(v1(x)− v2(x))γε(u1(x)− u2(x))dx ≥ 0.

Et d’après la proposition 2.1, g ∈ J(u1 − u2).||u1 − u2||−1
L1(Ω) = sign(u1 − u2), p.p. sur Ω, donc∫

Ω

(v1 − v2)sign(u1 − u2)dx = lim
ε→0

∫
Ω

(v1 − v2)γε(u1 − u2)dx ≥ 0.

D’où A est accrétif.
Étape(2) : on montre que A est m-accrétif.

Cas 1. 1 < p < ∞. Notons pour 1 < p < ∞, par Ap l’opérateur −∆ avec le domaine D(Ap) =

W 1,p
0 (Ω)∩W 2,p(Ω). Nous avons déjà vu que Ap est m-accrétif dans Lp(Ω). Prouvons maintenant

que R(I + Ap + β̃) = Lp(Ω). il suffit de montrer d’après la proposition 2.8 que

(Apu, J(β̃λu)) ≥ 0.
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Par la formule de Green, pour tous λ > 0 on a

(Apu, J(β̃λu)) = −
∫
Ω

∆uJ(β̃λu)dx

= −
∫
Ω

∆u|β̃λ(u)|p−2β̃λ(u)‖β̃λ(u)‖2−p
Lp(Ω))dx

= −‖β̃λ(u)‖2−p
Lp(Ω)

∫
Ω

∆u|βλ(u)|p−2βλ(u)dx

= ‖β̃λ(u)‖2−p
Lp(Ω)

∫
Ω

∇u∇
(
|βλ(u)|p−2βλ(u)

)
dx

= ‖β̃λ(u)‖2−p
Lp(Ω)

∫
Ω

|∇u|2 d
du

(|βλ(u)|p−2βλ(u))dx ≥ 0

(3.6)

Nous concluons que R(I + Ap + β̃) = Lp(Ω), et d’après le théorème 1.12 on a

‖ u ‖W 2,p(Ω)∩W 1,p
0 (Ω)≤ C ‖ Apu ‖Lp(Ω), ∀u ∈ D(Ap). (3.7)

D’où A est m-accretif.
Pour prouver la surjectivité de Ap + β̃, on considère l’équation approchée

εu+ Apu+ β̃(u) 3 f, ε > 0, f ∈ Lp(Ω), (3.8)

qui, comme on a vu précédemment (preuve de la proposition 2.8), l’équation 3.8 admet une
solution unique uε, et uε = limλ→0 u

ε
λ dans Lp(Ω), où uελ est la solution de l’équation d’approxi-

mation εu+ Apu+ β̃λ(u) 3 f .
Par (Apu

ε
λ, v

ε
λ), il s’ensuit que ‖ Apuελ ‖Lp(Ω)≤ C, oùC est indépendant de ε et λ. Donc, lorsque

λ→ 0, on obtient ‖ Apuε ‖Lp(Ω)≤ C, ∀ε > 0, qui, par estimation 3.7

‖ uε ‖W 2,p(Ω)∩W 1,p
0 (Ω)≤ C ‖ Apuε ‖Lp(Ω)

implique que

{uε} est borné dans W 2,p(Ω) ∩W 1,p
0 (Ω),

Apuε est borné dans Lp(Ω),

β̃ε(uε) est borné dans Lp(Ω),

pour une sous suite notée encore {uε}, et on a W 2,p(Ω) ↪→c L
p(Ω) donc

uε ⇀ u dans W 2,p(Ω),

uε → u dans Lp(Ω),

Apuε ⇀ g dans Lp(Ω),

β̃ε(uε) ⇀ v dans Lp(Ω).
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Comme la convergence dans Lp(Ω) implique la convergence dans D′(Ω), alors{
uε → u dans D′(Ω),

∆uε → g dans D′(Ω),

donc {
∆uε → ∆u dans D′(Ω),

∆uε → g dans D′(Ω).

Par unicité de la limite ∆u = g ∈ Lp(Ω). Donc

Apuε ⇀ Apu dans Lp(Ω).

Alors par Proposition2.6 on a v ∈ β̃(u), donc on déduit que u est la solution de l’équation
Apu+ β̃(u) 3 f , c’est à dire u ∈ W 2,p(Ω) et{

−∆u+ β(u) 3 f, p.p. dans Ω,

u = 0 dans ∂Ω.
(3.9)

Cas 2. p = 1. On montre directement que R(A1 + β̃) = L1(Ω), pour f ∈ L1(Ω), l’équation
3.9 admet une solution u ∈ D(A1) =

{
u ∈ W 1,1

0 (Ω),∆u ∈ L1(Ω)
}

.(A1 = −∆ avec le domaine
D(A1)).

Pour tout f ∈ L1(Ω), il existe une fonction fn ∈ D(Ω) ⊂ L2(Ω) telle que fn → f dans L1(Ω).
Le problème {

−∆un + β(un) 3 fn, dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,
(3.10)

admet une solution unique un ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω).

Soit vn = fn + ∆un ∈ β(un(x)), p.p.x ∈ Ω. Par 3.10 on suppose qu’il y a deux solution
un, um ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω). Alors (un − um) ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) est une solution faible l’équation

vn − vm = fn − fm + ∆(un − um) ∈ β(un(x))− β(um(x)), p.p.x ∈ Ω.

On multiplier l’équation par θ ∈ L∞(Ω) tel que θ(x) ∈ sign(u)(x) p.p.x ∈ Ω, on obtient∫
Ω

(vn(x)− vm(x))θ(x)dx =

∫
Ω

(fn(x)− fm(x))θ(x)dx+

∫
Ω

∆(un(x)− um(x))θ(x)dx.

Comme −∆ est accrétif dans L1(Ω) et β est monotone,∫
Ω

∆(un(x)− um(x))θ(x)dx ≤ 0, ∀un, um ∈ D(A1).

D’où ∫
Ω

(vn(x)− vm(x))θ(x)dx ≤
∫

Ω

(fn(x)− fm(x))θ(x)dx
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D’autre part, on a {
p.p. x ∈ Ω+ = {vn − vm > 0} : θ(u1(x)− u2(x)) = 1,

p.p. x ∈ Ω− = {vn − vm < 0} : θ(u1(x)− u2(x)) = −1,

on obtient∫
Ω

(vn(x)− vm(x))θ(x)dx =

∫
Ω+

(vn(x)− vm(x))dx+

∫
Ω−
−(vn(x)− vm(x))dx

=

∫
Ω

|vn(x)− vm(x)|dx.

Donc ∫
Ω

|vn(x)− vm(x)|dx ≤
∫

Ω

|fn(x)− fm(x)|dx.

On a fn → f dans L1(Ω), donc {
vn → v dans L1(Ω),

∆un → ξ dans L1(Ω).
(3.11)

Soit maintenant hi ∈ Lp(Ω), i = 0, 1, ..., N, p > N. Ensuite, d’après le théorème 1.13 le problème
aux limites suivant  −∆ϕ = h0 +

N∑
i=1

∂hi
∂xi

dans Ω,

ϕ = 0 sur ∂Ω,

(3.12)

admet une solution unique ϕ ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω) et

‖ϕ‖L∞((Ω) ≤ C
N∑
i=1

‖hi‖Lp(Ω), hi ∈ Lp(Ω). (3.13)

En multipliant l’équation 3.12 par Ψ ∈ H1
0 (Ω), il vient

−
∫

Ω

∆ϕ.Ψdx =

∫
Ω

h0Ψdx+
N∑
i=1

∫
Ω

Ψ
∂hi
∂xi

dx ∀Ψ ∈ H1
0 (Ω).

En utilisant la formule de Green, on obtient pour tout Ψ ∈ H1
0 (Ω)∫

Ω

∇ϕ.∇Ψdx−
∫
∂Ω

∂ϕ

∂η
∇Ψds =

∫
Ω

h0Ψdx−
N∑
i=1

∫
Ω

hi
∂Ψ

∂xi
dx+

N∑
i=1

∫
∂Ω

hi.Ψ.ηds ∀Ψ ∈ H1
0 (Ω),

et on a Ψ = 0 sur ∂Ω , il en résulte∫
Ω

∇ϕ.∇Ψdx =

∫
Ω

h0Ψdx−
N∑
i=1

∫
Ω

hi
∂Ψ

∂xi
dx ∀Ψ ∈ H1

0 (Ω). (3.14)

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
sur un problème elliptique non lineaire



3.1. OPÉRATEURS ELLIPTIQUES SEMI-LINÉAIRES DANS LP (Ω) 41

En posant Ψ = un dans 3.14, on obtient, par la formule de Green,

−
∫

Ω

ϕ∆undx =

∫
Ω

∇ϕ.∇undx =

∫
Ω

h0undx−
N∑
i=1

∫
Ω

hi
∂un
∂xi

dx,

et, par conséquent, par 3.13,∣∣∣∣∣
∫

Ω

h0undx−
N∑
i=1

∫
Ω

hi
∂un
∂xi

dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−∫
Ω

ϕ∆undx

∣∣∣∣
≤
∫

Ω

|ϕ∆un| dx

≤ ‖ϕ‖L∞(Ω)‖∆un‖L1(Ω)

≤ C
N∑
i=1

‖hi‖Lp(Ω)‖∆un‖L1(Ω).

Car {hi}Ni=0 ⊂ (Lp(Ω))N+1 sont arbitraires, nous concluons que la suite{(
un,

∂un
∂x1

, ...,
∂un
∂xN

)}∞
n=1

est borné dans (Lq(Ω))N+1,
1

p
+

1

q
= 1. Par conséquent,

‖un‖W 1,q(Ω) ≤ C‖un‖W 1,q
0 (Ω)

≤ C sup
‖v‖=1

(un, v)W 1,q
0 (Ω)×W−1,p(Ω)

≤ C sup

∣∣∣∣∣
(
un, h0 +

N∑
i=1

∂hi
∂xi

)∣∣∣∣∣
≤ C sup

(∣∣∣∣∣
∫

Ω

un.h0dx−
N∑
i=1

∫
Ω

∂un
∂xi

hidx

∣∣∣∣∣
)

≤ C

N∑
i=1

‖hi‖Lp(Ω)‖∆un‖L1(Ω)

≤ C‖v‖W−1,p(Ω)‖∆un‖L1(Ω).

Alors

‖un‖W 1,q(Ω) ≤ C‖∆un‖L1(Ω), avec 1 < q =
p

p− 1
<

N

N − 1
. (3.15)

Donc, {un} est borné dans W 1,q(Ω) comme W 1,q ↪→c L
1(Ω), on a pour une sous suite. Alors{

un ⇀ u dans W 1,q(Ω)

un → u dans L1(Ω).
(3.16)
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Alors

un → u dans D′(Ω),

par 3.11

∆un → ξ dans D′(Ω),

donc {
∆un → ∆u dans D′(Ω),

∆un → ξ dans D′(Ω).

Par unicité de la limite ∆u = ξ ∈ L1(Ω), donc

∆un → ∆u dans L1(Ω),

et parce que l’opérateur β̃ est fermé dans L1(Ω) × L1(Ω) on voit par 3.11 et 3.16 que v(x) ∈
β(u(x)), p.p. x ∈ Ω, et u ∈ W 1,q

0 (Ω). Donc R(A) = L1(Ω) et en particulier, A est m-accrétif.
Nous avons donc prouvé le résultat d’existence suivant pour le problème aux limites ellip-

tiques semi-linéaires dans L1(Ω).

Corollaire 3.1. Pour tout f ∈ Lp(Ω), 1 < p <∞, le problème aux limites{
−∆u+ β(u) 3 f, p.p. dans Ω,

u = 0 dans ∂Ω,
(3.17)

admet une solution unique u ∈ W 1,p
0 (Ω)∩W 2,p(Ω). Si f ∈ L1(Ω), alors u ∈ W 1,q

0 (Ω) avec ∆u ∈ L1(Ω),
1 ≤ q < N/(N − 1). De plus, l’estimation suivante :

‖u‖W 1,q
0 (Ω) ≤ C‖f‖L1(Ω), ∀f ∈ L1(Ω) (3.18)

En particulier, A1 est m-accrétif dans L1(Ω), D(A1) ⊂ W 1,q
0 (Ω), et

‖u‖W 1,q
0 (Ω) ≤ C‖∆u‖L1(Ω), ∀u ∈ D(A1). (3.19)

Remarque 3.1. On déduit de la démonstration précédente que le théorème 3.1 et le corollaire 3.1 restent
vrais pour les opérateurs elliptiques du second ordre linéaires plus généraux Ap sur Ω.

3.2 L’équation des milieux poreux dans L1(Ω)

On considère l’équation de milieux poreux suivant{
u+ Au 3 f, p.p.x ∈ Ω,

u = 0 sur ∂Ω.
(3.20)
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Dans l’espace X = L1(Ω), on définit l’opérateur A comme suivant :{
Au = −∆β(u), ∀u ∈ D(A),

D(A) =
{
u ∈ L1(Ω); β(u) ∈ W 1,1

0 (Ω),∆β(u) ∈ L1(Ω)
}
,

(3.21)

avec β est un graphe maximal monotone dans R × R tel que 0 ∈ β(0) et Ω est un ouvert borné
et régulier de RN . Plus précisément A ⊂ L1(Ω)× L1(Ω) est défini par

A =
{

[u,−∆η], u ∈ L1(Ω), η ∈ W 1,1
0 (Ω),∆η ∈ L1(Ω), η(x) ∈ β(u(x)), p.p.x ∈ Ω

}
. (3.22)

On a le résultat d’existence suivant :

Théorème 3.2. L’opérateur A est m-accrétif dans L1(Ω)×L1(Ω). Autrement dit le problème 3.20 admet
une solution.

Démonstration. 1. On montrer que A est accrétif. Soient u, v ∈ D(A) et soit γε : R → R une
approximation régulière de sign définie par

γε(r) =


1 pour r > ε,

θε(r) pour −ε ≤ r ≤ ε,

−1 pour r < −ε.
(3.23)

Où θε ∈ C2 ([−ε, ε]) , θ′ε > 0 sur (−ε, ε),
θε(0) = 0,

θε(ε) = 1, et

{
θ
′
ε(ε) = 0,

θ
′
ε(−ε) = 0.

θε(−ε) = −1,

On va montrer que
(Au− Av, γε(β(u)− β(v))) ≥ 0.

Alors, on a

(Au− Av, γε(β(u)− β(v))) =

∫
Ω

(Au− Av) γε(β(u)− β(v))dx, pour tout u, v ∈ D(A)

En utilisant la formule de Green, on obtient pour tout u, v ∈ D(A)∫
Ω

(Au− Av) γε(β(u)− β(v)) =

∫
Ω

−∆ (β(u)− β(v)) γε(β(u)− β(v))dx

=

∫
Ω

∇ (β(u)− β(v))∇γε(β(u)− β(v))dx

−
∫
∂Ω

∇ ((β(u)− β(v)).η) (γε(β(u)− β(v))) , ds
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on a par définition γε(β(u)− β(v)) = 0 sur ∂Ω, il vient :∫
Ω

(Au− Av) γε(β(u)− β(v)) =

∫
Ω

∇ (β(u)− β(v))∇γε(β(u)− β(v))dx

=

∫
Ω

|∇ (β(u)− β(v))|2 γ′ε(β(u)− β(v))dx ≥ 0.

On a quand ε → 0, γε(t) → ξ(t) ∈ sgn(t), ∀t ∈ R. D’où γε (β(u(x))− β(v(x)) → ξ(x) ∈
sign (β(u(x))− β(v(x))), p.p. dans Ω. En appliquant le théorème de convergence dominer,
on peut passer à la limite dans l’inégalité ci-dessus, et on obtient∫

Ω

(Au− Av) ξdx ≥ 0.

D’où A est accrétif.

2. On montrer que R(I + A) = L1(Ω). Pour f ∈ L1(Ω), on démontre que l’équation

u+ Au 3 f,

admet une solution, alors l’équation précédente est équivalente à

β−1(v)−∆v 3 f sur Ω, v ∈ W 1,1
0 (Ω),∆v ∈ L1(Ω). (3.24)

D’après le corollaire 3.1, l’équation 3.24 admet une solution v ∈ W 1,q
0 (Ω), ∆v ∈ L1(Ω),

1 < q < N/(N − 1).

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
sur un problème elliptique non lineaire



Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié l’existence un problème aux limites elliptique semi
linéaire dans les espaces Lp(Ω) et l’équation des milieux poreux dans L1(Ω). La méthode de la
résolution s’appelle la méthode des opérateurs m-accrétifs.
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Résumé

Dans ce mémoire, on s’intéresse à l’étude d’un problème elliptique avec des conditions aux
limites de homogènes de Dirichlet.{

−∆u+ β(u) 3 f, p.p. dans Ω,

u = 0 sur ∂Ω,

où β(u) un graphe maximal monotone dans R× R, et Ω un ouvert borné de RN .
Á l’aide de la théorie générale des opérateurs m-accrétifs non linéaires dans les espaces de

Banach avec des applications à nous répondons à la question d’existence de la solution des
problèmes aux limites elliptiques non linéaires dans les espaces Lp(Ω).

Mot clés : Espace de Banach, opérateurs m-accrétifs, problèmes aux limites elliptiques non
linéaires, ...
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Abstract

In this memoir, We are interested in the study of a elliptic problem with boundary conditions
of homogen Dirichlet. {

−∆u+ β(u) 3 f, p.p. in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

let β(u) be a maximal monotone graph in R× R, and Ω is a bounded and open subset of RN .
Using the general theory of nonlinear m-accretive operators in Banach spaces with applica-

tions to we answer the question of existence of the solution of nonlinear elliptic boundary value
problem in Lp(Ω) spaces.

Keywords : Banach spaces, m-accretive operator, nonlinear elliptic boundary value pro-
blem, ...

48


	Rappels d'analyse fonctionelle
	Espaces de Banach
	Théorème du points fixes d'applications contractantes
	Topologie faible

	Les espaces Lp()
	Définitions et propriétés

	Espaces de Sobolev
	L'espace de Sobolev Wm,p()
	Dualité
	Injections de Sobolev

	Problèmes aux limites elliptiques
	Théorème de Lax-Milgram
	La solutions faibles au problème de Dirichlet
	Régularité des solutions faibles


	Les opérateurs d'un espace de Banach
	Notations et définitions
	Application de dualité
	Opérateurs maximaux monotones 
	Opérateurs m-accrétif
	Exemples d'opérateurs m-accrétifs


	Application de La théorie des opérateurs m-accrétifs sur un problème elliptique non linéaire
	Opérateurs elliptiques semi-linéaires dans Lp()
	L'équation des milieux poreux dans L1()

	Bibliography

