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Introduction générale

u cours des dernieres décennies, les méthodes fonctionnelles ont joué un role crois-
sant dans la théorie qualitative des équations aux dérivées partielles. Les méthodes
spectrales et la théorie des semi-groupes C des opérateurs linéaires ainsi que la

théorie des degrés de Leray-Schauder, les théorémes du point fixe et la théorie des opérateurs
non linéaires maximaux monotones sont maintenant des outils fonctionnels essentiels pour le
traitement des problemes aux limites linéaires et non linéaires associés aux équations aux déri-
vées partielles.

Dans la plupart des situations, les opérateurs m-accrétifs apparaissent comme des opéra-
teurs différentiels partiels sur un domaine €2 avec des conditions aux limites appropriées. Ces
problemes aux limites n’ont pas de formulation appropriée dans un cadre fonctionnel variation-
nel (comme dans le cas des problemes aux limites elliptiques dans les espaces LP(£2) ou celui
des problemes elliptiques non linéaires de type divergence) mais ont, cependant, un traitement
adéquat dans le cadre de la théorie des opérateurs m-accrétifs.

Dans ce travail, nous étudions ce type de probléme elliptique avec des conditions aux limites

de homogenes de Dirichlet.

—Au+ p(u) > f, p.p.dans
u=20 sur 0f),

ol 3(u) un graphe maximal monotone dans R x R, et Q un ouvert borné de R".

A l'aide de la théorie générale des opérateurs m-accrétifs non linéaires dans les espaces de
Banach avec des applications a nous répondons a la question d’existence de la solution des
problemes aux limites elliptiques non linéaires dans les espaces L”(£2).

Nous avons décomposé ce mémoire en trois chapitres : Dans le premier chapitre on rappelle
quelques résultats fondamentaux sur les espace de Banach, topologie faible, les espaces de So-
bolev, ainsi que problemes aux limites elliptiques.

Nous donnons dans le second chapitre, des définitions et rappels de certaines propriétés des
opérateurs accrétifs dans les espaces de Banach, I'application de dualité et quelques proposi-
tion importants.

Le dernier chapitre est consacré a démontrer deux théoreme d’existence pour un probleme el-
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liptique semi linéaire, pour un opérateur m-accrétif défini par :

—Au+B(u) 3 f, p.p.dansQ,
u=>0 sur 0f),

ot 3(u) est I'opérateur m-accrétif dans LP(€2) x LP(€2) défini par :

Blu(z)) = {v € LP(Q); v(z) € B(u(z)), p.p.x € Q.
Et I’équation de milieux poreux dans L'(2), défini par

u-+ Au > f, p.p.x € €,
u =0 sur 0f2.

Ou l'opérateur A définit comme suivant :

{ Au=—AB(u), Yue D(A),
D(A) = {u € L'(); B(u) € Wy (), AB(u) € L'(Q)} .

Ot B(u) un graphe maximal monotone dans R x R, et Q un ouvert borné de R”.
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CHAPITRE 1

RAPPELS D’ANALYSE FONCTIONELLE

@ ans ce chapitre, on donner et rappel quelques notions et résultats classiques fondamen-

taux de topologie et d’analyse fonctionnelle utiles pour aborder la suite.

1.1 Espaces de Banach

Définition 1.1. (a) Soit E un espace vectoriel normé. On dit que E dit est complet si tout suite de

Cauchy dans E est convergente dans E.

(b) Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Définition 1.2. Soit E un espace vectoriel normé. On désigne par E* le dual topologique de E. C’est

'ensemble des formes linéaires continues sur E, E* est un muni de la norme dual

115 = sup W sup 7 (0), )
o)l p<1 [lz]l=1

On notera généralement (., .) le crochet de dualité entre l'espace E et E*.

Définition 1.3. (Espace réflexif)[2] Soit E un espace de Banach et soit .J l'injection canonique de E
dans E**. On dit que E est réflexif si: J(E) = E**.

Définition 1.4. L'espace E est dit strictement convexe si la boule unité B de E est strictement convexe,
c’est-a-dire
Ve,y € 0B,3IN €]0,1[: Az + (1 — N)y ¢ OB.

Définition 1.5. (uniformément convexe)[2] On dit qu'un espace de Banach E est uniformément
convexe si Ve > 0,3 6(¢) > 0 tel que

(wy e Eflz <1 llyll<tet o —yll >e) = (lz+yll <2(1-4())).
Proposition 1.1. 1. Tout espace uniformément convexe X est strictement convexe.

8



1.1. ESPACES DE BANACH 9

2. Les espaces de Hilbert, les espaces LP(S)), pour 1 < p < oo, sont des espaces uniformément

conoexes.

Théoréme 1.1. (Milman-Pettis[2]) Tout espace de Banach uniformément convexe est réflexif.

1.1.1 Théoréme du points fixes d’applications contractantes

Définition 1.6. [3] Soient £ et ' deux espaces vectoriels normés, et f : £ — F une application.
On dit que f est strictement contractante s’il existe 0 < a < 1 tel que

Vr,y € B [|f(z) = fW)llr < allz —ylle

Et on dit que f est contractante si

Vo,y € B, |f(x) = fW)llr < llz = ylle.

Définition 1.7. (Point fixe de Picard) Soit E un espace de Banach et soit f : E — E une application.
On dit que f admet un point fixe s’il existe v € E tel que

f) = .
Théoréeme 1.2. [3] Soient £ un espace de Banach et f : £ — F une application strictement

contractante. Alors f admet un point fixe unique.

1.1.2 Topologie faible
Définition 1.8. (Convergence faible) Soit (x,,),en une suite de E et x un élément de E. On dit que
(@n)nen converge faiblement vers x et on note

T, — x dans F,
si

(z*,x,) — (x%,2), Va*e E*

La convergence forte ( i.e. la convergence au sens de la norme ||z, — x||y — 0 ) sera notée :

T, — xdans E.
Proposition 1.2. [6] Si la limite faible d'une suite (x,,),en existe, elle est unique.

Définition 1.9. (convergence faible-+) On dit qu’une suite ( f,)nen dans E* converge faible-x vers f
et on note
fn = f dans E*,
si
(fn,x) = (f,x), VxeE.
Proposition 1.3. Soit (f,)) une suite de E*. Alors
— Si f,, = f dans E* alors ||f,|| est bornée et || f|| < liminf || f,||.

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
sur un probléme elliptique non lineaire



1.2. LES ESPACES L(Q) 10

1.2 Les espaces L”({2)

Dans toute la suite, €2 est un ouvert de RY avecn > 1, etsoit1 < p < oo, on désigne par p*
. , , .1 1
I’exposant conjugué de p c’est a dire — + — =1
b D
1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.10. 1. Pour1 < p < oo, on pose

LY (Q) = {f : Q — R tel que f mesurable et/ |f(x)]” dz < +o0}
Q

1/p
1Flre = ( [t dx)

L) :={f:Q — R; fest mesurableet 3C >0 : |f(x)] < Cp.p.x € Q}

muni de la norme suivante :

2. Pour p = oo, on pose

muni de la norme :
£~y = supess |f(@)] = inf{C: |f(@)] < Cpp.z € Q).

Proposition 1.4.
1. Pour tout 1 < p < oo, (LP(S2), [|.[| s () est un espace de Banach .
2. Pour 1 < p < oo, l'espace L?(2) est séparable .

3. Pour 1 < p < oo, l'espace LP(Q2) est réflexif, et le dual de L*(Q) s'indentifie avec LP"((2), oil :
1 1

PP
4. Pourp =2, L*(2) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire

() oy = / f(@)g(z)dz,

1/2
Il = [ W@Pac)

. 1 1 1
Théoréme 1.3. (Inégalité de Holder généralisée) Soient p, q et r > 0 tels que — + — = — , alors pour
q
tous f € LP(Q) et g € LY(Q),ona fg e L (Q) et

dont la norme associée est

1fgllzr@) < I fllzo@llgllze) (1.1)

Sir = 1, cette inégalité s’appelle de Hélder.
Sir=1,p=q =2, cette inégalité s’appelle de Cauchy Schwartz.

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
sur un probléme elliptique non lineaire



1.3. ESPACES DE SOBOLEV 11

Théoreme 1.4. (Inégalité de Yaung) Soient a,b deux réels positifs. p > 1, alors

1 1 (b\" .
ab< —(ea)P + — | =) =ea? +C(e)?,
p D \¢€

pour tout € = € /p > 0.

Théoreme 1.5. (Convergence dominée de Lebesgue) Soit ( f,,) une suite de fonctions de LP(S2). On
suppose que :

1. fulz) — f(x) p.p.x €,
2. il existe une fonction g € LP(Q) telle que pour chaque n. : | f,(x)| < g(z) p.p. x € .
Alors

ferr©)et Tim ||fu— fll@ = 0.

1.3 Espaces de Sobolev

1.3.1 L’espace de Sobolev W"™P()

Soit 2 un ouvert de RY avec N > 1, on note par D(f2) 'espace des fonctions de classe C* a

support compacte inclus dans €. Pour un multi-indice o = (o, ..., ,) € NV, on note

olely,

DY = ——F—
dx{t...0xom’

la] = a1 + ... + ap,

et sont au sens des distributions.

Définition 1.11. Soient m € N, 1 < p < oco. L’espace de Sobolev W™P(2) est défini par
WmP(Q) = {u e LP(Q) : D*u € LP(),Va € N" : |a| < m}.

munit de la norme suivant :

3 =

ulysay = | 3 10wl
0<|al<m
Proposition 1.5. [6] L'espace W™P(Q) est :
— Un espace de Banach pour 1 < p < oo.
— Un espace séparable pour 1 < p < oo.
— Un espace réflexif pour 1 < p < oo.

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
sur un probléme elliptique non lineaire



1.3. ESPACES DE SOBOLEV 12

Définition 1.12. Pour tout 1 < p < oo, on définit les espace W """ (Q)comme I'adhérence de I'espace
D(Q2) dans WP (), on écrit :

m ——— WP ()
wrr@) =@ =

ue W(Q); 3(puken € D) : 1= @kllymna) —noroe 0}

Remarque 1.1. Pour p=2, on note H™(2) = W™2(Q)et Hy*(Q) = W7"*(Q). Ces deux espaces sont

des espaces de Hilbert avec le produit scalaire suivant :

<U,’U>Hm(Q) = Z (Do‘u,Dav>L2(Q),

0<|ce|<m
1
) 2
L2(Q)>

Théoréme 1.6. (Inégalité de Poincaré ) Soit 2 un ouvert borné de RN .Alors pour tout 1 < p < oo, il

et la norme associée :

ou
8:1:'2-

=1

N
2
[EA—— (Hu\lmm +)

existe une constante C' > 0 telle que
lull oy < ClIVUll gy » Yu € Wo(Q).

Autrement dit, sur W, " () la quantité | Vu| Lo(o €St une norme équivalente a la norme usuelle de
Whr(Q).

1.3.2 Dualité

Définition 1.13. On définit I'espace W=7 (Q), comme 'espace dual de W, 7" (Q), = + — = 1.

1
p*

e~

Autrement dit un élément f de W='7"(Q) est une forme linéaire continue sur Wy"(Q), et on note
par (., .) le crochet de dualité entre W='#"(Q) et Wy (Q). Et rappelons que

|(f, )|
I fllw-10@) = sup ————= sup |(f,v)],
vewir@) 1lwie@)  Jiellyrpq =1

et
(f,0) < Fllw-ror @ l0llwin), pour tout v e Wy (Q).
et par H='(Q2) le dual de H}(Q).
Proposition 1.6. (Caractérisation de W=7 (Q)) Soit F € W~17"(Q). Alors il existe

for frseees o € LP (),

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
sur un probléme elliptique non lineaire



1.3. ESPACES DE SOBOLEV 13

tels que pour tout v € W,*(Q) on a

_ ~ [0
(F,v)—Q/foer;Q/flaxi,

et

max || fi llze @)= 1 Fllw -1 )
Si (2 est borné, on peut prendre f, = 0.

Théoréme 1.7. (Formule de Green) Soit ) un ouvert de RN de classe C*. Alors pour tout u €
W2P(Q),v € WHP(Q)ona:

on

Q o0

/Auvdaj = @vds — /Vu.Vvdm.
Q

ot g—z(:c) = Vu(z).n(x).

n(x) : le vecteur normal unitaire et extérieur a de (2 en x.

1.3.3 Injections de Sobolev

Soit E, F' deux espaces de Banach.

Définition 1.14. On dit que E s’injecte dans F' de maniere continue.

Si l'injection canonique :
id: Ev— F
r+—id(z) =z,
est bien défini (i.e. E C F) et continue, et on note :
E — F|
de maniére équivalent, E — F'si :
30 > 0,ve € B [id(@) |, = |l < C ]l -

Définition 1.15. On dit que E s’injecte dans F' de maniére compacte.

Si l'injection canonique :
d: E— F
r+— id(z) =z,
est bien défini (i.e. E C F) et compacte, et on note :
E—_.F,

c’est a dire de toute suite bornée (x,,),, de E on peut extraire une sous-suite convergente dans F.

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
sur un probléme elliptique non lineaire



1.4. PROBLEMES AUX LIMITES ELLIPTIQUES 14

Théoréme 1.8. Soit 2 un ouvert de RN de classe C*', avec 92 borné, Soit 1 < p < 0. Ona

(. N 1 1
Q) sil<p<—, —=--"
m p* p N

m _ N
w 7P(Q) = Lq(Q)a Stp = Ea Vg = p,

, N
2 () sip>—,

avec injections continues.

Théoréme 1.9. (Rellich-Kondrachov). Soit 2 un ouvert borne de R™ tel que OS2 est de classe C* et
soit 1 < p < oo. Alors on a les injections compactes suivantes

’

1 1
L( ip< N, Vge[l,pfoit — =~ — —
() sip< N, Vq [,p[oup* '

D

WhP(Q) <, L), sip= N, Vg€ [l,+o0,

c() sip>N.
1.4 Problemes aux limites elliptiques

1.4.1 Théoréeme de Lax-Milgram

Le théoréme suivant sert a démontrer 1'existence de la solution pour les problémes ellip-

tiques linéaires.
Théoréme 1.10. Soit H un espace de Hilbert sur le corps R. Supposons que
a(u,v) : Hx H—R

est une application bilinéaire (forme bilinéaire), vérifiant les deux conditions suivantes

1. a est continue. C’est a dire il existe C > 0 :
la(u, v)| < Cllulll[v]l, Vu,ve H,
2. aest coercive. C’est a dire il existe o« > 0 :
a(u,u) > allul®>, Yu€ H,

Soit f : H — R une forme linéaire continue (i.e.f € H*). Alors il existe un élément unique v € H
tel que

a(u,v) = (f,v), Yve€ H.

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
sur un probléme elliptique non lineaire



1.4. PROBLEMES AUX LIMITES ELLIPTIQUES 15

1.4.2 La solutions faibles au probleme de Dirichlet

Considérons le probléme de Dirichlet

—Au+u=f dans, (12)
u=20 sur 052,
ou
N
0%*u
Au — --
“ — oz?’

o1 2 est un ensemble ouvert de R”, et f est une fonction donnée sur ).

Définition 1.16. La fonction u est une solution faible de la Probléme de Dirichlet|1.2|si u € W, ?(Q) et

/ Vu(x).Vu(x)dx + / u(z)v(x)dx = (f,v), Yve D). (1.3)
Q

Q

1.4.3 Régularité des solutions faibles

Théoréme 1.11. [2] Soit Q2 un ouvert borné de RN de classe C?. Soit f € L?*(2) et soit u € H} une
solution faible de[1.2} Alors u € H?(2) et

Iz 1 f 2@, (1.4)
ot C' est indépendant de f.

Théoréme 1.12. (Agmon, Douglis, Nirenberg [7]) On suppose que ) est ouvert borné et de classe C*
avec O borné . Soit 1 < p < oco. Alors pour tout f € LP(Q), il existe u € WP (Q) N W?P(Q) unique
solution de du probleme

—A = dans Q
utu=f ; (15)
u=20 sur O€).
De plus, on a
[ullw2r@) < Cllf e,
ot C' est indépendant de .
Si Q est de classe C™*2 et f € W™P(Q) (m > 1), alors
u € Wm+2’p(Q) et HuHWm+2,P(Q) < CHfHWm,p(Q).
Théoreme 1.13. (Voir [4],[1]) Soit f; € LP(Q2),i = 0,1, ..., N,p > N. Le probleme aux limite
A i gans 0
— = Jo+ ans {2,
p=ht 25, (1.6)
=0 sur 02,
S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs

sur un probléme elliptique non lineaire



1.4. PROBLEMES AUX LIMITES ELLIPTIQUES 16

a une solution faible unique p € H}(Q) N L>(Q) et

N
el o) < CZ 1 fill e (o) (1.7)

i=1
S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs

sur un probléme elliptique non lineaire



CHAPITRE 2

LES OPERATEURS D’UN ESPACE DE BANACH

Soient (X, ||.||x) un espace de Banach, X* son dual et (.,.) le crochet de dualité entre X* et

X. L'espace X* muni de la topologie faible-* est noté X

2.1 Notations et définitions
Soient X et Y deux espaces vectoriels. On note X x Y leur produit cartésien. Les éléments
de X x Y s’écrit [z,y], otz € X ety €Y.

Définition 2.1. Un opérateur multivoque de X dansY est un sous ensemble A C X x Y. De maniere
équivalente c’est une application A de X dans 2¥ := P(Y').

On définit aussi :

o L'imagedex: Az ={y €Y; [x,y] € A},

o Ledomainede A: D(A) ={zx € X; Az # ¢},
o Lerang ou l'image de A : R(A) = U,cp(a) A,
o L'inversede A: A~ = {[y,z]; [z,y] € A}.

Remarque 2.1. Nous identifierons A avec son graphe dans X x Y, i.e.
A=G(A) ={[z,y e X xY;y € Az}.
S’il n'y a pas de confusion, on dira seulement opérateur au lieu opérateur multivoque.
Notation 2.1. Soient A, B C X xY deux opérateurs multivoques. On introduit les notations suivantes :

M = {[z, \y]; [z,y] € A} AER,
A+ B={[z,y+z|; [z,y] € A, [z,2] € B},
AB ={[z,z2]; [z,y| € B, [y,2] € Ay e Y'}.

Alors on a les propriétés suivantes :
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2.2 Application de dualité
Définition 2.2. [10]On définit I'application de dualité J : X — 257 (ou 25" = P(X*)) par :
J(z) = {z* € X% (z,2") = ||z]|* = ||2*|]’}, VzeX. (2.1)
On définit aussi de I'application inverse J~' : X* — 2% par
JHa) ={ze X am € J(@)} = {z € X;|lzll = []"]], (w,2") = |lz[* = [|2"]’} . (22)
On a les propriété suivantes :

Propriétés 2.1. o Vx € X : J(x) est non vide (conséquence de théoreme de Hahn-Banach (voir
Breézis [2]) ).

e L'application de dualité J : X — 2% est un opérateur multivoque.

Définition 2.3. Soit (X, ||.||) un espace de Banach et A : X — X un opérateur.
A est dit demi-continu dans X, si pour toute suite (x,,)nen dans X qui converge fortement vers z, la
suite (A(zy,)nen) converge faiblement-* vers A(x) dans X* (ott Ax,, — Az dansX}).

Théoreme 2.1. [10] Soit X un espace de Banach.
o Sil’espace dual X* est strictement convexe, alors I'application de dualité J : X — X* est a valeur
unique et demi-continue.
o Sil’espace X* est uniformément convexe, alors I'application de dualité J est uniformément continu
sur chaque sous-ensemble borné de X.

Démonstration. 1. On montrer que si X * est strictement convexe alors J(z) est a valeur unique.

Pour tout x € X, J(x) est ensemble fermée convexe dans X*, car J(z) C 9B, ou B laboule
ouvert de centre 0 et de rayon ||z|| notée B(0, ||x||), on en déduit que si X* est strictement

convexe alors J(z) est un valeur unique.

2. On montrer que si X* est strictement convexe alors J(z) est demi-continue.

Nous savons que pour tout zy € X il existe un certain = € X*. Soit (z,) C X tel que
T, — T et J(z,) — x. (Parce que la boule unité de 1'espace dual est w*-compact (Yosida
[5]) ). On a (zf, o) = ||zo||* > ||z§||* car la boule fermée de rayon ||xo|| dans X* est faible

étoile fermée. D’ott ||zo||? = (x5, 7o) — ||z§||?. En d’autres termes zj, = J(z,), et donc
J(xn) — J(x0).

3. On montrer que si X* est uniformément convexe alors J(z) est uniformément continu sur

chaque sous-ensemble borné de X.

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
sur un probléme elliptique non lineaire
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Supposons maintenant que X* est uniformément convexe, et il existe des sous-suites

(un), (v,) dans X. Il suffit de montrer que les hypotheses
[[wnl], Jon]] < M, [[un = onl] = 0,[]J (un) = J(va)|| 2 € >0 ¥n=1,2,...,

conduire a une contradiction. Nous fixons z,, = u,||u,||™ et y, = v,||v,||7. Alors ||z, || =
llyn|| = 1. Clairement, on peut supposer sans perte de généralité que ||u,|| > a > 0 et
llon]] > >0 Vn,etona

—Yn = UnHUanl + UnHunHil - UTLHUTLH?1 + U”HU”Hil

= (= on)[[unl] ™"+ ([T = [Jonl| ") vn
de sorte que

1 = yull < llm = valllJual ™ + Tva[[ ]|~
< Nun = vallllunl ™ + i = vnllfJua]| ™

< 2l|un — val] un||

donc
|2 = ynll = 0
et
(J(@n) + I (Yn), 2n) = (J(@n), 2n) + (J(Wn)s Yn) = (J(Yn); Yn) + (J(Yn), Zn)
= llzal® + 11yal* + (J(yn), 0 — )
=2+ (J(¥n), 20 — Un)
>2— ||z, — yul — 2.
D’ou
1 1
@) = I(yall = 1 = Sllzn =yl Vo
Comme || J(z,)|| = ||J(yn)|| = 1 et 'espace X* est uniformément convexe, cela implique

 ~—

que lim,, oo (J(2,,) — J(yn)) =
D’autre part, ona J(u,) = J(Huonn) = ||un||J (zn), et J(v,) = ||vn]]|J (yn), On Obtient
I (un) = J(0n) = |[un||J (2n) + [|unl[T (yn) = [lun][T (yn) = [lonll (yn)
= [lunll (J(zn) = J(yn)) + ([unll = [lvall) T (yn)

de sorte que lim,,_,, (J(u,) — J(v,)) = 0 fortement dans X*. Contradiction.
0

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
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Lemme 2.1. Soit X un espace de Banach uniformément convexe. Si

T, — x et limsup ||z, || < ||z,
n—0

alors x,, — x quand n — 0.
La proposition suivante donne quelques exemples sur l'application de dualité :

Proposition 2.1. 1. X = H est un espace de Hilbert identifié avec son propre dual. Alors J = I,

'opérateur d’identité dans H.

Si H n’est pas identifié avec son dual H*, alors I'application de dualité J : H — H* est 'isomor-

phisme canonique A de H sur H*.

2. X =LP(Q), 00t 1 < p < oo et est un sous-ensemble mesurable de RY, I'application de dualité
de X est donné par

J(u)(2) = [u(@) " u(z)|[ul 7o), Yu € LP(Q),pp.a € Q (2.3)

U'application de dualité J de L*(S2) est a valeur unique (car LP(S2) est uniformément convexe pour

p>1).
3. X =LYQ),
J(u)(z) = {v € L(Q); v(z) € sign(u(x)). [|ullp1@), ppxeQ}
tel que
1 pour 1 >0,
sign(r) =< [-1,1]  pour r =0,
—1 pour 1 < 0.

4. X =WyP(Q),0it 1 < p < oo et Q est un sous-ensemble borné et ouvert de RN Alors,

"9 P=2 9y
J(“):_Zm( a%)II [ um)

Autrement dit, J : WyP(Q) — W=14(Q), ]lj + = =1, est défini par

ou
ox;

P72 9u v

) dx \|u||W1p @ TV E WyP(Q).

Démonstration. On montrer que J(u)(x) = |u(x)\p‘2u(:c)HuHi;f’Q)

J(u(@)) = {v € (L (Q)" = L" (Q); (v,v) = [|ullzs = [v]7,- }, Ve L(Q).

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
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on pose v = |u(z)[P~?u(z), on vérifie que v € LP (Q).Siu € LP(Q), on a

/WW%sz/wwwmz
Q Q

— [ urae,

Q

:/ |uPdz < 400,
Q

donc |ulP~?u € L*"(Q2). Et on a d’autre part :

UA%OLP%Q)xLuQ)==L/nh4p_2uud17==j/Ildpdx:= .
Q Q

Etona
| v ”Ii?’*(ﬂ): /Q [P dz = |[u[P"?ul” dz
— [(ury s
Q
— [ (o
Q
= [ |ulPdx
Q
= llullzr g
donc (v, u) Lo (@)xLr(2) = HUHZ)(Q) = HUHip*(Q)'
D’autre part, on a
(Nl 7Pv, w) = [ul P~ (0, w) = [Jul*.
N . — — 2—
Comme J est a valeur unique, alors J(u)(z) = |[u(z)[|* Pv(x) = |[u(z)[P"*u(z)||ul| (o) O

2.3 Opérateurs maximaux monotones

Soient X un espace de Banach et X* son dual.

Définition 2.4. L'ensemble A C X x X* (de maniére équivalente l'opérateur A : X — 2X7) est dit

monotone si
(1 — 2,51 — y2) >0, Vay, 19 € D(A), et Yy, € Axy, yo € Axs.

Définition 2.5. Un opérateur monotone A C X x X* est dit maximal monotone s’il n’existe aucun
opérateur monotone prolongeant strictement A (au sens de l'inclusion des graphes).

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
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Définition 2.6. Soit A : X — X* un opérateur a valeurs uniques avec D(A) = X.

o L'opérateur A est dit hémicontinu si, pour tout z,y € X,
A(x 4+ \y) — Az lorsque A — 0.
o A est dit coercive si

lim (z,, — 2, yn)Han_l = 00
n—oo

pour certains x° € X et tout [z,,,y,] € A tel que lim,, ., ||z,|| = co.

Proposition 2.2. Soit A C X x X* un opérateur maximal monotone. On a :
(i) A~' est maximal monotone dans X x X*,

(ii) Pour tout x € D(A), Ax est un sous-ensemble convexe fermé de X *.

Remarque 2.2. Si A est un opérateur a valeur unique de X a X*, alors A est monotone si

(1 — x9, Axy — As) > 0, Vxi, e € D(A).

2.4 Opérateurs m-accrétif

Définition 2.7. (Opérateur accrétif) Un sous-ensemble A de X x X (de maniére équivalente, un
opérateur a multivoque de Xa X) est appelé opérateur accrétif si :

v [xhyl]v [xz,yﬂ €A Jwe J(Il - 1‘2) : (yl - y27w) > 0. (2.4)

Définition 2.8. (Opérateur m-accrétif) Un opérateur accrétif A C X x X est dit m-accrétif si
R(I+A)=X. (2.5)
Ici, nous avons noté I I'opérateur identité dans X.

Remarque 2.3. Si X = H est un espace de Hilbert identifié avec son dual, alors la monotonie et
'accretivité sont équivalentes.

Définition 2.9.

o Un opérateur A C X x X est dit dissipatif si 'opérateur (-A) est accrétif et il est dit m-dissipatif si

'opérateur (-A) est m-accrétif.

o Un opérateur A C X x X est dit w-accrétif (w-m-accrétif), oit w € R, si A + wl est accrétif (respecti-
vement, m-accrétif). Un sous-ensemble A C X x X c’est-a-dire w-accrétif ot w -m-accrétif pour certains
w € R est appelé quasi-accrétif, respectivement quasi-m-accrétif.

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
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Lemme 2.2. [10] Soient x,y € X. Alors :
Jw e J(x): (y,w) >0 <= ||z|| < [Jz+ Ay||, VA>D0. (2.6)

Démonstration. Pour x = 0, c’est évident. Nous supposons = # 0 dans la suite. Si (y,w) > 0

pour certains w € J(z), alors par defintion de J(z), On a
(@ + Ay, w) = (z,w) + My, w) = 2> + My, w) > [|=]*,
donc
l2]* = (z,w) < (v + Ay, w) = [z + Myl[lw] YA > 0.
Comme ||w|| = ||z||, on obtient
]l < {2 + Ayl

Supposons maintenant que ||z|| < ||z + Ay|| pour A > 0. Pour chaque A > 0, soit wy € J(z + A\y)
et /i = wylwp]|7!. On a ||fi]| = 1 donc {f}r>0 est borné dans X*. D’ol pour une sous suite
notée encore f), 3f € X*: f\ = f dans X*. D’autre part

[z]] < |z + Myl = (x + Ay, fr) = (2, fr) + Ay, £r)
< [l 1Al + Ay, fr)
= ||zl + A (y, fr),

donc
O S )\ (ya f)\) y

il s’ensuit que
(yaf/\>207 A>0.

Dong, (y, f) = limy_0(y, fr) > Oet||z|| < (z, f). Car || f|| < liminfy | fi|| = 1, celaimplique que
lz|| = (z, f), || f]| = 1, et donc w = fl|z|], (z,w) = ||x||? implique que w € J(z), (y,w) > 0. ]

Corollaire 2.1. Les assertions suivantes sont équivalents
(a) A est accrétif,
() ||z1 — x| < ||lo1 — 22 + Moa — )|, Y[z, u) € A, i =1,2, et VA > 0.

Proposition 2.3. Si A un opérateurs accrétif, alors l'opérateur (I+\A)~! est a valeur unique et contrac-

tante. C’est a dire,

(I +XA) e — (T +XA) Yyl < |z —yll, YA>0,2,y€ R(I+\A). (2.7)

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
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Démonstration. D’apres la corollaire V(z;,y;] € Aona
21+ Ayr = (22 + M) [| = [Jar = 2ol <= |(1 + AA)zy = (I + AA)za|| = [y — o]
onposex; = (I + NA) 'z etzg = (I + NA) 25, donc
(I +XA) 2 — (T + XA) 2| < 21 — 2|

On montrer que (I + AA)~! est a valeur unique, on supposasse que vi,vs € (I + AA) 'y, on

obtient
o1 — ve| = ||(I +AA) Tt — (I + )\A)*luH <lu—ul| =0= v; = vg,
c’esta dire (I + AA)~! est a valeur unique. O

Définition 2.10. (Approximation des opérateurs accretifs)
Soit A C X x X un opérateurs accrétif. On définit les opérateurs Jy et Ay par

D= (I + M A) 'z, x € R(I + \A), pour tout X > 0, (2.8)

Ay = A" Ha — Jyo), x € R(I + \A), pour tout X > 0. (2.9)
A, s’appelle 'approximation de Yosida de A.

Proposition 2.4. [8] Soit A C X x X un opérateurs accrétif. Alors VA > 0 :
(@) || e — Ly l|<||z—vy|, Vo,y € R(I + \A), (i.e. J, est contractante).
(b) A, est accrétif et Lipschitzienne (avec une constante de Lipschitzienne 2\7").
(c) VYxe R(I+MA), Ayx € AJyx.
(d) [ Azl < |Az| = inf {[ly[|; y € Az} .
(e) Pourx € D(A)NR(I+ NA), alors limy_,o Jyz = .
Démonstration.

(a) soientz,y € R(I + AA),ona

[z = Jxyll = |1+ AA) "z — (I + AA4) My
< |lz —yl|, (car (I + A\A)~* contractant ).

(b) Soient x,y € D(A) et f € J(z —y). Alors

(Axz = Ay, ) = A7 (& = Dae), f) = A7 ((y = L), f)
=AYz -y, )= 2 (L — D), f)
> Al —yl* = A7 e — Syl
> Az =yl = A7z =yl =0,

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
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ot nous avons utilisé 2.9]et (a). Donc A, est accrétif.

On démontre que A, est lipschitzienne. On a

[Axz — Ayyl = [N @ — az) = A7y — )]
=A@ —y) = (ha — L)
<Az =yl + A7 D = Ayl
<Az —yl+ Az -y
<227z —yl.

Alors A) est Lipschitzienne.

(c) Soitx € R(I + \A), ety = Ayz = XYz — Jyz). Siu = Jyz, soit u + NAu = (I + NA)u > z, il
existe z € Auavecu + \z = .
Ainsiy = Ayz = XY o — L) =X u+ Az —u) =2 € Al

(d) Soity € Az otz € D(A)N R(I +AA).Onax = Jy(x + \y) et donc
[Axall = A7l = el = A7 [z + Ay) = Sl < A7 o+ dy =zl = |yl

Donc ||Ayz|| < infyea, |ly|| = |Az].
(e) Pour chaque x € D(A) N R(I + AA),ona

| e — || = A||Axz|| < A|Az| =0, X >0.
Dong, limy_,q Jyx = . O
Proposition 2.5. [10] Un ensemble accrétif A C X x Xest m-accrétif si et seulement si
R(I+XA) =X
pour tous (équivalent, pour certains) A > 0.
Démonstration. Soit A m-accrétif et soity € X, A > 0, arbitraire mais fixe. Alors, ’équation
r+ANx >y (2.10)

comme écrit

o (o) -
1
%—l— (1—X>x:x—|—Ax,
= (I + A)z,
S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
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v = (I +A)" (%+ (1—%)95)

comme J; = (I + A)~!, on obtient

v =J <%+(1—%)x)
On pose F(z) = J; (% + (1 - %) x)

(5 () 5 ()

comme J; est contractante (proposition2.4]), il vient

alors

|wun—ﬂ@m:\

7o) = Pl < 1= 5 oy — .

. 1 e
Donc I est strictement contractante avec o = ‘1 — X‘ < 1, alors par le théoréeme du point fixe

de Banach, nous concluons que I'équation a une solution pour 1/2 < A < +o0.

Maintenant, fixons )\, > 1/2 et écrivons "équation précédente comme

z=(I+ AA)™! <(1 - %) z+ %,) . (2.11)

Parce que Jy, = (I + \gA) ™! est contractante, cette équation a une solution pour A € (\y/2, 00).
En répétant cette étape n fois, on obtient que R(I + AA) = X pour tout A > % > 0.

Supposons maintenant que R(/ + A\A) = X pour certains Ay > 0. Alors, si nous posons
I’équation sous la forme Nous concluons comme avant R(I + AA) = X pour tout
A€ (No/2,00) et R(I + AA) = X pour tout A > 0. O

Corollaire 2.2. Soit A C X x X :
o A est m-accrétif si et seulement si pour tout X\ > 0 Uopérateur (I + NA)~! est contractante sur
tout X.
o A est m-accrétif si et seulement si, pour tous A > 0,

I(I+AA) e = (T + XAyl < Jlz —yll, 2,y € X.

Définition 2.11. Un sous-ensemble A C X x X
— Aest dit fermé si x,, — x, y, =y, et [x,,yn] € A,Vn € Nimpliquent que [x,y] € A.
— Aest dit demi-fermé s’il est fermé dans X x X, c’est-a-dire si x, — x, y, — y, et [T, yn] € A,
alors [z,y] € A.

S. Benmimouna Application de la theorie des operateurs m-accretifs
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Proposition 2.6. Soit A un ensemble m-accrétif de X x X. Alors Aest fermé et si A, € R, x,, € X tels
que A\, — O et

Tn — X, AN, Tp =Y pour n — oo, (2.12)

Alors [x,y] € A. Si X* est uniformément convexe, alors A est demi-fermé, et si

Tn = T, A\, T — Y  pourn — oo, (2.13)
Alors [x,y] € A.

Démonstration. On montrer que A est fermé, soient z,, — x,y, — y, et [z,,y,| € A. Car A est
accrétif, on a
|zn — ul] < ||x+ Ay — (w+ Av)||, V]u,v] € A, A > 0.

D’ou
|z —ul| < |lz+ Ay — (u+ )|, V|u,v]e A N>0,
Maintenant, A est m-accrétif c’est-a-dire R(/ + AA) = X, pour z = = + \y,
u,v) € Atu+Iv=2z=1x+ \y.
En substituant dans cette derniere inégalité, on obtient
lz = ull < llz+ Ay — (= + Ay)l| = 0

donc z = uetv = y € Az. Maintenant, si A, — 0 et z,, — z par la condition {Ay, x,} est
borné et

Ty — In, T = ApAx, Tn

pour A\, — 0
|20 = Ja,@ull = Aall[Ax, 20l = 0

donc Jy,x, — ,. D’apres la proposition 2.4 Ay, z,, € AJ), xy, :

Ay, xn =y
Ty — T

= AJ,,r, — Az, et A est fermé donc [z, y] € A.
On suppose maintenant que X* est uniformément convexe. Soient x,,, vy, tel que x, —

T, Yn — Y, [Tn, Yn] € A. A est accrétif, on a
(Yn — v, J(xp —u)) >0, Vu,v] € A,n € N*.
D’autres part, par la (théoréme J est continu sur X, par passage a la limite n — 0 on obtient

(y—v,J(@—u) >0, VYuv]eA.
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Sionprend [u,v] € Atelqueu+v=z+y,
—(z—u,J(x—u)) = —|lr—ul| =0

alors 0 < ||z —u|| < 0doncxz = uety = v. Dol [x,y] € A, et A est demi-fermé. La derniere

partie la méme maniere on a [z, y]| € A. O

Remarque 2.4. 1. Un ensemble m-accrétif de X x X est accrétif maximal. En effet, si [z,y] € X x X
est tel que

lo = ull < le+ Ay — (w+ X0, V0] € A A >0,

alors, en choisissant [u,v] € A tel que u + v = x + Ay, on voit que v = uet v =y € Ax.

2. Si X* est uniformément convexe, alors pour chaque v € D(A), nous avons la description algeé-

brique suivante de Ax
Ar={ye X;(y—v,J(x —u)) >0, Vu,ve A}.
En particulier, il s’ensuit que Ax est un sous-ensemble convexe fermé de X.

Proposition 2.7. Soit X et X* uniformément convexe et soit A un ensemble m-accrétif de X x X.
Alors :

(i) Axz — A%, Vo € D(A) pour X\ — 0. (Désignez par Ax I'élément de norme minimale sur Azx).

Démonstration. (i) Soit z € D(A). Comme le voit la proposition 2.4} || A\z| < |Az| = ||A%||,

VA > 0. Maintenant, soit A\,, — 0 tel que A,z — y, nous savons que y € Az, et donc
lim || Ay, ]l = [lyll = |4%]
n—oo

L'espace X est uniformément convexe, par conséquent, cela implique que Ay, .z — y =
A’z (Lemme[2.1). D’ott Ayz — A% pour A > 0.
O

Théoreme 2.2. Soit X un espace de Banach, A un ensemble m-accrétif de X x X, et soit B : X — X
un opérateur m-accrétif continue avec D(B) = X. Alors A+ B est m-accrétif.

Proposition 2.8. Soit X un espace de Banach avec un dual uniformément convexe X* et soit A et B
deux ensembles m-accrétifs dans X x X tels que D(A) N D(B) # ) et

(Au, J(Byu)) >0, VYA>0, ue D(A). (2.14)

Alors A + B est m-accrétif.
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Démonstration. Soit f € X et A > 0 étre arbitraires mais fixe. Nous approchons 'équation

u+Au+ Bu> f (2.15)

par
u+Au+ B> f, YA>0, (2.16)

ol B, est 'approximation Yosida de B, c’est
By=X'1—-(IT+AB)™).

Nous pouvons écrire 1’équation comme peut étre écrit sous la forme équivalente suivante

u = 1+LA (2 f+ ! (I +AB) 'u
B 1+ A 1+ 1+ A '

AN 1 »
onposeF(u)—(1+1_|_—)\A> (1+)\f+1+>\(l+)\B) u)

[1F(u) — F(v)|| =
A AR 1 B AN 1 B
= <1+1+—>\A) (1+)\f+1+)\(I+AB) 1u)—(1+1+—)\A> (1+Af+1+>\(I+AB) 1v>

< ( A [+ = (I+AB)—1u>—( A I+ ! (I+)\B)_lv>

)\ -1
, 1+ ——A est contractante
14+ A

1+ A I+ A 1+A I+ A

L+ N[+ AB)'u— (I +AB) "

<
<1+ N"Yu—v|, (1 +AB)"! est contractante).

Donc F' est strictement contractante, alors par le théoréeme du point fixe de Banach, a une solu-
tion unique uy € D(A).

Nous multiplions I'équation suivante
uy + Auy + Byuy > f, (2.17)
par J(Byu,), il vient
(ux, J(Byuy)) + (Auy, J(Byuy)) + (Byuy, J(Byuy)) 2 (f, J(Bauy))
d’apres la condition [2.14]et la majoration on a
1Bxuall® < I Bxusll + [usll [ Byuall, YA > 0.
alors

[Byull < [Lf[I + [Juall < Ci. (2.18)
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D’autre part, en multipliant2.17par J(u, — ug), ott ug € D(A) N D(B), ona
(’LL)\, J(UA — uo)) + (AU)\, J(UA — uo)) + (BAU)\, J(U)\ — Uo)) = (f, J(UA — Uo))
ou

(ux — g, J(ux —ug)) + (ug, J(ux — ug)) + (Auy — Aug, J(uy — ug)) + (Aug, J(uy — ug))
+ (Baux — Buo, J (ux — ug)) + (Bauo, J(ux — ug))
> (f, J(ux — o)),

car A et B, est accrétif et J application de dualité , on a
lux = oll* < lluollllux — woll + [[Auoll[[ux — woll + | Bxuol[lux — woll + [ 1llux — wuall,
on a d’apres le proposition 2.4] | Byuo|| < |Bu| et & € Auy.
[lux = uoll < fluoll + [[Auoll + [[Brxuoll + [IF]] < l[uoll + lloll + | Buol + [ ]I, ¥A > 0.
ce qui implique :
[uall < flux = ol + [luoll < Ca. (2.19)
De[2.18 etR2.19 0n conclut :
Jusll + [ Bauall < (C1 + Ca) =C, VA >0. (2.20)

Maintenant, on montrons que {u,} est une suite de Cauchy quand A — 0.

En effet, on a pour A, x> 0
uy — uy + Auy — Auy, + Byuy — Buu, 30
et en multipliant par J(uy — u,), il vient
lux — wul|* + (Auy — Ay, J(uy — u,,)) + (Buy — By, J(uy —u,,)), YA > 0.
Parce que A est accrétif, on a
ux — wul|? + (Baus — By, J(uy —w,)) <0, VA, pu > 0. (2.21)
D’autre part

(Bku)\ - Buuuv J(U)\ - uu))
> (Baux — By, J(ux —w,) = J((I+AB) " uy — (I + pB) ™ uy),
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parce que B est accrétif et Byu € B((I + AB) 'u). Parce que J est uniformément continu sur les
sous-ensembles bornés (Théoreme et par on pose

21 =uy — uy,
2o = (I + AB) 'uy — (I + puB) 'u,,
d’apres la propositionR.4on a ||J(z1) — J(z2)|| < [|z1 — 2|
21 — 22| = || (un — (1 + AB) " tuy) = (up — (I 4 puB) 'u,) ||

< lun = (I + AB)tuy|| + |Jup — (1 + pB) 'y |
= [[ABxual| + || nBuuy||

< C(A+ p).
Donc, pour A, i1 < %, alors C(A+p) <C (% + %) =, donc
21 = 22lly <0 = [[J(21) = J(22)[x- <€

[(Baux — By, J(X) = J(Y))[ < e[| Baux — Byl
< (Ce

Donc

lux —u,|| < Ce=¢.
Donc {u,} est une suite de Cauchy, comme X complet alors
uy — u dans X,

comme X* est uniformément convexe alors

Byuy — vy

f=Bauy—uy—f—-y—u=-z
Alors, par la Proposition2.6lonay € Bu, z € f — Bu —u = Au, et donc u est une solution
unique a I'équation [2.15| O
2.4.1 Exemples d’opérateurs m-accrétifs
Proposition 2.9. Soit Q2 un ouvert borné de R", et posons X = L?(2), on définit I'opérateur A par

Apu = —Au, Vu € D(A),
D(A) = W, P(Q) NnW2P(Q)  sil<p< oo.

Alors, A, est m-accrétif dans X.
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Démonstration. On montre que A, est accrétif. Vu,, us € D(A) et vy € Apuy, vy € Ajus,
Apuy — Apug = v1 — vg = —A(ug — ug),
il suffit de montrer d’apres la définition[2.7/que
(v1 — v, w) >0,

Pour certain w € J(u; — uz), comme LP({2) est strictement convexe alors J(u; — uz) prend une

seul valeur. Donc J(u; — us) = |lul — u2||Lp(Q w ol
w=|u; — uglpfz (ur —u2), Vug,us € D(A).
On obtient
(v1 — Vg, w) = (—Au,w) / A |uy — ug|P 7 (uy — ug)d,

et on a d’apres la formule de Green

—/QAu luy — o)’ (uy — up)dx = /QV(ul — ).V (Juy — uol’ " (uy — up))dz

- /Q (V (ur — z)m) [t — wafP% (11 — wz)ds.

Et comme w = 0 sur 05, il en résulte :

—/ Au|uy — usP? (uy — ug)da = / V(uy — ug).V(|Jug — ug|’ > (g — up))dz Yuy,uy € D(A,),
Q Q

etona
V(|U1 — U2|p_2 (U,l — Ug)) = V |U1 — U2|p_2 (u1 — Ug) + |U1 — U,Q|p_2 V(U,l — Ug)
—2 o
= V(<U1 — UQ)Q)%(U]_ — UQ) + ’Ul — Ug‘p 2 V(Ul — UQ)
p—2 Bt
= T ((u1 — U2)2) 2 V(Ul — u2)2(u1 — UQ)
+ ‘Ul — Ug’piz V(Ul — Ug)
= (p — 2) ]ul — ’U/Q‘p_4 (Ul — u2)2V ’Ul - IU/Q‘
+ |U1 — UQ|p_2 V(u1 - UQ)
= (p—1) lur — uaf"* V(uy — ),
donc
—/ Au|uy — s’ (uy — up)dx = (p — 1)/ lug — uol" 2 | V(uy — up) |* dz >0,
Q Q
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d’ou
(v1 — v, w) > 0.

C’est-a-dire Vp €]1, +ool, A, est accrétif.

Pour montrer que A, est m-accrétif il suffit de montrer que
R(I+A,) =L)<= VfelP(Q),Jue DA):u+Au=f

A est accrétif dans LP(£2), d’apres le théoreme onaque R(I + A,) = LP(2) et

Ixt HWQ»P(Q)OWOLP(Q)S C | Apu HLP(Q)v Vu € D(A). (2.22)
Par conséquent, A, est m-accrétif dans L({2). O
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CHAPITRE 3

APPLICATION DE LA THEORIE DES
OPERATEURS M-ACCRETIFS SUR UN
PROBLEME ELLIPTIQUE NON LINEAIRE

3.1 Opérateurs elliptiques semi-linéaires dans L?())

On considere le probleme de elliptique avec des conditions aux limites de homogenes de

Dirichlet suivant :

—Au + B(u) > f, p.p-dansQ, (3.1)
u=20 dans 012, '
ol ( est un graphe maximal monotone dans R x R tel que 0 € D(f3).
Soit 3 C LP(Q) x LP(Q2), 1 < p < oo, 'opérateur défini par
Blu(z)) = {v € LP(Q); v(z) € Blu(x)), pp.x € Q}, 32)
D(B) ={v € LP(Q2); Jv € LP(Q) so that v(z) € f(u(x)), p.p.x € N} . '
On voit facilement que f est m-accrétif dans LP(Q) x LP(Q) et
(I 4+ AB) ") =(1 4 A8) u(x), p.p.x € QA >0,
(Bau)(z) =Ba(u(z)), pp.x € ULA>0,u e LP(Q).
Le théoréme suivant donne un résultat d’existence de la solution du probleme
Théoreme 3.1. [10] Soit A : LP(Q2) — LP(S2) I'opérateur défini par
Au = —Au+ E(u), Yu € D(A),
D(A) = WEP(Q) nW2P(Q) N D(B(u)) sil<p< oo, (3.3)
D(A) = {ue W' (Q); Auec LX)} ND(E) sip=1.
Alors A est m-accrétif et surjectif dans LP((2).
Démonstration. La démonstration se fera en deux étapes :
Etape(1) : On montre que A est accrétif.
Soient uy,us € D(A) etv; € Auy, vy € Aus,
v, — Uy € Auyp — Aug = —A(Ul - Uz) + E(ul) - g(UQ) (34)

34
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Cas1.1< p<oo, X = LP(Q) et D(A) = WIP(Q)nW2P(Q) N D(B(w)) il suffit de montrer d’apres
la définition de 1'opérateur accrétif
(Ul — VU2, 'LU) Z 0

Pour certain w € J(u; — uz), comme LP((2) est strictement convexe alors J(u; — us) est prend

une seul valeur donc
w = ||u; — uz||§;(29)J(u1 —ug) = |uy — up|" % (uy — ug),  Vuy,us € D(A)
(d’apres la proposition 2.1)), on obtient
(01 = va,w) = (=Au,w) + (B(wr) = Blus), w),  Vuy,uz € D(A).

Ot encore sous la forme

/(vl —vg) Jug — u2\p_2 (uy — ug)de = — / A(uy — ug) Jug — Uz’p_2 (ug — ug)dx
Q Q

+ /(g(ul) - B(W) |uy — U2|p_2 (U1 — ug)dx.
Q
En utilisant la formule de Green, il en résulte

Il = — / A(Ul — UQ) |U1 — UQ|p_2 (Ul — UQ)dZL'
Q

- /QV(ul —ug).V(|u; — ug\p_2 (ug — ug))dx — /(V(ul — ug).m) |u; — uglp_z (uy — ug)ds

Q

Et comme w = 0 sur 012, il en résulte :

I, = / V(uy —ug).V(Ju; — ug\p_Q (up —ug))dz  Yui,ug € D(A)
Q

on a
V(Jur — ol (ur —us)) = (p = 1) Jus — uaf”™* V(g — ug)
donc
L= (p-— 1)/ = wl?? | V(ur — w) 2 dz > 0
etona )

o
I

(Bwn) = Bluz)) fes = wal?™ (11 = wz)da

(B(ur) = Blua)) |ur — ua|"™* (uy — ug)dz > 0.

I
S— 5

Car (3 est monotone, d’ ot

lur = |7, (6 (01 = 02, J (w1 —us)) = (p— 1) /(V(Ul —us))” uy — upl"* dar
Q

+ [ (Bw) = Bluw) = el (1 = o) > 0
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Cas2.p=1X = LYQ), D(A) = {u € W(Q); Au € L'(Q)} N D(B) considérons la fonction
7. : R = R définie par
1 pour 1 >¢€
Ye(r) =4q 0.(r) pour —e<r<e (3.5)

—1 pour 1 < —€.

0:(0) = 0,

_ 6(;(5) =Y,
0.(e) =1, et { (o) =
O.(—¢) = -1,

La fonction . est une approximation réguliére et croissante de la fonction a plusieurs valeurs

sign,
1 pour 1 >0,
sign(r) =< [-1,1]  pour r =0,
—1 pour 1 < 0.

Soit [u;, v;] € A,i = 1,2. Alors en multipliant I'équation [3.4par la fonction ~.(u; — uy) il vient :
(01 = 03,711 = 02)) = (=D = uz), 7el1 = w2)) + (Flur) = Blu), (1 = 02))
ou encore

(v1 — Vo, Ye(uy —ug)) = — /Q Auy — ug)ve(uy — ug)de

+ /(5(“1) — Bug))Ve(ur — ug)dx Ve >0
Q

En utilisant la formule de Green, on obtient pour tout u, us € D(A)

— / Auy — ug)ve(uy — ug)der = / V(uy — u2)V(ye(ug — ug))dx
Q Q
- [ (T ua)n. s~ wa)ds
80
Et on a par définition 7. (u; — uz) = 0 sur 0€), il vient :
—/ Auy — ug)ve(ug — ug)dr = / V(uy — ug)V(ye(ug — ug))dx
Q Q
= / V(uy — ug)V(uy — ). (wy — up))da
Q

- / V(s — ) 7wy — uz)d.
Q
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On en déduit

/Q(Ul — v2)Ve (w1 — uz)dz = /Q IV (uy — ) |* 4L (uy — us)da

+ /(5(“1) — Bu2))ve(ur — ug)dz, Ve > 0.
Q
Ona
uy —up =0 alors  (B(u1) — B(u2))ve(ug —uz) =0,
Si up —ug >0 alors  (B(u1) — B(uz)) > 0,7 (u; —ug) > 0,
up —ug <0 alors (B(u1) — Blug)) < 0,7:(u1 —ug) < 0.
Donc

[0 = vt = wa)do = [ 90 =) Pl = )

+ [ (3() = Bun)re(un = o) > Ve > 0.

D’autre part, on a

poure — 0, (v; —v9)Ve(ug —u2) — (v1 —v2)g  p.p.

et
|(01(2) = va(2))7e (wr (x) — ua(2))] < Jor(w) — vala)| € LY(Q).

D’apreés la théoréeme de convergence dominée de Lebesgue (voir la théoréme|1.5), on a

/ﬂ (v1(x) — va(2))g(a)de = lim [ (v1(2) — va(@) (s () — ug(a))da > 0.

e—0 Q

Et d’apres la proposition g € J(up — ug).||ug — “2”211(9) = sign(u; — ug), p.p. sur €, donc

/(v1 — vg)sign(uy — ug)dx = lim [ (v; — v)Ve(uy — ug)dx > 0.
Q

e—0 Q

D’ou A est accrétif.

Etape(2) : on montre que A est m-accrétif.

Cas 1.1 < p < oo. Notons pour 1 < p < oo, par A, 'opérateur —A avec le domaine D(A,)

Wy (Q) NW?P(Q). Nous avons déja vu que A, est m-accrétif dans L?(Q). Prouvons maintenant

que R(I + A, + 3) = LP(Q). il suffit de montrer d’apres la proposition 2.8/ que

(Ayu, J(Bau)) > 0.
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Par la formule de Green, pour tous A > 0 on a

(A, J(Ba)) = — / Awd (Bru)da

Q

_ / A By () [P~ B () [| B (u) |y )l

Q

— By [ Aus w260 36)

Q

= |‘§A(u)‘|i;€)9) /VUV (|ﬁ)\<u>’pi2ﬁ,\(u)) dx
= 1) 5 [ V(5P ))de = 0
Q

Nous concluons que R(I + A, + 3) = L(92), et d’apres le théoreme ona
| u ||W27P(Q)OW01”’(Q)§ C | Apu || 2o (), Vu € D(4,). (3.7)

D’ou A est m-accretif.
Pour prouver la surjectivité de A, + /3, on considére I'équation approchée

cu+ Ayu+Bu)s f,  e>0, feLr(Q), (3.8)

qui, comme on a vu précédemment (preuve de la proposition 2.8), 'équation [3.§ admet une
solution unique u., et u. = limy_,o u§ dans L?(2), ou1 u5 est la solution de I'équation d’approxi-
mation eu + Ayu + Ba(u) > f.

Par (Apus, v5),il s’ensuit que || A,u5 ||zr)< C, o1 C est indépendant de € et \. Donc, lorsque
A — 0, on obtient || A,u. ||r)< C, Ve > 0, qui, par estimation

| ue ||W2,p(Q)mW01»P(Q)§ C || Apue [|re(o)
implique que
{u.} est borné dans W2P(Q) N W, *(Q),

A,u. est borné dans LP((2),
B.(u.) est borné dans L?(12),

pour une sous suite notée encore {u.}, et on a W??(Q) <. LP(Q2) donc

Ue —u  dans W?P(Q),
Ue — u dans LP(Q),

Ayu.  — g dans LP(2),
B.(u.) — v dans LP(S).
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Comme la convergence dans L?({2) implique la convergence dans D’({2), alors

u.  — u dans D'(Q),
Au. — g dans D'(Q),
donc
Au. — Au dans D'(92),
Au. — g dans D' (Q).
Par unicité de la limite Au = g € L?(2). Donc

Ayu. — Apu dans LP(Q2).

Alors par Propositio onawv € fB(u), donc on déduit que u est la solution de I'équation
Ayu+ B(u) 3 f, Cesta dire u € W2P(Q) et

{ —Au+ fB(u) > f, p.p-dansQ, (3.9)

u=0 dans 9.

Cas 2. p = 1. On montre directement que R(A; + 3) = LY(), pour f € L'(Q), 'équation
admet une solution u € D(A;) = {u € Wy (), Au € LY(Q ()} (4 = —A avec le domaine
D(Al))-

Pour tout f € L'(Q), il existe une fonction f,, € D(Q) C L*(Q) telle que f, — f dans L'(Q).
Le probléeme

{ —Auy + B(up) 3 fn, dansQ, (3.10)

u=">0 sur 0f),

admet une solution unique u,, € H}(Q) N H*(Q).
Soit v, = f, + Au, € B(uy(z)), pp.x € Q. Par on suppose qu’il y a deux solution
Up, Uy, € Hg () N H(Q). Alors (u, — un) € Hg(2) N H?(2) est une solution faible 1’équation

Up = U = fro = fon + A(tp — un) € B(un(z)) — B(um(z)), p.p-x €

On multiplier I’équation par 6 € L>(f2) tel que 0(x) € sign(u)(x) p.p.z € 2, on obtient

/(vn(a:) — v (2))0(x)dx = /(fn( ) — fm(x))0(x)dx + / Au — U (2))0(z)dz.
Q 0 0
Comme —A est accrétif dans L!(Q) et 8 est monotone,

/QA(un(x) — Uy (2))0(x)dz <0,  Vup,u, € D(A).

/(vn(w) — v (2))0(x)dz < /(fn(w) = fn(2))0(x)dz
Q Q
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D’autre part, on a

{ pp.x €Y = {vy — v >0} O(ui(z) — us(x)) = 1,
pp.x€Q ={v, — vy <0}:0(u(x) —us(z)) = —1,

on obtient
/Q(vn(x) — O (2)0(z)dr = /m (U () — vy ())d + / —(vn(T) — vy (x))dx
:/Q]Un(x) — Uy () |dx.

Donc
/ 0 () — vm(@)]da < / Fal@) = fnl))de
Q 9]
Ona f, — f dans L'(2), donc

{ v, —v dansL'(Q), (3.11)

Au, — ¢ dans L'(Q).

Soit maintenant h; € L?(2),i = 0,1,..., N,p > N. Ensuite, d’apres le théoreme le probleme

aux limites suivant

—Ap=h +%ahi dans
PN Lo, ’ (3.12)
=0 sur 0S,
admet une solution unique ¢ € H}(Q) N L>() et
N
lollzoey < O Mlhill oy, hi € LP(R). (3.13)

i=1

En multipliant I’équation par U € H}(Q), il vient

N
oh;
— Agp.llfdx:/h\lfdx+§ /\p “de YU € H} Q).
/Q Q " i—1 /9Q O o(%)

)

En utilisant la formule de Green, on obtient pour tout ¥ € H}(12)

dp al v al
V@.V\I!dx—/ —V\Ifds:/h Udr — /hi—der / h; U.nds YU € H(Q),
/Q a0 0N Q " 121 o Oz 121 le) o(€)

etona V¥ = 0sur 91, il en résulte

al o
/V@.V\Ifdx:/ho\lfd:c—Z/hi
Q Q i1 /O

%)
o, dr YU € Hy(Q). (3.14)
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En posant ¥ = u,, dans on obtient, par la formule de Green,

/gpAundx—/Vgo Vundx—/houndx Z/ gun
‘,L‘Z

et, par conséquent, par

N
<O lhill | Al 1 0

i=1

Car {h;}Y, C (L?(Q))N*! sont arbitraires, nous concluons que la suite

u, Qi Oun 1T
" (93[;1 R amN n=1

1 1
est borné dans (L?(Q))V*1, = + = = 1. Par conséquent,
p q

||u7l||W1!q(Q) < C||un||W01’q(Q)

< C sup (un, U)Wol’q(Q)xW*lvP(Q)

flvll=1
ns P
< C'sup u hdm—Z/ 8u"h-dac
= 0 n-1t0 = 0 (9:1:'1 7

N
<O hillre 1Al i)

=1
< Cllvllw-12@) | Aun | 1(0)

< C'sup

)

Alors

N
P < .
p—1 N-1

tn|[wra@) < CllAup L), avecl < q= (3.15)

Dong, {u,} est borné dans W'?(Q) comme W7 <, L'(Q), on a pour une sous suite. Alors

U, — u dans Wh(Q) (3.16)
u, — u dans L'(Q).
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Alors

u, — u dans D'(Q),
par [3.11]

Au, — & dans D'(Q),

donc

Au, — Au dans D'(Q),
Au, — & dans D'(Q).

Par unicité de la limite Au = ¢ € L}(2), donc
Au, — Au  dans L'(Q),

et parce que l'opérateur 3 est fermé dans L'(€) x L'(2) on voit par et que v(z) €
Bu(z)), p-p. x € Q, etu € Wy Q). Donc R(A) = L'(Q) et en particulier, A est m-accrétif.
Nous avons donc prouvé le résultat d’existence suivant pour le probleme aux limites ellip-

tiques semi-linéaires dans L'((2). O

Corollaire 3.1. Pour tout f € LP(§2), 1 < p < oo, le probleme aux limites

{ —Au+ B(u) 3 f, p.p. dans Q,

(3.17)
u=20 dans 0,

admet une solution unique u € W, (Q)NW??(Q). Si f € L*(Q), alors u € W, () avec Au € L*(R),
1 < q < N/(N —1). De plus, l'estimation suivante :

lullyro < Cllflley,  VF € Q) (3.18)
En particulier, A, est m-accrétif dans L'(Q), D(A;) C W, 4(Q), et
||UHW01<1(Q) S CHAUHLI(Q), Yu € D(Al) (319)

Remarque 3.1. On déduit de la démonstration précédente que le théoreme3.1|et le corollaire[3.1| restent

vrais pour les opérateurs elliptiques du second ordre linéaires plus généraux A, sur Q.

3.2 L’équation des milieux poreux dans L'(Q)

On considere 1’équation de milieux poreux suivant

u+ Au> f, p.x € €,
foopp (3.20)
u=20 sur 0f.
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Dans 'espace X = L'(Q), on définit 'opérateur A comme suivant :

{ Au = —AB(u), Vue D(A), (3.21)

D(A) = {u € LY(Q); B(u) € Wy (Q), AB(u) € LY(Q)},

avec [ est un graphe maximal monotone dans R x R tel que 0 € 5(0) et 2 est un ouvert borné
et régulier de R”. Plus précisément A C L'(Q) x L'(Q) est défini par

A= {[u, —Anl,u e L'(Q),n € Wy (Q), An € L'(Q),n(z) € Blu(x)),ppr eQ}.  (3.22)
On a le résultat d’existence suivant :

Théoréme 3.2. L'opérateur A est m-accrétif dans L'(Q) x L* (). Autrement dit le probleme admet
une solution.

Démonstration. 1. On montrer que A est accrétif. Soient u,v € D(A) et soit 7. : R — R une

approximation réguliere de sign définie par

1 pour 1 > €,
Ye(r) = ¢ 0.(r) pour —e<r<eg, (3.23)

—1 pour 1 < —€.

Ou b, € C*([—¢,¢]), 0. > 0 sur (—¢,e),

95(O> = 07

_ 0.(e) =0,
0-(e) =1, et { 0 (—e) =0
0.(—¢) = —1,

On va montrer que

Alors, on a

(Au — Av,v.(B(u) — B(v))) = / (Au — Av) 7. (B(u) — B(v))dx, pour toutu,v € D(A)

Q

En utilisant la formule de Green, on obtient pour tout u,v € D(A)
/ (Au — Av)7.(B(w) — B(v)) = / “A(Blu) — B(0)) 7 (B(u) — Bw))da
Q Q
- / Y (B(u) — B()) Vr.(B(u) — B(v))da
[ Y (B) - B0))m) (1:(B(u) — B))) ., ds

oN
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on a par définition v.(8(u) — B(v)) = 0 sur 09, il vient :

/ (Au — Av)7.(B(u) — B(v)) = / V (B(u) — B(v)) Ve (Blu) — B(v))da
Q Q
= [ 19 (3t) = B 4. (3t0) ~ B(w))do 2 0

On aquand € — 0, 7.(t) = £(t) € sgn(t), Vt € R. Dot . (B(u(z)) — B(v(z)) — &(z) €
sign (B(u(z)) — f(v(z))), p-p. dans Q. En appliquant le théoreme de convergence dominer,

on peut passer a la limite dans 1'inégalité ci-dessus, et on obtient

/ (Au — Av) &dx > 0.
0

D’ou A est accrétif.

2. On montrer que R(I + A) = LY(Q). Pour f € L'(2), on démontre que 1'équation
u+ Au > f,
admet une solution, alors I'équation précédente est équivalente a
B Hv) = Avs fsurQ, ve W, (Q),Ave LY(Q). (3.24)

D’apres le corollaire I'équation admet une solution v € W, (Q), Av € L'(Q),
1<g¢<N/(N-1).
[l
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons étudié 1'existence un probleme aux limites elliptique semi
linéaire dans les espaces L*((2) et I’équation des milieux poreux dans L'(£2). La méthode de la

résolution s’appelle la méthode des opérateurs m-accrétifs.
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Résumé

Dans ce mémoire, on s'intéresse a 1’étude d"un probléme elliptique avec des conditions aux

limites de homogenes de Dirichlet.

—Au+ p(u) > f, p.p.dansQ,
u=>0 sur 052,

ol 3(u) un graphe maximal monotone dans R x R, et Q un ouvert borné de R".

A l'aide de la théorie générale des opérateurs m-accrétifs non linéaires dans les espaces de
Banach avec des applications a nous répondons a la question d’existence de la solution des
problemes aux limites elliptiques non linéaires dans les espaces L?((2).

Mot clés : Espace de Banach, opérateurs m-accrétifs, problemes aux limites elliptiques non

linéaires, ...
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Abstract

In this memoir, We are interested in the study of a elliptic problem with boundary conditions
of homogen Dirichlet.
—Au+ p(u) > f, p.p.in
{ u=>0 on 0,

let 3(u) be a maximal monotone graph in R x R, and 2 is a bounded and open subset of R”.
Using the general theory of nonlinear m-accretive operators in Banach spaces with applica-
tions to we answer the question of existence of the solution of nonlinear elliptic boundary value
problem in LP({2) spaces.
Keywords : Banach spaces, m-accretive operator, nonlinear elliptic boundary value pro-

blem, ...
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