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Résumé:
Ce mémoire de master en analyse mathématiques et numèriqus inscrit dans le cadre des

problèmes d�Euler pour un �uide incompressible dont on presente quelques propriétés des

�uides et on parle sur les deux discriptions qui decrivent les mouvements des �uides. Ainsi

on introduit la dynamique pour des �uides incompressible et non visqueux.
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Notations
M : masse du �uide (kg).

V : volume du �uide (m3).

� : masse volumique (kg/m3).

$ : Poids volumique (N/m3).

v : Volume massique(m3/kg).

d : densité.

� : La viscosité cinématique.

a : l�accélération par rapport au référentiel galiléen(O:x:y:z).

F : la densité volumique de force.

� : coe¢ cient de compressibilité (m2/N)

dV : variation de volume (m3)
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Introduction

La mécanique des �uides est un domaine très vaste , nécéssaire pour la nouvelle technologie

et l"ingénérie. Il est la science des lois de I�écoulement des �uides. Elle est la base du

dimensionnement des conduites de �uides et des mécanismes de transfert des �uides. C�est

une branche de la physique qui étudie les écoulements de �uides c�est-à-dire des liquides et

des gaz lorsque ceux-ci subissent des forces ou des contraintes. Elle comprend deux grandes

sous branches:

Propriétés des �uides et description du mouvement.étude l�etat des �uides.

-la dynamique des �uides qui étudie les �uides en mouvement. Comme autres branches

de la mécanique des �uides.

Le problème de déterminer la surface libre d�un écoulement bidimensionnel d�un �uide

parfait, devant un obstacle est considéré. Le problème classique de l�écoulement aérody-

namique d�un �uide parfait a été étudié par beaucoup d�auteurs.

Des travaux antérieurs dans ce secteur sont caractérisés par l�utilisation la méthode de

hodographe peuvent être trouvés dans le travail de Birkho¤et Zarantonello (1957), Gurevich

(1965) et Woods (1961).

Dans ce travail on s�intéresse à l�étude d�un écoulement devant une plaque verticale. Et

on suppose que l�écoulement est potentiel, bidimensionnel d�un �uide incompressible et non

visqueux, à surface libre où les e¤ets de gravité sont négligés. Notre but est de trouver la

forme de la surface libre formée de cet écoulement
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Introduction

Ce mémoire comprend trois chapitres:

Le premier aborde les Propriétés Des �uides et Description du mouvement

Le deuxieme présente la dynamique des �uides incompressibles parfait: des équations

de base (équation de continuité, lignes et fonctions de courant), détermination des écoule-

ment potentiels bidimensionnels d�un �uide incompressible et la transformation de Schwartz-

Christo¤el.

Le troisiemme donne la résolution analytique de problème posé en négligeant les e¤ets

de tension de surface et on pose que l�écoulement est uniforme à l�in�ni. .Cette technique

dite la théorie des lignes de courant libres. Et on se termine se travail par une conclusion

générale.
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Chapitre 1

Propriétés Des �uides et Description

du mouvement

1.1 Les Fluides incompressibles

Un �uide est dit incompressible lorsque le volume occupé par une masse donné ne varie pas

en fonction de la pression extérieure .Les liquides peuvent ètre considérés comme des �uides

incompressible(�eau. huile .etc )

1.2 Dé�nition d�un �uide

On appelle �uide un corps qui n�a pas de forme propre et qui est facilement déformable.Les

liquides et les gaz sont des �uides, ainsi que des corps plus complexe tels que les polymères

ou les �uides alimentaires.Ils se déforment et s�écoulent facilement. Un �uide englobe prin-

cipalement deux états physiques : l�état gazeux et l�état liquide.
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1.3. Système d�unités

1.3 Système d�unités

Les unités de mesure utilisées dans ce document sont celles du système international (SI).Les

unités principales de ce système sont rassemblées dans le tableau suivant:

Tableau : Principales unités dans le système international (SI):

Longueur Masse Temps Pression force Energie Puissance

Mètre Kilogramme Seconde Pascal Newton Joule Watt

(m) (Kg) (s) ( Pa) ( N ) ( J ) ( W )

L M T ML�1T2 MLT2 ML2T2 ML2T3

1.4 Propriétés des �uides

Tous les �uides possèdent des caractéristiques permettant de décrire leurs conditions physiques

dans un état donné. Parmi ces caractéristiques qu�on appelle propriétés des �uides on a :

1.4.1 compressibilité

La compressibilité est le caractère de variation de volume de �uide avec une variation de

pression (dp), le volume de �uide subit une diminution de volume (dV).

L�augmentation de pression entraine une diminution de volume.

Le coe¢ cient de compressibilité est :

� = dV=V
dp

= � dV
dpV

(pa�1) ; (m2=N)

1.4.2 Masse volumique et densité

a)Masse volumique : La masse volumique d�un �uide est la masse de l�unité de volume de

ce �uide. Elle s�exprime en kg/m3:

Les �uides sont caractérisés par leur masse volumique.

� = Masse
V olm

= M
V
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1.4. Propriétés des �uides

M : masse du �uide (kg)

V : volume du �uide (m3)

� : masse volumique (kg/m3)

Fluides mercure eau de mer eau pure huile essence butane air

� (kg/m3) 13600 1030 1000 900 700 2 1.293

b) Densité: Elle mesure le rapport de la masse volumique du �uide rapportée à un

corpsde référence. C�est une grandeur sans unité dé�nie par :

d = �
pref

Le corps de référence dépend de l�état physique du corps.

Eau : pour les solides et les liquides.

Air : pour les gaz.

Exemple 1.4.1 deau =
1000
1000

= 1

dessence =
700
1000

= 1

Les liquides sont caractérisés par une masse volumique relativement importante:

�liquide � �gaz

Pour les gaz, la masse volumique dépend de la température et de la pression.

1.4.3 Poids volumique

Il représente la force d�attraction exercée par la terre sur l�unité de volume, c�est-à-dire le

poids de l�unité de volume.

$ = G
V
= Mg

V
= �V g

V
=) $ = �g (N=m3)
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1.4. Propriétés des �uides

1.4.4 Volume massique

C�est le volume qu�occupe l�unité de masse d�une substance, c�est l�inverse de la masse

volumique.

� = V
M
= V

�V
= 1

�
(m2=kg)

1.4.5 Viscosité

La viscosité d�un �uide est la propriété de résister aux e¤orts tangentiels qui tendent à faire

déplacer les couches de �uide les unes par rapport aux autres.Lorsque le �uide se déplace en

couches parallèles; le facteur de proportionnalité est le coe¢ cient de viscosité dynamique,(�)

et on écrit alors:

� = �d�
dy

La viscosité cinématique,v , est dé�nie comme étant le rapport entre la viscosité dy-

namique et la masse volumique.

v = �
�

Dans le système SI, l�unité de la viscosité dynamique est le (Pa:s) ou (kg=ms) ou Pl:

Pa:s : Pascal seconde

Pl : Poiseuille avec 1Pa:s = 1Pl = 1 (kg=ms)

Dans le système CGS l�unité est le Poise (Po) avec 1Po = 10�1Pl

Dans le système SI, l�unité de la viscosité cinématique,v , est le(m2=s);dans le système.CGS

l�unité est le stockes où 1stokes = 1(cm2=s) = 10�4(m2=s):
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1.5. Description du mouvement

1.5 Description du mouvement

1.5.1 Description Lagrangienne

Le point de vue de Lagrange consiste à considérer une particule bien dé�nie comme un point

matériel et à caractériser le mouvement par ses positions successives.Ceci nécessite donc

que l�on identi�e la particule qui est considérée Le déplacement est exprimé en fonction des

variables matérielles par :

��!
OM = x (t; x0; y0; z0)

�!
i + y (t; x0; y0; z0)

�!
j + z (t; x0; y0; z0)

�!
k

(x0 + y0 + z0) sont les coordonnées d�un point représentant la position du point matériel

à l�instant t = t0 Le vecteur vitesse est dé�ni comme le taux de variation du vecteur

déplacement:

�!v = @x
@t
(t; x0; y0; z0)

�!
i + @y

@t
(t; x0; y0; z0)

�!
j + @z

@t
(t; x0; y0; z0)

�!
k

et le vecteur accélération par:

�!
 = @vx
@t

�!
i + @vy

@t

�!
j + @vz

@t

�!
k

1.5.2 Description Eulerienne

Les variables(x; y; z)sont les coordonnées d�un point représentant la position du point matériel

à l�instant t. Avec cette description, on peut étudier l�état actuel du milieu sans s�intéresser

à une particule matérielle déterminée.

La di¤érence entre les deux descriptions est donc, que du point de vue de Lagrange ,on

décrit les variations de la vitesse, de l�accélération, de la température,. . . d�un point

matériel particulier,alors que selon le point de vue d�Euler, on décrit ces mêmes quantités

dans une région spatiale donnée sans individualiser les particules matérielles. C�est cette

dernière description qui est la plus utilisée en mécanique des �uides.
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1.6. Lignes Fluides

1.6 Lignes Fluides

1.6.1 Trajectoires

Dé�nition 1.6.1 1.6.1

On appelle trajectoire la courbe orientée décrite par une particule au cours de son mou-

vement, c�est-à-dire l�ensemble de ses positions occupée successivement enter deux instants

(Figure 1).les trajectoires s�obtiennent en intégrant le système di¤érentiel suivant au cours

du temps:

dx
�(x;y;z;t)

= dy
�(x;y;z;t)

= dz
!(x;y;z;t)

= dt

Les trajectoires permettent de visualiser le champ de vitesse en mode de Lagrange.

1.6.2 Lignes de courant

Dé�nition 1.6.2 Dé�nition 1.6.3 Dé�nition 1.6.4 1.6.2

Une ligne de courant à l�instant t est une courbe tangente à l�instant t au vecteur vitesse

en chacun de ses points (Figure 2). Dans le cas général, les lignes de courant sont di¤érentes

des trajectoires.Les lignes de courant sont donc les intégrales du système di¤érentiel.

dx
�(x;y;z;t)

= dy
�(x;y;z;t)

= dz
!(x;y;z;t)

1.6.3 Lignes d�émission

Dé�nition 1.6.5 1.6.3

Une ligne d�émission relative à un point M , est l�ensemble des positions à l�instant t des

particules qui sont passées ou qui passeront par le point M (Figure 3).
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Chapitre 2

Dynamique des �uides

incompressibles parfaits

2.1 Notion de �uide parfait

Un �uide est dit parfait si les forces de frottement sont nulles (pas de viscosité). De manière

plus générale, presque tous les �uides sont visqueux, mais dans certaines con�gurations

d�écoulement, les �uides réels peuvent se comporter comme des �uides parfaits.

Eau, air, hydrocarbures......

2.2 Equation de mouvement

On a deux types de forces qui agissent sur une particule d�un �uide qui sont :

� Forces intérieures entre moléculaires: elles sont opposées deux à deux donc leurs ré-

sultantes sont nulles.

� Forces extérieures: sont des forces de volume ou des forces de surface.

La forme de l�équation qui gouverne le mouvement d�une particule de �uide dépend des

forces que l�on doit considérer.

9



2.2. Equation de mouvement

Comme équation, on a:

�
d
�!
V

dt
=
1

#

X�!
F ext

D�où

�

 
d
�!
V

dt
+ (
�!
V :r)�!V

!
=
1

#

X�!
F ext:

2.2.1 Equation d�Euler

Soit # un domaine délimité par une surface S. Ce volume est soumis à l�e¤et de aa

résultante des forces surfaciques

qui est donnée par la formule suivante

�
ZZ
S

P�!u�ds:

:

Où P est désigne la pression.

Par la transformation de l�intégrale de surface en une intégrale de volume on obtient:

�
ZZ
S

p�!u�ds = �
ZZZ

#

��!
gradPd#:

Cette formule montre que l�élément de volume du �uide est soumis à la force (
��!
gradP )

exercée par le �uide en contact .Dans le cas où on ne considère que les forces surfaciques,

l�équation de la balance des forces s�écrit alors:

ZZZ
#

�

 
d
�!
V

dt
+ (
�!
V :r)�!V

!
d# = �

ZZZ
#

��!
gradPd#;
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2.2. Equation de mouvement

et comme le domaine étant arbitraire, on aura donc:

�

 
d
�!
V

dt
+ (
�!
V :r)�!V

!
= ���!gradP;

Lorsque le �uide est placé dans un champ ( champ de pesanteur, champ magnétique,...,

etc ), chacun de ses éléments de volume est encore soumis à la force
�!z champ.

Cette force doit être ajoutée au second membre de l�équation (1-3) de sorte que

l�équation (1-3) doit s�écrire sous la forme:

�

 
d
�!
V

dt
+ (
�!
V :r)�!V

!
= ���!gradP +�!F champ

Cette equation est nomée l�équation d�Euler.

2.2.2 Equation de Bernoulli

Si les forces de volume dérivent d�un potentiel +
�!
F champ =

��!
grad' et à partir de l�équation

d�Euler pour un �uide incompressible et parfait, On a:

�

 
d
�!
V

dt
+ (
�!
V :r)�!V

!
= ���!gradP +��!grad'

En utilisant l�identité vectorielle:

(
�!
V :
��!
grad)

�!
V =

��!
grad(

V 2

2
) + (

�!
V �r)��!�V

Ce qui nous donne:

d
�!
V

dt
+
��!
grad(

V 2

2
) + (

�!
V �r)��!�V = �1

�

��!
gradP +

��!
grad'

Donc:
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2.2. Equation de mouvement

@
�!
V

@t
+
��!
grad(

V 2

2
+
P

�
� ') + (

�!
V �r)��!�V = 0

Comme on le cOnnait que la forme du vecteur tourbillon set donnée par:

�!
rot
�!
V =

�!r ��!V

Dans le cas d�un écoulement permanant (un écoulement du �uide est dit stationnaire ou

permanant lorsque le vecteur vitesse
�!
V reste constante dans le temps en importe quel point

de l�espace occupé par le �uide ). C�est à dire:

@
�!
V

@t
= 0

L�équation (1-4) s�écrit:

@
�!
V

@t
+
��!
grad(

V 2

2
+
P

�
� ') + (

�!
rot
�!
V )
��!�V = 0

Sur une ligne de courant de vecteur unitaire �!s , on a:

@

@s
= �!s :��!grad

�!s :��!grad(V
2

2
+
P

�
� ') +�!s :(�!V �r)��!�V = 0

Comme �!s : et �!V sont colinéaires.

Alors:

�!s :(�!V �r)��!�V = 0

Ainsi, on a:

12



2.2. Equation de mouvement

�!s :��!grad(V
2

2
+
P

�
� ') = 0:

On a alors:

V 2

2
+
P

�
� ' = K;

K est le long d�une ligne de courant.

En générale, la constante K change avec la ligne de courant.

Les forces de volume se réduisent le plus souvent à la seule force de pesanteur.

Dans ce cas, on a:

V 2

2
+
P

�
+ gy = K;

cette equation est nomée equation de bernoulli:

2.2.3 Ecoulement irrotationnel

Dans un écoulement si on considère que le �uide comme non visqeux, l�écoulement est dit

irrotationnel et on a alors la condition:

�!

 =

�!
rot
�!
V = 0

�!

 représente le vecteur de rotation ou de vorticité.
�!

 est, par dé�nition , nul pour un écoulement irrotationnel.

Cette condition apporte des simpli�cations importantes dans les équations du mouve-

ment.
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2.3. Ecoulement potentiel bidimensionnel d�un �uide incompressible:

2.2.4 Ecoulement potentiel

On rappelle qu�un écoulement irrotationnel a été dé�ni à partir de l�équation (1-6).

On rappelle aussi qu�en mathématique une fonction dont le rotationnel est nul, peut être

toujours représentée par le gradient d�une fonction scalaire, car on a toujours:

�!
rot
���!
grad'

�
= 0:

On peut donc réduire:

�!
V =

��!
grad':

' représente la potentielle de vitesse.

On déduit que, du à l�existence d�une fonction potentielle, les écoulements irrotationnels

sont dit potentiels.

2.3 Ecoulement potentiel bidimensionnel d�un �uide

incompressible:

La forme de l�équation de continuité pour un �uide incompressible est donnée par:

div
��!
V
�
= 0

En renplaçant cette équation dans la dé�nition du potentiel de vitesseon trouve:

r(r') = 0:

Alors:
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2.3. Ecoulement potentiel bidimensionnel d�un �uide incompressible:

r2' = 0:

Soit:

�' = 0:

� indique le Laplacien et r l�opérateur gradient.

On dit q�un écoulement est bidimensionnel si le vecteur vitesse est parallèle à un plan

�xe. Dans ce cas l�équation du potentiel de vitesse se réduit à:

@2'

@x2
+
@2'

@y2
= 0

Et ' étant une fonction potentielle continue à deux variables, alors il existe une fonction

 dite fonction potentielle conjuguée ou fonction de courant qui véri�e:

u =
@ 

@y
; v = �@ 

@x

On a aussi pour le potentiel de vitesse:

u =
@'

@x
; v =

@'

@y

En identi�ant ces deux systèmes d�équations, on aboutit aux relations suivantes entre '

et  :

u =
@ 

@y
=
@'

@x
; v = �@ 

@x
=
@'

@y

Ces équations sont connues comme celles de Cauchy-Riemann, qui nous permettent de

déduire que ' et  sont uniformément di¤érentiables dans le domaine de l�écoulement et
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2.4. Théorie de la variable complexe

qui permettent aussi de trouver le potentiel de vitesse à partir de la fonction de courant ou

inversement.

2.4 Théorie de la variable complexe

Des solutions générales pour des écoulements potentiels bidimensionnels de �uide incom-

pressibles existent à base de résolutions mathématiques de l�équation de Laplace.

Cependant, on notera surtout, que la théorie de variables complexes o¤re une méthode

très puissante pour l�obtention de solution de l�équation de Laplace.

Au lieu de considérer ' et  comme étant des fonctions de x et y, on utilise une nouvelle

variable z, qui représente la variable complexe z = x+ iy.

Dé�nissons, maintenant, une fonction f qui a pour argument z

f(z) = f(x+ iy) = '(x; y) + i (x; y):

Cette fonction sera analytique dans le domaine de l�écoulement, de plus:

df(z)

dz
=
@'

@x
+ i

@ 

@x
=
@ 

@x
� i

@'

@y
= u� iv

sera aussi analytique dans le plan de l�écoulement. Cette propriété très importante, elle

nous permet de résoudre notre problème considéré .

2.5 Transformation de Schwartz-Christo¤el

Considérons un polygone [Fig.1] ayant pour sommets a1; a2; :::; an et pour angles intérieurs

respectivement �1; �2; :::; �n. Soit a1; a2; :::; an les points correspondants respectivement à

x1; x2; :::; xn de l�axe du plan des z [Fig .2].
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2.5. Transformation de Schwartz-Christo¤el

Une transformation qui représente l�intérieur R du polygone considéré sur le demiplan

supérieur du plan des z et la frontière du polygone sur l�axe réel, est donnée par:

dQ

dz
= A(z � x1)

�1
�
�1(z � x2)

�2
�
�1 � � � (z � xn)

�n
�
�1

Ou

Q = A

Z
(z � x1)

�1
�
�1(z � x2)

�2
�
�1 � � � (z � xn)

�n
�
�1dz +B

Où A et B sont des constantes complexes arbitraires [16].
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Chapitre 3

Ecoulement contre une plaque

verticale

Dans ce chapitre on étudie un écoulement dû à un jet contre une plaque verticale à surface

libre, où les e¤ets de gravité et de tension de surface sont négligés. On fait une formulation

et une résolution de notre problème considéré. On peut dire que la solution trouvée est

exacte sous des conditions qu�on va expliquer ultérieurement.

3.1 Introduction

Dans l�étude de notre problème, on introduit la théorie des surfaces libres qui considère que

l�écoulement est limité ésente la partiellement par des parois rigides et par des surfaces libres

de formes inconnues. Et pour la résolution, on utilise la vitesse introduite par la méthode

de Kircho¤. Et on dé�nit une nouvelle variable complexe � par:

� = log�
U
df
dz

= log�
U

u� iv
= log

U

q
+ i�

Où z = x + iy , f = ' + i et q , � ont été dé�nies par le module de la vitesse et l�angle

entre le vecteur vitesse et l�horizontale respectivement.
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3.2. Formulation du problème

La propriété de cette variable: c�est que sa partie réelle est constante sur chacune des

surfaces libres et sa partie imaginaire est constante sur chaque partie droite de la paroi rigide.

Alors le domaine de l�écoulement dans le plan physique est transformé en un polygone dans

le plan �.

Sous ces conditions, la solution du problème est exacte. En utilisant la même procédure,le

bord du �uide est représenté par une �gure droite d�un autre plan d�une certaine variable

complexe f . D�après le théorème de Schwratz-Christo¤el, il est toujours possible de trouver

une transformation conforme qui applique l�intérieur ou l�extérieur d�un polygone plan en

un demi-plan d�un autre plan.

Une autre transformation met en correspondance la région indiquée du plan �, ainsi que

celle du plan f sur la moitié inférieure du plan d�une certaine variable complexe �.

Finalement, on trouve une relation entre � et f , à partir de cette dernière, on trouve

une expression de f en fonction de z qui est obtenue par intégration.

3.2 Formulation du problème

On suppose un écoulement potentiel bidimensionnel d�un �uide incompressible et non visqueux,

à surface libre où les e¤ets de gravité et de tension de surface sont négligés. Et comme axes

de coordonnées, on prend la paroi AB sur l�axe x
0
ox et la paroi BC sur l�axe y

0
oy. On

suppose que l�écoulement à l�in�ni est uniforme de vitesse U et d�amplitude H voir �gure 1.

On note par � = u � iv, où (u; v) sont les composantes du vecteur vitesse dans la

direction de x et y respectivement et par f = ' + i la fonction potentielle où ' et  

désignent respectivement la vitesse potentielle et la fonction de courant.

On suppose que la pression p et la densité � du �uide sont constantes sur la surface libre.

Les conditions sont données par l�équation de Bernoulli:
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3.3. Résolution du problème

Figure 3.2.1 : Plan Z

1

2
q2 +

P

�
= cts

Où q est le module de la vitesse de l�écoulement. L�équation (2-1) implique que la vitesse

est

constante sur la surface libre et (2-2) devient:

q2 = cts

3.3 Résolution du problème

De la transformation (2-1), on a:

� = log
U

q
+ i�

Par cette transformation, le domaine occupé par le �uide dans le plan de la variable z se

transforme en une bande semi-in�nie dans le plan � [Fig.2].
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3.3. Résolution du problème

Figure 3.3.1 : Plan f

Figure 3.3.2 : Plan �

Nous choisissons ' = 0 au point (x; y) = (0; 0) ,  = 0 sur la ligne ABC et  = HU sur

la ligne de courant AC [Fig.3].

La transformation conforme d�une bande semi-in�nie dans le plan � au demi-plan in-

férieur d�un autre plan complexe � est donnée par le théorème de Schwartz-Christo¤el en

respectant le sens et l�orientation de l�écoulement.

On choisit A = 0, C = 1 et B à l�in�ni sur le plan � [Fig .4], on a alors:

d�

d
= A

p
�(� � 1)
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3.3. Résolution du problème

Figure 3.3.3 : Plan �

Par intégration, on trouve:

� = A

Z p
�(� � 1)d� +B

En faisant le changement de variable 
 = 2� � 1 dans (2-4) on obtient:

� = A

Z
d
p
(
2 � 1)

+B

D�où

� = A arg cosh(2� � 1) +B

Où A et B sont des constantes à déterminer.

Pour cette détermination, on a:

1. Pour � = 1, � = i
�

2
, et l�équation (2-5) donne: B = i

�

2

En substituant la valeur de B dans l�équation (2-5), on trouve:

� =
1

2

241 + cosh
0@�� i

�

2
A

1A35
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3.3. Résolution du problème

2. Pour � = 0, � = 0, on obtient A = �1
2

En substituant la valeur de A dans l�équation (2-6), on obtient:

� =
1

2
[1 + cosh 2�] = sinh2 �

On cherche maintenant, une relation entre f et � qui transforme l�intérieur de la bande

in�nie du plan f vers le demi-plan inférieur du plan �.

En faisant la correspondance entre les points A, C et B dé�nis sur les deux plans.

On utilise encore, le théorème de Schwartz-Christo¤el, on trouve:

df

d�
= A1(� � 1)�1��1

Par intégration, on trouve:

f = A1

Z
(� � 1)�1��1d� +B1

En faisant le changement de variable 
 = 2� � 1 dans (2-8), on obtient:

f = A1

Z
d



2� 1 +B1

D�où

f =
A1
2
log

�
� � 1
�

�
+B1

On détermine les constantes A1 et B1 :

1. Pour f = 0 , � =1 ,et de l�é1quation (2-9), on a:

0 =
A1
2
lim
�!1

log

�
� � 1
�

�
+B1
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3.3. Résolution du problème

alors: B1 = 0:

En substituant la valeur de B1 dans l�équation (2-9), on aura:

f =
A1
2
log

�
� � 1
�

�
2. Pour f = iHU , � = 1

2
, l�équation (2-10) donne: A1 = 2HU

�

En substituant la valeur de A1 dans l�équation (2-10), on obtient:

f =
HU

�
log

�
� � 1
�

�
Alors:

� =
1

1� exp( �
HU
)

Et on a:

� = � sinh2 � = 1

2

�
1� exp 2� + exp�2�

2

�
En substituant (2-3) dans (2-13), on trouve:

� = �1
4

 
2� U2

�
dz

df

�2
+
1

U2

�
df

dz

�2!

On pose y = U2
�
dz
df

�2
, l�équation (2-14) devient:

y2 � 2(1� 2�)y + 1 = 0:

La solution de cette équation est:

y = U 2 �dz
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3.3. Résolution du problème

df {2

y = U2
�
dz

df

�2
= (1� 2�)� i

p
1� (1� 2�)2:

31

Lorsque � =
1

2
, on a: U2

�
dz
df

�2
= i:

Alors, on prend le signe positif de la racine dans la solution:

U2
�
dz

df

�2
= (1� 2�) + i

p
1� (1� 2�)2:

Après la résolution de cette équation, on obtient:

U
dz

df
=
p
1� � + i� U

dz

df
= �

p
1�� � i�

U
dz

df
=
p
1�� � i� U

dz

df
= �

p
1�� + i�

Et comme

U
dz

df
=

p
2

2
+ i

p
2

2
lorsque � =

1

2

On choisit:

U
dz

df
=
p
1�� + i�

Au d�autre part, on a:

U
dz

d�
=
dz

df

df

d�
=
�HU
�

�
1

�
p
1��

+ i
1

(� � 1)
p
�

�
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3.3. Résolution du problème

Pour faciliter l�intégration, on divise le domaine [0; 1] du plan �en deux parties: [0;
1

2
],

[
1

2
; 1]̧ et on intègre l�équation (2-16) seulement sur l�intervale [0;

1

2
]̧ , puis, on généralise la

solution sur l�intervale [0, 1].

Alors (2-16) devient:

z � z0 =
�H
�

0B@
1
2Z

�

1

t
p
1� t

dt+ i

1
2Z

�

1

(t� 1)
p
t
dt

1CA
Après des calculs simples, on trouve:

z � z0 =
�H
�

�
log

�
1 +

p
1��

1�
p
1� �

�
+ 2 log(1 +

p
2)

�
+i
�H
�

�
log

�
1 +

p
�

1�
p
�

�
+ 2 log(1 +

p
2)

�

Où z0 est la constante d�intégration:

On choisit z0 au point où � =
1

2
:

Alors z0 = �L+ iL.

En substituant la valeur de z0 dans (2-17).

Alors la forme de la surface libre est donnée par l�équation paramétrique suivante:

8><>:
x = �L� H

�

�
log
�
1+
p
1��

1�
p
1��

�
+ 2 log(1 +

p
2)
�

y = L� H

�

�
log
�
1+
p
�

1�
p
�

�
+ 2 log(1 +

p
2)
� 0 � � � 1

L�amplitude du jet à moin l�in�ni est donnée par:

H = lim
��!0

y()� = L� 2H
�
log(1 +

p
2)

Alors:
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3.3. Résolution du problème

Figure 3.3.4 : Forme de la surface libre

L

H
=
� + log(1 +

p
2)

�
= 1:56

Telle que la valeur:

C =
H

L
= 0:64

représente le degré de contraction de l�écoulement.

On pose:

8><>: �x = x
H

�y = y
H

Et d�après (2-20), l�équation paramétrique de la surface libre (2-18) devient:

8><>:
�x = �1� C

�

�
log
�
1+
p
1��

1�
p
1��

�
+ 2 log(1 +

p
2)
�

�y = 1� C

�

�
log
�
1+
p
�

1�
p
�

�
+ 2 log(1 +

p
2)
� 0 � � � 1

Le graphe de (2-22) et (2-23) est représenté par la �gure [5].
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3.3. Résolution du problème

Conclusion générale

L�objectif de ce mémoire, est d�étudié un problème d�Euler d�un écoulement devant une

plaque verticale à l�horizontale. Dans cette étude, on a trouvé la solution exacte de ce

problème si on

néglige l�e¤et de tension de surface

De plus, pour un futur travail, on peut considérer autre e¤ets qui donne à ce projet une

généralisation. Ces qui est complexe et compliqué vu ses problèmes qui ne sont pas tous

résolus à ce jour , comme celui de ce mémoire mais en

variant l�angle entre la plaque et l�horizontale.
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