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Introduction

Les équations aux dérivées partielles (EDP) occupent une place fondamentale dans la
modélisation de nombreux phénomenes physiques, chimiques et biologiques. Elles inter-
viennent dans des contextes aussi variés que la propagation de la chaleur, I’écoulement
des fluides, I’électrostatique ou encore 1’élasticité des matériaux. Parmi les différentes ca-
tégories d’EDP, les équations elliptiques modélisent les états stationnaires, c¢’est-a-dire les
phénomenes qui ne dépendent pas explicitement du temps.

Les équations elliptiques linéaires, comme celles de Laplace ou de Poisson, sont au coeur
de cette classe. Leur étude a donné naissance a une riche théorie mathématique, mélant
analyse, géométrie, et méthodes variationnelles. Historiquement, la recherche de solutions
a ces équations reposait sur I’hypothese que les solutions étaient suffisamment régulieres
autrement dit, des solutions classiques, de classe . Mais cette hypothese s’avere souvent
trop forte : dans la pratique, les données (termes sources, conditions aux bords) ne sont
pas toujours régulieres, ce qui remet en question ’existence méme de solutions classiques.

Pour pallier ces limitations, les mathématiciens ont développé le concept de solution
faible. Cette approche, plus souple, repose sur la reformulation des équations au moyen
d’intégrales et de fonctions tests, ce qui permet d’étendre le cadre d’étude aux fonctions
moins régulieres, mais qui conservent une interprétation physique et mathématique ri-
goureuse. Les espaces de Sobolev, qui jouent un role central dans cette théorie, offrent le
cadre fonctionnel adapté a ce type de solutions.

Le présent mémoire s’inscrit dans cette approche. I1 a pour objectif ’étude des "solu-

tions faibles pour les problemes elliptiques linéaires”; a travers une démarche rigoureuse



basée sur la formulation variationnelle, les propriétés de I'opérateur de Laplace, et les
résultats clés tels que le 7 théoreme de Lax-Milgram ”.
Le travail est structuré comme suit :

Chapitre 1 : Définitions fondamentales autour des EDP, classification (elliptiques, pa-
raboliques, hyperboliques), types de solutions (classiques, faibles), propriétés des espaces
LP et H!, et outils d’analyse fonctionnelle nécessaires.

Chapitre 2 : Etude de lopérateur de Laplace : Définition, propriétés analytiques,
expressions dans différents systemes de coordonnées, et application a des cas types (rec-
tangle, disque, sphere...).

Chapitre 3 : Formulation variationnelle d’un probleme elliptique linéaire, démonstra-
tion de I'existence et de 'unicité de la solution faible par le théoreme de Lax-Milgram, et
étude d’un exemple d’application pour illustrer les résultats.

Ce mémoire vise ainsi a clarifier le role des solutions faibles dans la compréhension et
la résolution rigoureuse des problemes elliptiques linéaires, tout en offrant une base solide

pour des développements plus avanceés.



CHAPITRE 1

Rappels et Définitions

1.1 Généralités sur les équations aux dérivées par-

tielles

1.1.1 Equation aux dérivées partielles

Définition 1.1.1. (Dérivée partielle) Une dérivée partielle d’une fonction da plusieurs
variables est la dérivée par rapport a une seule de ses variables, les autres étant gardées

constantes.

Définition 1.1.2. (Equation aux dérivées partielles) Une équation aux dérivées
partielles (EDP) pour la fonction u est une relation entre u et les variables indépendantes
X = (x1,X2,...,Xp) € R" et une ou plusieurs dérivées partielles qu’on peut écrire sous la
forme :

ou ou 0%u 0%u 0%u 0"u
TRl Pt Fa Rl PR v PR pe

Flu,x1,%2,...,%n, =0, VxeR". (1.1)

Remarque 1.1.1. L’ordre d’une équation aux dérivées partielles est 'ordre de la dérivée

partielle d’ordrele plus élevé intervenant dans [’équation.



Chapitre 1. Rappels et Définitions

Définition 1.1.3. Soit Q un ouvert de R"™. Une solution u=u(x) sur Q est dite solution

classique (ou au sens fort) de UEDP (1.1), si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1. Les dérivées partielles existent jusqu’a [’ordre n.

ou ou d%u 0%u 0*u 0"u
2. F u,)ﬁ,XZ;---yxn»_

ey , ey eeeyeeny ey =0, VxeR”"
0x1 0x, 0x; 0xy, 0x10x> oxy

Définition 1.1.4. Un probleme est dit bien posé pour une EDP, si :
1. Le probleme posséde une solution,
2. La solution est unique,
3. La solution dépend continiment des données.

Définition 1.1.5. L’EDP (1.1) est dite linéaire, si elle s’écrit sous la forme :

L =f

ou L : désigne l'opérateur aux dérivées partielles et f : une fonction donnée.
Si f=0, on dit que l’equation est linéaire homogéne. Sinon elle est non-homogeéne.
Autrement dit : Une EDP est linéaire, si sa dépendance par rapport a la fonction inconnue

et ses dérivées partielles est linéaire.

1.1.2 Classification des équations aux dérivées partielles dans R"

Les équations aux dérivées partielles peuvent étre classées au sens physique en deux
grandes classes :
-Les équations qui modélisent des problemes d’état d’équilibre ou stationnaire appar-
tiennent a la classe dite des problemes elliptiques. L’ équations de Laplace et celle de
Poisson font partie de cette classe.
-La deuxieme classe est celle des problemes d’évolution dite comprend les équations dont
les solutions dépendent du temps, c’est-a-dire les équations de type parabolique et de type

hyperbolique.



Chapitre 1. Rappels et Définitions

Notation :

Soit p=(p1,..., pn) un élément de N" d’ordre |p|=p1+---+ pp, x = (X, ..., X,) € R,

on note :

0 0 0 P 0 \Pr
D=—,.. — R DP =|— , P — xP1 xPr
(axl axn) (axl) (axn) e

Soit P un polyndme de n variables : il existe un entier / dans N, des constantes a, de

C tels que P(x) = Z apxP on note Py, le polynome Py = Z apx? .
peN”" Ipl=1
Ipl=<l
On note A 'opérateur différentiel qui a u, application de R" dans C associe A(u) :

u— Aw)=PMDw) =) apD’u.
Ipl=l

L’entier [ est appelé ordre de 'opérateur différentiel.

Définition 1.1.6. ( Ellipcité) L opérateur différentiel A est dit elliptique si

vEeR"—{0}, Py(&)#0.

1.2 Définitions et propriétés élémentaires

1.2.1 Les espaces L”

Dans toute la suite Q désigne un ouvert borné de R” muni de la mesure de Lebesgue

dx.

Définition 1.2.1. (Fonction mesurable) Une fonction f:Q— R est dite mesurable, si

pour tout a€ R, [’ensemble E, défini par :
Ea={xeQ/f(x) = a}
est mesurable au sens de Lebesgue.

10



Chapitre 1. Rappels et Définitions

Définition 1.2.2. (Fonction intégrable) On dit qu’une fonction f:Q — R est intégrable

au sens de Lebesgue, st

f | f(x)]dx < oo.
Q

Définition 1.2.3. (L’espace L'(Q)) On appelle espace de Lebeque LY(Q), I'espace des

fonctions intégrables sur Q a valeurs dans R, défini par :
LY(Q) = {f: Q— R, intégrable}

On note :

TR fQ F()ldx

Définition 1.2.4. (Espace LP) Soit 1 < p < +oo, On appelle espace de Lebesque, l'en-

semble défini par :
LP(Q) ={f:Q— R mesurable | |fIPeL'(Q)}

et on note :

1/p
I fllzr) = (fﬂ If(x)lpdx) )

Pour p=+o00 on a
L®(Q) = {f:Q—»[R, mesurable et 3C  telle que: |f(x)|<C p.p sur Q}

et on note :

I flloo =inf{C,|f(x)I<C p.p sur Q}

11



Chapitre 1. Rappels et Définitions

1.2.2 Les convergences dans L”(Q)

Définition 1.2.5. (Convergence forte) Soit (Uy)pen une suite dans LP(Q)

et Ue LP(Q).On dira que la suite (Uy,) converge fortement vers U dans LP(Q) st
lim |U,(x)-Ulizrq) =0
X—+00
et on note
U,— U dans LP(Q)
Définition 1.2.6. (Convergence faible) Soient (Up)pen une suite dans LP(Q)
et Ue LP(Q).On dira que la suite (Uy,) converge faiblement vers U dans LP(Q) si

(Up, ) = U,y Yoe(P) avec (LP) dual de (LP)

On note

U,—U dans LP(Q)

1.2.3 Espace de Sobolev

Définition 1.2.7. (Espace de Sobolev Wl’p(Q)) Pour 1< p < +oo L’espace whpP(Q)
est défini par :
WP Q) ={uelPQ | Vue(@PQ)"},

. (Gu Ou)
ou Vu= —

ox;’ " ox,)

qui munit de la norme :

1/p
— (i1ul? P
lullwr ) = (”u”LP(Q) * ”vu”LP(Q))

Pour p=+o00 on a

- P
” u”WLOO(Q) - ” u”Loo(Q) + ”Vu”Loo(Q)

12



Chapitre 1. Rappels et Définitions

Définition 1.2.8. (L’espace Wol’p(Q)) Soit 1 < p < +oo, on note Wol’p(Q) ladhérence de
2(Q) dans WYP(Q) c’est-a-dire

W, Q) =2(Q)

Pour ue Wol’p(Q), on pose :

1/p
luhy 100y = ([ WuCoPaz)

Théoréme 1.2.1. (Injections de Sobolev) Pour 1<p<n, on a

* % n
WP = LP (@), pt=—E-

n-p
continuement, et linjection est compacte pour tout 1< q< p*.

Définition 1.2.9. Un espace de Hibert est un espace vectoriel H muni d’un produit

scalaire (u,v) et qui est complet pour la norme (u, u)"'?.

Définition 1.2.10. (Espace H') Parmi les espaces de Sobolev WYP(Q) les plus utilisés,

I’espace noté par H(Q), est défini pour p =2,
wh2@Q) = H'(Q).

et

1 2 ou 2 .
H (Q) = uEL(Q):EEL(Q),l:L...,N ,
i

\ u 7/ . 7/ . . .
ot — est la dérivée au sens des distributions de u.
Xi

Autrement dit, une fonction ue L*(Q) est dans H (Q), s’il existe vy, ..., vy € L2(Q) tel que :

0
fu—(pdx:—f vipdx, VYoe2(Q), Vi=1,2,..,n,
Q 0x; Q

o))
<

avec V; = 3~

13



Chapitre 1. Rappels et Définitions

L’espace H'(Q) est équipé du produit scalaire

L (Gu ov

(u) U) (Q) = (u) v) + _y_) ’
Hl LZ(Q) lZZl axl‘ axl' L2(Q)

et de la norme correspondante :

2 2
el g = (122 + IV 022 g )

Définition 1.2.11. On définit l’espace H& (Q) par Uadhérence de 2(Q) dans H'(Q)
c’est-a-dire

Hy(Q) =2(Q)
Définition 1.2.12. (Espace H_l) H™YQ) the dual de H& (Q) c’est l’ensemble des formes
linéaires continues sur H& Q) .

Proposition 1.2.1. Soit ue H'(Q). La fonction u appartient a Hé (Q) si et seulement si

u=0 sur 0Q. et la norme duale est donnée par :

[{w, V)|
lullg-1qy= sup ——.
verm oy 1Vl i@

Définition 1.2.13. (Espaces de fonctions différentiables) Soit Q un ouvert dans
R :
o €%(Q) avec keN : Uensemble de toutes fonctions définies sur Q qui ont des dérivées

continues jusqu’a lordre k sur Q.

o EX(Q) : l'ensemble de toutes les fonctions définies sur Q qui ont des dérivées d’ordre

quelconque sur Q.

o €K(Q) : Pour keN on note €%Q) Uensemble de toutes fonctions ue€kQ) telles

que D%u e € (Q) pour toutes & multi-indice, |a| < k.
e« On note :

€)= (€ D.
k=0

14



Chapitre 1. Rappels et Définitions

o 65°(Q) est 'espace des fonctions a support compact (contenu dans Q). On dit que

c’est l’espace des fonctions-test.

1.2.4 Espace des distributions 2'(Q)

Définition 1.2.14. (Espace des fonctions tests) L’espace des fonctions tests est un
espace des fonctions € a support compact inclus dans un ouvert Q de R"™ est noté 2(Q).

Soit a = (ay,---,a,) un élément de N". On appelle ordre de a et on note |a| Uentier :

n
lal =) a;
i=1

Soit u une fonction de R"™ dans C, a un élément de N. On note D%u la dérivée d’ordre a

de u s0it :
0%y

Dy=—mom—momo——
aa'lxl...aalxn

Définition 1.2.15. (Espace des distributions 2'(Q)) On appelle distribution sur
Q toute forme linéaire continue sur [’espace D(Q).

On note 2'(Q) l'ensemble des distributions (le dual de 2(Q)).

Notation : Pour tout (T, u) de 2'(Q) x 2(Q), T(u) appartient a C et on note
T(u) =T, u).

Théoréme 1.2.2. (densité) L’espace des fonctions de C®(Q) d support compact est
dense dans LP(Q) c’est -a-dire pour tout € >0 et pour tout f € LP(Q), il existe une fonction
p € C®(Q) telle que :

If—ellrq <€

15



Chapitre 1. Rappels et Définitions

1.3 Types de solutions pour les EDPs

Définition 1.3.1. (Solutions classiques) Une solution classique est une fonction

u€€*(Q)NEYQ) vérifiant Uéquation elliptique et les conditions aux limites.

Définition 1.3.2. (Solutions faibles) Une fonction u dite une solution faible ou généralisée
de (EDP) si elle vérifie l’équation au sens des distributions. Pour f € LY Q), ue Wol’p(Q)

est une solution faible si

fA(x,u,Vu)-V(pdx:ff(pdx, V(pEWOLp(Q).
Q Q

Définition 1.3.3. (Solutions d’entropie) Pour f € LY (Q), la solution faible classique peut
ne pas exister. La notion d’entropie introduit une formulation adaptée. Une fonction

ue L' (Q) est une solution d’entropie de
-V-Ax,u,Vu)=f
avec u=0 sur 0Q, si pour tout k>0 et toute @ € WOI’OO(Q),

fA(x,u,Vu)-VTk(u—(p)dxsfka(u—(p)dx.
Q Q

1.4 Formulation variationnelle et outils fonctionnels

1.4.1 Formulation variationnelle

Définition 1.4.1. La formulation variationnelle (FV) d’un probléme d’EDP, dite aussi
formulation faible, est une forme équivalente a ce probleme d’EDP sous sa forme classique
dite aussi formulation forte. Le principe est de remplacer I’EDP par une formulation
équivalente (FV) obtenue en intégrant I’équation aprés l'avoir multiplier par une fonction

test.

16



Chapitre 1. Rappels et Définitions

1.4.2 Formule de Green

Définition 1.4.2. Cette formule est un outil fondamental pour la résolution des EDPs.
Elle coincide, en dimension 1, avec la formule d’intégration par parties.
Notation : Dans cette formule, n est le vecteur unitaire normal a 0Q au point x, dirigé

vers extérieur de Q.

Théoréme 1.4.1. Soit Q un ouvert borné de classe €1 et T son bord. Yu € €*(Q)

ve%l(ﬁ) on a :
0
fAuvdx:f—uvds—f VuVvdx.
Q ron Q

ot a—u =Vu.n (la dérivée normale de u)
n

1.4.3 Intégration par parties

Théoréme 1.4.2. Si u,ve €*(Q), alors

fau(x)v(x)dx:‘f u(x)aU(X)v(x)d“fu(x)v(x)m(x)ds pour tout (i=1,...,n)
o 0x; Q 0x; r

Xi

1.4.4 Théoreme de Lax-Milgram

Le théoreme de Lax-Milgram est un outil simple et efficace pour la résolution d’équa-
tions aux dérivéee partielles linéaires elliptiques. Dans toute la suite H désigne un espace

de Hilbert.

Définition 1.4.3. Soit H un espace de Hilbert. On appelle forme bilinéaire sur H toute

application :

a.:HxH—-R

(u,v) — a(u,v)

17



Chapitre 1. Rappels et Définitions

telle que pour tous uy, uy et ve H, pour tout réel A, nous ayons :
a(Auy + up, v) = Aa(uy, v) + aluy, v)

et pour tous u, vy et vo € H :
a(u,Avy + 1) = Aa(u, 1) + a(u, vs).

Définition 1.4.4. On dit qu’une forme bilinéaire a(u,v): Hx H—R est :

i) Continue : s’il existe une constante C, telle que :

la(u,v)| < Cllullllvll, Yu,veH.

it) Coercive : s’il existe une constante a >0, telle que :

a(v,v) = al v||2, YveH.

iti) symétrique : Si

a(u,v)=a(v,u), VYu,veH.

Théoréme 1.4.3 (Lax-Milgram). Soit a(u,v) une forme bilinénéaire continue et coer-

cive Alors pour tout @ € H' il existe u€ H unique telle que :
a(u,v)=(p,v), YveH

De plus, si a est symétrique, alors elle est caractérisée par la propriété

1 (1
Ea(u, u)—{p,u) = I,E{}{Q“(”’ v) — Ao, v>}

18



Chapitre 1. Rappels et Définitions

1.5 Inégalités importantes

Théoréme 1.5.1. (Inégalité de Poincaré) Soit Q =]—a,alxw cR" (ot w est un ouvert

borné de [Ri”_l). Alors il existe Cq € Ry tel que :
lull 2y < CalllVulll 2, Vue Hy(Q).

Remarque 1.5.1. 57 Q est un ouvert borné de R", n=1, et 1 < p<+oo, il eriste Cpq

ne dépendant que de p et Q tel que :
1,
lullr@ < CalllVulllr@), Vue Wy Q).

Théoréme 1.5.2. ( Inégalité de Holder) Soit 1 < p < +oo et g son exposant conjugué

tel que %+% =1. Si feLP(Q) et ge L1(Q), alors :
(i) fge L' (@),

(i) JoIfgl=<IfllLr-lgllLa.

Théoréme 1.5.3. (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit f,geL2(Q). Alors :

fQIfgIS(Llflz)llz(nglz)llz.

19



CHAPITRE 2

Notions fondamentales de Laplacien

2.1 L’opérateur de Laplace

Définition 2.1.1. On appelle opérateur de Laplace ou Laplacien en dimension n,

Dopérateur différentiel linéaire a coefficients constants sur R™ :

02 02
A= —++—.
0x? 0x2
D’un point de vue élémentaire ponctuel, étant donné un point x = (x1,-++,Xx,) € R"™ et une
fonction u définie au voisinage de x,
put = L8 4o Ty
ux)=—x)+--- X).
0x2 x2
P . . L , 0’u 0*u
est définie sous la condition de [’existence des dérivées partielles —Z(x),...,a—z(x).
X7 x5

c’est-a-dire [’hypothése d’existence du gradient de u

(au Ou)
Vu=|—,...,—

ax1,...,axn .

au voisinage de X, on a :

Au(x) = div(Vu)(x).
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ot pour un champ p = (p1,...,pn) défini au voisinage de x, la divergence de p en x est

définie par :

0 0
div p(x) = a—’;i(x)+---+ aZZ(JC),
0 0
sous réserve d’existence des dérivées partielles ﬂ(x),..., Pn (x).
0x; 0xy,

Notons tout de suite la propriété fondamentale d’invariance du Laplacien par trans-
formation euclidienne. Une transformation euclidienne est une isométrie de la distance

euclidienne de R” :
2 2\1/2
A, y)=lx—yl=((xa—y) ++@xn—yn)) .

c’est-a-dire une application T d’une partie D de R" dans R” vérifiant :

|IT(x)-T()|=|x—yl pourtout x,ye€D.

2.2 Propriétés importantes du Laplacien

2.2.1 Linéarité

L’opérateur de Laplace est linéaire. Pour toutes fonctions deux fois dérivables

f,g:R" =R, et pour tout a,BeR, on a :

Alaf+pg) =alAf+PAg
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Démonstration :

n 02
i=1 0x:

1

Alaf+pg) =alAf+ PAg

2.2.2 Invariance par rotation

L’opérateur de Laplace est invariant par rotation : il conserve sa forme sous un

changement orthogonal de coordonnées. Soit une rotation R et une fonction f, on définit :

fr(x) = f(Rx)

Alors :
Afr(x)=(Af)(Rx)

2.2.3 Commutation avec la dérivation

Si f est suffisamment réguliere :

9
ax]'

Proposition 2.2.1. Soit xe R", T une transformation euclidienne définie au voisinage
de x, u une fonction définie au voisinage de x et deux fois différentiable en x.

d
Alors Tu :efuo T~ définie au voisinage de y = T(x), est deuz fois différentiable en y et :

A(Tw)(T(x)) = Au(x). (2.1)
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Chapitre 2. Notions fondamentales de Laplacien

Définition 2.2.1. Une fonction ue €*(Q) est harmonique dans Q si elle est solution de

l’equation de Laplace, c’est-a-dire

Au=0 pour tout xeQ.

2.3 L’équation de Poisson :formulations classique et

distributionnelle

Définition 2.3.1. Q un ouvert de R"™. Pour tout entier m=0,1,..., A applique €™+ (Q)

dans €™ (Q), au sens ol pour u€ €M™*(Q), la fonction :
Au:xeQ— Au(x)

est de classe €™. Ainsi A appliqgue €°°(Q) dans lui-méme.
Etant donnée une fonction f donnée sur Q, on appelle équation de Poisson, équation
aux dérivées partielles :

Au=f sur Q.

D’un point de vue élémentaire, une solution est une fonction u définie et admettant des
2

Ly . u .
dérivées partielles 32 sur Q, vérifiant :
X
k

Au(x) = f(x) pour tout x€Q.

Définition 2.3.2. Etant donné une fonction f définie sur Q, on appelle solution classique
de ’équation de Possion

Au=f sur Q.

toute fonction u€ €*(Q) vérifiant :

Au(x) = f(x) pour tout xeQ.
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La définition ci-dessus impose, pour l’existance d’une solution la continuité de la donnée

f-

Corollaire 2.3.1. (Unicité pour Poisson) Soit g€ €°0Q),f € €°(Q). Alors il existe

au plus une solution ue €*( Q) NE€°Q) pour le probléme de poisson suivant :

-Au=f, dans Q,

u=g, sur 0Q,

Définition 2.3.3. Etant donnée T une transformation euclidienne de Q , si u est solution
classique de Au= f sur Q, alors v=Tu=uoT ! est solution classique de Av=Tf sur
T(Q). Ceci s’étend au cadre des solutions distributions en utilisant la notion d’image d’une
distribution : considérons un difféomorphisme h de Q dans R", pour f € €°(Q), on a pour

tout { € D(h(Q))
<hf,(>=ff(h'l)(y)ﬁ(y)dJ/:ff(x)((h(x))lDeth’(x)ldx
Supposant h de classe €, {oh |Deth'| € D(Q) et donc
(hf,§)=(f,{ohlDeth']). (2.2)

Pour une distribution f sur Q, cette formule définit une distribution sur h(Q) et sert de
définition de la distribution hf image de f par h.

Dans le cas d’une transformation euclidienne T, |DetT'| =1 et

(Tf,0)=(f,{oT).

Puisque A((oT)=(A{)o T d’apres la Proposition 1
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Définition 2.3.4. Etant donné une fonction f définie sur Q, on appelle solution classique

de Uéquation de Possion, toute fonction u€ €%(Q) vérifiant :
Au(x) = f(x) pour tout xeQ.

La définition ci-dessus impose, pour l’existance d’une solution la continuité de la donnée

Définition 2.3.5. Etant donné une fonction f définie sur Q, on appelle solution classique

de l’équation de Possion, toute distribution u sur Q vérifiant :
(u,Avy =<(f,v) pour tout veDQ).
Remarque 2.3.1. Rappelons qu’une fonction fe€€°(Q) définit la distribution :
Tr:ve2(Q)— ff(x)v(x)dx. (2.3)

et que lapplication f — Ty est injective de telle sorte que 'on peut identifier f avec la

distribution qu’elle définit. Etant donné ue €*(Q), on a
(u,Av):fu(x)Av(x)dx:fAu(x)v(x)dx:(Au, v).

de telle sorte que pour f € €°(Q), u est solution classique ssi u € €*(Q) est solution

distribution.

Définition 2.3.6. Etant donnée T une transformation euclidienne de Q, si u est solution
classique de Au= f sur Q, alors v=Tu=uo T est solution classique de Av=Tf sur
T(Q). Ceci s’étend au cadre des solutions distributions en utilisant la notion d’image d’une
distribution : considérons un difféomorphisme h de Q dans R", pour f € €°(Q), on a pour

tout { € D(h(Q))
<hf,(>=ff(h_l)(y)f(y)dy:ff(x)((h(x))lDeth’(x)ldx
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Supposant h de classe €°°, (oh |Deth'| € 2(Q) et donc
(hf,{)=(f,{oh|Deth'|). (2.4)

Pour une distribution f sur Q, cette formule définit une distribution sur h(Q) et sert de
définition de la distribution hf image de f par h.

Dans le cas d’une transformation euclidienne T, |DetT'|=1 et

(Tf,0=(f,{oT).

Puisque A((oT)=(A{)o T d’apres la Proposition 1.

Proposition 2.3.1. Soit T une transformation euclidienne de Q, f une distribution sur
Q,et u une solution distribution de Au= f sur Q.

Alors v=Tu est une solution distributionnelle de Av="Tf sur T(Q).

2.4 Le Laplacien en coordonnées(Cartésiennes,polaires,
sphériques et cylindriques )

Cartésiennes

Définition 2.4.1. Soit u:R" — R une fonction de classe C?, le Laplacien s’écrit en

coordonnées cartésiennes comme :

n 52
Au) = Y =5 ().

i=1 1
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Chapitre 2. Notions fondamentales de Laplacien

Par exemple :

] n:2
~ox2 0y?’
L[] 1’]_:3
Au_62u+62u+62u
S 0x2 0y 0z2°
Polaires

L’opérateur de Laplace étant invariant par rotation, il est naturel de I'exprimer en
coordonnées polaires ou sphériques dans R”. Dans R?> En coordonnées polaires (r,6),
définies par :

x=rcosf, y=rsinb,
le Laplacien s’écrit :

?u 106u 1 6*u

Au=—+——+——.
“ or2 ror r?200?

Cette forme est utilisée dans I’étude des problemes a symétrie circulaire.

?u 106u 1 6%u

ANu=—+——+—=—.
“ or2 ror r200?

Pour une fonction radiale u(x) = v(|x|) :

d’u 1du
Au(r) = W + ;E
Dans R”
0 ( ,_,0u 1
Au(r,o) = " igr r 3 +ﬁAUu
Pour une fonction radiale :
3 d( ,.,du
Aulr) = rn-ldr (r dr)
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Sphériques (dans R®)

En coordonnées sphériques (r,80,¢), avec :

x =rsin¢cos0,

.

y =rsingsind,

zZ=r1cose,

le Laplacien prend la forme suivante :

1 6(
Au=——

Ou) 1 0%u
— |+
r2 or

zau) 1 0
+ —_— .
0¢)  r2sin¢p 062

"or) T sing 0¢ (sm(,b

Cylindriques (dans R®)
En coordonnées cylindriques (r,0, z), définies par :
x=rcosf, y=rsinf, z=z

on obtient :

Cas radial

Si u(x) = u(r) est une fonction radiale (ne dépend que de r =|x|), alors :

Au(r)—@+n_lﬂ— ! i(r”‘lg)
Cdr? rodr  rldr ar )’

Cette formule est essentielle pour les problemes elliptiques a symétrie sphérique dans R”.
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Exemple :

Dans R", pour une fonction radiale u(x) = u(r), r =|x|, on a :

Au(r = T4 ol du
dr? rodr’

Sic:

Au=1 dans la boule de rayon R,

alors la solution générale est donnée par :

2
=-—+C.
uir) 2n
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CHAPITRE 3

Probleme elliptique : Formulation faible et

existence

Dans ce chapitre, nous présentons le probleme

=Y Y 0i(a;,j(00w(x) = f(x), xe€Q,

i=1j=1

u(x) = g(x), x €0Q.

Ot a; j € L®(Q), pour i,j =1,...,n, f € L*(Q), avec Q un ouvert borné de R” (n=1). Nous

prouvons l’existence et 'unicité des solutions dans I'espace H(} Q).

3.1 Position du probléeme

Soit Q un ouvert borné de R" (n=1) de frontitre dQ = Q\ Q. Soient a;; € L®(Q),
pour i,j=1,...,n. On suppose que les fonctions a;; vérifient I'hypothese d’ellipticité

uniforme, c’est-a-dire :

n

a>0VE=(E,...,E) R, Y a; ;682 alél”  p.p. dans Q. (3.1)
i,j=1
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On se donne f € L?(Q) et g:0Q — R, et on cherche une solution au probléme :

n n
_ZZai(ai,j(x)aju)(X):f(x), xeqQ,
=L (3.2)

u(x) = gx), x €0Q.

ou 0;u désigne la dérivée partielle de u par rapport a sa i-éme variable.

Exemple 3.1.1 (Le Laplacien). Si on prend a; j=0;; (c’est-d-dire 1 sii=j, 0 sii#j)
alors le probleme devient :

-Au=f sur Q,

u=g sur O0Q.

3.2 Probléme variationnel

Définition 3.2.1. (Solution classique) On suppose que a; j€ €' (Q) pour tout
i,j=1,...,n. On suppose que f € E€(Q) et g€ €©0Q). On appelle alors solution classique
de (3.2) une fonction ue €*(Q) vérifiant (3.2).

On rappelle que pour tout k € NU {+o0o}, €*(Q) désigne ’ensemble des restrictions & Q
des fonctions appartenant & €~ (R").
Il n’existe pas forcément de solution classique a (3.2). Mais il existe des solutions en un
sens plus faible que 'on va définir ci-apres. Pour comprendre leur nature, considérons
d’abord le cas g =0, avec a; ;€€ 1(Q) et fe€(Q), et supposons qu’il existe une solution

classique u € €2%(Q). Par définition, celle-ci vérifie :

n n

—Z Z 0i(a;j(x)0ju)(x) = f(x), VxeQ.

i=1j=1

Soit ¢ € 2(Q), multiplions I’équation précédente par ¢(x) et intégrons sur Q :

—fg(zZa,-(a,-,j(x)aju)(x))<p(x)dx:fo(x)q)(x)dx, Yo eD(Q).
i=1j=1
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Une intégration par parties donne alors :

J

Comme u € €%(Q), on a ajuecél(ﬁ) c€(Q) c L*(Q), et donc dju=Dju p.p.

dxsz(x)go(x)dx, Y eD(Q). (3.3)
Q

n n
Y aij(x)0;u(x)0;p(x)
i=1j=1

De plus ue €%(Q) c L2(Q) et donc ue HY(Q). Enfin, comme u =0 sur 0Q2, on a finale-
ment u € Hy(Q).

Soit v e H(} (Q), par densité de 2(Q) dans H& (Q), il existe une suite (@) nen € 2(Q) telle
que @, — v dans H'(Q), c’est-a-dire ¢, — v dans L?(Q) et d;¢, — D;v dans L*(Q) pour
i=1,...,n

n
Comme Au= Y 8%u En éerivant(3.3) avec ¢ = ¢, on obtient :
i=1

f(ZZai,j(x)aju(x)aiqon(x))dx:ff(x)(pn(x)dx,
Q\i=1j=1 Q

et en passant a la limite, on obtient que u satisfait le probléeme suivant, qu'on appelle

formulation faible du probleéme (3.2) (on rappelle que I'on considere ici le cas g=0) :

ueHg(Q),f Y Za,-,j(x)Dju(x)Diu(x))dx:f fvdx, VYveHy Q). (3.4)
Q\i=1j=1 Q

On vient ainsi de montrer que toute solution classique du probléme (3.2) (lorsque
g =0) est solution faible, c’est-a-dire vérifie (3.4).
L’existence et I'unicité de la solution du probleme (3.4) découle du théoreme de Lax-

Milgram.

Remarque 3.2.1. (Cas symétrique, formulation variationnelle) Dans le cas ot la
forme a est symétrique, c’est-a-dire a; j = a;j; p.p. Pour i # j, u est solution de (3.4) si et

seulement si u est solution du probléme suivant, qu’on appelle formulation variationnelle :

ue Hy(Q), Jw<J() YveH,Q).

32



Chapitre 3. Probleme elliptique : Formulation faible et existence

ot la fonctionnelle J est définie par :

](v):%fg(z Y a,-_ijvDiv) dx—fo(x)v(x)dx.

i=1j=1

Pour appliquer le théoréme de Lax-Milgram au probléme (3.4), nous aurons besoin de
I'inégalité de Poincaré.
Démostration : Par hypotheése sur Q, il existe a >0 tel que Q c] —a, a[xR"1.

soit u € 2(Q), on prolonge u par 0 en dehors de Q, on a donc :
ue2@Q), u=0 sur Q°
Soit x = (x1,...,x,)" = (x1,) € Q, avec x1 €] —a,al et y=(X2,...,x,) ER" 1. On a :
X1
u(xy,y)=| oyul(t, y)dt.
—a

Par inégalité de Cauchy—Schwarz, on a alors :
a 2 a
lu(x, y)I° < (f Iélu(t,y)ldt) <2a | @u(t,y)’dr.
—a —a
En intégrant entre —a et a, on obtient :

a a
f lu(xy, YIPdx, <4a® | ©Orult,y)?dt,
- -a

a
et donc, en intégrant par rapport a y,

fIu(x)lzdxs4a2f(Glu(x))zdx, ViueP(Q) (3.5)
Q Q

On procede ensuite par densité; pour u € H& (Q), il existe une suite (u,)en <€ 2(Q) telle

que u, — u dans H&(Q). On a donc u, — u dans L*(Q) et d;u, — D;u dans L?(Q). On

33



Chapitre 3. Probleme elliptique : Formulation faible et existence

écrit alors(3.5) pour u, et en passant a la limite lorsque n — +o00, on obtient :

n
2 2 2 2 2 2 2
i=

3.3 Existence et unicité de solution

Théoréme 3.3.1. (Existence et unicité de la solution de (3.4)) Soit Q un ouvert

.....

Alors il existe une unique solution de (3.4).

Démostration : Pour appliquer le théoreme de Lax-Milgram on écrit le probleme (3.2)

sous la forme :
ue H; a(u,v)=T() pourtout veH, avec H=H,Q)

(qui est bien un espace de Hilbert, muni de la norme définie par

1/2
lull g1 0y = (||u||§2(m + |||Vu|||§2(m) ), et avec a et T définies par :

n n
a(u,v):f (ZZai,j(x)Dju(x)D,-u(x))dx et T(v):ff(x)v(x)dx.
Q\i=1j=1 Q

On remarque tout d’abord que la forme linéaire T est bien continue. En effet,

| T(v)| < ||U||L2(Q) ||f||L2(Q)

S ||U||H1(Q)||f||L2(Q)'

Quant a la forme a, elle est évidemment bilinéaire, et elle vérifie :

n
la(u,v)| < Z ”ai,j||L°°(Q)”Diu”L2(Q)”DjU”L2(Q)
ij=1

= C”u”Hl(Q)” U”HI(Q)’
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n
avec C= Y llaj jllz~(- Elle est donc continue.
i,j=1

Voyons si a est coercive : il faut montrer qu’il existe € R tel que

2

a(u, u) = Bllully, g,

pour tout u € Hy (Q).

Par hypothese sur a, on a :

a(u, u) :f (Z Zai,j(x)Dju(x)D,-u(x)) dxzaf (Z ID,-u(x)IZ) dx:af IVu(x))?dx.
= Q

Q\iz1j=1 Q\i=1

On applique alors 'inégalité de Poincaré :

n n
2 2 2 2 2
1= 1=
d’ott on obtient que :
¢ 2 1 2
ID;ull = ———|lull )
; iy ()] Cé +1 HY(Q)
et donc
- 2 @ 2
Cl(u, u) =a Z ”Diu”LZ(Q) = m”u“Hl(Q)’
i=1 Q

ce qui démontre la coercivité de a.
Par la théoreme de Lax-Milgram, on a donc bien existence et unicité de la solution du

probleme (3.2).

Théoréme 3.3.2. (Existence et unicité T € H') Soit Q un ouvert borné de R",
(@i,j)i,j=1,..~ € L®(Q) et a>0 tels que (3.1) soit vérifice. Soit T € H Y (Q), il existe alors

une unique solution u de :

ueHg(Q),f (ZZai,j(x)Dju(x)D,-u(x) dx=T(v), YveH;Q. (3.6)
Q\i=1j=1

Preuve : On considére le probleme Alors il existe une unique solution u € H& (Q) du
probléme :

ue Hy(Q) tel que a(u,v)=T(v), Vve Hy(Q), (3.7)
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ou :

n
alu,v) = Z a;j(x)Dju(x)D;v(x)dx, T(v) :f f@v(x)dx.
Q ij=1 Q

On applique le théoreme de Lax-Milgram.

1.

Espace de Hilbert : L’espace H = H& (Q) est un espace de Hilbert muni de la
norme
_ ) ) 1/2
2l ) = (1222 + 1V U2, )
Continuité de T : Pour tout ve Hj(Q), on a

IT()| = UQf(x)v(x) dx

<l fllzelvizg < ”f”Lz(Q)”U”Hé(Q))

donc T est une forme linéaire continue sur H& Q).

Bilinéarité et continuité de a : La forme af(.,-) est bilinéaire.

Pour la continuité, on a :

n
la(u,v)l < Y Nyl 1Dl 2| Divl 20 < Clltel gy oy 101 g
ij=1

n
ot C= )Y llajjllre-
ij=1

Coercivité de a : D’apres 'hypothese d’ellipticité uniforme, on a :

n
alu,u) = A Z aij(x)Dju(x)Diu(x)dxzaj;ZIVu(x)lzdx:alquIIiz(Q).
ij=1

Puisque [[Vullj2(q) est une norme équivalente a | u|l Hl(@)» On en déduit que a est

coercive.

Toutes les hypotheses du théoreme de Lax-Milgram sont satisfaites. Il existe donc

une solution unique u € H& (Q) du probleme variationnel.
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Démonstration : Supposons qu’il existe deux solutions uy, u, € H& (Q) telles que :
alu,v)=T(w) et alu,v)=T(v), Vve H&(Q).
On pose w=u;—up € HO1 (Q). En soustrayant les deux équations :
a(w,v) = a(u, v) — alup, v) =0, Yve Hy(Q).

En particulier, on choisit v=w :

a(w, w) =0.

Or, d’apres I'hypothese de coercivité :

2

a(w, w) zaIIleng(Q).

Donc :

allVwl <0=[[Vwlzq=0=Vw=0 p.p.dans Q.

2
2(Q)

Cela implique que w est constante. Mais comme w € H& (Q), on a w =0 sur 09, donc
w =0 partout dans Q.

Alors :  uy = uo.

Donc la solution faible est unique. Le probleme admet donc une solution faible unique

u € Hy (Q).
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3.4 Etude d’un exemple

On consideére ’équation de Poisson suivante :

-Au=f sur Q, (1)

u=0 sur 0Q.

O, f est un second membre qui appartient a I'espace L?(Q).

La condition aux limites u =0 imposée sur la frontiere de Q, est dite “condition de
Direchlet homogene™.
Etape 1 : Formulation variationnelle

On multiplie ’équation (1) par une fonction test v et on intégre par parties, on obtient :

—f Au-vdx:[fvdx.
Q Q

En utilisant la formule de Green, on trouve :

fQVu-Vvdx fm—nds-ffvdx. (3.9)

Comme u doit satisfaire la condition aux limites de Dirichlet, il est nécessaire de choisir

un espace de Hilbert V, tel que :
YVveV , v=0 sur 0Q

. Dans ce cas, 'égalité (3.9) devient

fVu-Vvdx:ffvdx,
Q Q

A partir de cette identité, on peut définir 'espace V, la forme bilinéaire a(u, v) et la forme
linéaire L(v). Par hypothese, f € L2(Q). Alors,pour que le terme de gauche de(1) ait un

sens il suffit que Vu-Vv appartient & 1?(Q) (composante par composante), et pour le
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terme & droite de (1) il faut choisir v dans L*(Q) .
On peut choisir alors :

V=H)(Q)

L’étude du probleme (3.8) consiste a introduire le probléme variationnel suivant :
Trouver u€ H;(Q) tel que [oVu-Vvdx= [y fvdx, YveHy(Q.

Etape 2 : Existence et unicité de la solution faible

Dans cette étape nous montrons que la formulation variationnelle (3.9) admet une unique
solution faible, en utilisant le théoreme de Lax-Milgram. Pour ’application de ce théoreme,

on pose :
e a(u,v) = [oVu.Vvdx,
o L(v) = o frdx.
e La continuité de la forme bilinéaire a(u, v) sur ’espace H& Q) :

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient :

la(u, v)| = ‘f Vu.Vvdx
Q

fIVulzdx flelzdx
Q Q

< Vulpz@q) - IIVVI2q)

1 1
2 2

<

Comme [[Vullj2(q) et llull g q) sont équivalentes, alors

la(u, v)| < ||u||H1(Q) -l V||H1(Q)-

Dot la continuité de a(u, v) sur Hy(Q).
e La coercivité de la forme bilinéaire a(u, v) sur H(} Q) :

Il suffit de montrer qu’il existe une constante ¢ >0, tel que :

a(u,u) = c| ulliﬂ( pour tout ue€ Hy(Q).

Q)

39



Chapitre 3. Probleme elliptique : Formulation faible et existence

a(u,u):fQIVLtlzdx:IIVuIIiZ(Q) pour ueH(}(Q).

En utilisant I'inégalité de Poincaré, on obtient :

2 2 2

2 2 2 2

lul?, o < A+ CH[Vul?

HY(Q) I2(Q)
2 2
Donc
> 1 2
a(u,u) = m—cz)”M”Hl(Q)-

D’ou la coercivité de a(u, u) sur H& Q).

o La continuité de L sur H}(Q) : En utilisant 'inégalité de Cauchy-Shwartz, on obtient

|L(v)| = U frdx
Q

sfglfvldx

< fllz - 1vll2@

< C” U”HI(Q).

Dot la continuité de L sur Hy(Q).
Toutes les hypotheses du théoreme de Lax Milgram sont satisfaites, donc on peut conclure

qu'il existe une unique solution faible u € H}(Q) de probléme (3.8).
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons étudié en profondeur la notion de solution faible pour les
problemes elliptiques linéaires, un cadre a la fois nécessaire et efficace lorsque les condi-
tions d’existence d’une solution classique ne sont pas remplies. En partant des principes
fondamentaux des équations aux dérivées partielles, nous avons montré que l'insuffisance
de régularité des données conduit naturellement a l'introduction d’'un concept de solution
plus souple, défini au sein d’espaces fonctionnels adaptés comme les espaces de Sobolev.

La formulation variationnelle nous a permis de réécrire le probleme elliptique sous une
forme intégrale, ouvrant la voie a 'application d’outils puissants de ’analyse fonctionnelle,
notamment le théoreme de Lax-Milgram, garantissant ’existence et 1'unicité de la solution
dans un espace de Hilbert approprié. Ce cadre théorique a été consolidé par I’étude d'un
exemple illustratif.

L’intérét de ces solutions ne réside pas uniquement dans leur importance théorique,
mais aussi dans leur role central en analyse numérique, ou elles constituent la base de
méthodes comme la méthode des éléments finis. Ce travail ouvre ainsi la voie a des gé-
néralisations possibles, notamment vers des problémes non linéaires, ou des situations
impliquant des conditions au bord plus complexes ou des données irrégulieres.

Approfondir ce type d’analyse représente une introduction précieuse aux outils de I’ana-
lyse mathématique moderne, et offre une base solide pour comprendre I'interaction entre

la théorie mathématique et ses applications concretes.
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Résumé
Ce mémoire est consacré a 1'étude des solutions faibles pour les problemes elliptiques
linéaires, un cadre théorique essentiel lorsqu’il devient difficile d’obtenir des solutions
classiques en raison de la régularité insuffisante des données. A travers une introduction
progressive aux espaces de Sobolev et a la formulation variationnelle, nous avons refor-
mulé le probléme elliptique sous une forme intégrale, adaptée a une analyse fonctionnelle
rigoureuse.

L’outil central de cette étude est le théoreme de Lax-Milgram, qui permet d’établir,
sous des hypotheses raisonnables de continuité et de coercivité, I'existence et 'unicité
d’une solution faible dans un espace de Hilbert. L’approche est illustrée par des exemples
concrets, notamment 1’équation de Laplace, soulignant 'efficacité de cette méthode dans
la compréhension des phénomenes stationnaires.

Ce travail constitue une base solide pour aborder des généralisations futures, telles
que les problémes non linéaires ou les méthodes numériques fondées sur la formulation

faible, comme la méthode des éléments finis.

Mots clés :

Equation elliptiques linéaires,solutions faibles,formulation variationnelle,théoréme de Lax-

Milgram,espaces de Sobolev,existence et unicité .
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Abstract
This dissertation focuses on the study of weak solutions for linear elliptic problems, a
fundamental theoretical framework especially relevant when classical solutions are difficult
to obtain due to insufficient regularity of the data. Through a progressive introduction to
Sobolev spaces and variational formulations, we reformulated the elliptic problem in an
integral form suitable for rigorous functional analysis.

The core tool of this study is the Lax-Milgram theorem, which provides, under suitable
continuity and coercivity assumptions, the existence and uniqueness of a weak solution
in a Hilbert space. The approach is illustrated with concrete examples, particularly the
Laplace equation, highlighting the power of this method in understanding stationary
physical phenomena.

This work provides a solid foundation for further extensions, including nonlinear
problems and numerical methods based on weak formulations, such as the finite element

method.

Keywords :
Linear elliptic equations ,faible solution, variational formulations, Lax-Milgram theorem,

Sobolev spaces, existence and uniqueness.
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