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Introduction générale

Introduction générale :

Les systemes mécaniques quantiques avec une masse (efficace) dépendant de la position
(PDM) ont attiré¢ beaucoup d'attention et ont inspiré d'intenses activités de recherche au cours
des dernieéres années. Ils sont en effet trés utiles dans 1'étude de nombreux problémes
physiques, tels que les propriétés ¢lectroniques des semi-conducteurs[1] et des points
quantiques [2], des noyaux [3], des liquides quantiques [4], la matiére condensée[5-6], La
recherche de solutions exactes de 1'équation de Schrodinger avec un PDM est devenue un
sujet de recherche intéressant car telles solutions peuvent fournir une compréhension
conceptuelle de certains phénoménes physiques, ainsi qu'un terrain d'essai pour certains

schémas d'approximation.

L'équation de Schrodinger avec une masse variable fournit un modele intéressant d’un point
de vue théorique et trés utile pour la description de beaucoup de phénomenes physiques. Son
utilisation la plus répandue est dans le domaine de la physique des nanostructures des semi-
conducteurs. L’intérét croissant porté a ce domaine est dii au développement impressionnant
des technologies sophistiquées de croissance de semi-conducteur, comme I'épitaxie par jet
moléculaire. Le mouvement des électrons dans les semi-conducteurs est souvent décrit par
I'équation de Schrodinger avec une masse dépendent de la position. Il s’agit en fait de la
masse effective de I’électron qui se met a I’intérieur du semi-conducteur, et dont la valeur
dépend de la nature du matériau étudié. Les solutions exactes des équations de Schrodinger
avec une masse effective dépendant de la position et pour certaines formes de potentiels
physiques ont beaucoup attiré l'attention ces derniéres années [7-8]. Pour un systéme de masse
dépendant de la position, les opérateurs de masse et de I'impulsion ne commutent plus. En
conséquence, le probléme du choix de I’ordre correct des ces deux opérateurs dans le terme de
I’énergie cinétique de I’hamiltonien effectif se pose. Cette question est directement liée aux
conditions de continuité de la fonction d’onde a travers une jonction abrupte. Von Roos [9] a

été le premier a suggérer I’hamiltonien effectif général suivant :

Hyp = %[m"‘(ﬁ?)ﬁmﬁ ®pmY (R) + m? @R)pmP (R)pm* (%) ] + V(®) (1)
Oua,f,y sont des paramétres, vérifiant ¢ + f +y = —1 ,souvent appelés paramétres
d’ambinguité. D’ou 1’hamiltonien de Von Roos est hermétique.

Le mémoire est structuré en 4 chapitres en plus d’une introduction et de la conclusion.

Dans le premier chapitre, nous passant en revue des différents travaux remarquables qui

ont porté ces dernieres années sur des systémes quantiques a masses dépendant de la position.
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Nous y mettrons en lumiéres leurs principales conclusions quant a la compréhension des
nouveaux phénomenes physiques liés a la variabilité spatiale de la masse effective.

Dans le chapitre 2 et 3 nous allons aborder la résolution de 1’équation de Schrédinger
généralisée indépendant du temps pour un modele intéressant en utilisant 1’approche de la
fonction propre et les résultats analytiques et numériques de fonction d’onde et des
coefficients de transmission des résultats obtenues par Levy-Leblond pour :une barriere
potentiel et (double potentiel)rectangulaire et une masse variable rectangulaire

Le quatrieme chapitre est consacré a I’illustration et la discussion de nos résultats. Nous
y présentons des courbes de coefficients de transmission en fonction de 1’énergie pour toutes
les configurations de potentiels et de masses étudiées dans le chapitre précédent , et ainsi
propos¢ [D’interprétation physique dans deux cas:mécanique classique et mécanique

quantique.
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Chapitre I: Hamiltonien généralisé

Introduction :

La naissance de la physique quantique s’est produite le 14 décembre 1900,
lorsque Planck, devant la Société Allemande de physique, proposa une formule simple en
parfaite accord avec les expériences sur le spectre du rayonnement du corps noir. Planck avait
d’abord obtenu son résultat a partir d’arguments empiriques, mais s’était aper¢u qu’on pouvait
déduire le point central de son argumentation a partir de la thermodynamique statistique en
faisant 1’hypothése curieuse que des oscillateurs mécaniques chargés, de fréquence v, ne
pouvaient émettre ou absorber de 1’énergie lumineuse que par des quantités discretes (des «
quanta » d’énergie nhv ).

Planck comprit que le quantum d’action h, est une constante fondamentale :
h=6,6261x 10734 s

Les quanta de Planck étaient mystérieux, mais son résultat étonnamment ¢été efficace jusqu’a

1905, en plus la communauté scientifique et Planck lui-méme n’apprécierent pas la portée de

sa découverte. A cette date, Einstein publie son célébre mémoire sur un point de vue

heuristique concernant la production et la transformation de la lumiére [1], suivi d’une série

d’articles fondamentaux ou il a révélé et rectifié certaines incohérences dans les

raisonnements de Planck.

Si I’on pousse les idées de celui-ci, il faut admettre que la lumicre elle-méme a
des propriétés quantiques, et Einstein introduit le concept de quantum de rayonnement, appelé
photon par Lewis en 1926, particule qui, pour une lumiere de fréquence v ou de
pulsation , a une énergie :

E =hv =hw (I.1)
Au passage, Einstein comprend I’explication et les lois de I’effet photoélectrique découvert
en 1887 par Hertz, et étudié¢ systématiquement par Lenard entre 1899 et 1902, puis par
Millikan. Le photon est également pourvu d’une impulsion :
P = hk (1.2)
Ou k est le vecteur d’onde de I’onde électromagnétique, comme le prouveront en 1923
les expériences de Compton (diffusion des rayons X par les électrons libres d’une mince
feuille d’aluminium).
Méme si les quanta de Planck étaient mystérieux, ils étaient bien acceptés par la
communauté scientifique, étant donné la qualité¢ de son résultat. Au contraire, les quanta
d’Einstein souleverent de sérieuses controverses qui persistérent plusieurs années. Plusieurs

physiciens considéraient 1’idée comme absurde car en contradiction flagrante avec les
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¢quations de Maxwell qui décrivent 1’énergie et I'impulsion du rayonnement comme des
fonctions continues tant dans 1’espace que dans le temps. FEinstein en était bien conscient,
mais il pensait que les mesures en optique ne concernaient que des moyennes dans le
temps, et qu’il était concevable que les équations de Maxwell fussent insuffisantes dés lors
que l’on avait affaire a des processus quasi-instantanés. Einstein qualifiait son hypothése
corpusculaire de « pas en avant révolutionnaire ».
Il avait compris la « dualité¢ » de la manifestation des propriétés de la lumicre qui peuvent
étre a la fois ondulatoires et corpusculaires. C’est la découverte primordiale, le véritable
point de départ de la théorie quantique.
La seconde étape se situe pendant les années 1912-1914. Niels Bohr, en cherchant un
modele cohérent de la structure des atomes, effectue la synthése entre le principe de
combinaison des raies spectrales de Ritz, le modele atomique de Rutherford (qui venait, en
1911, de découvrir I’existence du noyau), et les quanta de Planck et Einstein. Bohr postule
que les ¢énergies des édifices atomiques et moléculaires n’adoptent que des valeurs
discrétes, et que 1’émission ou 1’absorption de lumiere par ces édifices ne se fait que pour
certaines fréquences lumineuses bien précises :

vir= |E; — E¢|/h (1.3)
OuE; et Efsont les énergies du systeme avant et aprés 1’émission (ou ’absorption). Ayant
eufortuitement connaissance de la formule empirique de Balmer, Bohr devine une régle de
quantification des énergies et développe en quelques semaines son célebre modéle de
I’atome d’hydrogeéne. Le mécanisme de 1’émission et de 1’absorption de la lumiére restait
obscur dans la théorie de Bohr. Il ne fut expliqué que plus tard, en particulier par
Einstein. Cependant, dés 1914, les expériences de Franck et Hertz montraient directement la
quantification des énergies dans les atomes.

Ainsi, I’histoire avait voulu que la quantification du rayonnement fiit découverte
avant celle de la matiére. Cette dernicre, cependant, semblait impliquer un caracteére «
discontinu » des lois de la nature qui heurtait la sensibilit¢ de certains physiciens, et
c’est avec enthousiasme qu’Einstein, entre autres, accueillit en 1923 la remarquable
hypothéese ondulatoire de Louis-Broglie,. De méme que la lumiére présente un comportement
corpusculaire, de méme, suppose Louis de Broglie, les particules, par exemple 1’électron,
peuvent présenter un comportement ondulatoire. a toute particule de vitesse et d’impulsion, de
Broglie « associe » une onde, de longueur d’onde :

A=h/p (L4)
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Cette hypothese ondulatoire permettait d’entrevoir la quantification de la matiére comme un
phénomene des ondes stationnaires, et restaurait la continuité étant désirée par Einstein.
Louis de Broglie s’était inspiré¢ d’une série de travaux théoriques, notamment de Marcel
Brillouin. Par ailleurs, il fréquentait le laboratoire de son frére Maurice de Broglie, et il
s’étonnait d’entendre les physiciens parler du méme étre physique tantét en tant
qu’«électrony, tantot en tant que « rayon 3 » dans la radioactivité.
La théorie de la mécanique quantique dans son formalisme actuel s’est faite trés rapidement
entre 1925 et 1927, et apparait comme le fruit de la conjonction exceptionnelle des talents
de physiciens et de mathématiciens comme Schrodinger, Heisenberg, Born, Bohr, Dirac,
Pauli, Hilbert, Von Neumann
I.1.Résolution de I'équation de Schrodinger:
Nous avons vu précédemment que l'opérateur hamiltonien est la somme des
opérateurs d'énergie cinétique et du potentiel c'est-a —dire :
Ht)=T+V(t) (1.5)
H dépende donc du temps si les potentiels qui entrent en jeu dépendent du temps. lorsque
l'operateur H ne dépende pas du temps, ceci facilite la résolution de l'équation de
Schrédinger par la méthode de séparation des variable spatiale et temporelle.
Si I'on considére donc une particule évoluant dans un potentiel indépendant du temps
les états d'énergie dits (stationnaire) et la densité de probabilité de présence ||y (r)||%est

indépendant du temps. On a donc :

(@, ON7 = llp)II? (1.6)
Dans ce cas,ip(r, t) prend la forme :
Y(r,t) = d(r)x(t) (L.7)

Y(r, t)désigne la fonction d'onde décrivant un état stationnaire d'énergie E ou ¢ (1)
fonction d'espace et x(t) fonction dépendante du temps. En remplagant I'expression de (7, t)

dans I'équation Schrodinger on obtient :

e d —h?
thod—f = ExA(p + Vex (1.8)
Donc :
G ptv)
indx _ Gpbtve
s " (1.9)
ih™ = Edt (1.10)

La solution de cette équation est :
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x(t) = x(0)e~@® (L11)
Et pour la fonction ¢(r) ona:
Ho(r) = Eqp(r) (L12)
Donc ona:
(__hZA + ) (N=E I.13
smAtv)e) =Ep(r) (1.13)
Ou:

% h=--=105457.10"% s
% A est l'operateur de laplacient.
% m est la masse de la particule.
* V(r) 1'énergie potentiel de la particule au point r.
C'est I'¢équation de Schrodinger des états stationnaires, les valeurs de E peuvent
former un ensemble discret notée E,, ou continu, appelé spectre de I'énergie. L'états

stationnaire correspondant a la plus petite valeur de E du spectre est appelé 1'états

fondamentale du system. Donc la solution (7, t) prend la forme :

Y(r,t) = p(r)e@® (1.14)
Donc :
ih% = —hay(r,t) = HY(r,t) (L15)
Finalement on a :
Y0 = p(r)eCr (1.16)

I.2.Densité de courant et équation de continuité :
Considérons une particule dont les états sont décrit par [y (t))

D'apres la relation :

W@ o2 d*r =1 (L17)
Ou:

Y@ DI* = p(rt) (1.18)
Ona:

[p@t)d3r =1 (1.19)

p (7, t)est la densité de probabilitéet la probabilité dP (7, t)de trouver la particule a 'instante t
dans le volume élémentaire d3r situé au point 7 est
dP(r,t) = p(r, t)d>r (1.20)

Soit une particule de masse m dans un potentiel V, I'équation de Schrédinger s'écrit :
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(—A +VED)WE L) = i o S0 (1.21)
(—A +VED) P = —in T s (1.22)
Ona:
RS ) = — o (e — AP (1.23)
Utilisant I'identité :
Y Ay —PAY”) = div(Y VY — YY) (1.24)
On obtient 1'équation :
d 2 h , * *
Sl + 5 div (@' Vip — YY) = 0 (1.25)

Cette équation dite équation de continuité elle décrit la conservation d’une grandeur physique
on pend par exemple la conservation d'une charge électrique dans ce cas 1'équation précédente

devient :

6p(r t)

diviy (7, t) + —==10 (1.26)

La quantité p(7,t) est la densité volumique de la charge :

p@ ) = lIyll’ (1.27)
La quantité j'(7,t) est le courant ou bien courant de probabilité tel que :

—pe R s . — .=

J (T, t) = omi (l/) (7", t)Alp(r; t) - lp(r' t)Al/) (T, t)) (128)
Etona:

(%)

Y, t) = pr)e\ & (L.29)

On obtient :
= % (Vo — Vo) (130)

1.3. Revue historique :

1.3.1. Le choix(a =y = 0, = 1) de D. J. Ben Daniel et C. B. Duke (1966) :

Dans cet article [10], le modéle de Bethe -Sommerfeld pour 1’effet tunnel d'un électron est
pris comme cadre pour 1’étude de la pénétration a travers une barriere. En particulier ils ont
¢tudié le cas ou la courbure (la masse de 1'¢lectron) et le centre de surface des surfaces
d’énergie constante d'un électron varient a travers la jonction. En conclusion, ces auteurs

préconisent la forme adéquate suivante de I’hamiltonien :




Chapitre I: Hamiltonien généralisé

Lp L
Hppp z[P me) P] (1.30)

Ot :
- ind
P=-ih— (1.31)
le choix de Ben Daniel (¢ =y =0et f =1)

1.3.2. Lentement gradués dont les masses effectives dépendent de la position(étudié des

semi-conducteurs) de Thaddeus Gora et Ferd Williams (1968) :

Dans cet article [11], ThaddeusGora et Ferd Williams ont étudi¢ des semi-conducteurs
lentement gradués dont les masses effectives dépendent de la position, décrits en termes d'un

hamiltonien effectif. Ce dernier est pris sous la forme hermitique :

1 1 1
How 5y~ [P2 4 PZ] (1.32)

mx) m®x)

Les semi-conducteurs qui ont une gradation lente dans leur composition présentent des bandes
d’énergie et des masses effectives qui dépendent de la position, et qui globalement sont

décrits par un hamiltonien effectif a travers une équation a masse effective.

Le probléme des phénomenes de transport des porteurs de charge minoritaires pour
des systemes gradués sont gouvernés par un champ effectif qui inclut le champ électrostatique
plus un terme en fonction du gradient de la pente de la bande, et un autre terme qui dépend du
gradient de la masse effective. La durée de vie de la recombinaison locale radiative ainsi que
la densité locale des états des semi-conducteurs inhomogenes y sont discutés. L.’équation pour
I’excés de la concentration des porteurs de charge minoritaires dans un semi-conducteur
inhomogene y est déduite et différe de celle d’un systéme homogene par le fait que : le champ
effectif est remplacé par le champ électrique, la dépendance spatiale de la durée de vie et de la

mobilité, et aussi par le terme dépendant du gradient de la mobilité des charges.

1.3.3. Hamiltonien de Von Roos (1982):

Dans cet article [9] Von Ross a considéré que le mouvement des porteurs libres
(électrons et trous) dans les semi-conducteurs d’une composition chimique non uniforme est
parfois décrit par un hamiltonian possédant une masse effective dépendant de la position.
Dans des travaux antérieurs, il a montré que les masses dépendant de la position conduisent a

des incohérences en raison du théoréme de Bargmann, qui postule que la superposition
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cohérente d'états de masses différentes (paquets d'ondes) est interdite. Il a aussi montré
comment éviter cette régle de sélection. Il a dérivé une extension du théoréme de Bargmann a
l'effet que les hamiltoniens avec des masses dépendant de la position ne sont pas invariants
galiléens. En outre, il a également montré que la dérivation habituelle des hamiltoniens
effectifs de masse dépendant de la position est loin d'é€tre unique. Il existe, en général, de
nombreux hamiltoniens non équivalents dans la méme approximation, tous sont déduits de la
base de nombreux corps hamiltonien, aussi longtemps que la notion de masse dépendant de la
position est maintenue. En raison du manque d'unicité et de l'absence d'invariance galiléenne
de théories de la masse effective variable, il semble approprié d'abandonner la notion de
masse dépendant de la position. Dans des travaux antérieurs, il a montré comment le faire
avec succes, d ans son article [9], il a critiqué le concept de masse dépendant de la position
dans la théorie des semi-conducteurs. I montre que le hamiltonien de Wannier dans
I'approximation de la masse effective est unique. Le concept de masse effective dépendant de
la position est un concept classique qui, dans sa forme classique, est unique et trés utile pour
l'analyse des dispositifs semi-conducteurs. Mais dans un autre article [12], Von Roos
considere un semi-conducteur composé possédant une composition chimique ayant une masse
variant lentement dépendant de la position. Il obtient une équation de masse effective
régissant la dynamique de I'électron (ou trou) en utilisant la représentation de Kohn -Luttinger
et des transformations canoniques. Il montre que, tant que la variation de la composition
chimique peut étre considérée comme une perturbation, les masses effectives deviennent
constantes. L'équation de la masse effective calculée, est identique a 1'équation de la masse
effective obtenue antérieurement par lui -méme, en utilisant une représentation de Wannier.

1.3.4. Les conditions continuités de Richard A. Morrow et Kenneth R. Brownstein

(1983) :

Morrow [13] a considéré une classe de hamiltoniens hermétique de masse effective dont

I'énergie cinétique est de la forme :
i [m(x)*Pm(x)P Pm(x)Y+m(x)Y Pm(x)P Pm(x)%] (1.33)
avecat+y+p = -1

I1 a appliqué ces hamiltoniens a une hétérojonction abrupte entre deux cristaux, puis il a
recherché les conditions de continuités correspondant & travers la jonction sur la fonction

d'onde de la masse effective ¥ et sa dérivée spatiale yp’. Il a constaté que pour a# Yy, la

10

—
| —



Chapitre I: Hamiltonien généralisé

fonction d'onde devrait s’annuler sur la jonction, ce qui implique que la jonction agit comme
une barriére infranchissable. Par conséquent, les seuls cas viables doivent vérifier a= yce qui

implique que m(x)%y et m(x)**P 1 doivent étre continues a travers la jonction.

Dans une deuxieéme contribution [14] Morrow suggere pour une hétérojonction abrupte entre
deux semi- conducteurs non uniforme a une dimension d'utiliser I'hamiltonien a masse

effective :
I.3.5. Les conditions continuités de Jean-Marc Lévy-Leblond (1995):

Jean-Marc Lévy-Leblond [15], a appliqué la notion d'invariance galiléenne instantanée pour

montrer que l'idée de la masse effective dépendant de la position est consistante et utile. De
. o ., ) . 1
plus, ce la conduit aux conditions de continuités de la fonction d'onde ¥ et de ;ax P.Ces

résultats sont ¢galement proposés dans le cas d’hétérojonctions abruptes dans I'approximation

de la fonction enveloppe.

Dans un autre article antérieur [16], il a trait € les problémes les plus simples, a savoir
ceux d'une marche, d'une barriere et d'un réseau en potentiel et en masse. En utilisant des
conditions de continuité¢ modifiées, il a mis l'accent sur les caractéristiques nouvelles de ces
modeles quantiques ¢lémentaires a potentiels constants par morceaux, généralisés au cas d'une

masse dépendant de la position.

1.3.6. La limite de haute énergie (1i m;_,, T = 1) de M. Sassoli de Bianchi a and M. Di
Ventra (1998) :

Dans leur article [17] sous le titre " Une remarque sur la limite de haute énergie du probléme
de la diffusion avec la masse dépendant de la position", ces deux auteurs sont arrivé a la
conclusion que le coefficient de transmission du probléme de diffusion définie par 1’équation
Schrédinger :

L L LE-VEWE)=0 (1.34)

E dx m(x) dx

{1d 1 d

Tend vers 1'unité quand I'énergie augmente indéfiniment, a la seule condition que la masse
entrée dans l'équation de Schrodinger soit une fonction continue. Méme si le dernier cas
représente la situation courante dans les réalisations pratiques des dispositifs, les progrés de la
croissance des hétéro structures et les techniques de jet moléculaire permettent actuellement,

de réaliser des interfaces abruptes a différents matériaux.
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Chapitre I: Hamiltonien généralisé

1.3.7. Le choix(a = — %, p=- %) de Mustafa et Mazharimousavi (2007) :

Ces auteurs [12] ont utilis¢é la notion d’opérateur pseudo - moment pour aboutir a la

conclusion que le “ bon ordre fiable ” est le choix (& = — %, B=-1/2)

Le mouvement des électrons dans les semi-conducteurs est souvent décrit par 1'équation
de Schrodinger avec une masse dépendent de la position. Il s’agit en fait de la masse effective
de I’électron qui se meut a ’intérieur du semi-conducteur, et dont la valeur dépend de la
nature du matériau traversé. Les solutions exactes d’équations de Schrodinger avec masse
effective dépendant de la position et pour certaines formes de potentiels physiques ont

beaucoup attiré l'attention ces dernieres années [7-8].

Pour un systéeme a masse dépendant de la position, les opérateurs masse et impulsion ne
commutent plus. Se pose, en conséquence, le probléeme du choix de I’ordre correct des ces
deux opérateurs dans le terme de 1’énergie cinétique de I’hamiltonien effectif .Cette question
est directement liée aux conditions de continuité de la fonction d’onde a travers une jonction

abrupte. Von Roos a ét¢ le premier a suggérer ’hamiltonien effectif général suivant :
=-i [m*PmPPmY+mY PmPPm*] +V (1.35)

1.4. Résolution de I’équation de Schrodinger pour Hamiltonien dont la masse dépend de

position :

D'apres Von Ross :

Hyg = 7 (m*@)pm? (@)pm? (2) + m? @)pmP @)pm= () + V(2) (136)

T4

a, f3, et y sont des réels,qui doivent évidemment satisfaire la contrainte suivante :

a+pf+y=-1 (1.37)
On a I'équation de Schrodinger :

Hy(x) = Ep(x) (1.38)
L'operateur impulsion est donné par :

p(x) = —ihd, (1.39)

L'hamiltonien effective généralisé est donné par :
H = i(m"‘(ﬁ?)ﬁmﬁ (®pmY (2) + m? (R)pmP (2)pm*(%) + V(%) (1.40)

On remplace P et H dans (1.38) il vient :
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Chapitre I: Hamiltonien généralisé

{= 2 @ Zm@F Sm@) +m@) —mE)F Zmx)?] +VE) - Efp)=0 (141)
On dérivée 1’équation suivantes :

m() =-m(0)f mEPEEmE - {y mE)mE) T+ mf ) (142)
m(x)? = m(0)f = me)PEEm@)? - {amG) mE) L +m)PF ) (1.43)
Les dérivées secondes :

m()% [y m(x) mEOVHFL +m()FY |-

[ym"(x) mG)"*F~t + y (v +B- 1)m'(x>2m<x>y+ﬁ-2 + ym' ()m@)rHFS 4
(v + Bym (ImG) 1L (s L (1.44)

et

m(x)Y :—x [a m(x) mx) -1 + m(x)F+e %]:

[ am"(x) mx)*B 1T + o (a + B — 1) m'(@)*mx)*F2 + «a m’(x)m“””"l%
+(at+B)ym' (x)m(x)*+E- = + a+ﬁ@ (1.45)

Oum'(x) et m"(x) désignent respectivement les dérivées premiére et seconde de la

distribution de la masse m(x) par rapport a la variable x .

En utilisant les relations (1.44) et (1.45) on trouve :

m" (x) m' (x)? m'(x) a

hZ

m2(x) dx

m'(x) d 1 d? m" (x)

y+pEDL_L Ly

)m’ (x)2 m'(x) a
m2(x)dx m(x)dx? m2(x)

m3(x) ROy m2(x) dx

—+ (a+

m'(x) d 1
B) mz(x)a m(x) dxz] V(X)

(L46)

Apres la simplification 1’hamiltonien s’écrite sous la forme :

H={-—=L 4 1O 4Ly (147)

2m(x) dx? 2m?2(x) dx

13

—
| —



Chapitre I: Hamiltonien généralisé

Ou V (x), qui sera appelé potentiel effectif, est la somme du potentiel physique et du potentiel
d’ambiguité :

1

V=V - [A+pm')m"(x) —2(B+ 1) + a(B +a+ 1)];— =) (1.48)
L’équation de Schrodinger s’écrira donc :

1 d? m/(x) d ~ _
{_ e T e TV —ER(x)=0 (149)
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Chapitre Il : Résolution de [’équation de Schridinger généralisée pour un potentiel et une masse rectangulaires.

IL.1.Résolution de I’équation Schrodinger pour une potentiel et masse (constant)

rectangulaire :
I1.1.1.La barriére de potentiel :

On considére maintenant le cas d'une barriére rectangulaire de largeur a et de hauteur V ,
comme indiqué sur la figure (II.1). Nous allons étudier la propagation d'une onde incidente
venant de la droite dans les deux cas ou I'énergie E est supérieure ou inférieure a V). Ces deux
cas permettent d'illustrer deux phénomenes ondulatoires importants : la résonance et I'effet

tunnel

La barri¢re de potentiel est définie par :

0 pour(x <0) régionl (I11)
V(x) =<V, pour(a > x > 0) régionlI (112)
0 pour(x > 0) régionlll (113)

V(x) A

Vo
onde réfléchie ;
< onde transmise
i
— >
onde incidente () (11) (111)
X
>
0 a
Figure (I1.1) : La barriere de potentiel unidimensionnel
L’équation de Schrodinger indépendante du temps peut-étre écrite comme :
Hy(x) = Ey(x) (114)
Dans la région (I) et (III), I’énergie potentiel est nulle :
h2 92
H=-—— (I15)

Dans la région (I1),1'énergie potentiel est égale V:
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Chapitre Il : Résolution de [’équation de Schridinger généralisée pour un potentiel et une masse rectangulaires.

2 2
H=-12 1y, (116)

2m 9x?

Pour E >V, :

On obtient les équations indépendantes de temps :

dPpio)
—+ hz () =0 (117)
a2y (x)
S 4 22 E - V)Pu(x) =0 (118)
a2y () 2mE
d;[;x Z; Yux) =0 119)

Soit encore, compte tenu des définitions:

& ""(’” + k2 (x) = 0 (1110)

& "’“(") + k2 (x) = 0 (1111)

d¢““+hwﬂ@—o (1112)
Avec k? = 27:25 et k2 = w

I1.1.2.Cas E > V:

(I) (1I) (I1I)

Figure (I1.2):La barri¢re de potentiel ( E > V)

Dans ce cas, on a toujours on mécanique classique une transmission de la particule avec un
ralentissement dans la région central. Et dans mécanique quantiques on trouve dans les trois

régions

(x<0),(a>x>0)et(x>0)
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Chapitre Il : Résolution de l’équation de Schrodinger généralisée pour un potentiel et une masse rectangulaires.

La solution générique dans les régions s'écrit :

Pi(x) = A e + 4 e~ tax (1113)

Yu(x) = Azetfs* + A etk (1114)

Y (x) = Azefr* + fye~thax (1115)
Prenons A; = 0 (Particule incidente venant de x = —oo) donc Yy (x) = Azet*1*

Tel que A;, A;:sontdesconstant e¥ i ntégration
A etf1% et A, e~*1¥]es fonctions d'onde transmission et réflexion
Conditions de continuité :
Raccord des régions I et 11 :
Les conditions de continuité en x =0
La continuité de la fonction :
P1(0) = Y;(0) = Ay + 4; = A, + 4, (1116)
La continuité de la dérivée de la fonction :

{1,0{ (0) =¥ (0) (1117)
K1(A1 - A’1) = Kz(Az - Alz) (1118)

Les conditions de continuité conduisent au systéme :

(A4; + AY) = (A, + 45) (I119)
[(Al — A7) =2 (4, — ) (1120)

Avec l'addition de (1119) et (I 120)nous avons I'équation (I 121)et nous avons l'équation

(I1122) de la soustraction de (1 119)de (1120) :

A= () 4+ (50) 42 a121)
A, = ("12;,{1"2) A, + ("12;,{1"2) Al (1122)

Raccord des régions Il et I11 :

Yu(a) = Pip(a) = A2 + A e 2t = Azethr
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Chapitre Il : Résolution de l’équation de Schrodinger généralisée pour un potentiel et une masse rectangulaires.

Continuité de la dérivée enx=a:
. ; . k .
l/)I’I(a) = l/JfH(a) = Azelkza — Aze_lkza - k_1 (Agelkla)
2

Alors :

Azeikza +A29_ik2a — Agelkla (I 123)
Ayetk2d — A g=ikza — %(Ageikﬂl) (I124)
2

En adition (I1123) a (I124)nous avons eu la relation (I1125) et nous avons eu I'équation

(I1126)de la soustraction de (1 123) de (1 124)

ki+k i —
A, = (;T;)el(kl ka)ag, (1125)
, k,—k ;
A, = ( Zkz_l) eillatiz)as, (1126)

Coefficient de transmission:

Les solutions d’ondes planes sont utilisées pour décrire des courants stationnaires de
particules. Pour évaluer les probabilités de réflexion et de transmission d’un tel faisceau,

comparons les flux réfléchi et transmis avec le flux incident.
Probabilité de réflexion (R) et de transmission (T) :

Nous pouvons calculer le courant J en un point quelconque :

J6) =i () S () — Y(O) ()"} (1127)

Remarquons que I’expression du flux (du courant) en un point se calcule sans qu’il soit
nécessaire de connaitre la fonction d’onde partout. Par contre, pour affirmer que I’impulsion
est bien définie, il faut connaitre la fonction d’onde partout. Toute référence a une particule
qui aurait une impulsion précise dans telle région limité de I’espace est dénuée de sens en

mécanique ondulatoire car la particule qui a une impulsion précise, p, occupe tout I’espace :
ipx

sa fonction d’onde est e » Par contre tout état présente un courant bien défini en chaque

point.

Courant incident :

. hk .
Ji = _1|141|2 =Ji :hV1|A1|2 (1128)

m
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Chapitre Il : Résolution de l’équation de Schrodinger généralisée pour un potentiel et une masse rectangulaires.

Courant réflexion :

. hk ’ . I
r:#|A1|2:>]r =flV2|A1|2 (1129)
Courant transmis :
. hk ,
t = 71|A3|2 = je=hv;|43]? (1130)

Le coefficient de transmission :

e _ A3
- j_i = ﬁ (I131)
Le coefficient de réflexion :
el |
R=—="—- (1132)

Ji |41]?
Les coefficients de réflexion et de transmission sont respectivement donnés

Jji=jr+je=T+R=1, d’aprés le principe de conservation de densité¢ du courant de
probabilité
En remplacent (1125) et (1126) dans (1121) et (1122) on trouve :

4k k,e

Az = (ky + ky)Ze—ikza — (k, — kz)ze+ik2aA1 (1133)
Avec: sink,a) = elkza_z—e_lkza (1134)
On remplace k; et k, par leur valeur il vient :
T = 4E(E Vo) (1135)
4E(E—Vp)+si ﬁ[\/w a ]
On pose VEO =x:
- i) (1136)

si I?[Jz(x—l)n]+4(x2—x)

I1.1.3.Cas E < V,: effet tunnel :
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Chapitre Il : Résolution de [’équation de Schridinger généralisée pour un potentiel et une masse rectangulaires.

Figure (I1.3): La barricre de potentiel ( E < V)

L’effet tunnel est I’'une des conséquences les plus spectaculaires de la mécanique ondulatoire
introduite dans les années 1923-1927 essentiellement par Louis de Broglie et Erwin
Schrodinger l'origine de cet effet provient de ce qu'on a appelé la dualité onde corpuscule
[11]. A toute onde on peut associer des particules: par exemple, la lumiere peut se décrire
comme des ondes électromagnétiques ou se comporter comme un flux de photons, et
inversement toute particule matérielle peut avoir des comportements relevant plutdét du

domaine des ondes.

En mécanique classique, une particule rencontrant une barriere de potentiel, ne peut la
traverse s'il possede une énergie E inférieure a celle de barriere, dans une approche quantique,
la fonction d'onde 1) associée a 1'particule n'est pas nulle a l'intérieur et au bord de la barricre
potentiel (Figure IL.3). Dans ces condition, les particules ont la possibilité de franchir la
barriere potentiel lorsque la largeur de celle-ci n'est pas trop grand .ce phénoméne purement

quantique, port le nom (effet tunnel).
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Chapitre Il : Résolution de [’équation de Schridinger généralisée pour un potentiel et une masse rectangulaires.

-
' A
rl |n l“' A Ih|
lI ‘i ll I'l :‘ || |'P“| 'FII 1 '
'Y 41 | | \ | »
: I 1 | /
'ti”l’*i,':f',ll Vo
\/ | VY ERY
\ ) V) ',‘ f ' f ! :
\ J \ ) \/ \ ] \ )
v W v u v _ﬂ/\‘/\\/'\/\\/'\//'\
Fonction d’ onde Fonction d onde
mcidente transmuse

Onde évanescente

Figure (I1.4): La barri¢re de potentiel ( ef f etunne)

La solution générique dans les régions s'écrit :

Y1 (x) = Ajetkr¥ + A e kX (1137)
Y (x) = Aeke* + 4, e kX (1138)
Y (x) = Azetfr* + Aze~tkax (1139)
Avec k% = 21:215 et ki= %
Conditions de continuité :
Raccord des régions I et I1 :
Les conditions de continuité en x=0
La continuité de la fonction :
Y1(0) = Yy (0) = A4, + A1 =A4A; + Az (1140)
La continuité de la dérivée de la fonction :
{wf(O) = P},(0) (1141)
iK1(A1 - A’1) = Kz(Az - Alz) (I 142)

Raccord des régions II et II1 :

—
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Chapitre Il : Résolution de l’équation de Schrodinger généralisée pour un potentiel et une masse rectangulaires.

Y(a) = Pip(a) = Aye*2® + d,e k28 = Ajetkra

Continuité de la dérivée en x=a:

Yi(a) = Yi(a) = ky(Ae*2® — Ay e72%) = ik, (Aze1?)

Doncona:

{(A1 + A1) = (4, + 43)
iKl(Al - A'1) = Kz(Az - Alz)

et

Azekza + Aze_kza = A3eik1a
{kz (Aye*2® — Aye~*2®) = ik (Azet 1)

De cela on déduit :

_ 4ik1k2€_ik1a A
T (ky+iky)2ek2a—(ky—iky)2ek2a 1

As

Dans le cas ou k,a > 1, qui nous intéressera, on a simplement :

2, 2
— 16k1 kz _zkza
(k1®+kz%)?

On remplace k, et k, par leur valeur il vient :

T = 16E(Vo—E) e—Zﬂ /2(1—V£0)

Vi
E
Onpose —=x:
Vo

T = 16(x — x?)e~2™/201-%)
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Chapitre Il : Résolution de [’équation de Schridinger généralisée pour un potentiel et une masse rectangulaires.

ILI.2.Résolution de I’équation de Schrodinger généralisée pour un potentiel et une masse

rectangulaires :

On va considérer maintenant le probléme de la transmission d’une particule a travers une

barriere de potentiel rectangulaire et en masse :

A
m(x) V(x)
V() ml
— m2
m(x) Région I -
- Vo [
G‘WV‘; Région| | Régionlll
me - VV v/ 9
m1 m1
0 a X
Figure (IL.5)

V(x) barrieére du potentiel et une m(x) masse rectangulaires est définie par :
0 pour(x <0) régionl
V(x) =<V, pour(a >x > 0) régionll (1151)
0 pour(x >0) régionllIlI
my pour(x <0) régionl
m(x) =<{m, pour(a > x > 0) région (1152)
my; pour(x > 0) régionlllI
Ona:
Hy(x) = Ey(x) (1153)
et

H =< (m@pmP @)pm? (&) + mY @)pmP (R)pm* (%) + V(%) (1154)

Donc I'équation de Schrodinger :
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Chapitre Il : Résolution de l’équation de Schrodinger généralisée pour un potentiel et une masse rectangulaires.

1 d%()  mx) dip(x)
_2m(x) d x? 2m?(x) d(x)

+ (V) —e)yY(x)
P (x)

4m3(x)

=0 (1155)

+[(1+mE)mx)" = 2( + 1+ ala +  + 1))m"?(x)]

La résolution d'équation de Schrodinger permet le calcule des fonctions d'onde dans chaque
région de potentiel d’ou I'on déduit le coefficient de transmission et de réflexion. Il faut
d'aborde résoudre 1'équation séparément a gauche et a droite de x=0 et x=1 et puis raccorder

les solutions en x=0 et x=a en utilise des conditions de continuité.
L’¢équation de Schrodinger indépendante du temps peut-Etre écrite comme :

HY(x) = EY(x) (1156)
pour E >V,

Equation aux valeurs propres dans la région est :

(d*Py(x)  2mE
() = 0
d*P(x) 2m
< d;ICIZ + hzz (E=V)yu(x) =0 (1157)

d*Yy(x)  2myE

a2 T2 Yu(x) =0
Avec ki = ZZ;E et k3 = —Zmzilb;_v(’)

La solution générique dans la région I s'écrit :
Pi(x) = Ayelar 4 Ayemtior
Yn(x) = Ayetke* + 4,e~tka* (1158)
Y (x) = Aze’r¥ + 4zethax

Prenons A; = 0 (Particule incidente venant de x = —oo)donc Yy (x) = Azetkr*

Tel que :A;, A;:sontdesconst ant eki négrati on

Aje*1*et A e *1¥]es fonctions d'onde de transmission etde réflexion

11.2.1 Conditions de continuité :
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Chapitre Il : Résolution de l’équation de Schrodinger généralisée pour un potentiel et une masse rectangulaires.

Nous devons assurer la continuité de la fonction d’onde et de celle de sa dérivée

!
P est continueet % continue, choi xdeLévy — Leblond

Raccord des régions I et 11 :
Les conditions de continuité en x=0
La continuité de la fonction :
P1(0) = Yy (0) = Ay + A, = A, + 4,

La continuité de la dérivée de la fonction sur la masse :

1 1 _ 1 1
WO = i ()

(I159)
5y - 1) = 2 (4 - )
my 1 1/ — m, 2 2
Posons v; = *
mi
Les conditions de continuité conduisent au systéme :
(A, + A7) = (A, + 4)) (I160)
v
(A = A7) = = (4, — 4)) (161
1

Avec 1'addition de (1160) et (I 161)nous avons I'équation (I 162) et nous avons 1'équation

(1163) de la soustraction de (1160)de (1161) :

A —(U1+UZ)A +<vl_v2>A’ 1162

1 — Zkl 2 Zkl 2 ( )
1.71 - 1.72 Ul + vz)

Al = A Al 1163

1 ( 2v, ) 2 +( 2v, 2 (1163)

Raccord des régions II et II1 :
(a) = Yp(a) = A,etk2® 4 A, e tked = 4, plk2a
11 111 2 2 3

Continuité de la dérivée /masse en x=1 :

ilp’(a) = i1/)’ (a) = A,etk2d — 4, e~tk2a = U1 4 eikra
el m, i 2 2 v, 3
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Alors :
Azeikza +A29_ik2a — A3eik2a (I 164)
, . ) v .
Azelkza _ Aze—lkza — v_1A3elk1a (I165)
2

Avec 1'addition de (1164) et (I1165) nous avons I'équation (I 166)et nous avons 1'équation

(I167)de la soustraction de (I 164) de (I165) :

vtV .
A, = ( 121; 2) eilki=kaay, (1166)
2
v, — 7V i
Ay = ( 2 1)el<k1+kz>a,43 (1167)
2v,

En remplacant (I [7) et (I [8) dans (I I 3) on obtient :

U1+U2 171+172 . _ V1 — 7y VUV, — Vg .
A, = ( ) ( ) i(kq kz)aA ( ) < ) L(k1+k2)aA 1168
1 21, 2v, ¢ 3t 21, 2v, ¢ 3 ( )

Ce qui nous mene au résultat suivant :

—ik,a
4viv,e” M1

3 = (v, + v,)2ek2a — (v, — vz)ze+ik2aA1 (1169)
11.2.2. Coefficient de transmission et de réflexion :
On introduit le coefficient de transmission T de la barriére :
|A5]?
= A2 (1170)
Car dans la région (I) et (II) du méme vecteur d’onde. Ce qui conduit a :
A.|? 4p v, e tkia 2
T= | 3Iz = 2 —iklaz 2, +ik,a (1171)
|Aq] (V1 + vy)2e" k28 — (v — v,)2etike
SiE<V,:
Onak,=+ik, (1172)
A.|? 4y v, e tkia 2
p oAl v, __ 1173
|Aq] (vy + vy)2ek2a — (v, — v,)2e k20
SiE>V,:
( |
L %77 )
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(4v1v,)?
T = . . . . (1174)
((v1 + vy)%e k2 — (v — vy)2eth28)((vy + vy)2etk2® — (v — v,)2e~th2a)
Apres la simplification nous obtenons le coefficient ci-dessous :
T = (v1v,)" (1175)
(vy + v)* + (v — v2)*=2(vy + v3)%(v1 — v5)*coH2k,a)
Que 1'on peut écrire €galement sous la forme :
4v,v,)?
T = ( — 2)2 _ (1176)
4(v1v,)?% + (v — v5)2sin?(k,a)
Finalement :
T = ! (1177)
g ),
+ towy)? S (kya)
(v —v3)? _ [(my — mp)E —myV,]? (1178)
4’(1711.72)2 4m1m2E(E - Vo)
Et le coefficient de réflexion de la barri¢re s’écrit sous la forme :
R Al _ (v3 + 9) (v, + v (e0 — eikaa) 2 0179)
Ay (W2 + vZ 4 2v,v,)e k2@ — (V2 + vZ — 2v,v,)eik2®)
En le simplifiant, on arrive a :
R A 2 B (vy + v) (v, + vy)sin(k,a) 2 (1180)
A |+ vd)sin(k,a) + i2v,v,c05(kya)
Que 1'on peut écrire €galement sous la forme :
3 (vi — v3)?sin®(k,a) 1181
(V2 + v2)2sin?(kya) + 4(v1v,)? ( )
SiE >V, Onremplace v, et v, par leur valeur il vient :
1
T = (1182)

1_ﬂ £_1)2
4 gy m;";)"g sin? <n l2(E - 1))
4m1V0(V_0_1) 0
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Chapitre Il : Résolution de l’équation de Schrodinger généralisée pour un potentiel et une masse rectangulaires.

E
On pose ;- =X trouver:
0

1

I
1+ msmz(n Z(X - 1))
my

m
Donc pour : % =1
my

4(x? —x)

- sin?(my2(x — 1)) + 4(x% — x)

Pour : =2 = 12

mq

B 48(x% — x)
- (—11x — 1)2sin2(m\/2(x — 1)) + 48(x2 — x)
Pour: —2 = =
mq 12
. (e -»

((1 - %) x — 1)%sin?(n/2(x — 1)) + G) (x%2 —x)

SiE < Vy:

16

G, ( L (ml) T 4 96720

T =

E
On pose o~ =X trouver:
0

16
a-x) x) 02m/2(1-x)
(@t T g

m
Pour: =2 =1
mq

_ 16(x — x?)
T e2ny2-x)

Pour : =2 = 12

mq

29

(1183)

(1184)

(1185)

(1186)

(1187)

(1188)

(1189)

—
| —



Chapitre Il : Résolution de l’équation de Schrodinger généralisée pour un potentiel et une masse rectangulaires.

T= 16 [190
T e o
-x x
Pour: 22 = —
mq 12
16
T = ( X + 12(1—x) + 2)e2”\/m (I 191)
12(1—x) x
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Chapitre 111:

Résolution de I’équation de Schrodinger
genéralisée pour un double potentiel et une
masse rectangulaires



Chapitre III: Résolution de [’équation de Schrodinger généralisée pour un double potentiel et une masse rectangulaires

III.1. Résolution de I’équation de Schrodinger généralisée pour une double barriere de
potentiel :

vix) ,
Vo
1 || ]| v VvV
0 a b C ' %
g - 5
Figure (I11.1)

Remarque : on poseb=2a,c=3 a.

pour E > Vj:
L’équation de Schrodinger indépendante du temps peut-Etre écrite comme:

Hy(x) = Ep(x) (I11.1)

Equation aux valeurs propres dans les régions est :

dw()
( dxlzx hz lpl()_o

d2
% +—(E —MYPy(x) =0

) dzl/)m(x) 2mE

0z T Y(x) =0 (1IL.2)
d? () 2 (E V)
12;\; = = Yyv(x) =0
d?yy( )
\~ .- d;lzx hz 11[)V( )_O
Avec k2 = et k2 = —Zm(fz Yo)

La forme générale de la solution de I’équation différentielle dans les régions est :
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Chapitre Ill: Résolution de I’équation de Schridinger généralisée pour un double potentiel et une masse rectangulaires

D) = Aot 4 A, et

Y (x) = Ayet*e* + 4 e~ tkax

Y (x) = Azetfr¥ 4 Azetkax (I11.3)
Yry(x) = Aget*e* + 4 e~ tk2x

Py(x) = Agethr*

II1.1.1 Conditions de continuité :
Nous devons assurer la continuité de la fonction d’onde et de celle de sa dérivée

g

W = continueet; continue, choi xdeLévy — Leblond)

Raccord des régions I et 11 :
Les conditions de continuité en = 0 , on a La continuité de la fonction :
P1(0) = yYy(0) = A, + 4, = 4, + 4,

La continuité de la dérivée de la fonction :

P1(0) = ¥y (0)
, , 1.4
Uty — 1> = Ko, — 2 (4
Les conditions de continuité conduisent au systéme :
(A + A) = (4, + A4%) (I1I5)
! K; !
(A, — A = K—i(Az — A3) (I'Ll6)

Avec l'addition de (IIL.5) et (II1.6) nous avons 1'équation (I11.7) et nous avons I'équation (II1.8)
de la soustraction de (II1.5) de (I11.6) :

A, = (%) A, + ("‘;ZZ) Al (1 1.I7)
A= () 4+ (50 45 (LE)

Raccord des régions II et III :
(@) = Y (a) = Ayet*2® + A,e 20 = fethra + fie~ e

Continuité de la dérivée enx=a:

. - s k . - .
Pin(@) = Yiu(@) = Apetat — fye~thae = K (Azethad — freikaa)
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Chapitre Ill: Résolution de I’équation de Schridinger généralisée pour un double potentiel et une masse rectangulaires

Alors :

Azelkza _I_ Aze_ikza — Agelkla + A3e_ik1a (I I.Ig)

Azeikza _ Aze—ikza = %(Ageikla — A3e_ik1a) (I II].O)

En adition (I1.9)a (I11.I10)nous avons eu la relation (I1.I11)et nous avons eu 1'équation

(I 1.1 2)de la soustraction de (I11.19) de (I [.I10) :

A, = (%) eilla-ka)ay, 4 (%) e~ilkatia)a g (11.111)
2 2
1 (k2=k1\ Ji(ki+ky)a kitka i(ka—ki)a 4
2_(2k2)e 11k2 A3+(2k2 )e 2=k1)ag, (11.n2)

Raccord des régions Il et IV :

La continuité de la fonction :
Y (b) = Pry(b) = Aze™ 1P + Aze™ab = A etz + [ e~ keb (I'LI13)

La continuité de la dérivée de la fonction :
, . . . k, . .
= = Aze — Aze =T (Age — Aye .
Yi(b) = Pry(b) = Aze b — Aye~tkab (4 tkab _ A, eik2b) (11.114)
1

Alors :

Avec l'addition de (I 1.113) et (I [.I14) nous avons I'équation (I I.I15) et nous avons 1'équation

(I 1.I16) de la soustraction de (I 1.113)de (11.114) :

4y = (k12‘|l; kz) eilia—kb g, 4 (k12; kz) e~ika+ka)b g1 (11.115)
1 1
ki —ko\ . ki + ky\ .
AL = < 12k1 2) el(k1+kz)bA4 + (12712> el(k1—k2)bA:} (I1.ne)

Raccord des régions IVetV:

La continuité de la fonction :
(c) = Yy(c) = Asetke 4 4,e7 k¢ = g etkac
v \ 4 4 5

La continuité de la dérivée de la fonction :

Py () = Py (c) = Agetkat — A, e ke = ﬁA eikic
v v 4 4 K, s
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Chapitre Ill: Résolution de I’équation de Schridinger généralisée pour un double potentiel et une masse rectangulaires

A4eik26‘ +A4e_ikzc = Aseiklc (I 1117)

, . k .
A4elk2C _ A4e_lk2C = k—lAselklc (I I.118)
2

Avec I'addition de (I [.I17)et (I 1.I18)nous avons 1'équation (I [.I19)et nous avons 1'équation
(I 1.I20)de la soustraction de (I 1.117)de (1 1.118) :

ky + ko)
A, = (%) eilki=kz)c g (11.119)
2
ky — i\
Ay = () eltkstkara (11.20)
2

1I1.1.2 Coefficient de transmission :

On a dans la région (I) et (V) du méme vecteur d’onde donc :
A_5 2
A

_ ”(kl + kz) <k1 + k2> pilia—icx)a

T:

(11.21)

+ (kl - kz) <k2_k1> ei(k1—k2)a] [(kl + kz) <k1 + kz) ei(k1—k2)a
2k, 2k, 2k, 2k,
+ (kl - k2> <k2_k1> ei(k1+k2)a]
2k, 2k,
() (e
1 2
N (kl — k2> <k1+k2> ei(kz—kl)a] [(kl — kz) (kl + kz) pi(Sk1—Iez)a
2k, 2k, 2k, 2k,
2
n (kl + k2> <k2_k1> ei(5k1+k2)a]
2k, 2k,

(11.22)

On remplace k, et k, par leur valeur il vient :
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Chapitre Ill: Résolution de I’équation de Schridinger généralisée pour un double potentiel et une masse rectangulaires

E E
25~ 2D
E E
1 w1 , ,E E
+Z<1_ £_1><1— 3 )Exp[m( 2v—0+ Z(V—0—1)>]>
Vo Vo
) E

S

[ )lgfﬁ

(11.23)

E o
On pose X il vient :
0

T = Norm[l/((} (ijTl+ D+ j? DExplin(V2x — \/2(x = 1))] +§(1 - E (1
- E)Exp[in(m + m)])(i (ijTl + D+ E JExplin(V2x
-2 =11 + % a- j?;%a - \/Z)Exp[in(m +20c =) + (% (
- J? )(\/g + DExplin(y2(x — 1) — V2x)] + % 1+ jgxl
- \/Z)Exp[—in(m + M)D(% 1+ Jg)(l - \/Z)Exp[m(sm

1 ’ ~1
+2G= D] +7 (1 - XT)( /xxj+ DExp[in(5V2% — 20 — D)]))]2

(1 1.24)
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Chapitre Ill: Résolution de I’équation de Schridinger généralisée pour un double potentiel et une masse rectangulaires

SiE<Vy:

E E
1 1 v vt
T=|/||3| (5) =—+1 || 1+i | —2
0 [

A

)

Fl e )
A o e e ) o0 )

E E
1 1 v w1
+o (—) Jo 1 |{1-i 2
4 L —— 41 =
Vo Vo

P F )

Jobe i)

(I1.125)
E .
On pose — = x il vient:
Vo
T= Norn{l/((%((l/i) — 5t DA+ et 1)Exp[rr(i\/ﬂ +2(=x + D)] +%(1 —i _xx+ 1)(1
1 —x+1
— /i) /_xx+ DEXpT(iVZX — 2=+ DI (/D) x+ S+ DA+ L Explr(ivZe

1 ’— 1 1
2 D)+ (- xx+ (A = (1/0) /_xx+ DEXpln(ivZx — 2(x + DD + (1

_i _xx+ Yaasm /_xx+ -+ DExpln(—/2(=x + 1) - iVZ¥)] +%(1 +i /_x; La

1 ’— 1
— /i %H)Exp[n(—im 2 DING A+ xx+ YA - (1/0) ,%H)Exp[n(Si\/ﬂ

1 - 1
I+ (- [/

x+ -+ DEXpIT(5ivZx + 20— + DD
(11.26)
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Chapitre III: Résolution de [’équation de Schrodinger généralisée pour un double potentiel et une masse rectangulaires

II1.2. Résolution de I’équation de Schrodinger généralisée pour unpotentiel et une masse

rectangulaires :

V(x)

m(x)

Mme  m

Vo
m1 mi1 m1
| || m v vV
-
e —
- P
£ —
-~ P
Figure (I11.2)

L’équation de Schrodinger indépendante du temps peut-étre écrite comme :

Hy(x) = Ey(x)
pour E > V,:

Equation aux valeurs propres dans les régions est :
(d*P(x) 2myE

dx2 + K2 lpI(X) =0
d*Py(x)  2m,

T2 + P (E—=V)Yu(x) =0
d* Py (x) | 2miE

Tz Yu(x) =0
d*Py(x)  2my(E —V)

dx2 + % Yv(x) =0

d*Py(x) 2myE
\ dx2 + K2 ¢V(x) =0

A

2 _ 2mq E 2 _ Zmz(E—Vo)
Avec k1 =z et kz =z

La solution générique dans les régions est :

D) = Ayelhos 1 4yt
Y (x) = Ayethe* + A e~ tkax
P (x) = Azetr¥ + Aze~thkax
Yy (x) = Age*e* + A e~ ke
Py (x) = Agelhr*
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Chapitre Ill: Résolution de I’équation de Schridinger généralisée pour un double potentiel et une masse rectangulaires

1I1.2.1 Conditions de continuité :

Nous devons assurer la continuité de la fonction d’onde et de celle de sa dérivée

L continue, choi xdeLévy — Leblond)

(Y continue et —

Raccord des régions I et I1 :
Les conditions de continuité en x=0
La continuité de la fonction :
P1(0) =Yy (0) = Ay + A, = A, + 4,

La continuité de la dérivée de la fonction sur la masse

1 1 _ 1 1
WO = -9 (0)

(11.130)
- 1) = 2 (4 - )
my 1 1) — m, 2 2
Posons v; = Lk
m;
Les conditions de continuité conduisent au systéme :
(A + A) = (A, + A%) (I11.131)
v
(4, — A7) = —= (4, — 4)) (1182)
1

Avec l'addition de (I 1131) et (I 1 132) nous avons I'équation (I I 133) et nous avons 1'équation

(I T134) de la soustraction de (I 1 I31) de (I 1132) :

A —<v1+v2),4 +(U1_UZ)A’ 11133
vV — Uy v+ v,

Al = ( )A ( )A’ [11.134

1 20, 2+ 20, 2 ( )

Raccord des régions II et II1 :
(@) = P(a) = Ayetk2? 4 A,e k2 = A ekt 4 [ e-ikaa

Continuité de la dérivée / masseenx = a :
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Chapitre Ill: Résolution de I’équation de Schridinger généralisée pour un double potentiel et une masse rectangulaires

1 . P (21 . .
it/)h(a) = — () = Aet*2® — fre 2 = — (Azeh19 — A;e7T19)
m, my )

Alors :
Ajeth2t 4 A e7tha = p ptk2a 4 4 p=ik1a (11.135)
ikza _ { —ikza — E ikla _ { —ikla
Aje Aje - (Aze Ase ) (I1.136)

2

En adition (I I I135) a (I I [36) nous avons eu la relation (I [ 137) et nous avons eu I'équation (I I

.38) de la soustraction de (1 1135) de (I11136) :

2 2
4 = (M) eillatko)ay 4 (@) eilka-kia (11.38)
2'!72 U,

Raccord des régions Il et IV :

La continuité de la fonction :
Y (b) = Pry(b) = Azetkh + dye kb = 4, etkeb 4 4, oikab

La continuité de la dérivée de la fonction :

1 1 . . v . .
— i (b) = —Ply(b) > Ageiksd — Ayemikb = T2 (4, tksb _ 4, omikd
mllpm( ) - Yrv(b) 3€ 3€ 171( 4€ 4€ )

Alors :
A3eik1b + Age_iklb — A4eik2b +A4e_ik2b (I I.Bg)
. . v . .
Azefrb — A eikab = U—Z(A4e‘k2b — A emtkab) (I11.140)
1

Avec I'addition de (I 1139) et (I I 140) nous avons I'équation (I I 141) et nous avons I'équation

(I 1142) de la soustraction de (I 1 139) de (I 1140) :

vy t+v . v, — vV ;
A = ( 12v 2) ellkak)by, 4 ( 12 - 2) e~ i(katka)b 4, (11.41)
1 1
r_ (YT UZ) i(ky+kz)b (171 + v2> i(kyi—k2)b 27
= Ay + 17%2)%4 [1.42
3 ( 2v, e 4 2v, e 4 ( )

Raccord des régions IVetV:
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Chapitre Ill: Résolution de I’équation de Schridinger généralisée pour un double potentiel et une masse rectangulaires

La continuité de la fonction :
c) = c) = A etk A e~ tkac = A etkac
v \% 4 4 5

La continuité de la dérivée de la fonction :

1 1 . , . v ,
—Plu(c) = —l(c) = Aetkac — f,emikec = L g gikrc
Vv v 4 4 5

2 1

U,
A4eikzc +A4e‘”‘zc = Aseiklc (11.43)
isz — { —ikzc — E l'k1C
Ase Ase - Asze (11.144)
2

Avec l'addition de (I 1143) et (I I 144) nous avons I'équation (I I I45) et nous avons 1'équation

(I 1146) de la soustraction de (I 1 143) de (1 1144) :

A, = (Y72) ita-ko)c g 1145
2
UV, —V .
A, = (#) eilkitka)e g (I11.K6)
2v,

111.2.2 Coefficient de transmission :

On a dans la région (I) et (V) du méme vecteur d’onde donc :

1
+ [(” + UZ) ('72 - vl) -i(kiths)a

o () (] [ (5o
2v, 2v, 21, 2v,
2
n (U + UZ) (UZ Ul) ei(5k1+k2)a]
2v, 2v,

(11.147)

On remplace v, et v, par leur valeur il vient :

41

—
| —



Chapitre Ill: Résolution de I’équation de Schridinger généralisée pour un double potentiel et une masse rectangulaires

2

(11.48)

SiE<V,:
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Chapitre Ill: Résolution de I’équation de Schridinger généralisée pour un double potentiel et une masse rectangulaires

- <—>)(
(- )] [0 [ |
(i i)
+z(l—<%> ) f)fﬁ)]
et )
T
) <—>)( ““(m—:>)axp[n(le—E)\

|
|
S|l
+
=
N
IE
N =
SN———
\/
m
<
=l
/\

B
—
—

(11.149)




Chapitre IV .

Résultats numériques et discussions



Chapitre IV: Résultats numériques et discussions

Le coefficient de transmission mesure |’importance relative du phénomeéne de
transmission. En général c’est une fonction croissante de I’énergie qui tend vers I’unité
lorsque 1’énergie tend vers ’infini. On peut dire qu’a cette limite, on retrouve le résultat de la
mécanique classique qui prévoit une transmission compléte dans le cas ou I’énergie de la
particule incidente est supérieure a la hauteur de la barriére de potentiel.

On remarque que le coefficient de transmission est une fonction symétrique des
vecteurs d’onde kjet kxdes deux cotés de la barriere. Une onde de méme énergie mais se
propageant en sens opposé (de II vers I)a donc méme coefficient de transmission : il est aussi
indépendant du sens de parcours.

Tous ces résultats ne peuvent surprendre lorsqu’on réalise la grande ressemblance
avec les phénomeénes de propagation d’une onde lumineuse. Le probléme traité ici est
analogue a celui de la propagation d’un signal lumineux a travers deux milieux d’indices

de réfraction différents.
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Chapitre IV: Résultats numériques et discussions

IV.1.Les courbes des coefficients de transmission pour une barriere du potentiel et une

masse rectangulaires :

T
10F RJ
08k m2/m1=1/12
0.6 '.- m2/m1=1
04 - ~-m2/m1=12
02¢
v, :
i A L A i 1 el i —

10 %

(2]
L

3
L]

3
o

Figure (IV.1): Variation du coefficient de transmission a travers une barriére du potentiel et

lamasse en fonction de I’énergie, (E > V)

T
0s

: m2/m1=1/12
06

| m2/mi=1
04}

1 m2/m1=12
02}

/\ E

0.2 0.4 0.6 0.8 10 ¥

Figure (1V.2) : Variation du coefficient de transmission a travers une barriére du potentiel et

la masse en fonction de I’énergie, (E < V)
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Chapitre IV: Résultats numériques et discussions

m
Dans le cas —= =1
mq

pour E <V,, a partir de la valeur E /V= 0.4 le coefficient de transmission commence a
augmenter avec l'augmentation de 1'énergie jusqu’a E= 0.97 V,, puis il ralenti pour atteindre la
valeur zéro quand E= V,, nous notons la transmission bien que E< V), cela soit connu effet

tunnel.

Pour E >V, , le coefficient de transmission subit des oscillations "amortie s" trés rapides.

Pratiquement la transmission est compléte déja a partir de la valeur E=3 V,

m 1
Dans le cas —% =—
mq 12

Pour E< V, le coefficient de transmission est soumis a une vibration a partir de la valeur E=
0.5 Vycommence par I'augmentation avec I'augmentation de 1'énergie a la fin E= 0.95 V,puis
ralentir pour atteindre la valeur de zéro a la puissance E= 1/, nous notons la transmission bien

que E< V1, cela soit connu effet tunnel.

Pour E >V, | e coefficient de transmissionoscille lentement entre la valeur minimale et
I’unité. Plus I’énergie augmente et plus les minima du coefficient de transmission augmentent.

On retrouve bien I'analogie avec la transmission optique d'un interférometre de Fabry — Pérot .

Dans le cas —2=12
my

Pour E<V,Le coefficient de transmission est presque a partir de la valeur E= 0.5
Vocommence a augmenter lentement avec l'augmentation de 1'énergie, puis disparait a la

valeur E= Vj, nous notons la transmission bien que E< Vj, cela soit connu effet tunnel.

Le coefficient de transmission oscille lentement entre la valeur minimale T———(m imz)z et
1 2

I’unité . Plus I’énergie augmente et plus les minima du coefficient de transmission diminuent.
De nouveau cela illustre bien I'analogie avec la transmission optique d'un interférometre de

Fabry — Pérot.
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Chapitre IV: Résultats numériques et discussions

IV.2. Les courbes des coefficients de transmission pour une double barriere de potentiel

et une masse rectangulaires :

T
1.0p.
m2/m1=1/12
0.8
0,6 ﬂ'|21’m1 =1
04 m2/m1=12

0.2

Figure (IV.3) : Variation du coefficient de transmission a travers une double barriere du

potentiel et la masse en fonction de 1’énergie, (E > V)

T
0k,
08k

1 m2/m1=1/12
0.6k

[ m2/m1=1
04k

[ m2imi=12
02f

[ J E

0.2 0.4 0.6 0.8 10 W

Figure (IV.4) : Variation du coefficient de transmission a travers une double barriere du

potentiel et masse en fonction de I’énergie, (E < V)
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Chapitre IV: Résultats numériques et discussions

m
Dans le cas —= =1
mq

Pour E< Vyle coefficient de transmission est soumis chez la valeur E= 0.24V,a une
augmentation rapide (soudaine) et n'est alors pas a la méme valeur de I'énergie au point E=
0.8 V, ou il est soumis a une vibration qui paralyse sa hauteur a l'unité, puis est perdue a la

valeur E= 0.9 V},, nous notons la transmission bien que E< V), cela soit connu effet tunnel

Pour E >V, le coefficient de transmission subit des oscillations '"amorties" trés rapides.

Pratiquement la transmission est compléte déja a partir de la valeur E =470 .

m, 1
Dans le cas —2=—
mq 12

Pour E< V, Le coefficient de transmission fluctue régulierement entre la valeur minimale et
l'unité ou aprés la premicre atténuation se révele 1égérement entre les énergies E= 0.2 V; et E=
0.6 1 et apres la seconde secousse, la valeur est perdue a la valeur E= 0.9 V;, , nous notons la

transmission bien que E< V), cela soit connu effet tunnel.

Pour E >V, pour des petites énergies le coefficient de transmission oscille d’une maniére

chaotique rapide entre la valeur minimale et I’unité.

Dans le cas —2=12
mq

Pour E< Vyle coefficient de transmission est nul a E= 0.9 Vytel qu’est sujet a une
augmentation rapide et est presque absent a la méme valeur d'énergie, nous notons la
transmission bien que E< V, cela soit connu effet tunnel.

Pour E > V), Le coefficient de transmission oscille réguli¢rement entre 1’unité et une fonction

enveloppe inférieure. Aux grandes énergies le coefficient se rapproche de plus en plus de

o . .. ) s . my _ 1
I’unité. On observe aussi que ses minima sont toujours inférieurs au cas précédent m—z =5
1

IV. 3. L’interprétation physique :

Pour E> V : La fonction d’onde y(x) représente une onde incident, issue de la région L
Cette onde est partiellement réfléchie et partiellement transmise dans la région III. Les
coefficients R et T sont les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude de

I’onde.
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Chapitre IV: Résultats numériques et discussions

Figure (IV.5) Desconstantek i ntégrati on

hk .
|2 —. Le coefficient

.. hk . L.
Le flux incident est |A4|? —, le flux transmis dans la région IIT est |A3 —

de transmission en intensité est le rapport de ces deux flux, il vaut|T|?. De méme, le
coefficient de réflexion en intensité est|R|?. La relation |R|? + |T|?> =1 peut étre vérifiée a
partir de ’expression de R et T. Elle assure la conservation du nombre de particules : le
nombre de particules qui pénetrent dans la barrieére est égal aux nombre de particules qui en

sortent pendant le méme temps

De méme, on peut démontrer la conservation du nombre de particules a 1’interface entre
deux régions voisines. Entre les régions I et II par exemple, au nombre de particules qui

s’¢loignent de ce méme point pendant le méme temps :

hk,
m

hk,
m

Ak,
m

hk,

12—+ 14,2 —2 = Ay 2 —L 4 52—

. E . .. P . .y
L’expression T ( - ) du coefficient de transmission montre que celui-ci est toujours inférieur
0

ou égal a I'unité. Pour |T | = 1 la transmission est totale; le coefficient deréflexion est alors

nul. Ceci se produit pour 2k,a = N, ou est un entier. En introduisant,A'longueur d’onde de

Broglie dans la région II, il vient 2a=N%. C’est une condition semblable que 1’on impose aux

couches antireflet ; dans ce cas ce sont des ondes lumineuses qui sont concernées et non des
ondes de matiére mais 1’analogie méritait d’étre soulignée. Lorsque la transmission est totale,
la barriére introduit, sur ’onde incidente, un déphasage en x = a, mais n’en modifie pas

I’amplitude.

Pour E< V,: Dans le cadre de la théorie classique, 1’énergie cinétique des particules dans la
région [ est E. Cette valeur est insuffisante pour que les particules issues de la région I passent
dans la région II ou leur énergie potentielle Vj, serait supérieure a E. Les particules sont toutes

réfléchies. La situation est différente dans le cadre de la mécanique ondulatoire ou la barriére
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de potentiel présente un coefficient de transmission non nul. Cet effet est appelé "effet

tunnel".

L’image véhiculée par cette dénomination est la suivante. Pour qu’un véhicule passe un col de
montagne sur son ¢lan, il faut qu’il possede, au pied de la montagne, une énergie cinétique, E,
supérieure (ou égale) a 1’énergie potentielle, qu’il aura au sommet du col. A cette seule
condition le véhicule pourra passer sur 1’autre versant de la montagne. Si ce n’est pas le cas
(Pour E< V}), le véhicule peut atteindre 1’autre versantde la montagne en empruntant un

tunnel.

i

X

Figure (IV.6)effet tunnel

Une particule est décrite par la fonction d’onde ¥(x). Dans la région I, ’onde est la

hk A
|? — et d’une onde réfléchie de

superposition d’une onde incidente dont le courant est |A;

hk .
|? — . La conservation

hk . L.
courant |A}]? —, le courant transmis dans la région III est alors |A

du nombre de particules s’écrit encore |R|? + |T|? = 1. Dans la région I, intermédiaire, régne

une onde évanescente. On vérifie aisément 1’absence de tout courant.
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Conclusion générale

Conclusion genérale

Dans notre sujet en appliquant 1’Hamiltonien généralisé, nous avons étudié des
systémes quantiques avec une masse qui dépend de la position, ce qui a été l'objet de
beaucoup d'activité de recherches. Ces modeles sont trés importants dans la vie pratique
telle que la description des propriétés €lectroniques des semi-conducteurs, en physique
nucléaire, en physique de la matiére condensée, dans le domaine des cristaux liquide ainsi

que dans les théories des puits et points quantiques.

Dans le chapitre 1 nous donnons un rappel historique sur les travaux les plus
important réalisés par les auteurs dans ce domaine, ainsi que les valeurs proposées pour les
parametres d’ambiguité (et déduite 1’équation de Schrodinger généralisé par 1’hamiltonien

effectif généralisé pour une potentiel et la masse variable en fonction de la position

Dans les chapitres 2 et 3 nous avons étudié la résolution de 1’équation de Schrédinger
généralis¢ indépendant du temps pour une barriere potentiel rectangulaire et double
potentiel rectangulaires et en masse, nous avons effectués un calcul analytique des
fonctions d’onde ainsi que les coefficients de transmission et de réflexion avec une énergie

inferieur et supérieur du potentiel.

Le quatrieme chapitre est consacré a I’illustration et la discussion de nos résultats. Nous y
présentons des courbes de coefficients de transmission en fonction de I’énergie pour toutes
les configurations de potentiels et de masses étudiées dans le chapitre précédent, et ainsi

proposé I’interprétation physique.
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Dans ce travail, nous avons présent¢ une ¢tude de I’Hamiltonien

généralisé avec le choix de Ben Daniel (¢ =y =0et f = 1)pour un
potentiel et masse dépendant de la position (PDM), et ses solutions
analytiques de 1’équation de Schrodinger associé. Nous avons calculé les
coefficients de transmission par la suite et ses solutions numériques en

fonction de I’énergie, pour une barriere de potentiel, double barri¢re et en

In this work, we presented a generalized Hamiltonian study with the

masse.

AVA

Abstract :

choice of Ben Daniel (o =y = 0 and = 1) for a potential and position-
dependent mass (PDM), and his analytic solutions of Schrodinger
equation associated. We calculated the transmission coefficients
thereafter and its numerical solutions as a function of energy, for a

potential barrier, double barrier and mass.
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