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Introduction générale 

 

      La mécanique quantique est la description du comportement de la matière et de la 

lumière, à l’échelle microscopique. Les études approfondi  sur le comportement 

microscopique de a matière, durant le premier quart du dernier siècle,  ont données des  

informations très importantes  sur la façon dont la matière  se comporte et a conduit ensuite 

à la formulation de la théorie quantique par Schrödinger, Heisenberg et Dirac.  

      En 1926 le physicien autrichien Erwin Schrödinger proposa la fameuse équation dite 

équation de Schrödinger c’est l’équation fondamentale de la mécanique quantique elle 

décrit  les états stationnaires, et dans sa forme dépendante du temps, l’évolution temporelle 

de l’état du système.  

       Le formalisme mathématique de la mécanique analytique développé par Joseph-Louis 

Lagrange (1736-1813), a conduit à une généralisation des principes de la mécanique 

newtonienne à des systèmes dynamiques, il mettait en jeu une fonction  L de l'espace de 

configuration du système (espace des couples position-vitesse). 

        L'autre approche de la mécanique analytique est le formalisme hamiltonien (William 

Rowan Hamilton, 1805-1865), ce formalisme introduit une fonction H, qui est définie sur 

l'espace  des phases (espace des couples position-impulsion), cette fonction est 

l'hamiltonien du système et correspond à l'énergie total du système. 

      Le formalisme quantique de Hamilton-Jacobi, a été développé  par Leacock et Padgett 

(1983), c’est une approche à l'étude des problèmes solubles  en  mécanique quantique, ce 

formalisme est une méthode importante et simple pour déterminer le spectre d'énergies. 

L'avantage de cette méthode c’est qu'elle donne la possibilité de déterminer les valeurs  

propres d'énergie sans devoir résoudre l’équation de mouvement. Ce  formalisme est 

l’objet essentiel  de ce travail. 

       L’un des postulats élémentaires de la mécanique quantique, l’hamiltonien � doit 

vérifier la condition de l’herméticité de Dirac dont les valeurs propres sont des réelles, en 

1998, Bender et Boettcher ont présenté une alternative à ce postulat, où la condition de 

l’hermiticité de l’hamiltonien  pour  avoir un spectre réel n’est pas exigée, cette condition 
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est remplacée par la symétrie de réflexion d’espace-temps (��-symétrique) sans violer 

aucun des axiomes physiques de la mécanique  quantique.  

        Dans ce travail de mémoire, nous avons effectuer une étude par la méthode de 

Hamilton-Jacobi sur deux systèmes d’oscillateurs, le premier système est un  oscillateur 

harmonique unidimensionnel, le deuxième  est un oscillateur de Morse, nous avons 

calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de chaque système et puis nous avons 

fait une extension de cette méthode sur un hamiltonien ��-symétrique. 

Ce mémoire est constitué de trois chapitres sont structuré comme suit : 

      Dans le premier chapitre, nous avons étudié le formalisme de Hamilton-Jacobi en 

mécanique classique et en mécanique quantique. 

       Dans le deuxième chapitre nous avons exposé une étude sur l’oscillateur harmonique à 

une dimension dans les cas classique, analytique et quantique. Nous avons résolu 

l’équation de Schrödinger pour l’oscillateur harmonique en mécanique quantique on a 

obtenu les valeurs propres et les fonctions propres, et puis nous avons effectué une étude 

détaillée sur le même problème en mécanique quantique en utilisant la méthode de 

Hamilton-Jacobi, nous avons également étudié un autre type d’oscillateurs dit oscillateur 

de Morse par la méthode de Hamilton-Jacobi. 

      Dans le troisième chapitre, on a exposé quelques notions essentielles concernant le    

théorème des hamiltoniens ��-symétrique, l’opérateur de la parité �, et l’opérateur de 

renversement de temps �, les hamiltoniens non hermétiques et ��-symétriques, on a 

essayé d’appliquer la méthode de Hamilton-Jacobi  sur un hamiltonien ��-symétrique en 

employant le hamiltonien de Scarf.  



 

 

 

 

Chapitre I : 

Formalisme quantique de Hamilton-

Jacobi 
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I.1  Introduction  

       La méthode de Hamilton Jacobi est un formalisme bien connu dans la mécanique 

classique, qui fournit une  méthode puissante pour résoudre des équations dynamiques, il 

est considéré comme extension à  la théorie classique, le formalisme des transformations et 

de la formulation canoniques de Hamilton-Jacobi peut être aussi prolongé à la mécanique 

quantique.  

I.2   La Théorie de Hamilton-Jacobi en mécanique classique: 

I.2.1   Formalisme de Lagrange: 

I.2.1.1  Coordonnées généralisées:   

        La mécanique non relativiste définit  la  position  d’une  particule  par  la  fonction 

 �⃗(�) , � ̇��⃗ (�), pour la détermination de la position d’un système de N points, donc on a N 

vecteurs positions dépendant, avec 3N coordonnées ( ��, ��, �� … … … … , ��), alors le 

système possède �� coordonnées, (� = 1, … … 3�), on appelle �� les coordonnées 

généralisées [1.2].  

 La position de N points matériels est définie par un vecteur d’un espace à 3N dimensions.  

�⃗ = �⃗(�� … … … ���)      ∈   ��� 

Et                                                                � ̇��⃗ =
��⃗

��
= �

��⃗

���
�

�̇� 

                                                                  
�� ̇��⃗

��̇�
=

��⃗

���
                                                            (I. 1) 

I.2.1.2  Espace de configuration:  

      La représentation instantanée d’un système peut être décrite par les valeurs de 

� coordonnées  indépendantes  par  définition :  ��, ��,………. , �� . 

Il lui correspond un point particulier dans un espace à � dimension dit espace de  

configurations [3]. 
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I.2.1.3   Lagrangien: 

       Tout système mécanique est caractérisé par une fonction de Lagrange ou lagrangien  

�(�, �̇, �), dépendant de la coordonnée  �, de sa dérivée par rapport au temps  �̇ = �� ��⁄ , 

tel que  le lagrangien   �  est la différence entre l’énergie cinétique et  l’énergie potentielle, 

par exemple pour une particule dans un potentiel  �(�, �), on a:    

                                                   � = � − � =
�

�
��̇� − � (�, �)                                          (I. 2)                                        

I.2.1.4   Equation de Euler-Lagrange: 

     L’  intégrale suivant, s’appelle l’action. 

� = � �� �                                                         (I. 3) 

Considérons � = �(�, �̇, �), prenons une seule coordonnée, pour simplifier. Soit �(�) qui 

minimise �  (l’action) on calcule � pour  �(�) + ��(�), où   ��(�)  est quelconque.  

Avec                                                   

��(��) = ��(��) = 0     

�� =� �(� + ��, �̇ + ��, �̇
��

��

)�� − �(�, �̇, �)��  

                                                              = � (
��

��

��

��

�� +
��

��̇
��̇)��                                               (I. 4) 

Une intégration par partie du deuxième terme donne: 

�� =�
��

��

��

��

���� + �
��

��̇
��� − � ��

�

��
�

��

��̇
� ��                          (I. 5) 

      = � �
��

��
−

�

��
�

��

��̇
�� ����                                          (I. 6)

��

��

 

On doit avoir �� = 0 pour �� quelconque il faut:  

��

��
−

�

��
�

��

��̇
� = 0                                                      (I. 7) 

 

Cette équation s’appelle l’équation d’Euler-Lagrange. 

Pour toutes les coordonnées généralisées, les équations d’Euler-Lagrange sont:  

��

���
−

�

��
�

��

��̇�
� = 0                                                    (I. 8) 
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I.2.2   Formalisme de Hamilton: 

I.2.2.1   Espace de phase: 

   On appellera espace des phases l’espace à 2 � dimensions dans lequel un point est repéré 

par les 2 � coordonnées indépendantes  ��, ��,………. , �� ; ��,  ��,………,  ��  (position-

impulsion ). 

I.2.2.2   Equations canoniques  de Hamilton: 

     On a dit que l’hamiltonien, l’état d’un système physique  ayant � degrés de liberté est 

spécifié par � coordonnées généralisées �� (� = 1, . . ., �) et � moments conjugués 

(impulsions généralisées) ��. Ces derniers sont définis en fonction du lagrangien comme 

suite:  

�� =
��

��̇�
                                                                       (I. 9) 

On définit ensuite la fonction de Hamilton ou l’hamiltonien: 

�(�, �, �) = � ��

�

�̇� − � (�, �̇, �)                                       (I. 10) 

La différentielle totale de cette équation pour le premier membre: 

�� =
��

���
��� +

��

���
��� +

��

��
��                                    (I. 11) 

La différentielle du second membre s’écrit: 

�� = ��� �̇� + �� ��̇� −
��

���
��� −

��

��̇�
��̇� −

��

��
��                    (I. 12) 

On utilise la définition des moments généralisés  �� =
��

��̇�
  et les équations de Lagrange 

�̇� =
��

���
   pour obtenir: 

�� = �̇� ��� − �̇� ��� −
��

��
�� 

 On compare à l’équation (I.10). 

�� = �
��

���
��� +

�

��

���
��� +

��

��
�� 
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Ce qui donne les équations canoniques de  Hamilton: 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ �̇� =   

��

���

�̇� = −
��

���

��

��
= −

��

��

�                                                         (I. 13) 

 
Si  le Lagrangien  �  ne dépend pas explicitement du temps. 

��

��
= 0 →

��

��
= 0  

Alors l’énergie est conservée  

��

��
= 0 →

�

��
� = 0 

I.2.2.3   Transformations canoniques: 

    Considérons les fonctions �� et �� de variables �, �, � apparaissant dans le formalisme de 

Hamilton : 

�� = ��(�, �, �) 

Et                                                                                                                                            (I.14) 

�� = ��(�, �, �)  

S’il existe une fonction (�, �, � ), les équations de mouvement s’écrivent sous la forme: 

�̇� =
��

���
 

                                                                                                                                               (I.15)                                                                                                                                    

   �̇� = −
��

���
 

Cette transformation est dite canonique et �  joue le rôle de l‘hamiltonien d’où: 

� � �� �� �̇� − �(�, �, �) �

��

��

�� = 0                                      (I. 16)  

� � �� �� �̇� − �(�, �, �) �

��

��

�� = 0                                    (I. 17)  
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Considérons une fonction arbitraire � appelée fonction génératrice de la transformation. 

Cette fonction décrite avec deux variables indépendantes parmi �, �, �, � ,donc on peut 

obtenir  quatre cas possibles [2]. 

��� Cas:   � = ��(�, �, �)  

          Dans  les deux équations (I. 16) et (I. 17)  on ne peut pas dire que les intégrales sont 

égaux  alors: 

� �� �̇� − � = � �� �̇� − � +
���

��
 

Et  la dérivation  de  la fonction   ��   par rapport  a �                                 

���

��
= �

���

���
�̇� +

�

�
���

���
�̇� +

�

���

��
 

Comparer les deux relations précédentes, on obtient  

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ �� =   

���

���

�� = −
���

���

� = � +
���

��

�                                                         (I. 18) 

�è��  Cas:   � = ��(�, �, �) 

             Dans le cas précédent nous avons : 

�� = −
���

���
 

Soit  

�� = − � ���� + ��

�

     ��     �� = �� + � ����

�

 

On a aussi   

� � �̇ − � = � � �̇ − � +
���

��
 

Et                                     

 
���

��
= − �(�̇ � + �� ̇ ) +

���

��
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� � �̇ − � = �(� �̇ − �̇ � − �� ̇ ) − � +
���

��
 

 = − � �̇ � − � +
���

��
 

                                 = − � �̇ � − � +
���

��
�̇ +

���

��
�̇ +

���

��
 

Donc: 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ �� =   

���

���

�� =
���

���
      

� = � +
���

��

�                                                                 (I. 19) 

 
�è��  Cas : � = ��(�, �, �).  

On à dans le cas précédent  

�� =   
���

���
 

Soit       

   �� = � ���� + ��

�

     ��   �� = �� − � ����

�

 

On a  

� � �̇ − � = � � �̇ − � +
���

��
 

D’où                                       

���

��
= �(�̇� + ��̇) +

���

��
      

� � �̇ − � = � � �̇ − � +
���

��
                        

                            = �(��̇  + �̇� + ��̇) − � +
���

��
     

                                                     = �(��̇  + �̇� + ��̇)– � +
���

��
�̇ +

���

��
�̇ +

���

��
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Donc 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ �� = − 

���

���

�� = −
���

���
   

� = � +
���

��

�                                                       (I. 20) 

�è��  Cas:   � = ��(�, �, �) 

  �� =   � ����

�

−   � ���� + ��

�

 

���

��
= �(�̇� + ��̇) − �(� ̇ � + �� ̇ ) +

���

��
 

     
���

��
= − � (�̇� + ��̇ ) + �(�̇ � + �� ̇ ) +

���

��
 

Et on a dans le 1�� cas : 

���

��
= � �� �̇� − � − � � � �̇� + �  

Donc 

���

��
= − �  �̇��� + �  �̇

��� − � + �  

Et on a 

���

��
=

���

��
�̇ +

���

��
�̇ +

���

��
 

On obtient alors: 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ �� = − 

���

���

�� =
���

���
   

� = � +
���

��

�                                                               (I. 21) 
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I.2.3   Formalisme de Hamilton-Jacobi:  

     Le formalisme de Hamilton-Jacobi en mécanique classique est une méthode qui peut 

être construit  théorie en mécanique quantique.  

I.2.3.1   L’action de Hamilton-Jacobi: 

On à la définition de la variation de l’action déjà introduite en  (I.4). 

�� =� �
��

��
��(�) +

��

��̇
��̇(�)�

�

��

�� 

L’intégrale du deuxième terme par parties nous donne:  

�� =
��

��
��(�) + � �

��

��
−

�

��
�

��

��̇
��

�

��

��(�)�� 

Dans (I.7)  l’intégrale est nulle. On obtient donc une variation de l’action  

�� =
��

��
 ��(�) = � ��(�) 

Ou, généralement  

�� = � ��

�

���

��� − ���                                          (I. 22) 

Les dérivées partielles de l’action par rapport aux coordonnées donnent les moments 

conjugués 

�� =
��

���
                                                      (I. 23) 

 
Si nous considérons l’action comme fonction des coordonnées et du temps. 

��

��
=

��

��
+ �

��

���

�

���

�̇� =
��

��
+ � ��

�

���

�̇�                                        (I. 24) 
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I.2.3.2  Fonction  principale: 

Supposons les variables �� et  �� , constants au cours du temps en hamiltonien, alors  

                                                                  

  
��

���
= �̇� = 0                                                     (I. 25) 

 

−
��

���
= �̇� = 0                                                   (I. 26) 

On a la relation entre �  et � est: 

� = � +
��

��
                                                         (I. 27) 

Si on prend  �  ≡ 0  il reste: 

�(�, �, �) +
��

��
= 0                                                 (I. 28) 

On choisit le deuxième cas de fonction génératrice� ,  c'est-à-dire  

              � = ��(�, �, �)     ,         � =
���

��
            et              � =

���

��
 

On pose  

��(�, �, �) = �(�, �, �)                                              (I. 29)  

C’est la fonction principale de Hamilton  

Et on à:        

 �� =   
���

���
 

Alors on obtient  la relation importante :                               

 �� =   
��

���
                                                            (I. 30) 
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I.2.3.3   Equation de Hamilton-Jacobi: 

      Remplaçons la relation des moments �� par les dérivées partielles de l’action (I.30) 

dans la fonction de Hamilton (I.28), on trouve: 

��

��
+ � �� �,

��

���
, �� = 0 

Cette équation est une équation aux dérivées partielles non-linéaire, du premier ordre de la 

même façon que l’équation d’Euler-Lagrange.    

I.2.3.4  Solution de l’équation de Hamilton-Jacobi: 

     Si  � est une solution,  � + � est également solution de (I. 31)   avec   � + 1 variable 

Alors, on peut écrire: 

� = �(��, … … , �� ,  ��, … … , �� , �)                                       (I. 32) 

 

On choisit  �� égales aux nouveaux moments  ��   

                                                  �� = ��                                                                        (I. 33)                                                          

De l’équation (I.19) on a:  

�� =   
���

���
= ��������   

D’après  (I.29): 

�� =   
��(�� , �� , �)

���
= ��                                                   (I. 34) 

��  et   �� sont des constantes .  

Alors  � est une fonction des �� et du temps puisque �� sont constants . On peut écrire  

La différentielle  de  � comme: 

��

��
= �

��

���
�̇� +

��

��
�

                                                   (I. 35) 

       = � ���̇�

�

− �      
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Alors on obtient                       

��

��
= � ���̇� − �

�

= �                                                 (I. 37) 

Dans le cas de l’hamiltonien qui ne dépend pas explicitement du temps, l’équation de 

Hamilton-Jacobi  est: 

��

��
+ � �� �,

��

���
� = 0                                              (I. 38) 

On sépare les variables: 

                                                     �(��, ��, �) = �(�� , ��) + ���                                 (I. 39)   

                                                                   

� ���,
��

���
� = ��                                                      (I. 40) 

Les constantes d’intégration de (I.32) est  l’énergie totale � et  obtient dans ce cas: 

�

�(�, �, �) = �(�, �) − ��
 

� ��� ,
��

���
� = �                    

                                 (I. 41)� 

 

I.3   Importance de l’approche de Hamilton-Jacobi dans la solution des 

       équations dynamiques pour des mouvements périodiques:  

        La théorie  de Hamilton Jacobi est importante dans les mouvements périodiques elle 

donne  des  solutions pour les systèmes ondulatoire. 

I.3.1 Solution de l’équation dynamique par la méthode de Hamilton-Jacobi: 

      La définition de l’équation (I.41) de la fonction de Hamilton-Jacobi quand � ne dépend 

pas explicitement du tempe: 

�(�, �, �) = �(�, �) − ��  

la vitesse de propagation de ces ondes dans l’intervalle �� . 

�(�, �, �) = � − �� 
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�(�, �, � + �� ) = � − � (� + �� ) = � − �� − ���  

                                                                   = � + �� − ��                                                      (I. 42)  

Il vient: 

 �� = �∇��⃗ W��� = � ��                                                (I. 43)  

Par conséquent la vitesse de propagation: 

� =
��

��
=

�

�∇��⃗ W�
                                               (I. 44) 

L’équation de Hamilton Jacobi donnera alors la valeur du gradiant de � puisque: 

� =
�²

2�
+ � = �         et            �� =

��

���
                                  (I. 45) 

Donnent: 

1

2�
��

��

��
�

�

+ �
��

��
�

�

+ �
��

��
�

�

� + � = �                           (I. 46) 

Soit: 

�∇��⃗ W�
�

= 2� (� − � ) = 2��                                   (I. 47) 

La vitesse de propagation des ondes mécaniques sera donc: 

� =
�

�∇��⃗ W�
 

�² =
�²

�∇��⃗ W�²
 

�² =
�²

2��
 

� =
�

√2��
                                                            (I. 48) 

�� = �� ���⁄    et par  conséquent  p�⃗ = ∇��⃗ W  donne la forme suivante à U: 
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U =
E

p
=

�

��
=

�

√2��
                                                     (I. 49) 

I.3.2  L’équation de Schrödinger:  

Pour obtenir l’équation de Schrödinger prenons la formule de l’onde plant de De Broglie: 

�(�⃗, �) = ����(�����⃗ �⃗)                                                (I. 50) 

 
Et on utilise les définitions suivantes de l’énergie et le vecteur d’onde: 

� = ħ� 

Et 

� ���⃗ =
�⃗

ħ
 

On remplace ces relation dans l’équation de la fonction d’onde (I. 50) on obtient:  

�(�⃗, �) = ��
��(����⃗�⃗)

ħ                                                    (I. 51) 

Où  

�⃗�⃗ = ��� + ��� + ��� 

On dérive la relation (I. 51) par rapport à �⃗, premier fois et puis deuxième fois, on obtient: 

��(�⃗, �)

��⃗
= �

��

ħ
� ��

��(����⃗�⃗)
ħ = �

��

ħ
� �(�⃗, �)  

Où  

�

��⃗
=

�

��⃗
�⃗ +

�

��⃗
�⃗ +

�

��⃗
��⃗ = ∇��⃗  

�²�(�⃗, �)

��⃗²
= −

�²

ħ
��

��(����⃗�⃗)
ħ = −

�²

ħ
�(�⃗, �)  

Et  

�²

��⃗²
=

�²

��²
+

�²

��²
+

�²

��²
= ∇��⃗ ² = ∆ 

�²�(�⃗, �) = −ħ�∆�(�⃗, �) 

�² = −ħ�∆                                                                 (I. 52) 
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Dérive la relation (I. 50) par rapport au temps, on obtient: 

��(�⃗, �)

��
= �

−��

ħ
� ��

��(����⃗�⃗)
ħ = �

��

ħ
� �(�⃗, �) 

� = �ħ
�

��
 

On a l’énergie totale du système quantique est donné par la relation: 

� =
�²

2�
+ �(�⃗)  

Remplace les expressions de  � et  �² dans cette relation et multiplie par  �(�⃗, �), on 

trouve: 

−
ħ²

2�

�²�(�⃗, �)

��⃗²
+ � (�⃗)�(�⃗, �) = �ħ

��(�⃗, �)

��
 

�−
ħ²

2�
∆ + � (�⃗)� �(�⃗, �) = �ħ

�

��
�(�⃗, �)                                  (I. 53) 

Où   

� = −
ħ²

2�
∆ + � (�⃗) 

Alors 

��(�⃗, �) = ��(�⃗, �)                                                   (I. 54) 

Cette relation est l’équation de Schrödinger [4,5]. 

 

 

 

 

 

 



Chapitre I                                                           Formalisme Quantique de Hamilton-Jacobi 
 

17 
 

I.4  Formalisme de Hamilton-Jacobi en mécanique quantique: 

I.4.1  Équation de Hamilton Jacobi et la Fonction Caractéristique:  

L'équation Quantique de Hamilton Jacobi pour  la fonction caractéristique est écrite 

comme : 

ħ

�

�²�(�, �)

��²
+ �

��(�, �)

��
�

�

= 2�(� − �(�) )                    (I. 58) 

dans ce qui suit nous allons démontrer la relation entre l'équation de Schrödinger 

�(�, �) et �(�, �)  

Nous avons   

�(�, �) ≡ �[��(�,�)] ħ⁄                                             (I. 59) 

où �(�, �) est la fonction d'onde indépendante du temps qui s’appelle Eikonal [6]. 

Pour monter l’équation (I. 58), Substitution (I. 59) dans l'équation de Schrödinger, avec 

 � =
ħ

�

�

��
 

�� = �� 

�
��

2�
+ �(�) � � = �� 

��� = 2��� − � (�)�� 

On obtient   

−ħ� ��

���
 �[��(�,�)] ħ⁄ = 2��� − � (�)� �[��(�,�)] ħ⁄  

−ħ� �

��
�

�

��
 �[��(�,�)] ħ⁄ � = 2��� − � (�)� �[��(�,�)] ħ⁄  

−ħ� �

��
�

�

ħ
�(�, �) �[��(�,�)] ħ⁄ � = 2��� − � (�)� �[��(�,�)] ħ⁄  

− ħ� �
�

ħ

���(�, �)

���
−

1

ħ� �
��(�, �)

��
�

�

�  �[��(�,�)] ħ⁄ = 2��� − � (�)� �[��(�,�)] ħ⁄  
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ħ

�

���(�, �)

���
+ �

��(�, �)

��
�

�

= 2��� − � (�)�  

ħ

�

��(�, �)

��
+ �(�, �) � = 2��� − � (�)� 

≡ ��
�(�, �)                                               (I. 60) 

Où  �(�, �) est la fonction caractéristique quantique d’où 

  �(�, �) =
��(�, �)

��
                                                     (I. 61) 

C’est la fonction du moment quantique, et ��(�, �) est fonction de moment classique [8].  

Nous allons employé cette étude dans le chapitre suivant dans le but de calculer le spectre 

d’un oscillateur harmonique. 

                              



 

 

 

 

Chapitre II : 

Solution de l’équation de Schrödinger par 

la méthode de Hamilton-Jacobi 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Chapitre II         Solution de l’équation de Schrödinger par la méthode de Hamilton-Jacobi 
 

19 
 

II.1   Introduction  

       Dans ce chapitre, nous étudions l’oscillateur harmonique à une dimension dans les cas 

classique, analytique et quantique , on appliquer la théorie  de Hamilton-Jacobi pour 

résoudre l’équation d’un système constitué d’un oscillateur harmonique simple (une 

dimension), puis on appliquer cette théorie sur l’oscillateur de Morse. 

II.2  Etude d’un hamiltonien hermétique d’un oscillateur harmonique 

          ordinaire :  

      L’oscillateur harmonique en une dimension est un problème plus simple et peut être  

aussi le plus important de la mécanique quantique. 

II.2.1  Etude classique de l’oscillateur harmonique:   

       En mécanique classique, l’oscillateur harmonique est une particule de masse m se 

déplace le long d’un axe ox et soumise à une force de rappelle :  �����⃗ = −��⃗, où � représente 

l’écart par rapport à  la position d’équilibre � = 0. 

Un exemple d’un mouvement oscillatoire d’une masse reliée à un ressort est indiqué dans 

la figure (II.1). 

 

 

         

Figure (II.1) :oscillateur harmonique simple. 

Le mouvement de la particule est décrit par l’équation de la dynamique: 

                                                                �̈ + ��� = 0                                                       (II. 1)                                         

     � =�
�

�
   

Où :   �  la fréquence (pulsation). 

�����⃗ = −��⃗ 
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 � est une constante réelle et positive, le mouvement de la particule est une oscillation de 

fréquence � . 

II.2.1.1   Cas classique :  

L’énergie totale du système est: 

                                                                     ���� = �� + � �   

L’énergie cinétique:                     �� =
�

�
�� �                                                                   (II.2) 

L’énergie potentielle:                  �� =
�

�
���                                                                   (II.3) 

Où :     �   la vitesse 

 

                                                                                 

  ��  

 

                                                                                                                  
�

�
��� 

 

 

 

 

 

Figure (II.2): Potentiel d’un oscillateur harmonique à une dimension. 
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II.2.2   Etude Analytique  de l’oscillateur harmonique :    

II.2.2.1  Lagrangien :  

        L’oscillateur harmonique en une dimension est décrit par une coordonnée  � et son 

lagrangien est: 

                                                                � = � − �           

         =
1

2
� �̇� −

1

2
� � ���                                     (II.4) 

                                            

Où :       �   énergie cinétique  

              �  énergie potentiel 

              �   est la masse  

II.2.2.1.a   Les équations de mouvement :  

Pour obtenir l’équation de mouvement il faut utiliser l’équation de Euler-Lagrange: 

 
��

��
−

�

��
�
��

��̇
� = 0 

��

��
= −�� �� 

  
��

��̇
= ��̇           

�

��
(�� )̇+ �� �� = 0 

��̈ + �� �� = 0 

                                                           �̈ + ��� = 0                                                       (II.5) 

C’est l’équation de mouvement obtenue par le formalisme de Lagrange. 
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II.2.2.2   L’hamiltonien :  

On à la fonction de Hamilton s’écrit: 

� = � + �  

 
Et la forme de l’hamiltonien en fonction de �: 

� = ��̇ − � 

L’impulsion correspondante est:            

� =
��

��̇
= ��  ̇

Donc                                      

� = ��̇ − � 

                 

                                          = � �̇� −
1

2
� �̇� +

1

2
� � ��� 

 

                                                        =
1

2
� �̇� +

1

2
� � ���     ,    (�̇� =

��

� �
) 

 

=
��

2�
+
1

2
� � ���                                             (II.6) 

 
 
II.2.2.2.a   Les équations de mouvement :  

On à déjà définie ces équations de mouvement dans le chapitre I, donc   

�̇ =  
��

��
=

�

�
 

�̇ = −
��

��
= −�� �� 

                                                   �̈ + ��� = 0                                                               (II.7)                                      

Cette équation de mouvement est une équation différentielle de deuxième ordre [7.8].  
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II.2.3    Etude quantique de l’oscillateur harmonique :  

      Dans cette partie, nous allons faire une étude quantique de l'oscillateur harmonique. 

L’opérateur hamiltonien en mécanique quantique associé à l’énergie mécanique de la 

particule s’écrit: 

� =
��

2�
+
1

2
�� ���                                             (II. 11) 

L’étude quantique de l’oscillateur harmonique se ramène à la résolution de l’équation aux 

valeurs propres de � : 

�|���〉= �|���〉                                                         (II. 12) 

II.2.3.1 les valeurs propres de H (énergies) :  

II.2.3.1.a  les opérateurs de création et d’annihilation :   

    Introduisons les opérateurs de création ��et d’annihilation � définis en mécanique 

quantique par: 

   

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧�� = �

��

2ħ
� −

�

√2� ħ�
�

 
 

� = �
��

2ħ
� +

�

√2� ħ�
�

�                                         (II. 13) 

                                           

On définie l’opérateur « nombre de quanta »  par 
 

N = �� �                                                       (II. 14) 

 
L’opérateur � permet  de  passer  d’un  niveau  d’énergie �� à  un  niveau  d’énergie 

����=�� − ħ�  par  annihilation  d’un  quantum  d’énergie  ħ�  .  L’opérateur  �  est 

appelé  opérateur  annihilation. 

L’opérateur ��  permet  de  passer d’un  niveau  d’énergie  ��  à un niveau d’énergie  

����=�� + ħ�   par  création d’un quantum d’énergie ħ�  . L’opérateur ��est  appelé 

opérateur création.     
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Sachant que: 

1-         N est hermétique. 

      2-         [�,��]= 1   et  � = ħ�(� +
�

�
) 

Démonstrations: 

 1 −       �� = (���)� = ��� = �  

        2 −      � = ��� = ��
��

2ħ
� −

�

√2� ħ�
����

��

2ħ
� +

�

√2� ħ�
�� 

      � =
��

2ħ
�� +

1

2� ħ�
�� + �

1

ħ
(�� − ��)���� ���

�ħ

 

=
��

2ħ
�� +

1

2� ħ�
�� −

1

2
               

=
1

ħ�
�
��

2�
+
1

2
�� ���� −

1

2
          

=
1

ħ�
� −

1

2
                                         

De même   

��� = ��
��

2ħ
� +

�

√2� ħ�
����

��

2ħ
� −

�

√2� ħ�
�� 

=
1

ħ�
� −

1

2
 

D’où  

[�, ��]= ��� − ��� = 1 

Donc, l’expression de l’hamiltonien quantique de l’oscillateur harmonique peut être donné 

par: 

� = ħ� �� +
1

2
�                                                  (II. 15) 

Les vecteurs propres de �  sont les mêmes que ceux de l’opérateur hermétique N, où N les 

valeurs propres qui représentent les valeurs possibles de l’énergie d’un oscillateur 

harmonique. 
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II.2.3.1.b  les valeurs propres de N :   

         Le problème de la recherche des valeurs stationnaires de l’énergie totale d’un 

oscillateur harmonique à une dimension  en mécanique quantique se ramène à la résolution 

de l’équation aux valeurs propres: 

�|���〉= �|���〉                                                       (II. 16) 
 
Propriétés: 

1-  Les valeurs de � sont réelles et positives. 

2-  �|���〉= 0 

3-   ��|���〉= (� − 1)�|���〉     et      ���|���〉= (� + 1)�|���〉 

Démonstrations: 

1- On a  ⟨��|�
��|��⟩= �⟨��|��⟩ 

              or  ⟨��|��⟩≥ 0    et   ⟨��|�
��|��⟩= ‖�|���〉‖

� ≥ 0  

              d’où  � ≥ 0     

2- ‖�|���〉‖
� = ⟨��|�

��|��⟩= 0⟨��|��⟩= 0 

             d’o ù   �|���〉= 0. 

3- ��|���〉= ����|���〉= (��� − 1)�|���〉= (�� − �)|���〉 

= (� − 1)�|���〉                  

       
Et   

              ���|���〉= �����|���〉= ��(� + 1 )|���〉= (� + 1 )��|���〉 

� est un nombre entier naturel, donc en remplace �  par �. 

Donc on peut dire que les valeurs propres de l’opérateur hamiltonein sont quantifiées [9]: 

�� = ħ� �� +
1

2
�                                                 (II. 17) 
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II.3  Equation de Schrödinger pour l’oscillateur harmonique : 

              Dans le cas d’un oscillateur linéaire harmonique (une dimension), la fonction 

hamiltonien classique d'une particule avec la masse �  oscillante avec la fréquence �  prend 

la forme: 

� = � + �  

                     =
��

2�
+
�

2
� ��� 

                                  = −
ħ�

2�

��

���
+
�

2
� ��� 

L’équation de Schrödinger pour le problème de l’oscillateur harmonique prend la forme: 

�� = ��  

                                                  

−
ħ�

2�

��

���
� +

�

2
� ���� = ��                                     (II.23) 

      

��

���
� +

2�

ħ�
�� −

�� ���

2
�� = 0                               (II.24) 

 

II.4  Solution de l’équation de Schrödinger pour l’oscillateur harmonique 

        en  mécanique quantique :  

       L’oscillateur harmonique est d’une grande importance en théorie quantique car il 

s’impose dans tous les problèmes mettant en jeu des oscillations quantifiées telles que les 

vibrations. De plus c’est aussi un système simple dont on sait résoudre parfaitement 

l’´equation de Schrödinger.  

Pour simplifier, on introduit la notation    � = �
��

ħ
�   ,    et  on pose  

�(�)= �(�)                                                          (II.25) 

��

��
=
��

��

��

��
= �

��

ħ

��

��
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���

����
=
��

ħ

���

���
 

L’équation différentielle s’écrit 

−
ħ�

2�

��

ħ

���

���
+
1

2
�� ���

ħ

��
�(�) = ��(�) 

 −
ħ�

2

���

���
+
1

2
� ħ���(�) = ��(�) 

 −
���

���
+
1

2
���(�)=

2�

ħ�
�(�)                                          (II.26) 

Soit  

���

���
+ (� − � �)�(�) = 0 

On a posé  � =
��

ħ�
 .  

Lorsque  � → ∞  , l’équation différentielle est approximativement donnée par : 

���

���
≃ ���(�) 

�(�)∝ �±
�
�
��                                                            (II.27) 

 

Schrödinger émet l’hypothèse que la solution doit être bornée et que seul le comportement 

asymptotique  ��
�

�
�� est acceptable.  

Cherchons donc la solution sous la forme  

�(�)= �(�)��
�
�
�� 

��

��
=
��

��
��

�
�
�� + � (�)(−�)��

�
�
��                                    (II.28) 

���

���
=
���

���
��

�
�
�� + 2

��

��
(−�)��

�
�
�� − �(�)��

�
�
�� + � ��(�)��

�
�
��       
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L’équation différentielle en � s’écrit donc: 

���

���
− 2�

��

��
+ (� − 1)� = 0                                    (II.29) 

Cherchons la solution sous la forme d’un développement en série: 

�(�)= ����
�

�∞

���

                                                           (II.30) 

Il vient: 

��

��
= �����

���

�∞

���

= ����� (� + 1)�
�

�∞

���

 

���

���
= �����(� + 1 )��

���

�∞

���

= ����� (� + 2)(� + 1)�
�

�∞

���

 

�
��

��
= �����

�

�∞

���

= �����
�

�∞

���

                                         (II.31) 

       �[����(� + 2)(� + 1 )− 2��� +

�∞

���

(� − 1)��]�
� = 0                             

���� = ��
2� + (1 − �)

(� + 2)(� + 1 )
 

Supposons 2� + 1 − � ≠ 0    ∀� , et étudions le comportement asymptotique  des solutions. 

Comme   �(�) ∝ �� est pair, on peut chercher des solutions paires ou impaires. 

Solutions paires : 

�(�)= ����
�

�∞

���
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Mais 

 ��� = �����
4� − 3 − �

2�(2� − 1)
∝ 

���
�
       pour � grand  

����
�

�∞

���

 −�  ��
�
 

�(�)∝ �
�
�
��  

D’après l’hypothèse selon laquelle les solutions doivent être bornées, cette solution 

doit être rejetée. 

Solutions impaires : 

�(�)= ������ �
����

�∞

���

   

����� = ��(���)��
4� − 2 + 1 − �

(� + 2)(� + 1 )
∝
�����
�

 

������ �
����

�∞

���

 −�  ���
�
 

Cette solution doit aussi être rejetée. 

Il doit exister un entier � tel que  2� + 1 − � = 0, soit 

                                                               � = 2� + 1                                                           (II.32)                                                                   

Dans ce cas, la relation de récurrence sur les coefficients s’écrit: 

���� = ��
2(� − �)

(� + 1 )(� + 2)
                                                     (II.33) 

Solutions paires : �  pair, �� = 0  si �  impair et   ���� = ���� = ⋯ = 0 

Solutions impaires : �  impair,  �� = 0  si � pair et  ���� = ���� = ⋯ = 0  
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Les solutions �(�) sont donc des polynômes. 

Les énergies propres sont fixées par la condition  � = 2� + 1   , � = 0,1,…… 

� = �� +
1

2
� ħ�  

Les fonctions propres associées sont des fonctions du type �(�)��
�

�
��  avec 

                             ��(�)= �
�� + � ��

� + ⋯� ��
�               si n pair  
 

��� + � ��
� + ⋯� ��

�           si n impair
                  (II.34) �                       

                                          

                          Avec                                   ���� = ��
2(� − �)

(� + 1 )(� + 2)
 

Les polynômes ��(�) sont appelés polynômes de  Hermite (voir annexe A) [9].  

II.5  Etude de spectre de l’hamiltonien d’un oscillateur harmonique par  

        la méthode de  Hamilton-Jacobi :  

II.5.1 La solution par la méthode de Hamilton-Jacobi :  

Comme nous avons démontré dans le chapitre I Le formalisme quantique de Hamilton-

Jacobi nous donne l’équation quantique de Hamilton-Jacobi suivante: 

ħ

�

�²�(�, �)

��²
+ �

��(�, �)

��
�

�

=
ħ

�

��(�,�)

��
+ � ²(�, �) = 2��� − �(�)� 

≡ ��
�(�,�)                                                      (II.44) 

�(�, �) est la fonction quantique caractéristique avec 

 �(�, �)=
��(�, �)

��
 

 La fonction du moment quantique. 

�� est défini pour être la fonction du moment  classique, pour l’équation (II.44) on obtient  

�(�, �)
ħ→�
�⎯� ��(�,�)                                                       (II.45) 
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C’est-à-dire en revient au cas classique, c’est l’équivalent du principe de correspondance.                              

La fonction caractéristique de �(�, �) est liée aux vecteurs propres d'énergie. 

�(�, �)= �
�
ħ
�(�,�,�)                                                    (II.46) 

On a déjà expliqué dans le chapitre I  que:            

�(�, �, �)= �(�,�)− ��  

Donc on peut écrire  

                                                    �(�,�)= �
��(�,�)

ħ                                                          (II.47)                                        

Ainsi on obtient, 

�(�,�)=
ħ

�

1

�

��(�, �)

��
                                             (II.48) 

On démontre cette relation comme suite: 

On à :                                                      

�(�, �)= �
�
ħ
�(�,�) 

 
�

��
�(�,�)=

�

ħ

�

��
�(�, �)�

�
ħ
�(�,�) 

=
�

ħ
�(�, �)�(�,�) 

Donc 

�(�,�)=
ħ

�

1

�

��(�,�)

��
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II.5.1.1  L’action quantique de Hamilton Jacobi �(�) : 

L'analogue quantique de la variable de l’action classique  � de Hamilton-Jacobi (� définie 

dans le chapitre précédent) est donné par : 

�(�)= (1 2�)⁄ ��(�, �)��
 

�

                                            (II.49) 

On remarque ici que la nouvelle définition de l’action prend la forme d’une intégrale dans 

un plan complexe, � est un contour dans le  sens antihoraire dans le plan complexe �, qui 

enferme les lignes entre les points de retournement classiques, ces derniers sont des valeurs 

réels de � pour lesquelles  ��
�(�, �) est nul. 

La fonction d'onde est connue pour avoir des nœuds entre les points de retournement 

classiques, ces nœuds correspondent aux pôles de la fonction du moment quantique, dans 

ce qui suit nous allons expliquer en détail la méthode appliqué. 

II.5.1.2  Application du théorème des résidus : 

A proximité d'un zéro de la fonction d'onde, situé à ��, nous écrivons, 

� = (� − ��)�(�)                                                      (II.50) 

On remplace cette équation dans la relation (II.48). 

�(�,�)=
ħ

�

1

�

��(�,�)

��
 

     =
ħ

�

1

(� − ��)�(�)

�[(� − ��)�(�)]

��
 

=
ħ

�

1

(� − ��)�(�)
��(�)+ (� − ��)

��(�)

��
� 

Pour simplifier on néglige le deuxième terme, alors 

�(�, �)≈
ħ

�

1

(� − ��)
+ ⋯                                           (II.51) 

�(�, �) possède un pôle �� de premier ordre, alors le  résidus de �(�,�) peut être calculer 

en appliquant la définition pour un pôle simple: 
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ℛ�� �(�,�)= lim
�→��

(� − ��) �(�,�) 

=
ħ

�
 lim
�→��

(� − ��)
1

(� − ��)
  

= −�ħ                                                                  (II.52) 

Revenant au variable de l'action quantique et substituons 

�(�)= (1 2�)⁄ ��(�, �)��
 

�

 

Par définition  

��(�, �)��
 

�

= 2�� ℛ�� �(�,�)                                      (II.53) 

                      

= 2��(−�ħ) 

= 2�ħ 

Donc  

�(�)= ħ 

II.5.1.3  Action quantique de Hamilton-Jacobi et valeurs propres des énergies :  

    On peut vérifier l’utilité du théorème des résidu, en prenant la valeur de  �(�,�) dans 

(II.51) et substituons dans l’équation de Hamilton-Jacobi  (II.44), la contribution des 

deux termes s’annihile seulement si les pôles de la fonction du moment quantique sont du 

premier ordre avec un résidu – �ħ. 

ħ

�

��(�,�)

��
+ � ²(�, �) = 2��� − �(�)� 

ħ

�

�

��
�
ħ

�

1

(� − ��)
� + �

ħ

�

1

(� − ��)
�
�

= 2� �� − �(�)� 

0 = 2� �� − �(�)� 

Ces pôles du premier ordre sont à l’origine de la mécanique quantique, leurs positions  
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dépendent de la valeur de l’énergie, ils représentent alors la solution des vecteur  propres 

de l’énergie, leurs effet est parfaitement similaire aux fonctions d’ondes quand elles 

changent leurs positions en fonction de l’énergie. 

Alors pour un niveau d’énergie donné  le nombre quantique n correspond  aux nombres des 

nœuds de la fonction d’onde, il représente aussi le nombre des pôles mouvantes de  �(�,�) 

à l’intérieur du contour � dans l’équation (II.49) dont le résidu de chaque pôle est – �ħ. 

Alors la condition de la quantification implique  

                                                                        �(�)= �ħ                                                             (II.54) 

II.5.2  Application à l’oscillateur harmonique :  

II.5.2.1  Les valeurs propres :  

L'équation quantique de Hamilton-Jacobi pour le problème de l’oscillateur harmonique 

unidimensionnel avec le potentiel   �(�)= �� � �� 2⁄    est : 

�� +
ħ

�

��(�,�)

��
= 2� �� −

�� ���

2
� ≡ ��

2                           (II.55) 

les points de retournement, déterminés à partir de  ��
�(�, �)= 0, sont −�� = �� =

+ �2� (�� �)⁄  

Comme nous avons vu dans la section précédente la condition de quantification est donné 

par 

�(�)= (1 2�)��(�,�)�� = �ħ
 

�

�  

Ici, � est le contour encerclant  les pôles qui se déplacent entre les deux points de 

retournement �� et  ��, on remarque ici qu’ il ya un seul pôle fixe de  �(�, �) à  � ⟶ ∞. 

Pour calculer �(�) on considère une intégrale ���le long d’un contour circulaire ��  ayant le 

rayon R et orientée dans le sens  antihoraire. La fonction du moment quantique n’a pas des 

points singuliers entre  �� et C .Ainsi, dans ce cas là, �(�) coïncide avec ���: 

                                                                 ��� = �(�)                                                 (II.56)                                     

Utilisant le changement de variable  � =
�

�
   Pour calculer l'intégrale ��  
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                                                   � =
�

�
   ⟹  �� = −

�

�� ��    

Donc 

��� = (1 2�)� �(�, �)��
 

��

�                                              (II.57) 

                                           = (1 2�)∮ ����(�, �)
�

��

 

��
�                                              (II.58)                

Ici, ��(�, �)= � �
�

�
, �� et le contour anti -horaire   �� enferme un seul  point singulier dans 

le-plan �, c'est à dire le pôle à  � = 0. 

Dans (II.58) il n'y a pas de signe négatif avant  l'intégrale à cause du changement de 

variable et  la direction du contour anti -horaire . 

L'équation Hamilton-Jacobi quantique en fonction de la variable � s’écrit comme : 

��2(�, �)+ � ħ��
���(�,�)

��
= 2��� −

�� �

2��
� = ���

�                          (II.59) 

II.5.2.2   Développement en série de Laurent :  

Pour calculer la contribution du pôle à � = 0  , ��(�, �) est développé en série de Laurent 

comme 

��(�, �)= ����
�

∞

���

+�
��
��

�

���

                                       (II.60) 

En remplaçant ��(�,�) dans l'équation (II.59) on obtient: 

�����
�

∞

���

+�
��
��

�

���

�

�

+  �ħ��
�

��
�����

�

∞

���

+�
��
��

�

���

� = 2� �� −
�� �

2��
� 

�(��)
�(��)�

∞

���

+ 2�(���
�)

∞

���

 ��
��
��

�

�

���

+��
��
��

�

��

���

+  

�ħ�� ������
���

∞

���

+     ��� �
−�����

���
�

�

���

� = 2� �� −
�� �

2��
� 
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En comparant les côtés gauche et droit, il est constaté que, �� = 0 pour � > 1 

(��
��� + � �

��� + ⋯ )+ 2(���
� + � ��

� + ⋯ )�
��
�
+ ⋯� + �

��
�

��
+ ⋯� +  

�ħ��[���
� + ⋯ ]− �ħ�� �

��
��

�� + ⋯ � = 2� �� −
�� �

2��
� 

En assimilant les coefficients des différentes puissances de �, on trouve 

��
� = −� �� �                                                 (II.61) 

 

2���� = 0                                                     (II.62) 

                                                       

−�ħ�� + 2���� + � �
� = 2��                                      (II.63) 

 

Les équations (II.61), (II.62) et (II.63)  on donne: 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

 �� = ±���
 

�� = 0
 

�� =
2� − ħ�

2��

 � 

Cette ambiguïté dans le signe pour ��  peut être enlevé, si nous appliquons la condition 

limite donnée par l'équation (II.45). Dans la convention suivie ici, la fonction dynamique 

classique est défini tel que ��(�, �)= +� |��| sur l’ axe réel positif dans la limite � → 0, 

� → ∞, �� ≈ ��� �⁄  et donc l'équation (2.60). Il s'ensuit que �� = ��� . 

Alors 

��(�, �)= ����
�

∞

���

+�
��
��

�

���

   

= ��� +
��
�

 

                 =
2� − ħ�

2��
� +

���

�
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II.5.2.3  L’action Quantique :   

On a déjà explique comment calculer l’action quantique de Hamilton-Jacobi dans une 

section précédente dans le but de calculer les valeurs propres,  ici on refait la même chose 

pour l’oscillateur harmonique, en partant de la définition suivante :  

�(�)= ��� = (1 2�)� ����(�,�)
1

��

 

��

�  

Pour calculer cette intégrale on utilise le théorème des  résidus dont la  définition (voir  

annexe B). 

�����(�)� =
1

(� − 1)!
lim
�⟶��

�
�����(�)

�����
�                                (II.64) 

Avec 

��(�)��
 

�

= 2������(�(��))

�

���

                                            (II.65) 

On employant le développement de Laurent (II.60) et la simplification des termes dans les 

équations (II.61), (II.62) et (II.63) on trouve que :  

��(�, �)= ��� +
��
�

 

Alors 

� ����(�,�)
1

��

 

��

= 2���ℛ��(��(�,�)
1

��
)

�

���

 

= 2���ℛ�� �
��
�
� + ℛ�� �

��
��
�� 

On pose  

��(�)=
��
�

 

��(�)=
��
��

 

On constate qu’il y a deux pôles pour cette intégral, pour le premier terme le pôle est 0 et 

de premier ordre,  pour le deuxième terme, le pôle est ∞ et de troisième ordre  

ℛ���� (�)� = lim
�→��

(� − ��) � (�) 
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Donc 

ℛ�����(�)� = lim
�→��

(� − ��) ��(�) 

= lim
�→�

� 
��
�

 

= ��  

Et on a 

�����(�)� =
1

(� − 1)!
lim
�⟶��

�
�����(�)

�����
� 

Alors 

������(�)� =
1

(� − 1)!
lim
�⟶�

�
����

�����
��(�)� 

=
1

2!
lim
�⟶�

�
��

���
�
��
��
�� 

=
1

2!
lim
�⟶�

�
�

��
�
−3���

�

��
�� 

=
−3��
2

lim
�⟶�

�
�

��
�
1

��
�� 

= 6�� lim
�⟶�

�
1

��
� 

= 0 

Donc 

� ����(�,�)
1

��

 

��

= 2�� �ℛ�����(�)� + ℛ�� ���(�)�� 

= 2��(�� + 0)  

 

= 2���� 
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Alors 

�(�)= ��� = (1 2�)� ����(�,�)
1

��

 

��

�  

=
1

2�
2���� 

= ���            

=
2� − ħ�

2�
                                                              (II.66) 

Ainsi, la condition de quantification 

�(�)=
2� − ħ�

2�
= �ħ 

                                                          2� −ħ� = 2�� ħ 

� =
2��ħ + ħ�

2
 

 � = �� +
1

2
� ħ�                                                        (II.67) 

Ce qui est représente l'expression bien connue de l'énergie d'oscillateur harmonique[10.11]. 

II.5.2.4   Les vecteurs  propres :  

On a l’équation de Hamilton-Jacobi pour l’oscillateur harmonique (on considère  ℏ = 1 =

2�) ,  

�2(�,�)− ��′(�,�)− �� −
1

4
� ���� = 0                               (II.68) 

Nous avons démontré dans la section précédente la fonction du moment quantique �(�, �) 

a � pôles qui correspond aux zéros de la fonction d’onde, avec des  résidus à chacun de ces 

pôles est −� , ( ��� ℏ = 1) . 

A partir de l’équation (II.68) Pour � grand  on trouve  

� (�, �)≈ ±
1

2
���  

Et nous écrivons  
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� (�, �)≈ ±
1

2
��� + �(�)  

Où Q (x) doit être déterminé. 

Le signe de � (�,�)est déterminé par l'état le carré de  l'intégral de la fonction d’onde. 

Où La fonction d’onde est donnée par  

�(�)= ��� �� ��(�,�)��� 

Quand la valeur ci-dessus de � (�, �) est substitué dans l'équation de la fonction d’onde, la 

fonction d’onde est lié à � grand on  choisit alors le signe positif de  
�

�
��� . 

On utilise la définition suivante de la fonction du moment quantique �(�, �): 

�(�, �)= �
−�

� − ��

�

���

+
1

2
��� + � (�) 

Où ��, ��, · · · ��, représentent les emplacement  des � pôles  sur  l’axe �,  le �(�) est 

analytique et limité à l'infini. Par conséquent et d’après le théorème de Liouville �(�) ce 

doit être une constante. �(�)= � une constante, alors  l'équation ci-dessus devient  

�(�, �)= �
−�

� − ��

�

���

+
1

2
��� + �  

La somme sur tous les pôles  

�
−�

� − ��

�

���

                                                                 (II.69) 

peut être exprimé comme  
�′(�)

�(�)
  où �(�) est un polynôme  

�(�)= �(� − ��)

�

���

                                                       (II.70) 

L’ expression de la  fonction du moment quantique peut être exprimé par , 

�(�,�)= �
−�

� − ��

�

���

+
1

2
���                                                   (II.71) 

   = −�
��(�)

�(�)
+
1

2
���  
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Substituons cette équation dans (II.68), 

�2(�, �)− ���(�, �)− �� −
1

4
� ���� = 0 

�−�
�′(�)

�(�)
+
1

2
����

�

− � �−�
�′(�)

�(�)
+
1

2
����

′

− �� −
1

4
� ���� = 0 

−
(��(�))�

(�(�))�
−
1

4
� ��� + ��

��(�)

�(�)
−
���(�)

�(�)
+
(��(�))�

(�(�))�
+
1

2
� − � +

1

4
� ��� 

= 0 

En utilise la relation (II.67) qui nous donne les valeurs de l’énergie 

���(�)− ��� �(�)−
1

2
�� (�)+ �� +

1

2
� �� (�)= 0 

���(�)− ��� �(�)+ ��� (�)= 0                                          (II.72) 

Nous effectuons les  changements des  variables suivants : � = �� ,�� =
�

�
  ,alors 

l’équation   précédant devient , 

���(�)− 2���(�)+ 2��(�)= 0                                             (II.73) 

L'équation ci-dessus ressemble à l'équation bien connue de Hermite qu’ on a déjà étudier 

dans le calcule des vecteurs propres pour l’oscillateur harmonique (voir l’annexe A). Par 

comparaison, nous obtenons 

�(�)= ��(��)                                                                 (II.74) 

�� , est le polynôme de Hermite. 

La  fonction d’onde est exprimée comme , 

�(�)= ��� �� ��(�,�)��� 

Introduisons la valeur de �(�,�) 

�(�)= ��� �� �(−�
��(�)

�(�)
+
1

2
���)�� � 
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�(�)≡ ��� �� �(−�
��(��)

�(��)
+
1

2
���)�� � 

= �����(
��(��)

�(��)
)������ �−�(

1

2
��)���  

= exp (���(��))����−
1

4
�� �� 

Donc 

�(�)= �(��)����−
1

4
�� ��                                                (II.75) 

C'est la fonction d’onde désirée pour l'oscillateur harmonique . 

II.5.3   L’oscillateur de Morse : 

Le potentiel de Morse, nommé d'après le physicien Philip Morse, est un modèle pratique 

d'énergie potentielle pour une molécule diatomique. 

II.5.3.1   Spectre des énergies de l'oscillateur de Morse  

L'énergie potentielle de l'oscillateur de Morse est donnée par: 

�(�)= �� + � ������ − 2� �� +
�

2
� ����                                 (II.76) 

Avec le super potentiel: 

�(�)= � − � �� ��                                               (II.77) 

Et   � =
�

�
 

L'équation de quantum Hamilton-Jacobi est donnée par ( ℏ = 1 = 2�)  

�²(�, �)− ��′(�, �)− [� − �(�)]= 0 

�²(�,�)− ��′(�, �)− �� − �� − ������� + 2� �� +
�

2
� ����� = 0                 (II.78) 

Nous utilisons un changement de variable : 

� =
2�

�
����                                                                 (II.78) 

L'équation quantique Hamilton-Jacobi  avec la nouvelle variable est: 

��²(�, �)+ ����� ′(�, �)− �� − �� −
�²

4
�² + �� +

�

2
���� = 0                     (II. 80) 
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Où �� (� )≡ � (�(�)) . Nous définissons la fonction �(�,�)  par : 

�� (�, �)= ����(�,�)                                                   (II. 81) 

 

 On remplace dans (II. 80), on trouve : 

�����(�,�)�
�
+ ��� �����(�,�)�′ − �� − �� −

�²

4
�² + �� +

�

2
���� = 0 

On dérive par rapport à y 

−�²�²�²(�,�)− �²� � (�, �)− �²�²�′(�, �)− �� − �� −
�²

4
�² + �� +

�

2
���� = 0 

On simplifie le −�²�² 

�²(�, �)+
1

�
� (�, �)+ � ′(�,�)+

1

�²�²
�� − �� −

�²

4
�² + �� +

�

2
���� = 0 

�� +
1

2�
�
�

+ � ′ −
1

4�²
+

1

�²�²
�� − �� −

�²

4
�² + �� +

�

2
���� = 0           (II. 82) 

Introduisons un autre changement de variable  

�(�,�)= �(�, �)+
1

2�
                                             (II. 83) 

Par conséquent (II.82) devient à : 

�� + �� ′ +
1

2�²
� −

1

4�²
+

1

�²�²
�� − �� −

�²

4
�² + �� +

�

2
���� = 0 

 

�² + � ′ +
1

4�²
+

1

�²�²
�� − �� −

�²

4
�² + �� +

�

2
���� = 0                           (II. 84) 

Dans cette relation,  �  a des pôles  à � = 0 et aussi des pôles mouvantes entre les points de 

retournement. 

Résidu au pôle  fixe � = �    

Pour � = 0, nous définissons  

� =
��
�
+ � � + � �� + ⋯                                            (II. 85) 

On substitut  (II. 85) dans (II.84),  
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�
��
�
+ � � + � �� + ⋯�

�

+ �
��
�
+ � � + � �� + ⋯�

′

+
1

4�²
 

+
1

�²�²
�� − �� −

�²

4
�² + �� +

�

2
���� = 0 

On se limite au coefficient du variable  
�

� 
  

�
��²

�²
+ ⋯�

 

+ �−
��
��

+ ⋯� +
1

4�²
+

1

�²�²
�� − �� −

�²

4
�² + �� +

�

2
���� = 0 

Maintenant on fait la correspondance des coefficients de 
�

�� 

��²

�²
−
��
��

= −
1

4�²
−

1

�²�²
�� − �� −

�²

4
�² + �� +

�

2
���� 

��² − �� +
1

4 
+

1

�² 
�� − �� −

�²

4
�² + �� +

�

2
���� = 0 

Les  coefficients sont: 

�� =
1

2
�1 ± �

2

�
�|� − � ²|�                                               (II. 86) 

Le résidu a deux valeurs, la valeur correcte est choisie en imposant la valeur de ��  dans 

lim�→�   défini comme: 

�� =
�

�
+
1

2
                                                                  (II. 87) 

Le signe correct de ��  est de choisir le signe négatif  

�� =
1

2
�1 − �

2

�
�|� − � ²|� 

Alors 

� =
1

2�
�1 − �

2

�
�|� − � ²|� 

Résidu à � = ∞  

Maintenant nous déterminons le résidu pour le pôle à l'infini, pour cela  nous effectuons le 

changement de variable  donnée par: 
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 � =
1

�
 

Avec ��(�)≡ � �
�

�
�, alors(II.84) transforme à  

��²(�)+ �� ′(�)+
1

4
�² +

1

�²
�(� − ��)�² −

�²

4
+ �� +

�

2
���� = 0                 (II. 88) 

Nous considérons un développement de  ��(�) en: 

��(�)= �� + � �� + � ��² + ⋯                                                     (II. 89) 

Le résidu de  ��(�)  à   � = 0  peut être obtenu à partir de l'intégrale suivant qui représente 

l’action quantique de Hamilton-Jacobi: 

1

2�
��(�, �)�� 

 

�

                                                           (II. 90) 

Dans ce cas le résidu est supposé d’ être ��. Pour déterminer le résidu �� nous substituons 

(II. 89)dans (II. 88). Par conséquent (II. 89) se transforme à 

[�� + � �� + � ��² + ⋯ ]� − �²[�� + 2� �� + ⋯ ]+
1

4
�² 

+
1

�²
�(� − ��)�² −

�²

4
+ �� +

�

2
���� = 0 

On correspond les termes équivalents dans l’égalité à gauche et à droite: 

�� = ±
1

2
                                                                       (II. 91) 

�� = −
1

2���
�� +

�

2
�                                                   (II. 92) 

Le signe correct pour �� est choisi par le carré de l'intégral de la fonction d'onde à savoir, 

�(�)= ��� �� ��(�,�)��� 

L'intégrale ci-dessus tend vers l'infini seulement si : �� = −
�

�
 

��(�)= −
1

2
+
1

�
�� +

�

2
� � 
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II.5.3.2  La règle de quantification et les valeurs propres :  

Nous obtiendrons maintenant les valeurs propres en imposant la règle de quantification de 

l’action de Hamilton-Jacobi. 

�(�)=
1

2�
��(�, �)��

 

�

= �ℏ 

On a le changement de variable déjà défini =
��

�
����  ,  la condition de quantification 

devient : 

�(�)=
�

2�
� ��� −

1

2� 
� ��

 

�′

= �ℏ 

Où �′est l'image dans le plant y du contour  � dans le plant x , mais dans le sens contraire . 

plus les pôles mobiles, ��(�, �) a un pôle fixe à � = 0. ��  un petit cercle enfermant le point 

singulier � = 0,  et le Г�  est un cercle du grand rayon � tels qu'il enferme toutes les 

singularités de �(�, �).  

D’où 

�Г� = �(�)+ � ��                                                          (II. 93) 

Où  ���   est l'intégrale pour le contour  ��   enfermant le pôle  � = 0  et �Г�   est l'intégrale 

pour le contour  Г� .  

L'intégrale sur le contour ���  donne la valeur −��  . Alors que la valeur de �(�) est   −� . 

Maintenant pour évaluer  l'intégrale   �Г�  nous faisons une transformation de variable : 

� =
�

�
   

et par conséquent le contour  se déforme à un nouveau contour Г�   qui enferme les   points 

singuliers    � =∞  ou � = 0  . La valeur de l'intégrale �Г�sur ce contour  est  −��. 

Donc  (II. 93) transforme à: 

�Г� = �(�)+ � ��                                                               (II. 94) 

Pour obtenir les spectres des énergies de l'oscillateur de Morse on substitut dans (2.94) par 

les résidus résultant des pôles  fixes et des pôles mobiles nous avons 
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−�� − � = −��                                                            (II. 95) 

Substituant les valeurs de ��  et de  �� nous obtenons 

1

2
�1 − �

2

�
�|� − � ²|� + � = −

1

2���
�� +

�

2
� 

1

2
 −

� 

�
�|� − � ²|+ � = 

1

 � 
�� +

�

2
� 

−
� 

�
�|� − � ²|+ � = 

�

2
 

� − � ² = (� − ��)� 

� = � ²−(� − ��)�                                                  (II. 96) 

C’ est le spectre de l’oscillateur de Morse. 

II.5.3.3  Fonction d’onde  de l'oscillateur de Morse :  

Nous appliquons le formalisme de Hamilton-Jacobi, pour trouver les fonctions d’ondes 

On a la l’équation de Hamilton-Jacobi après changement de variable : 

�² + � ′ +
1

4�²
+

1

�²�²
�� − �� −

�²

4
�² + �� +

�

2
���� = 0 

Dans cette équation  ,  �  a un  pôle   � = 0  .  

Nous  utilisons le théorème de Liouville : 

 � =
��
�
+��

1

� − ��
�

�

���

+ �                                                 (II. 97) 

Où ��  et � sont des constantes . Le résidu du �  en  � = 0  est ��   d’après (II.87) 

�� =
�

�
+
1

2
 

Comme nous l’avons vu dans  le cas de l’oscillateur harmonique nous écrivons  

��
1

� − ��
�

�

���

=
�′(�)

�(�)
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Où  

�(�)= �(� − ��)

�

���

 

On remplace  (II. 97) dans  (II. 84): 

�"

�
+ 2

��
�

�′

�
+ 2

�′

�
� + 2

��
�
� + � ² −

1

4
+

1

��
�� +

�

2
� = 0                    (II. 98) 

On utilise l’approximations suivante pour les grand valeur de  � . 

�"(�)

�(�)
~
�(� − 1)

�²
         ,         

�′(�)

�(�)
~
�

�
 

On remplace dans l'équation (II. 98) on correspond les terme équivalent de l’équation ce 

qui donne, 

� = ±
�

�
  . 

Le signe correct pour c est choisi par le carré de l'intégral de la fonction d'onde .Alors 

� = −
1

2
 

On obtient aussi 

2��� + 2�� +
1

�
�� +

�

2
� = 0                                             (2.99) 

Utilisons  les valeurs de ��  et de �  et aussi  la valeur propre d'énergie : 

� = � ²−(� − ��)�                                                       (2.100) 

Substituons les valeurs  de ��  et  � dans l'équation (II. 98) nous avons 

��"(�) + {1 − � + 2(� − �)}�′(�) + ��(�) = 0                       (II. 101) 

Comparons ceci avec l'équation  différentiel de Laguerre 

��" +(� + 1 − � ) �′ + �� = 0 
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Nous avons  

�(�)≡ ��
�(�) 

La fonction d’onde pour l'oscillateur de Morse est donnée par: 

�(�)= ��� �� ��(�, �)���                                          (II. 102) 

En termes de variable de � nous avons 

�(�)= ��� �� � �
��
�
+
�′(�)

�(�)
−
1

2
−

1

2�
� ���                            (2.103) 

Après  l'intégration et   la simplification nous obtenons 

��(�)= ������� �−
1

2
���(�)��

�(�)                                        (II.104) 

Remplacement de la valeur de (� )nous avons 

��(�)= ������� �−
1

2
�� ��

�(�)                                       (II.105) 

Cette relation est la fonction d’onde de potentiel de Mores [12]. 

Dans ce chapitre, on a résolu l’équation de Hamilton-Jacobi pour  l’oscillateur harmonique 

et puis pour  l’oscillateur de Morse dont le hamiltonien est hermétique, il ya une autre 

classe d’hamiltonien qui ne respecte pas la condition de  l’herméticité de Dirac, c’est 

l’hamiltonien non hermétique et ��-symétrique, le chapitre suivant sera consacré pour 

l’étude de ce genre d’hamiltonien. 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

Chapitre III : 

Etude d’un hamiltonien non hermitique 

et PT-symétrique 

 

 

 

 

 



Chapitre III                                 Etude d’un hamiltonien non hermitique et ��-symétrique 

50 
 

III.1   Introduction  

      Dans la mécanique quantique, il y a plusieurs opérateurs  d’importance particulière 

dans la physique par exemple l’opérateur de la parité (�), l’opérateur de  renversement du 

temps (�), dans ce chapitre nous allons illustré l’importance de ces opérateurs pour 

certains hamiltonien qui ont une propriétés spéciale dite des hamiltonien non hermétiques. 

III.2   L’opérateur de la parité � et l’opérateur renversement de temps  � : 

III. 2.1   L’opérateur de la parité  � : 

     � est un opérateur linéaire appelé opérateur de parité (ou réflexion de l’espace), la 

parité transforme les coordonnées spatiales en leurs opposées: � → −� . 

Par exemple la quantité de mouvement  � = �
��

��
  est transformée en son opposée – �, 

l’actions de � sur les opérateurs position �� et impulsion �̂ sont données respectivement par 

��� � = −��                                                                (���. 1) 

� �̂ � = −�̂                                                                (���. 2) 

L’effet  de  l’opérateur  linéaire   � change  les signes des  opérateurs  position  ��  et  

impulsion  �̂. 

III.2.2   L’opérateur renversement de temps  � : 

      L’opérateur renversement du temps est l’opérateur qui consiste à changer le signe des 

coordonnées temporelles  � → −� . 

    � est l’opérateur d’inversion du temps dont leurs actions sur les opérateurs position �� et 

impulsion �̂ sont données respectivement par :  

��� � = ��                                                                     (���. 3) 

��̂ � = −�̂                                                                  (���. 4) 

�� � = −�                                                                    (���. 5) 

L’opérateur  � n’affecte que le signe de l’opérateur impulsion �̂, en changeant le signe du 

nombre complexe imaginaire  �.  
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Par conséquence, � et � sont des opérateurs de réflexion, leurs carrés donnent l’opérateur 

unité 

�� = �� = �                                                                (���. 6) 

Nous avons aussi 

[�, �] = 0                                                                (���. 7) 

III.3   L’hamiltonien et la condition de l’herméticité de Dirac en mécanique    

quantique :   

La condition de l’herméticité de  H remonte aux débuts de la mécanique quantique. 

L’herméticité de H est exprimé par l'équation : 

� = ��                                                                  (���. 8) 

Où + est de symbole de conjugaison de Dirac représente la combinaison entre les 

opérations de la transposition de matrice et de la conjugaison complexe . 

III.3.1    Propriétés de l’opérateur hermétique : 

Soit A et B sont des  opérateur hermétique : 

(��)� = �                                                                (���. 9) 

(��)� = (�∗��)                                                        (���. 10) 

(� + �)� = �� + ��                                                   (���. 11) 

Si �  ��  � sont hermitiques,   � + �  est hermétique. 

(��)� = ����                                                       (���. 12) 

⟨�|�|�⟩ = ⟨�|��|�⟩∗                                                 (���. 13) 

���|�〉 = �(��|�〉) =  (〈�|���)�� = 〈�|�����                         (���. 14) 

���|�〉 = �(��|�〉) = �∗〈�|��� = 〈�|�∗���                             (���. 15) 

Un opérateur est dit unitaire si :       ��� = ��� = �.   

�� = �                                                                  (���. 16) 
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0� = 0                                                                 (���. 17) 

III.4   La symétrie réflexion espace-temps et l’opérateur �� : 

        En mécanique quantique, la dynamique d'un système physique est complètement régie 

par son operateur hamiltonien. Il a toujours été admis que l'hamiltonien doit être un 

operateur linéaire et hermitien , la condition d'hermiticité est généralisée à toutes les 

observables physiques du système en plus de son hamiltonien. 

      L’idée centrale de la théorie quantique  ��-symétrique, est de remplacer L’hermiticité  

par la symétrie de réflexion d’espace-temps  sans violer aucun des axiomes physiques de la 

mécanique quantique [13.14]. 

III.4.1   Définitions et propriétés de ��–symétrie : 

Un hamiltonien H est dit ��-symétrique s’il satisfait la relation : 

                                                           

� = ���                                                                   (���. 18) 

Où 

��� = (��)�(��)                                                       (���. 19) 

Ainsi, si un hamiltonien H est ��-symétrique, il commute avec l’opérateur �� , 

[�, ��] = 0                                                         (���. 20) 

III.5   Hamiltonien non hermétique et ��-symétrique: 

          Les hamiltoniens qui ne sont pas hermétiques ont été traditionnellement employés 

pour décrire le phénomène de la désintégration radioactive.  La condition  de l’herméticité 

de Dirac  n'est pas nécessaire dans ce cas (hamiltonien non-hermitien). la condition de 

l’herméticité (III.8) peut être remplacée par la symétrie de la réflexion espace-temps (��-

symétrique) � = ��� , pour obtenir un spectre réel. 

Les propriétés de la ��-symétrie ont été déjà  définies dans la partie précédent .  
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III.5.1  Exemples physique de quelques hamiltoniens non-hermétique :   

Les hamiltoniens suivant représentent  deux cas des hamiltoniens non-hermétiques : 

� = �� + ���                                                                  (���. 21)   

Et 

  � = �� − ��                                                                   (���. 22) 

 les énergies des  ces hamiltoniens  ont des valeurs réelles et positives . 

Les hamiltoniens dans (���. 21) et (���. 22) sont deux cas spéciales de l’hamiltonien ��-  

symétrique qui a la forme générale suivante 

� = �� + ��(��)�                                                                  (���. 23) 

  Où ,  ε  est un paramètre réel.  

-Si   � ≥ 0, toutes les valeurs propres de l’hamiltonians (���. 23) sont réelles  et positives,  

-Si  ε < 0  les valeurs propres sont complexes [15]. 

III.5.2   Valeurs propres réelles d'un hamiltonien  ��-symétrique : 

Les fonctions propres de l’hamiltonien ��-symétrique sont aussi des fonctions propres de 

l’opérateur ��, dans ce cas  on dit que la ��-symétrie est non-brisée.  

S’il existe des fonctions propres de l’hamiltonien ��-symétrique qui ne sont pas des 

fonctions propres de l’opérateur �� on dit que la ��-symétrie brisée. 

Soit {��(�), � = 1,2 … }, l’ensemble des fonctions propres de H et �� . 

On a 

��� = ����                                                                (���. 24) 

Et  

���� = ����                                                                (���. 25) 

Où  �� et �� sont respectivement les valeurs propres correspondantes à H et ��, qui sont 

complexes. 

Puisque 

(��)� = �                                                                (���. 26) 

Il en résulte que 
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|��|� = 1                                                                (���. 27) 

Pour toutes les valeurs de � possibles.  

�� = ����                                                                 (���. 28) 

Pour �� réel. 

Nous remplaçons l’état propre � par ���� � de sorte que sa valeur propre donne 

l’opérateur �� soit égale à l’unité, 

���� = ���� 

���� = ���� ���� �� 

���� = |��|��� 

���� = 1 �� 

���� = ��                                                          (���. 29) 

Puisque H et �� commutent, on peut écrire : 

[�, ��] = � �� − ���  

= 0                                                                              (���. 30) 

Donc 

��� = ���                                                                (���. 31) 

En multipliant les deux cotés du membre de droite de cette équation par �� , nous 

obtenons 

����� = ����� 

(��)�� = ����� 

Donc 

����� = �                                                            (���. 32) 

Maintenant nous écrivons l’équation de Schrödinger indépendante du temps sous la forme  

��� = ���� 
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En appliquant �� à gauche sur les deux membres de cette équation, et tenant compte de 

(III.29)  on obtient  

��� = ���� 

 
����� = ������ 

����� = ���� 

������� = ������ 

�(��)��� = ��
∗�� 

��� = ��
∗��                                                           (���. 33) 

Cette dernière relation, combinée avec (III.11), on obtient : 

�� = ��
∗                                                             (���. 34) 

La valeur propre E est réelle [16.17]. 

III.6   Etude du spectre d’un hamiltonien ��-symétrique par la méthode 

          de Hamilton-Jacobi  : 

     Dans ce qui suit nous appliquons le formalisme quantique de Hamilton-Jacobi, défini 

dans un domaine complexe, à un hamiltoniens complexe, caractérisé par la parité et de 

renversement  de temps (��) dans le but d’obtenir leurs valeurs propres et fonctions 

propres. 

Comme nous l’avons vu dans une étude précédente la fonction de Hamilton-Jacobi est écrit 

comme : 

�2 − � ℏ �′ = 2�[� − �(�)]                                         (���. 35) 

telle que   ℏ = 2� = 1 . 
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On a la condition de la quantification :  

� = (1 2�)⁄ � ���
 

�

= nℏ    

L'expression pour le potentiel complexe de Scarf est donnée par : 

�(�) = � ���ℎ�� + �����ℎ � tanh �                                 (���. 36) 

On a la définition de la  fonction du moment quantique : 

� = −�ℏ
� 

��
(���)                                                     (���. 37) 

On pose : 

� =
� ���

��
 

� = −�� 

L'équation quantique correspondante de  Hamilton-Jacobi, en termes de � , est : 

�2 − �  �′ = [� − �(�)] 

(−��)� − �
� 

��
(−��) − � + (� ���ℎ�� − �����ℎ � tanh �) = 0 

Alors 

�2 +
��

��
+ � − � ���ℎ�� − �����ℎ � tanh � = 0                          (���. 38) 

On  utilise le changement de variable � = � sinh �, dans l’équation (���. 38) on obtient 

l'équation quantique de Hamilton-Jacobi pour �  : 

� = �� −
�

2(1 − ��) 
� 

Et  

� = � ��1 − ��� � 
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Donc on obtient la nouvelle forme de l’équation de Hamilton-Jacobi [18] : 

�2 +
��

��
+

2 + ��

4(1 − ��)�
−

�

1 − ��
−

� − ��

(1 − ��)�
= 0 

Dans ce chapitre on exposé les propriétés d’un hamiltonien non hermétique et ��-

symétrique, on a reformulé l’équation de Hamilton–Jacobi et on a démontré qu’il est 

possible de calculer le spectre et les valeurs propres de ce genre d’hamiltonien par la 

méthode de quantification de Hamilton-Jacobi. 
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Conclusion générale 

 

      Dans ce travail on a appliqué la méthode de Hamilton-Jacobi  sur un  système constitué 

d’ un oscillateur harmonique unidimensionnelle, et puis nous avons effectué une étude 

détaillé sur l’oscillateur harmonique en mécanique quantique en utilisant  la méthode de 

Hamilton-Jacobi, nous avons également étudié un autre type d’oscillateurs dit oscillateur 

de Morse par la méthode de Hamilton-Jacobi.  

    En employant la méthode de Hamilton-Jacobi nous avons calculé  les valeurs propres  et 

les vecteurs propre dans les deux systèmes, l’oscillateur harmonique et l’oscillateur de 

Morse, nous avons présenté les  détails de calcule qui ont été  essentiellement basés sur la 

méthode  des résidus, dans le but de déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres 

de l’énergie, nos résultats étaient  parfaitement identiques aux celles  obtenus dans le cas 

ordinaire lors de la résolution de l’équation de Schrödinger pour un oscillateur 

harmonique.  

    La théorie quantique de Hamilton-Jacobi est une théorie bien développée et fournit une 

voie indépendante et souvent utile pour résoudre des équations dynamique. En particulier, 

pour les mouvements périodiques, et  permet d'obtenir des solutions pour un système 

donné directement sans avoir  résoudre des équations de mouvement. 

    Finalement on a essayé d’appliquer le formalisme quantique de Hamilton-Jacobi sur un 

système d’hamiltonein non hermétique et  ��-symétrique, dont on a construit l’équation 

de Hamilton–Jacobi, on a utilisé comme exemple le potentiel complexe de Scarf. 
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Annexes 

A.    polynôme d’ Hermite: 

L’équation différentielle de Hermite est définie par : 

���

���
− 2�

��

��
+ 2�� = 0                                                (�. 1) 

Où  � est un nombre réel. Si � est un nombre entier positif, les solutions de l’équation 

différentielle de Hermite sont des polynômes appelés polynômes de Hermite ��(�) 

[19]. 

Les premiers polynômes de Hermite sont : 

��(�) = 1 

��(�) = 2� 

��(�) = 4�� − 2 

��(�) = 8�� − 12� 

��(�) = 16��−48�� + 12 

��(�) = 32�� − 160�� + 120� 

…. 

Les polynômes de Hermite peuvent être exprimés par la somme 

��(�) = � (−1)�
�!

�! (� − 2�)!
2����� 

[� �⁄ ]

���

                                        (�. 2) 

Et par la formule de Rodrigues 

��(�) = ���
�−

�

��
�

�

���
                                               (�. 3) 

Leur fonction génératrice est donnée par 

�������
= �

��(�)��

�!

+∞

�=0

                                                    (�. 4) 
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Ils vérifient les relations d’orthogonalité 

� ����
��(�)��(�)�� = √�2��! ���

��

��

                                  (�. 5) 

Et les relations de récurrence 

����(�) = 2���(�) − ����(�) 

���

��
= 2���−1(�) 

�

��
�����

��(�)� = ����
��+1(�)                                            (�. 6) 

B.  Théorème des résidus : 

Soit �� un point singulier d’une fonction  � = (��) on appelle résidu de la fonction 

� = (��) au point  �� le nombre donné par le symbole  ���(� = (��)) qui vérifie 

l’égalité :   

�����(��)� =
1

2��
� �(�)��

 

�

                                   (�. 1) 

 La résidu en un point singulier éliminable est nul  

 Si le point �� est un pôle d’ordre  � de la fonction �(�), alors : 

�����(��)� =
1

(� − 1)!
lim

�⟶��

�
����((� − ��)��(�))

�����
�                     (�. 2) 

 Si la fonction  �(�) =
�(�)

�(�)
 

de plus : 

Si         �(��) ≠ 0 

             �(��) = 0  et �′(��) ≠ 0 

C’est à dire ��est un pôle simple . 

�����(��)� =
�(��)

�′(��)
                                            (�. 3) 
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 Si le point �� est un point singulier essentielle de la fonction  �(�)  

�����(��)� = ��� 

Avec ��� c’est le coefficient dans le développent en série de Laurent de la fonction �(�) 

au voisinage de ��. 

B.1  Théorème des résidus de Cauchy : 

Théorème : si une fonction �(�) est analytique sur la frontière  � d’un domaine � et 

partout à l’intérieur de �. et nombre fini de points singuliers   ��, ��, … … … … �� alors : 

� �(�)��
 

�

= 2�� � ���(�(��))

�

���

                                           (�. 4) 

B.2    Application des résidus au calcul des intégrales définies :   

                                    �(�) =
��(�)

��(�)
                                                                      (�. 5) 

�� et  �� polynômes de dégrée � et  � respectivement  

Si �(�) est si continue sur l’axe réel et � ≥ � + 2 ,alors  

� �(�)�� = 2���
�∞

�∞

                                                   (�. 6) 

Avec � est la somme des résidus de la fonction �(�) [20] . 
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                                                                                                                     ملخص

 ،الكم   میكانیكا  في  تماما   للحل  قابلةال  لئمساال  لدراسة  جاكوبي-ھامیلتون  طریقة   قدمنا   العمل   ھذا   في         

من  یتكون   خرآ نظام و  )بعد واحد(  بسیط   توافقي    ھزاز  من   یتكون   نظام ھذه الطریقة لدراسة  مناداستخحیث 

التناظر تطرقنا إلى   الأخیر في   و ،مورس  زوھزا   التوافقي  للھزاز   الذاتیة   الأشعة و  القیم   وجدنا . ھزاز مورس

.    hamiltonien ��-symétrique – زمن�  علىجاكوبي  - نظریة  ھامیلتون،  و طبقنا     � موضع 

    جاكوبي،- ھامیلتون نظریة      ،  مورس  ھزاز   ، ھزاز توافقي   شرودنجر ،   معادلة  :الكلمات المفتاحیة 

     .)زمن –موضع (  التناظر

Résumé    

       Dans ce travail on a présenté l’approche de Hamilton-Jacobi pour  l'étude des 

problèmes solubles en mécanique quantique, on a appliqué l’approche dans l’étude d’un 

système constitué d’un oscillateur harmonique simple (unidimensionnel), et un oscillateur 

de Morse, on a calculé les valeurs propres  et les vecteurs propre dans les deux cas, et puis 

on a défini la symétrie réflexion espace-temps (��-symétrie) et finalement on a appliqué 

la méthode de Hamilton-Jacobi sur hamiltonien ��-symétrique. 

Mots clés :  Equation de Schrödinger, oscillateur harmonique,  oscillateur de Morse, 

formalisme  de Hamilton-Jacobi,  ��-symétrie.     

Abstract 

      In this work we presented the Hamilton-Jacobi approach to the study of solvable 

problems in quantum mechanics, we applied the approach to the study of a system 

consisting of a simple harmonic oscillator (one-dimensional) and a Morse oscillator, we 

calculated the eigen -values and eigen-functions  in two states, and then defined the space-

time reflection symmetry (��-symmetry) and finally applied the method of Hamilton-

Jacobi at  hamiltonian ��-symmetrical. 

Key words:  Schrödinger equation, harmonic oscillator, Morse oscillator, Hamilton-Jacobi 

formalism, ��-symmetry. 
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