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INTRODUCTION GENERALE

Introduction générale

Le sgnal support de l'information et le moyen de communication des hommes entre eux
et avec leur environnement de nature tres variée. Les signaux sont I'objet d'une modélisation
mathématique commune appelée théorie du signal, Sappuyant principalement sur l'analyse
fonctionnelle I'algebre linéaire et le cacul des probabilités. Cette théorie fournit les outils
permettant de modéliser les principaux traitements opérés sur les signaux, puisgue le filtrage
linéaire joue dans ceux _ci un réle dominant.

La théorie du signal fait aujourd'hui partie de bagage culturel de tout ingénieur touchant
de prés ou de loin a la commande éectrique, cette discipline est un ensemble de concepts et
modeles mathématique et Sappuie essentiellement sur I'ectopique et l'informatique par sa
mise en pratique et trouve son champ d'application dans tous les domaines concernes par la
transmission et le traitement dinformations. Cette veste champ sétend de
télécommunications a l'instrumentation scientifique, de l'automatique industrielle au génie
biomédical en passant par le traitement de la parole, de l'image, des signaux géophysiques et
des signaux issus de radar ou de sonar ...e€tc.

Un filtre est caractérisé dans le domaine fréquentielle par sa fonction de transfert, et
dans le domaine temporelle par sa réponse impulsionnelle, qui en fait, et la transformée de
Fourier inverse de la fonction de transfert. Les filtres numérique on été développés et étudiés
dans le but de pouvoir simulé les filtres analogiques sur ordinateur. Ceci permet de vérifier les
performances et d'optimiser les paramétres de ces filtres avant leur éventuelle réalisation. Le
développement de la technologie des circuits intégrés numériques augmente lintérét
économiqgue des filtres numériques. C'est pourquoi, en complément aux résultats bien établis
pour la simulation, les méthodes propres pour la synthése des filtres numériques en été
développées.

Lorsgue les nombres de coefficients de la réponse impulsionnelle du filtre numérique et
infini, il est dit a réponse impulsionnelle infini (R.I.I), sinon en parle de filtre a réponse
impulsionnnelle fini (R.1.F). L'un des principaux avantages des filtres R.I.F est qu'ils peuvent

donner des phases exactement linéaires.

Electrotechnique, M'sila 2007. 1



INTRODUCTION GENERALE

Le présent travail consiste en I'étude, la synthese et la simulation des filtres numériques
R.I.F a phase linéaire. Pour entamer ce travail il nous assembler nécessaire d'introduire les
différentes outils mathématiques.

L'introduction d'outils de simulation a rendu possible une méthode de recherche qui
combine les approches théorique et pratique. Le longage matlab, d'une grande simplicité
d'emploi, entre dans cette catégorie. De maniére plus générale, la simulation est devenue
aujourd'hui un outil de validation des algorithmes issue de la recherche [1].

La modélisation linéaire et exploitée dans nombreuse application en traitement du
signal a cause de sa simplicité d'implantation [2].

Lorsque la modélisation linéaire d'un phénomene physique donne des résultats
insatisfaisant comme est le cas pour les circuits électrique et électronique, qui présentent une
non linéarité de type saturation, il est intéressant d'introduire les filtres numériques.

Cette étude a pour but de faire comprendre les principaux phénoménes dus a
I'échantillonnage et a la transformation de Fourier discréte, et ceci pour des signaux
élémentaires ou des combinaisons des signaux élémentaires pour la premiere phase, pour la
deuxiéme phase, nous éudiants les différentes méthodes numériques en traitement et
filtrages des signaux par I’analyse et la synthese des différentes parametres. Notre travail de
fin d'étude consiste a calculer les différents paramétres des filtres numériques a impulsions
finies, en comprend I'influence des différentes fenétres sur la résolution des problémes
réelles.

Cette mémoire contient quatre chapitres :

Le premier chapitre est consacré aux généralités sur la théorie et traitement du signal.

Au deuxieme chapitre nous avons rappelé les principaux supports de la transformeée de
fourier.

Le troisieme chapitre est consacré a I'étude du filtrage des signaux a temps discréte
déterministes.

Le quatrieme chapitre est consacré aux syntheses des filtres numériques, a partie
simulation des filtres numérique a réponse impulsionnelle finie fait I'objet de ce dernier

chapitre.

Electrotechnique, M'sila 2007. 2
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CHAPITRE | GENERALITES SUR LES SIGNAUX ET TRAITEMENT DU SIGNAL

|.1- Introduction :

La théorie des signaux est une discipline appartenant a la fois a des bases théoriques
fondamentales et a des techniques particuliéres. Son influence déborde toutefois aussi sur les
techniques de I'énergie, dans la mesure ou l'on y rencontre de nombreux phénomeénes
(fluctuations de charge d'un réseau éectrique, vibrations d'une machine tournante, variations
transitoires du courant d'excitation d'un moteur électrique, perturbations électromagnétiques,
... €c.) qui peuvent étre éudiés avec les mémes outils théoriques ou expérimentaux que ceux
utilisés pour les signaux informationnels. En fait, la théorie et le traitement des signaux
intéressent tous les secteurs techniques et scientifiques dans lesquels I'information est percue
par l'intermédiaire d'observations expérimentales de grandeurs mesurables.

Ces deux termes-clefs : perception et traitement, indiquent pourquoi cette discipline sest
avant tout développée en relation avec les applications de I'éectricité et plus particuliérement
celles de la métrologie, responsable de la perception, des téécommunications et de
l'informatique, chargés du traitement.

La métrologie fournit les capteurs qui traduisent pratiguement nimporte quel
phénoméne physique en une grandeur éectrique facilement amplifiée, filtrée, conditionnée,
codée...etc. par des dispositifs électroniques appropriés. Les circuits de télécommunications
acheminent le signal éectrique ainsi créé vers son destinataire. L'informatique, gréce a son
énorme puissance de calcul, permet d'effectuer des tdches complexes de manipulations et
dinterprétation de I'information véhiculée par le signal.

|.2- Placedelathéorieet du traitement des signaux :

D'une fagon générale, on appelle signal toute manifestation sous forme d'une grandeur
physiquement observable d'un phénoméne le plus souvent éectrique, acoustique ou optique
dans un sens plus restrictif, un signal est la représentation physique de l'information qui est
convoyée d'une source vers un destinataire.

Bien que la plupart des signaux soient des grandeurs éectriques (généralement courant,
tension, champ éectrique, champ magnétique), la théorie du signa reste indépendante de la
nature physique du signal. Bien que la théorie et le traitement du signa soient des disciplines
qui intéressent de nombreux secteurs techniques et scientifiques qui débordent le cadre d'une
information a transmettre comme la mécanique (vibration d'une machine tournante ...) ou le
transport d'énergie (perturbations électromagnétiques ...), nous puiserons nos complexes dans
le domaine des communications analogiques et numériques et du traitement numérique du
signal [6].

Electrotechnique, M'sila 2007. 3



CHAPITRE | GENERALITES SUR LES SIGNAUX ET TRAITEMENT DU SIGNAL

La description mathématique des signaux est I'objectif fondamental de la théorie du
signa complémentaire de la théorie des circuits, elle fournit les moyens de mettre en
évidence, sous forme mathématique, les principales caractéristiques d'un signal.

On pourrait se demander en quoi la théorie du signal se distingue de la théorie
mathématique des fonctions d'une variable réelle, des distributions ou des opérateurs. En fait,
une part importante de la théorie du signal est de nature mathématique. Mais son originalité
tient a la nature des questions auxquelles €elle répond. Ains, certaines questions
mathématiques fondamentales comme la continuité ou la dérivabilité des fonctions ne se
transposant pas aisement au domaine physique ou leurs significations deviennent douteuses.
Par ailleurs, les impératifs physiques conduisent a introduire des conditions parfois
contraignantes comme la causalité, sans intérét particulier du point de vue mathématique.

Ainsi la théorie du signal sintéresse par exemple a la répartition spectrale de I'énergie
d'un signa et a la distribution de son amplitude. Elle offre également les moyens d'analyser la
nature des altérations ou modifications subies par les signaux lors de leur passage atravers de
blocs fonctionnels (dispositifs généralement électroniques). Par la méme, Elle fournit les
renseignements essentiels nécessaires a la conception (cahier des charges) ou a I'utilisation
(mode d'emploi) de ces dispositifs. C'est ainsi que I'on peut établir les regles a respecter pour
passer d'un signal analogique a un signal numérique avec une perte controlée dinformation.
Elle permet aussi de déterminer et de prendre en compte les limites de fonctionnement
imposées par la présence de perturbations aléatoires comme le bruit de fond.

|.3- Modéle et mesure des signaux :

Le modéle mathématique d'un signal est une fonction, réelle ou complexe, a une ou
plusieurs dimensions d'une ou plusieurs variables réelles ou entieres. Puisqu'on confond en
général la grandeur physique observée et I'objet mathématique qui la modélise, cette fonction
sera auss appelée sgnal.

Comme dans toute modélisation d'une réalité physique, I'objet mathématique associé a
un signa dépend du but poursuivi dans I'étude d'un phénomene physique. Ainsi la tension
électrigue aux bornes d'une prise de courant pourra ére modéliste par une sinusoide
"éernelle’ acos(2nfot+0) " tT A pour un smple utilisateur d'un appareil domestique ou par
une fonction a(t)cos] 2ifot+6(t)]. a(t) et 6(t) étant des fonctions revétant un grand intérét pour
un distributeur de courant éectrique. On pourra représenter sous certaines conditions vérifiées

par a(t) et O(t), ce dernier signal par une fonction complexe a(t) e,

Electrotechnique, M'sila 2007. 4



CHAPITRE | GENERALITES SUR LES SIGNAUX ET TRAITEMENT DU SIGNAL

Si la fonction est a une [resp. plusieurs] dimension, on parle de signal scaaire [resp.
vectoriel]. Le premier cas et le plus courant : cette fonction peut représenter I'évolution d'une
grandeur électrique ou d'une grandeur traduite sous cette forme par un capteur approprié
(microphone pour un signal acoustique..). Le second cas représente par exemple les trios
composantes en coordonnées cartésiennes d'un champ électrique en fonction du temps. Un
signal vectoriel peut quelquefois avoir un nombre important de composantes. En traitement
d'antenne, ou une antenne composée de plusieurs capteurs regoit des ondes issues de sources
émettrices a travers un milieu de propagation bruité, on fait appel a des signaux vectoriels
dont les composantes sont les différents signaux prélevés derriere chague capteur constituant
I'antenne.

Cette opposition entre signal scalaire et signal vectoriel ne doit pas étre confondue avec
la notion de signal considéré comme vecteur d'un ensemble de signaux ayant une structure
d'espace vectoriel. Dans ce dernier exemple, les deux types de traitement que sont le filtrage
dantenne (dont le but est destimer le signal émis par une source utile préalablement
sélectionnée par éimination des signaux émis par les autres sources) et l'image d'antenne
(dont le but est d'estimer des parametres spatiaux et quelquefois spectraux de I'ensemble des
sources émettrices) utilisent apres l'acquisition des signaux d'origine physique de natures
variées ,des méthodes identiques quelque soit les domaines d'application : sonar, radar, passif,
sismique, biomédica ... etc.

La variable de la fonction peut étre réelle ou entiere. Dans le premier cas, il Sagit
usuellement du temps que I'on noterat, on parle dans ce cas de signal temporel, quelquefoisiil
peut sagir d'une variable a caractére spatiad comme une distance ou un angle; on parle alors
de signa spatial. Dans le deuxiéme cas, la variable est un simple indice dans un tableau de
valeurs, cet indice pouvant prendre un sens temporel ou spatial discret.

Le cas d'une image fixe i(x,y) [resp. i(X,y,z)] est un signal bidimensionnel (ou 2D)
[resp. tridimensionnel (ou 3D)] dont les variables sont des coordonnées spatiales. Un signal a
variables a la fois temporelle et spatiale (exemple : une image animée i(x,y,t)) est appelé
signal spatio-temporel. Nous porterons notre étude sur les signaux scalaires a une et deux

dimensions, de variables réelles ou entiéres.

|.4- Traitement des signaux :
Lathéorie du signa et son traitement sont intimement liés : la théorie du signal modélise
et décrit les signaux, aors que le traitement des signaux interpréte et élabore d'autres signaux

a l'aide des ressources de I'éectronique, de l'informatique et de la physique appliquée. Clest
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I'importance pratique du traitement effectué par les systémes linéaires invariants dans le
temps, qui explique que nous porterons une attention particuliere a la représentation de
Fourier des signaux.

Le langage utilisé par la théorie et le traitement du signal sera celui des schémas blocs
(ou boites noires), c'est-a-dire d'un assemblage symbolique représenté sous forme graphique
de blocs fonctionnels réalisant une fonction donnée. Dans I'exemple : y(t) = X3(t), y(t) désigne

la sortie d'un dispositif (ou systeme) quadrature dont l'entrée est le signal x(t).

|.5- Classification des signaux :
Il existe de nombreux types de signaux et il est important dintroduire quelques
propriétés permettant d'en faire une certaine classfication.

|.5.1- Classification déterministe — aléatoire:

Cette premiére classification et obtenue en consdérant la nature de I'évolution du
signal. Celle-ci est a caractére prédéterminé ou non prévisible. Un signal déterministe est un
signal dont I'évolution en fonction du temps peut parfaitement étre prédite par un modéle
mathématique approprié. On les rencontre principalement aux laboratoires : signaux de test et
d'excitation (utilisés pour simuler un milieu expérimental), signaux d'étalonnage (utilisés pour
la calibration des capteurs), séquences binaires d'apprentissage en égalisation adaptative et de
synchronisation en communication numerique.

Au contraire, la plupart des signaux d'origine physigue ont un caractere non
reproductible. Ces signaux sont porteurs d'informations (signaux de parole, de données) car ils
présentent une certaine imprévisihilité, ils seront modélisés par des signaux aéatoires. On
considérera ainsi un signa aléatoire comme un ensemble probabilisé de signaux élémentaires
dont chacun apparait une fois sélectionné comme un signal déterministe. Une telle
modélisation par un signal aéatoire ne pourra donc Sappliquer que dans les situations
physiques dans lesquelles on observe un phénoméne aléatoire, c'est-a-dire un phénoméne qui
puisse se répéter tout en donnant lieu a un signal imprévisible.

Remarguons ainsi que cette distinction déterministe-aléatoire est quelquefois arbitraire,
car fonction de l'observateur. Une sinusoide d'amplitude et de fréquence connue utilisée
comme porteuse dune modulation est considérée comme un signa déterministe par
I'émetteur, car sa phase est accessible et comme un signal aéatoire par le récepteur car sa

phase est un paramétre inconnu gu'il faudra estimer en démodulation cohérente [8].
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Nous remarguons gue |'opposition entre signal déterministe et signal aléatoire doit étre
maniée avec grandes précautions. En effet, certains signaux peuvent étre prévisibles tout en
étant de type adéatoire ; c'est le cas des signaux sinusoidaux aéatoires dont I'amplitude, la
phase et la fréguence sont de nature aéatoire. De plus, la physique moderne exige des
modéles de signaux solutions d'égquations déterministes non linéaires qui ne peuvent pas étre
prévisibles pratiquement et qui sont appelés signaux chaotiques déterministes.

Les signaux pseudo-aléatoires forment une catégorie particuliére de signaux dont le
comportement rappelle celui d'un signal aéatoire. En effet, il sagit de signaux périodiques
dont la période est grande par rapport a la durée d'observation et dont I'allure sur une période
parait "aéatoire" pour un observateur n'ayant pas de connaissances a priori sur ce signa. De
tels signaux sont utilisés en particulier pour la smulation sur ordinateur de phénoménes
aléatoires et pour la génération de signaux a fonction d'auto corrélation trés pointue. Ces
derniers signaux sont applicables au cryptage (exemple : image Canal +), a la synchronisation
d'informations en télécommunications, a I'embrouillage- désembrouillage de données dans les
modems et ala génération d'impulsion RADAR.

La méthode la plus courante de génération de tels signaux pseudo-aléatoires est basée
sur la théorie des séquences binaires dites a longueur maximum. De telles séquences sont
facilement produites a l'aide d'un registre binaire a décalage comportant N cellules en série
complété par un circuit de contre-réaction réinjectant dans la premiere cellule.

La théorie des polynémes sur le corps (0,1) permet de déterminer pour chague valeur de
N, la position de ces contre-réactions qui assurent une période maximae T de la séquence
binaire générée. Celle-ci vaut T= (2V-1)Ty (TH désigne la période d'horloge). Par exemple, on
utilise tres souvent en instrumentation N=17 avec deux rebouclages en position 3 et 17 qui
donnent T=131071. On peut démontrer que cette séquence possede sur une période T des
propriétés remarquables qui donnent l'illusion d'un caractére non prédictible lorsque N>>1.
On peut montrer en particulier, qu'une période contient 2V -1 valeurs (0) et 2" valeurs (1) et
s I'on considére deux segments de séquences de durée T différentes, le nombre de valeurs
coincédants deux a deux est inférieur d'une unité au nombre de valeurs qui différent. Nous
remarquons que cette propriété et a l'origine de I'utilisation de ces signaux dans les

problemes de synchronisation.
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|.5.2- Classification énergétique:

Les signaux continus ou discrets sont essentiellement caractérisés par |’ énergie ou par la
puissance qu’ils véhiculent. Ce sont les seules grandeurs physiques auxquelles sont sensibles
les détecteurs et la théorie du signal alargement développé des méthodes d’ étude basées sur la
corrélation. Dans ce bref chapitre, nous nous contenterons de rappeler les définitions
uniguement d’un point de vue mathématique.

Mathématiquement, les signaux sont représentés par des fonctions. Nous rappelons les
diverses convergences des fonctions et les approximations qu’elles impliquent. Pour tout
signal x(t) (fonction réelle ou complexe de t), on appelle énergie la quantité E, définie, si elle

existe, par :
+¥
E, = )| dt (1.2)
-¥

Et puissance moyenne la quantité P, définie, si elle existe, par :
+T
P =limt de(t)z\dt (1.2)
*oTexT % '
2

Ces termes sinterprétent physiqguement. En particulier, si le signal est une intensité ou
une tension éectrique, ceux-ci représentent respectivement |'énergie ou la puissance moyenne
consommeée dans une résistance a un constant multiplicatif prée.

On définie & l'aide de ces notions des signaux tels que 0 < Ex < ¥ appelés signaux a
énergie finie (on a aors P, = 0) et des signaux tels que 0 < Py < ¥ appelés sgnaux a
puissance moyenne finie (on aaors Ex= ¥ ).

La premiére catégorie de signaux comprend tous les signaux transitoires et la seconde
englobe les signaux de type permanents comme les signaux périodiques ou les signaux
aléatoires permanents.

Dans la rédité physique, Les grandeurs observées d'énergie finie et les signaux de
puissance moyenne finie sont commodes pour modéliser certains comportements permanents
des systémes physiques. |l est ainsi raisonnable de modéliser les signaux éectriques issus d'un
générateur de fonctions comme des signaux périodiques et la tension éectrique observée aux
bornes d'une prise de courant comme un signal sinusoidal "éernel". Nous verrons d'autre part
gue ce dernier est trés commode pour analyser le comportement des systeémes linéaires.
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Certains signaux n'appartiennent a aucune des deux catégories précédentes. C'est le cas
+¥
de la distribution de Dirac d(t) ou de la distribution peigne de Dirac : é d(t- kT) quelon
K=-¥

utilisera tantét pour modéliser des grandeurs physiques, tantdt comme simples intermédiaires
de calcul. Un cas important de signaux pour lesquels les notions précédentes sont peu
portionneuses est celui des signaux nuls a gauche, c'est-a-dire des signaux qui sont nuls a tout
instant qui précéde un certain temps to. Aing. L'échelon unité u(t) posséde une énergie infinie
et une puissance moyenne finie de 1/2 au sens de (1.2). La définition (1.2) n'a aing dintérét
gue pour les signaux qui modélisent des phénomenes éernels, c'est-a-dire qui n‘'ont ni début ni
fini. Pour des signaux nuls avant to, il serait préférable d'utiliser pour définition de la

puissance moyenne :

= Ilm—dx(t) it

Avec cette définition u(t) posséde une puissance moyenne finie de 1.

1.5.3- Classification continu — discret :

Un signal peut se présenter sous différentes formes selon que son amplitude est une
variable continue ou discréte et que la variable est elleméme continue ou discrete. On
distingue ainsi plusieurs types de signaux Figure (1.1).

Les systémes de traitement des signaux sont également classés selon la nature des
signaux sur lesquels ils operent. On parle ainsi de systémes analogiques de technologie ou
électronique ou pratique (amplificateurs, filtres analogiques...), de systemes échantillonnés
(filtres a capacités commutées, a transfert de charges ou a onde de surface) et de systémes
numériques ou digitaux (filtres numériques, processeurs de signal ...). On rencontre également
des systémes hybrides (convertisseurs analogique-numérique, modems...). Lors de la
conception d'un systéme complexe, chaque élément du schéma d'ensemble est réalisé grace a
un des types de systemes précédents selon les contraintes technologiques particulieres [6].
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Figurel.l: Représentation graphique de la classification amplitude continu- discret.
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|.6- Représentation vectorielle dessignaux :
|.6.1- Intérét de la représentation vectorielle des signaux :

Le principe de la représentation vectorielle des signaux repose sur le fait que tout signal
X(t) appartenant a un certain ensemble de signaux peut se décomposer selon une combinaison

linéaire de fonctions connues f , (t) prenant leurs valeurs dans C [9].

xt) = af, & ou X(t) = a af () (1.3)
k=1 k=-¥

Les coefficients a constituent une représentation discréte du signal x(t). Ceci constitue

la base de l'analyse des signaux. Le choix des fonctions f,(t) dépend de I'ensemble des

signaux considérés et du traitement opéré sur les dgnaux. L'intérét majeur de cette
décomposition linéaire d'un signa a l'aide de signaux "plus smples’ (par exemple les signaux
f () = €®) est de faciliter I'analyse de la réponse des systéme linéaires a des signaux
dentrée trés généraux. Naturellement, les décompositions (1.3) suggéerent une structure
d'espace vectoriel pour I'ensemble des signaux considérés. Un signal apparait ainsi comme un
vecteur d'un espace vectoriel et admettra plusieurs représentations possibles selon la base de
décomposition. De plus, l'espace vectoriel sera trés souvent un espace de Hilbert, ceci
permettra dinterpréter géométriquement des notions difficiles a visuaiser comme
I'orthogondlité, la distance et l'intercorrélation de deux signaux. Nous alons présenter ces

notions pour les signaux a temps continu, elle peut sétendre pour les signaux atemps discrets.

|.6.2- Espace vectoriel des signaux :

Afin de présenter les notions précédentes, nous prenons comme exemple I'ensemble des
signaux X(t) complexes d'énergie Ey finie. 1l sagit d'un espace vectoriel sur C que nous
pouvons munir structure d'espace hermitien grace au produit scalaire :

+¥

(%, %) = Oa(t)x(t)dt

-¥

(1.4)

Il faut remarquer que nous considérons comme signal nul, un signal d'entrée nulle et
qguans nous devons considérer comme vecteur de l'espace hermitien, la classe
des signaux presgue partout égaux. D'un point de vue pratique, tous les éléments de cette
classe d'équivalence seront considérés comme le inter corrélation signal et, par suite, un signal

sera sur tout I'axe du temps sauf sur un ensemble de mesure nulle (ainsl, par exemple, on fera
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souvent appel au signal rectr(t) défini par sa valeur 1 pour |t <% et 0 pour [t >% sans

, . T
preciser ses valeurs pourt = iE)'

Le carré de la norme ||><||2 représente I'énergie du signal. La distance associée est une

mesure de la dissemblance entre les signaux x;(t) et Xo(t) :

1

& , 2
04, %) =[x - %[ = e (t) - %, ()] dty (1.5)
(S u

A cette distance, nous pouvons associer la notion de convergence d'une suite de signaux

Xn(t) vers un sgna x(t) s I|®n;1 d(x,,x) =0. Cette convergence est appelée convergence en

moyenne quadratique. L'espace hermitien précédent est complet (toute suite de signaux est

convergente dans cet espace). On a aussi construit un espace vectoriel de Hilbert complexe.
Avec les outils précédemment définis, nous disposons d'une interprétation géométrique

des signaux dont nous pouvons utiliser tous les aspects métriques : orthogonalité, théoreme de

projection, approximation quadratique, orthogonalisation de Gram- Schmidt et inégalité de

Schwarz dont I'expression est rappelée ci-dessous :

Si x;(t) et xo(t) sont des signaux d'énergie finie, le produit scalaire de ceux-ci vérifie :

2

+¥ +¥ +¥
< . 2 o~ 2
Ou(tMdt £ )] dt gx, (1)t (1.6)
-¥ -¥ -¥
Nous remarquons que |'égalité précédente n'est atteinte que pour x;(t) et Xo(t) proportionnels.

1.6.3- Approximation au sensdel'erreur quadratique minimale:
Considérons un signal x(t) appartenant a un espace de Hilbert E de signaux complexes et

un sous ensemble F de E. On peut sintéresser a des approximations X(t) de x(t) appartenant a

D
F. La différence e(t)=x(t) - X(t) est un signal d'erreur d'approximation dont la norme est
égale a la distance d(x,X). Le carré de cette norme est appelé erreur quadratique moyenne.

Cest une mesure absolue de l'imperfection de I'approximation obtenue. Il est parfois
préférable d'exprimer la qualité de cette approximation en relative. Celle-ci est obtenue a
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K

I’aide du rapport *—— qui est un rapport signal a bruit d'approximation exprimé souvent en

lef°
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|.6.3.1- Théoréme de projection :

L'approximation X(t) de x(t) est optimale au sens de I'erreur quadratique minimale s la
distance d(x,X) est minimale. Lorsque le sous-ensemble F de E est un sous-espace vectoriel

fermé de E, le théoreme de projection orthogonal affirme qu'il existe un signa unique de F
qui minimise cette distance ; |l sagit de la projection orthogonal de x(t) sur F montrer sur la
Figure (1.2).

X(t)

X(t)

Figurel.2: Théoréme de projection.

Nous avons donc ||61|2 +||§||2 = ||><||2 (relation de Pythagore).

Lorsque le sous-espace vectoriedl F est engendré par un ensemble fini de N
signauxf , (t), F est bien entendu fermé et I'approximation unique X(t) est caractérisée par les
N relations d'orthogonalite :

(ef,)=0 Pour ki {1,...,N}
Cest-a-dire:
(x- X,f,)=0  Pour ki {1...,N}

Dans ce cas

X(t)=a af, @)
k=1

N N
e [ =0 K =147 @ a aa <fifo =K - aRa
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D
Avec a=[a,,. a,,.a,] et R lamatrice carée NxN de termes dindicek, | (ff ).

L es coefficients g sont solutions du systéme d'éguations::
J
a <fI'fk>a1 :<X’fk> Pour k1 {L...,N} (1.7)
1=1
Avec des notions plus compactes : R a=R , ou R, désignant la matrice colonne d'ordre N
de terme général(x,f k) . Ce systeme n'admet une solution unique en & que s les N signaux
f . (t) sont linéairement indépendants. Ce qui est équivalent ala régularité de lamatriceR, .
Le systéme d'équation précédent se simplifie si les signaux f, (t) sont orthogonaux, ils
sont aors linéairement indépendants et forment une base orthogonale de F. En effet, dans ce

cas puisque (f,f, ) =0 pourk? | ; le systéme (1.7) devient :

<f of k>ak = <X’f k> PourkT {1....,N}

La base précédente sera dite orthonormeée s de plus les signaux f, (t) sont tous de

norme unité (cette condition peut toujours étre obtenue par une normalisation en introduisant

les nouveaux signaux Y, (t) zf”]': (t”)
k

Q = <X’f k> Pour ki {L,...,N} (1.8)

). Danscecas:

Lorsgue les signaux f, (t)sont orthogonaux, le théoréme de Pythagore donne une erreur

guadratique d'approximation :
N
el =[x" - (%] = X" - él\ak\z\ﬁ J

Lorsque les signaux f , (t) sont de plus normés nous avons:

N
e =4 - IR =" - & faf =] - a'a (9

.6.3.2- Théorémede Parseval :

Considérons maintenant un ensemble dénombrable de signaux orthonormeés f, (t) de E

(on prendra ici kI N°) et appelons X (t) I'approximation optimale du signal x(t) appartenant
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au sous-espace vectoriel F, engendré par f,(t),.,.f ,(t). La suite a définie a l'aide de ces
signaux f , (t) par la relation (1.8) est telle que la série de terme général |ak|2 est convergente
car la somme de ses N premiers termes est majorée par ||x||2d'aprés (1.9). Nous avons
I'inégalité appelée inégalité de Bessal-Parseval :

[al” £ 1 (110)

1

T Qoy

Cet ensemble dénombrable de signaux orthonormés f, (t) de E sera dit complet (ou
total) s I'ensemble des combinaisons linéaires finies de signaux f, (t) est dans E, c'est-a-dire
Sil est possible d'approximer n'importe quel signal x(t) de E par une combinaison linéaire
finie de signaux f, (t) avec une erreur quadratique moyenne auss petite que souhaitée. Dans
ce cas l'inégalité (1.10) devient I'égalité de Parseval :

+¥
2 _ o 2
X" = a [a (1.11a)
k=1

Et de fagon générale, en appelant by les coefficients associés au signal y(t) :

(X, y) =

Dans ce cas, s l'on cherche a approximer x(t) a l'aide d'un sous ensembleH fini

a,b, (1.11b)

Qo

=~

=1

quelconque de signaux f, (t) selon le critere de I'erreur quadratique minimum, on obtiendra

une approximation avec des coefficients a identique a ceux de la décomposition (1.11a) en se

restreignant a k1 H :
~ [}
Un espace de Hilbert E de signaux tel que I'on puisse trouver un ensemble dénombrable

de signaux orthogonaux f,(t) complet de E est dit séparable. L'espace E des signaux

d'énergie finie sur un intervalle [T1,T;] borné ou non est un exemple d'espace vectorid de
Hilbert séparable. Dans ce cas I'égalité de Parseval a une interprétation énergétique.

Chague composante &cf , (t) du développement en série de signaux orthonormes complet

T2
+¥ hY 2 —_ 2
de x(t) = é a.f . (t) possede une énergie: dakf k (t)‘ dt = ‘ak‘
Tl

k=1
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Tz

2
Et I'égalité (1.11a) représente I'énergie totale : E, = OX(t)| dt = ‘ak‘
T k-l

Le développement (1.3) représente donc une analyse d'un signal x(t) d'une maniére telle
gue l'énergie du signal soit égale a la somme des composantes. Nous alons maintenant

donner des exemples de développement en série de signaux orthonormés.

|.6.4- Développement en série d’impulsions rectangulaires décalées :
Considérons I'ensemble E des signaux x(t) d'énergie finie sur |- ¥ ,+¥[. Un exemple

élémentaire de suite de signaux orthonormés est obtenu en choisissant comme signaux de

bases f, (t) les impulsion rectangulaires de duréel  centrées en kt et d'amplitudes = ;

N
fo(t)= \/— rect, (t- kt) Pour ki z
Cet ensemble dénombrable de signaux de E n'est pas complet, il suffit de représenter

graphiquement I'approximation X(t) du signal x(t) a I'aide des signaux orthonormés f , (t) pour

sen rendre compte Figure (1.4). Puisque larelation (1.8) donne :

1 o (ksw/2x
S _fa (k-1/2)t x(t)at
Nous avons:
o ¥ o(kH2)t --
R0=8,",af0=4, & . xa)dade, - k) (.12)

Nous voyons ains qu'il existe des signaux non nuls dont toutes les composantes & sont

nulles, ce qui confirme que |'ensemble des signaux f , (t) n'est pas complet. Ains :

2Pt §

X=0, 0(t- k) avec g(O)= inf > Srect, (1)
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gt

Figurel.3: Représentation graphique du signal x(t).

A X(t)
= | ~
— T~
4] kk af () -t
Kl K
74

tL
0 t o Kt -~ [ -

Figurel.4 : Représentation del'approximation X(t) al'aide des signaux orthonormés.

En général, 'erreur d'approximation e(t) ne sera pas nulle. Toutefois la qualité de
I'approximation est d'autant meilleure quet est petit.

En mettant I'expression (1.12) sous laforme suivante :

-1/2)t

S/ _ Q¥ k2t ol
X(t) _ak=_¥§f@ x(q)dqm—rectt (t- ki)t

Et en utilisant le résultat : I%ng%rectt (t) =d(t), nous pouvons obtenir de fagon heuristique en
t

prenant lalimite de I'expression précédente lorsque t tend vers O :

+¥

X(t) = O«(u)d(t - u)du (1.13)

¥
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On reconnait ici I'intégrale de convolution qui est fondamentale en théorie du signal, car
elle permet de représenter un signal x(t) comme "une somme continue de distribution de Dirac
pondérées et décalées les unes des autres'.

|.6.5- Développement en série de Fourier :
1.6.5.1- Coefficients de série de Fourier :

Nous considérons ici, soit I'espace de Hilbert E; des signaux d'énergie finie sur [T1,T,],
soit I'espace de Hilbert E, des signaux périodique de période T = T,-T; ayant une énergie finie
sur la période T. Les signaux de E; peuvent étre considérés comme la restriction a l'intervalle
[T1,T2] des signaux de E; et les signaux de E, peuvent étre considérés comme les signaux
périodisés associés a ceux de E; Figure (1.5).

A x®)T E A x®)T E,

] !:t ! } >t
. 0T T 0 T
¢ —>

Figurel.5: Signal périodique a une énergiefinie.

Ces espaces de Hilbert sont séparables et une base orthonormée compléte de ces espaces
est donnée par :

'2pk£

1 i -
ft)=—=e T Pour k1 Z
k ﬁ
Cessignaux f , (t) sont définis sur l'intervalle [T1, T2] pour I'espace E; et sur A pour I'espace Es.

1 J3+T : j2pk%
D'aprés (1.8) les coefficients a sont donnés ici par : Qx = FQ x(t)e dt

1

D 1
c'est-&-dire al'aide des coefficients X, = F a, appelés coefficients de série de Fourier.
R BT ikt
ou: X(t)=a X,e avec Xy =T Ox(t)e  Tdt (1.14)
k=-¥ T,
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Pour un signal de E;, cette égalité alieu pour tl [T1,T2] €t, pour un signal de E,, elle a
lieu" tT A . La composante X, de x(t) est appelée composante continue. Elle est égale a la

1 Rl
valeur moyenne de x(t) : Xo = T Ql X(t)dt

i2 Sjopt
La somme des composantes XleJ T e X_.e "7 constitue le fondamental de X(t) et

_—
les composantes X,e T pour ki {- 1,0,+1} constituent les harmoniques de x(t).

L'égalité de Parseval (1.11a) devientici: E, = P, T = §

En appelant E, I'énergie et Py la puissance moyenne du signal x(t) dans l'intervalle [T1,T2].
Cest-a-dire, al'aide des coefficients Xy :

1T1+\T 2 1Y 2
P, =T OX®)| dt = a |X,] (1.15)
T k=

Une autre base orthonormée compléte est constituée par I'ensemble des signaux :

2 . t 2 t -
—sinZ2pk— et — cos2pk — our kl Z
\/; 2 T \/; 2 T P

La convergence de la somme de I'égaité (1.14) est une convergence en moyenne
guadratique dans un ensemble dont les éléments sont des signaux, c'est-a-dire une classe
d'éguivalence de fonctions presque partout égales. En appelant :

. t
2pk—
JPT

- Do +N
Xy () =a . X«€

. \T1+T ~ 2 _
Nous avons:: nggé Q ‘XN (t)- X(t)‘ dt=0

Quand il existe des points de discontinuité, certaines difficultés apparaissent lorsque x(t)
est approximé par la décomposition finie X (t).Le signal X, (t) présente des oscillations au
voisinage des points de discontinuité dénommées phénomene de Gibbs. Car, la convergence
en moyenne quadratique n'assure pas forcément la convergence uniforme.

Nous remarquons, qu'il existe des conditions suffisantes pour assurer la convergence
uniforme de X, (t) vers x(t). Par exemple, si x(t) est une fonction définie sur [T1,T,] ou
périodique de période T = T,-T; continue et pourvue dune dérivée, sauf peut-étre en un
nombre fini de points dans une période qui sont des points de discontinuité de premiére
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espéce pour x(t) et x(t). Nous aurons I’ équivalence & la relation suivante : $x(ty)) et x(ty)
avec X(t;) 1 x(t;) -
La suite X, (t) est alors smplement convergente vers% [x(t*) + X(t )], soit vers x(t) en

tout point t ou x(t) est continu. De plus, la convergence de X, (t) vers x(t) est uniforme dans

tout intervalle ou x(t) est continu.
Dans le cas des signaux réels, larelation (1.14) montre que :

Xt)=x(t) U X =X, (1.16)

Par suite,un signal réel est caractérisé par la propriété X_, = X, de ses coefficients de série

de Fourier appelée symétrie hermitienne. D'un point de vue physique, cela signifie que dans le
développement en série de Fourier (1.14) les fréquences négatives - %(kT N") n'apportent

aucune information nouvelle par rapport aux fréquences positives.
Pour ces signaux, les coefficients du développement a l'aide de la base orthonormée
complete sont congtitués de:

2 . t 2 t -
£ — — cos2pk — kl zZ
‘/T sm2pk_|_ et 1/T 2p = (pour )

En effet, décomposer les coefficients Xy al'aide du module py et de l'argument f, ou
Xy = pe" (0£f, <2p) estéquivalenta P = petf_, =-f,
+ t
Et ainsi (1.14) peut sécrire sous laforme:: X(t) =X, + é I(:2pk cos(2pk? +f,)
Cette expression peut également étre mise sous la forme :
_ o +¥ t o +¥ : t
x(t) =a, +a ,_,a, cos(2pk ?) +a b sm(2pk?) (1.17)
D t 37 D 2 Ji+T t
Avec: a,=X, :?Q x(dt ; a =X, +X , =2Re(X,) :?Q x(t)cos(2pk?)dt

D + ~
et b= j(X, - X_,) =-2Im(X,) =$é Tx(t)sin(2pk%)dt pour ki N

Dans le calcul des coefficients de Fourier de signaux réels, il est recommandé de

conserver le développement général (1.14), c'est-a-dire de calculer d'abord les coefficients X
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puis, s I'on désire un développement en cos(2pk%)et sin(2pk%), d'utiliser les relations de

transformation précédentes[6].

1.6.5.2- Transition des sériesde Fourier verslatransformée de Fourier :

Nous allons employer un argument heuristique pour introduire la transformation de
Fourier d'un signal d'énergie finie quelcongue, a partir du développement en série de Fourier
d'un signa de durée et dénergie finie. Considérons un signal x(t) d'énergie finie quelconque,
eT
g 2

(avec T, =- %eth = +% ). Nous pouvons donc utiliser le développement (1.14) pour xt(t) :

sa restriction x7(t) a l'intervalle ’+E§ est un signal d'énergie finie, donc appartient a E;

\+T/2

1 - j2pk
avec Xy —?Omx(u)e du

t
j 2pk—
JPT

+¥
XT (t) = é K=-¥ Xke

k = k
o +¥ OB+T/2 -jizpmu O j2p-t 1
. - N T SN el
Soit : X (1) ak=-¥§or/zx(u)e dU‘Be T

En passant a la limite pourT ® +¥ , l'intervalle % entre deux fréguences tend vers 0.

Nous obtenons alors de fagon intuitive :

x(t) = Q:‘ @j‘ x(u)e 1y gejz"“df

L'expression située a l'intérieur de la parenthese est appelée Transformée de Fourier de x(t),
on la note X(f) et elle sera le centre du prochain chapitre. La relation précédente nous donne

I'expression de x(t) al'aide de cette transformée de Fourier [10] :

+ : D+ i
x(t):(‘f X(f)e'®df  avec X(f)=(‘f x(t)e ' dt (1.18)

Nous pouvons noter que, de fagon formelle, x(t) apparait comme décomposée dans une
"base continue" d'exponentielles complexes. Puisque I'ensemble des indices de sommation est
continu. Un paralléle peut ains étre fait entre le développement (1.14) des signaux de durée
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finie ou des signaux périodiques d'énergie finie sur une période et le développement (1.18) des

signaux quelconques d'énergie finie [6].

|.7- Conclusion :

L’ étude des signaux nécessite un formalisme mathématique ou stochastique qui permet
d'une part la représentation et d'autre I'analyse des caractéristiques : durée utile d'un signal,
largeur utile d'un spectre, puissance moyenne d'un signa et la classification du signa et sa
représentation.

Le signa est physiquement une grandeur mesurable : tension éectrique, courant

électrique, pression d'un fluide, température d'un enceinte, ...€etc.

Electrotechnique, M'sila 2007. 22



CHAPITRE |l

LES TRANSFORMEES DE
FOURIER



CHAPITRE II LES TRANSFORMEES DE FOURIER

[1.1- Introduction :
Il'y a deux domaines importants de description du signal selon la nature de variables
indépendantes :
Domaine de discrétion temporelle de la formex(t), dans lequel la variable

indépendante est le temps t. 1l sagit du domaine de discrétion usuelle des signaux.
Dans ce domaine de représentation, le signal peut étre caractérisé par sa durée, sa
période fondamentale, ou son amplitude.

Domaine des fréquence de la forme X (), dans lequel la variable indépendante est la

fréquence f dont la dimension est linverse du temps. Dans ce domaine de

représentation, le signal peut étre caractérisé par sa bande passante, sa fréquence

fondamentale, ou sa phase.
Ces deux domaines de discrétion du signal sont reliés entre eux par la transformation de
Fourier. Cette transformation de Fourier joue un role fondamental en traitement du signal.

Les méthodes discrétes d'analyse et de traitement sont fondamentales dans I'étude des
systemes et des signaux numeriques. Les progres considérables réalisés dans les domaines de
la micro-électronique et de l'informatique ont apporté une dimension nouvelle a ces méthodes.
L'apparition en 1983 de véritables processeurs de traitement du signal (DSP:digital signal
processor) a permis des traitements numériques complexes en temps réel. Le développement
en 1965 par JW.COOLEY et JW.TURKEY dun agorithme célébre appelé transformation
de fourrier rapide (FFT : Faste Fourrier Transform) a rendu la transformée de fourrier
discréte. Cet algorithme efficace réduit le nombre d'opérations, de l'ordre N? multiplications

complexes et N.(N-1) additions complexes, requis au calcul de la transformée de fourrier

discrete dune suite de N échantillons a environ % InN multiplications complexes et

N.InN Additions complexes. En effet, la FFT sSadapte parfaitement a limplantation

numerigue et réduit considérablement le temps de calcul [11].

I1.2- Généralitéssur latransformée de Fourier générale:

Comme la mémoire d'un ordinateur et limitée, on ne pourra donc observer le signal que
sur une fenétre de temps fini. Supposons que N échantillons (Xo....... Xn-1) Ont été prélevés sur
le signa anaogique a une fréquence d'échantillonnage de 1Hz. On cherche une méthode
numérique pour estimer le spectre du signal analogique a partir de ces données. Nous devons
maintenant compenser notre ignorance des valeurs de (x») en dehorsde (O......... N-1).
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Deux hypothéses classiques peuvent nous aider :
On peut par exemple, considérer que le signal x¢(t) est N périodique.
On peut également supposer gue X(t) est nul en dehors de l'intervalle [O,N].
D'autres hypothéses peuvent étre formulées a condition quelles permettent de trouver
Xe(t) sur tout I'axe temporel.

Les deux premiers cas, nous amenent a introduire la notion de transformée de Fourier
discrete d'un signal x., qui est un outil numérique de choix pour calculer Xa(v) en fonction des
mesures (Xo, ..... ,Xn-1). [12]

La transformée de Fourier est une généralisation de la série de Fourier appligquée aux
signaux non périodiques. Soit & décomposer en série de Fourier un signal périodique x(t) :

+¥ _
x(t) = § x(f,).e®n (1.1)
-y
T
—_ 1 2\ - j.2p.n.fy.t
Et X(fo) —T—Og((t)e dt (11.2)

2

Enposant f =1To et ensubstituant (I1.1) dans(I1.2), on obtient:

To 0

P j.zpn.Ti.t 12 - j.z.P.nTit s
x)=ae ° ¢ Ox(t)e "t (11.3)

n=-¥ Q 0Ty -

e 2 (]

En faisant tendreT, ® ¥, 'espacement entre deux raies successives devient infinitésimal

et_l_i ® df . Lafréguence de chague harmonique n f, tend vers une variable continue f et la
0

somme est remplacée par une intégrale. Par conséquent, larelation (11.3) sécrit sous laforme :

+¥ ¥

| 6
X(t) = (‘é(‘)((t)e"Z'P'f'tdtieﬂp'f'tdf (11.4)
-¥e-¥ (%]

La relation (11.4) est appelée transformation de Fourier du signal x(t) dénotée T.F. Sa

+¥

signification devient en remarquant que lintégral ()(t)e”'*" " dt est en fonction uniquement
-¥

delafréquence f . Cette intégrale est appelée la transformée du signal apériodique x(t) :

mnzimmﬂ”m (115
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L'équation (11.4) sécrit alors sous laforme :
X(t) :dZ‘X(f)ei-Z-P-“df (11.6)

Laforme (11.6) est appelée la transformée de Fourier inverse. Ainsi, la transformation de
Fourier exprime la transformée de Fourier et la transformée de Fourier inverse. Par analogie,

la transformée de Fourier x(f)est en générale une fonction complexe pouvant se mettre sous

laforme:

X (f)=Re{X ()} +jim{X ()} (11.7)
Qui reléve une autre écriture de la transformée de Fourier :

X(f)=|X(f)e " (11.8)

Qui congtitue la représentation spectrale du signal x(t) .Elle se décompose en un spectre

d'amplitude | X ( f)| et spectre de phase j ( f) continus. Le spectre d'amplitude est défini par :

IX(F)] = JRLX ()} + (Im{X(F)})? (11.9)
Et le spectre de phase est :
—1 0.46));
] (f)—arctg—Re{X(f)} (11.10)

I1.3- Propriétés de la transformée de Fourier :
11.3.1- linéarité:
Si
X ()~ a® X, ()

Et

X, (t) = Fa® X, (f)
Alors
ax, (t) +bx, (t) -~ %2® aX () +bX,(f) (11.12)
aet béant deux constants arbitraires. La transformée de Fourier de la combinaison linéaire

de deux signaux est linéaire.
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11.3.2- Dérivation et intégration :
Si
x(t)~ ¥® X(f)

Alors
%J&@ j.2P.f X(f) (11.12)

Cette propriété importante montre que la dérivation d'un signal x(t) équivaut a la

multiplication par j.2.P.f de sa transformée de fourier. Ce résultat est obtenu en dérivant les

deux membres de la transformée de Fourier inverse (11.6) :

ax(t) _

. dt§0>((f)e’ df——§012Pf(X(f)e’ df—

1)
Signalons gue le raisonnement que nous avons fait pour la dérivée premiere peut sappliquer
aux dérivées successives .Aingi, pour la dérivée dordrenona:
d"x(t)
dt"
Puisgue la dérivation d'un signal par rapport au temps correspond a une multiplication par

~%® (j.2P.F)" X () (11.13)

j.2P.f de sa transformée de Fourier, on pourrait conclure que lintégration d'un signal
X(t) équivaut a une division par j.2P.f de satransformée de fourier. En effet, cette remarque
fournit une partie de la solution .Le résultat précisest :

1

tc‘)‘<(t )dt - %® . X(f)+%><(0)d(f) (11.14)

L'impulsion de Dirac d(f) qui apparait dans le nombre de droite de la relation, refléte la

composante continue qui provient de l'intégration. La démonstration peut étre facilement
déduite a partir du théoreme de la convolution et de la transformée de Fourier de I'echelan

unité.

11.3.3- Trandation :
S
X(t)= %® X(f)
Alors
X(t-t,)~ Fa® X(f)e 2P (11.15)
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La démonstration de cette propriété est obtenue en appliquant la définition de la

transformée de Fourier (11.5) au signal X(t- t,)et en effectuant le changement de variable

t=t-t,.

11.3.4- Symétrie:
Si
X(t)= %® X(f)

Alors

X({t)-~%® x(- f) (11.16)
Et

X(f)=® X(-1) (11.17)

En comparant |'écriture du couple d'équation donnée par les formules (11.5) et (11.6), on

remarque une symétrie qui constitue une des propriétés fondamentales de la transformée de

fourier. Les variables dintégration sont muettes. On peut leur donner nimporte quel non. En

particulier, il ny a pas de risque a échanger fet tdans (I11.5) de sorte que :
+¥
X(t) = Ox(f)el=P (11.18)
-¥
D’ou
+¥ )
x(f)= C‘)X(t)e"Z'P'f'tdt (11.19)
-¥

En effectuant le changement de variable f = - vdans I'équation (11.16), on a:

X(t) = &( v)el P Ydy (11.20)

-¥
En comparant les équations (11.6) et (11.20), on peut déduire larelation (11.16).
Dune maniéere similaire, en effectuant le changement de variable t =-t dans I'équation
(11.19) on obtient :

x(f):+é‘)><(-t)e'i-”’-f-t dt (11.21)

On comparant les équations (11.5) et (11.21), on déduit larelation (11.17) [11].
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I1.4- Transformation en Z :
11.4.1- Généralités:

La transformation de Fourier et un outil précieux en traitement des signaux,
numeériques et analogique, sur les plans théorique et expérimentales. Toutefois, dans certain
probléme, surtout dans ceux qui sont orienté vers analyse et la synthése des systémes de
traitement (par exemple en filtrage numérique), les limites des capacités de la transformation
de Fourier sans vite atteintes. Nous besoin ains crée d'un outil plus puissant est comblé,
principalement sur le plan théorique, par la transformation en Z. Cette transformation peut
étre considérée comme une généralisation de la transformation de Fourier a laquelle elle peut
sidentifier dans un cas particulier. Par sa nature générale, la transformation en Z permet, par
exemple, de représenter un signal possédant une infinité d'échantillons par un ensemble fini
de nombre. Ces nombres, caractérisant complétement le signal, permettent de la reconstituer
entierement [14].

I1.4.2- Définition dela transforméeen Z :
Latransformée en Z directe d’' un signal atemps discret x(n) est définie par :

X(2) = 5 x(n)z'" (11.22)
n=-¥

La transformée en Z établit une correspondance entre |'espace des signaux a temps
discret et un espace de fonctions définies sur un sous-ensemble du plan complexe. On définit
le plan en Z comme étant le plan complexe. La série des puissances introduite dans |’ équation
de définition précédente ne converge que pour un sous-ensemble du plan complexe. Ce sous-
ensemble est appelé région de convergence ou domaine de convergence. Une région de
convergence correspond a I’ ensemble des valeurs de z telles que X(z) soit définie et a valeurs
finies. Spécifier le domaine de convergence de la transformée est tout aussi important que la

transformée elle-méme.

11.4.3- Propriétésde latransforméeen Z :
11.4.3.1- Linéarité:
Soient deux signaux a temps discret xi(n) et x(n) ayant pour transformées en Z
respectives X1(z) et Xz(z). Soit le signal x(n) = axy(n) + bxa(n).
La définition de la transformée en Z (une somme de mondmes en Z) conduit directement a la
relation suivante :
X(2) = aX1(z) + bXy(2)
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11.4.3.2- Décalage temporal :

Soit un signal x(n) de transformée en Z, X(z). Soit k, un indice temporel quelconque et
X (n)=x(n - k), on obtient simplement & partir de la définition de la transformée :
X' (2)=z2*X(2)
La région de convergence reste inchangée, excepté I'gjout ou la suppression de z = 0 ou
z =¥ . Cest de cette propriété que vient I utilisation d’ une cellule z* pour tenir compte d’un

décalage temporel d’' une unité.

[1.4.3.3- Facteur d'échelleen Z :

Soit un signal x(n) de transformée X(z) avec r; < |7 <, pour région de convergence.
Soit x(n)= x(-n), onaaors:
. z
X (29 =X()
a

Avec [alr, <|Z <|alr, pour région de convergence.

11.4.3.4- Inverson de|’axetemporal :

Soit x(n) avec X(z) pour transformée et rl < | < r2 pour rayon de convergence. Soit

X (n)=x(-n), onaalors:

X‘(z)=><(%)

1 1
avec — <|Z <= comme rayon de convergence.
r2 1

11.4.3.5- Convolution :
Soient x;(n) et X2(n) avec pour transformées en Z respectives X1(z) et X2(2).
Soit x(n)=x1(n) * x»(n), on aalors:
X(2) = X, (9 X,(2)

Démonstration :

é u__,
= Q aa x(K)x,(n- k)z
n=-¥ &=-¥ u
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5 6y U
= a xKea x.(n-Kz"
n=-¥ E=-¥ u

=§e§ %, (K)Z* 2%, (2)
Ek=-¥ (%]
=X, (9X,(2)

Pour calculer la convolution de deux signaux, il peut étre intéressant de multiplier les
transformées respectives des deux signaux convolués et de rechercher la transformée en Z
inverse de la transformée résultante.

Soit s(n) la sortie d'un systéme linéaire invariant de réponse impulsionnelle h(n) soumis
alentréee(n) :

s(n) = e(n)* h(n)
Alors:

S(2) = E(9H(2)

I1.4.4- Transforméeen Z inverse:

A partir d’une liste de transformées en Z de signaux élémentaires connus, il peut étre
efficace de retrouver des signaux temporels a partir de transformées dérivées des opérateurs et
propriétés décrits précédemment. Cependant, lorsque la transformée ne peut facilement
S écrire comme la combinaison de transformées éémentaires, il reste les techniques générales
de transformation inverse :

1. L’intégration sur un contour fermé.
2. Ledéveloppement en puissance de Z et deZ ™ *.

3. Ledéveloppement en fractions élémentaires.

2.4.1- Transforméeinverse par intégration :
Soit X(2) la transformée en Z du signal x(n). On définit la transformée en Z inverse, la

relation déterminant x(n) a partir de X(z) telle que :
1
x(n) = —— X (2)z" 'dz (11.23)
].2p o

L’intégrale précédente consiste & sommer X(z)z™* pour des valeurs de z prises sur un

contour fermé du plan complexe qui contient I'origine du plan tout en étant inclue dans le

domaine de convergence de la fonction [15].
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[1.5- Introduction alatransforméede Fourier discréte :

Latransformée de Fourier d'un signal x(k) est définie par :

X(f)= 5‘ x(k)e 2P (11.24)

k=-¥
La fonction X(f)est périodique de période let elle est généralement une fonction
kiéme

complexe de la variable réelle f. Le échantillon du signal est donné par la relation

inverse.

N~

X()= X (F)e’*" " “df (1.29
L

2
Comme Xx(f) est périodique de période 1, cette intégrale peut étre caculée sur
nimporte quelle période [ f, f+1]. Les limites choisies dans la relation (11.25) permettent une
représentation bilatérale de la fonction X(f) autour de la fréguence f=0 dans l'intervale
principa [9].

I1.6- Introduction a partir dela transformée de Fourier d'un signal a temps continu :
Afin de pouvoir étre obtenue par un calculateur, la transformée de Fourier d'un signal a
temps continu x(t) :

+¥
X(f)= o)(t)e**"dt Doit étre mise sous une forme appropriée.
-¥

S les échantillons x(KT,) vérifient le theéoréme de [I'échantillonnage, nous avons

appliqué aux signaux x(t) ete!? .

+¥
- T 1 1
X f — o TX kTe e j.2.Pk.f.Ty POUr fl __,+_
(f) {:1¥e( ) C ot o

k=- e e
Puis en limitant le nombre de ces échantillons a une valeur finie N .Une approximation
fournit alors les valeurs:

1

TeX(kTe)e- j2Pk.f.T, Pour f T [_ i,.}.i]
2T, 2T

0 e e

~ N
X(f)=

k=
Naturellement, la position [0,(N - DT,] de la fenétre d'observation est choisie de fagon a

conserver les échantillons importants du signal.

Comme le calculateur est limité en puissance de cdcul, il ne peut fournir les valeurs

X(f) que pour un nombre limité de valeurs de la fréquence f .

Electrotechnique, M'sila 2007. 31



CHAPITRE II LES TRANSFORMEES DE FOURIER

Puisgque )Z(f)est périodigque de période _I_iet gu'on établira que I'on peut retrouver

X (f) par interpolation & partir des N valeurs )Z(%) pour ni {0......,N - 1}, calculerales N

jop kN
N

_ N-1 L2
valeurs suivante : X(%) =  T.x(KT.)e

e
e k=0

[1.7 - Introduction a partir de la transformée de Fourier d'un signal a tempsdiscret :

De méme, a fin de pouvoir étre obtenue par un calculateur, le calcul de transformée de

+¥ )

Fourier du signal a temps discret x(k) : X(f) = § x(k)e '?"*" Doit ére adapté, d'une part
k=-¥

en limitant le nombre des valeurs de x(k)a une valeurs finie N en choisissant une fenétre

d'observation de fagon a conserver les valeurs importantes du signal, on obtient alors:
~ N1 _
X( f) — a X(k)e— j.2P k. f
k=0
Et d'autre part en ne calculant queles N valeurs[6] :

~ N1 -japXn o
X(f)=a x(ke N Pour ni {0,..,N- 1}

k=0

I1.8- Discrétisation de fréquence:
L'introduction de calcul des termes )Z(%) est réalisée par le remplacement de la

variable continue f par une variable discréte n. qui peut sécrire de la maniére suivante :
f =nDf (11.26)
Ou Df est I'incrément utilisé sur I'axe des fréquences harmoniques de la TFD.

Comme X(f) est périodique de périodel, il suffit dutiliser la substitution (11.26) sur une

seule période. Nous pouvons diviser une période en N incréments et nous avons:
Df = %\I s la périodechoisieest cellequi vade0al (11.27)

Pour les signaux apériodiques de durée limitéeaN, larelation (11.24) devient :

kot N-1

X(f)= Q x(k)e 1Pk (11.28)

k=k,
En tenant compte des relations (11.26) et (11.27), nous pouvons mettre cette relation sous

laforme suivante :
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ko+N-1

X(n) = @ x(k)e 2N 4 e ni {0...N-1 (11.29)
keko

Latransformée est donnée par :
x()=1a X (n)e! =7t Avec kT {ky,....k, +N- 1} (11.30)
n=0
Les relations (11.29) et (11.30) définissent la transformée de Fourier discréte (TFD) pour

un signal apériodique a durée finie N.

11.9- Effet dela discrétisation de la fréquence:
Compte tenu du changement de variable, la relation (11.25) est approximée par une
somme de type:

N/2-1 jop K
a X(n)e (1.32)
n=N/2

1
x(k) @

Lavaleur exacte de cette somme sera denotée par X, (K):

X, (k) =% Tglxm)e’"zp'ﬁ (11.32)
Aing :
x(k) @x, (k) (11.33)

Il faut déterminer la qudité de cette approximation et chercher dans quelle condition la

relation (11.33) devient une identité. Pour ceci, considérons les propriétés du terme :
exp(j.2.P ”—Nk) (11.34)

Qui représente un signal numérique exponentiel complexe. La notation presgue unanimement
admise représenter la N'™®™ racine de I'unité est :

-j2P

W, =e N (11.35)

Ainsi, le signal complexe (11.34) est dénoté par :

-j2phk

Wk =g (11.36)
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11.9.1- Propriété de séparabilité:

. 2P . 2P . 2.P
K+l _ J.W(k+|) _ j.?k J.?l
Xy =€ -e e (1.37)
[ |
= WS W, (11.38)

11.9.2- Propriété: périodicité:

220y 2Pk

WE‘H.N —e N =e N 7 ejz-PI :WE (”39)

. . . — k.mod.N
Ou | est un nombre entier .ains : W =wg

11.9.3- Propriété:orthonormalité
il pour k=IN aveclentier.

wi =t (11.40)
10 partout.ailleurs.

1

Z||—\
Qo=

n=0

11.10- Qualitédel'approximation discréte:

On remarque d'aprés la relation (11.39), quew,™est périodique en k de période
N .Ainsi le signa x, (k) ,donnée par la relation (11.32) est un signal périodique de periodeN .
Alors que le signal x(k) n'est pas supposé périodique, son approximation obtenue par
discrétisation de sa transformée de Fourier X(f) est périodique, c'est un différence

esentielle  pour I'approximation  (11.33). Pour trouver la relation entre les

signaux X, (k) et x(k) , on peut substituer la relation (11.24) ,modifie avec le changement

_ ) 1 NRZLEY -jep™Mu joptk
(11.26) , danslarelation (11.32). On obtient : x, (k) = — a eae Ne N
n=-N/2@=-¥ a
Njf2-1 _j2Pn, k)u
En intervertissant I'ordre de sommation. On a: xp(k)— x(I)e— a N G
I=-¥ élN n=-ny2 a

L'expression entre crochets, vertu de la relation (11.40), vaut 1 s |- k=iN ou iest un

nombre entier. Elle est nulle pour toutes les autres valeursde | - k ainsi,| =i.N +k, d'ou :

+¥
x,(K) = & X(N+K) Pour k=-¥,..+¥
i=-¥

Cette relation indique que le signal périodique x,(k)est obtenu par répétition

périodique de période N de signal x(k) .
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I1.11- Transformée de Fourier discréte des signaux périodiques::
Le développement de la section précédente, permet de déduire directement la

transformation de Fourier discréte pour un signa périodiquex, (k) de periode N. 11 faut alors
restreindre la somme infinie dans (11.24) a une période dex, (k) .

En considérant la période [0, N-1], nous aurons :
’\‘151 j.2P.f k
X, (F)y=ax®e'"" (11.41)
k=0

On peut vérifier aisément que la fonction x,(f)est periodique et de périodel. En

utilisant le changement de variable (11.26), nous pouvons encore écrire :

N-1

X, (M) =& x,(K)e 22 e ni {0..N- 1 (11.42)
k=0

Latransformée inverse devient ains :

N-1

1 -
X, (k) :Wé‘ X, (Me"*™ ™ Avec kT {ky,iky +N - 1} (11.43)

n=0

D'une fagon générale, nous pouvons définir la TFD, comme une application linéaire qui
associe a N vaeurs x(0),..., X(K),...., X(N-1), N autres valeurs X(0),..., X(n),...,X(N-1)

définies par :

N-1 _ N1 ]
X(n)=aq x(k)e "N =7 x(KWY  pour ni {0....N - 1} (11.44)
n=0 n=0

nk — A-j.2P.k.n/N
Avec: Wy =€

D'aprés (11.29), I'application est bijective, nous parlons aors de transformée de Fourier

discréte inverse que I'on notera TFDI :

l N-1 ) N l N-1 . ~
x(k) =ﬁ§1 X (n)e! 2PN :ﬁé X (MW™ Pourki {0,....,N - 1} (11.45)
n=0 k=0

nk _— A-j.2P.k.n/N
Avec : WN =€
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I1.12- Transformation de Fourier discréte pour dessignaux de duréeillimitée:

Nous avons vu, gu’un signal ne peut étre représenté complétement par N échantillons de
sa transformée de Fourier que s sa durée est limitée a N. nous ne pouvons pas définir
exactement la TFD d'un signal a durée illimitée. La TFD dans ce cas, n'est définie

qu'approximativement en limitant la durée du signal par un moyen approprié [14].

11.13- Propriétésdela TFD :
Nous présentons dans cette section, les principales propriétés de la TFD. Ces propriétés
vont nous permettre un usage facile et efficace dela TFD.

11.13.1- Périodicité:
Nous avons considéré que le nombre d'échantillons N contenu dans le signal x, est égal

a celui  contenu dans son spectrex(k). Nous connaissons que la discrétisation dans le
domaine temporel conduit a un spectre périodique dans le domaine des fréquences. De la
méme facon, une discrétisation dans le domaine des fréquences, conduit a un signa
périodiqgue dans le domaine temporel. Ainsi, les suites des échantillonsx(n) et x(k) sont
périodiques de période N. Alors nous avons :

X(n) =x(n+N) Pour n=0, 1,2,...

X(k) = x(k+ N) Pour k=0, 1,2,...

Cette propriété de périodicité est démontrée en prenant la TFD.

11.13.2- Linéarité:

La TFD est une transformation linéaire. Cette propriété permet de calculer les TFD de
différents signaux et de déterminer la TFD résultante et elle est largement utilisée dans
I'analyse des sighaux numeriques.

S x(k)-%® X, (n)b éL xi(k)—|3%®éL X;(n); Pouri=0,1,2,...,L

i=0 i=0

Ou g sont des constants arbitraires. La TFD de chaque suite d'élément s (n) doit étre calculée
sur une durée N définie par : N=max { N} pour i=0,1,2.....,.L
Chague signal discret x(k) de durée Ni<N doit étre prolongé par N;-N échantillons nuls

avant de calculer saTFD.
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11.13.3- Décalage cyclique temporé :

s X(k)~%® X(n) Alors la TFD d'une suite de nombre x(k) décalée

circulairement de n est donnée par :

X(k - ky)— AR X(n)e 2P .nlo N Pour déterminer la TFD de s (k-ko), on considére la
définitiondelal TFD :

1%t .
X(k- k) _—a X (n)e! 2P k- ko)/N =

n=0

N-1
(¢}
a

k=0

(x (n)e- j.2.P kg.n./N )ej.2.Pn/N — IDFT{X (n)e-J.Z.PnolN}

ZlH

11.13.4- Décalage cyclique fréquentid :
(k)= %2® X (n)
X(k)ejZP.k.no./N - j}i@ X(n _ no)

Pour déterminer la TFD dex(n, - n), nous considérons la définition dela TFD :

X (n- ng) = a x(k)e j.2.P k.(n-ny)/N _Né (X(k)ejZP Kk.ng /N )e—jZ.P.k.n/N

k=0
= TFD{x(k)e/2" " /" |

11.13.5- Symétriedela TFD :

Si x(k) est unesuiteréelle, alors: x(k) =x (N - k) pour k=0123..,N-1
Les échantillons de la suite x(n) sont symétriques par rapport a N/2. Ainsi, réel[ X(n)] et
imaginaire[ X (n)] sont respectivement des fonctions paire et impaire par rapport a N/2. Cette
propriété permet donc d'éviter la moitié des calculs dans (11.44), et elle est facilement
démontrée en calculant X (N - n) apartir de I'équation (11.44) et en tenant compte du fait que
le signal discret x(n) est réel :

N1 jop (N-K) N-1 jZPE 1 N-1 kn

X" (N- m—ﬁaxmm VoA xke™re TN =13 x(K)e " N = X(n)

n=0 n=0 n=0

Ainsi, pour une suitex(k) réelle, X(n)et x (N - n)sont complexes conjugués. Comme X (n)

est une suite périodique de période N, nous avons auss :

X85ﬂ+n—— Xg- E+n9:X gﬂ n2
o o} e2 g
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Qui correspond & une symétrie hermétique par rapport ak=0 [11].

11.13.6- Convolution et corrélation cyclique:

Pour conserver la propriété classque qui échange produit simple et produit de
convolution par la transformation de Fourier, nous devons introduire ici un produit de
convolution particulier, qui ne concerne que les signaux a temps discret de support temporel
{0,....... N-1} appelé produit de convolution cyclique par position au produit de convolution
classique appelé quelque fois produit de convolution linéaire.

On appelle produit de convolution cyclique de deux signaux x(k) et y(k) de supports
temporels{0,...N-1} lesigna z(k) de support temporel {0,...N-1} Défini par :
.. “ N1
z(k) = x(k) A y(k) U z(k) =@ x(n)y(k- n)
n=0

L e terme cyclique provient de la visualisation suivante de ce produit. Par suite :

jop D eyl j2prt Lle'}‘, .Zp(k—Nr)n U
2m)=8 ea X(0)y(k- r)ue “o=aax(e  Mgad y(k-ne '
k=0 €r=0 @r=0 (Ek=0 0

Puisqgue lindice k-r de y(k-r) et a prendre en moduo N e que
i .2P(k_r)n -j.2P(k_r+N)n

e N =e N

(k) = x(k) A y(k) % %&® z(n) = x(n) + y(n)

On démontrerait de méme :
z(k) = x(k) y(k) ¥ % ®Am——mmAwm

De méme, on définit un produit de corrélation cyclique des deux signaux x(k) et y(k)
de supportstemporels{0,..., N-1} par le signal de supports temporels{0,...,N-1}[6] :
x(K)A 'y (- k)

11.13.7- Théoréeme de Parseval :
D'aprés la relation appliquée aux signaux x (k) et y (k) pour n=0[11] :

8 XY (071 = L XY (- DY
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On obtient :

-1

XY (k) = 8 Xy (1)

=0 r=0

Qoz

=~

Et pour y(k) = x (k) :
-1

x()f

Qoz

& [x(k)[* =
k=0

Z|I—‘

0

[1.14- Relation entre TFD et latransforméeen Z :
[1.14.1- Reconstitution on Z :

Latransformée enZ d'un signal a durée limitée x(k) est donnée par :

N-1
X (z)=a x(k)z* (11.46)

k=0
En substituant larelation (11.20) dans cette expression, on obtient :

"Nlél %1t U 1 N2 !
><(z)=ée a X(mw gz ==& X(Ng wyz*
=0 6N 2o u N = k=0

1%t wiNhzV-1 zN-1%t
— 3 X(n)— = X(n)——
Na; () whzt-1 N na;O ()Mz‘l-l

(11.47)

Av WnN —e JZPn_l
ec

I1.14.2- Reconstitution de la transformée de Fourier :

Nous pouvons également, considérer les coefficients X(n) de la TFD comme les
échantillons prélevés sur la transformée en Z aux N points répartis sur le cercle unité avec
incrément de2P / N radians.

En prenant Z = exp( j2Pf ), nous obtenons la transformée de Fourier :

- j.2P.f.N N-1

e o} 1
X(f) :TnaoX(n) 12PN

P (11.48)

Nous pouvons mettre, cette expression sous une forme plus compacte en utilisant la
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relation suivante [14] :

ej.x_ 1:ej.x/2(ej.x/2_ e-j.x/2) :Zjej.xlzsinxlz (”.49)

Nous obtenons:

N-1 ; _
ié X (n)— snP.f.N i.P(f (@& N)-n/N)
N o snP(f - n/N)

X(f)= (11.50)

I1.15- Réalisation pratique:

Pour calculer ces séries de TFD, il existe un agorithme de transformée de Fourier rapide
ou FFT (Fast Fourier Transform) qui dans le cas ol N = 2" est particuliérement performant
(en utilisant cet algorithme pour N= 1024, le temps de calcul est divisé par un facteur environ
1000 par rapport a l'utilisation directe de la définition. Implantée sur des ordinateurs ou
réalisations a base de processeurs actuels, il dure moins d'une ps). Cet algorithme tres célébre
est largement étudié dans les cours dinformatique et d'algorithmique.

I1.16- Transformée de Fourier rapide:
[1.16.1- Principe:

JW.COOLEY et JW.TURKEY ont révolutionné le domaine du traitement numérique
du signal, avec la publication en 1965 d'un algorithme de calcul rapide de la TFD appelé
transformation de Fourier rapide plus connu sous la FFT.

On considére I'expression (11.44) : X (n) = glx(k)w,’;"‘ Avec ni {0......,.N - 1}
n=0

Cette expression peut se mettre sous la forme matricielle:

eX(0) o Sy Wy .wy U &) o
é a € o N1 U@ u
XD g am Wy, Wyt g @ g
é u=¢ U a (11.51)
é a € u e G
& ad e g
EX(N-DH gn wi*t .wi g &(N-DH

LaTFD e donc, le produit d’une matrice de transformation w, par un vecteur x forme
par les échantillons d'un signal discret. Pour la simplicité, nous n'exploiterons pas le fait que

pour certaines valeurs denet k wi“ et égale & + jou =1 . Dans ce cas, I'examen de la
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matrice (11.51) montre que la détermination de la TFD nécessite N® multiplications
complexes et N(N - 1) additions complexes.

L'idée de la base de la FFT est de réduire le nombre de multiplications et d’ additions
complexes permettant de déterminer la TFD. La FFT existe sous deux formes dites partagées
ou entrelacées dans le temps et dans les fréquences. Dans la premiere forme, les N
échantillons du signal discret x(k) sont décomposes en plusieurs intervalles comportant
chacun N; échantillons. Dans la seconde forme, le méme processus est réaisé dans le
domaine des fréguences. Nous allons considérer le cas du partage dans le temps. Pour

simplifier, on supposerons que le nombre d'échantillons N est une puissance de 2 N=2"[11].

11.16.2- FFT partagée dansletemps:
11.16.2.a- Premiere étape:

N est pair, on peut donc partager lasuitex(k) en deux suites de N/2 valeurs.

Oy

A N
Posonsk = 2.i pour les valeurs paires et k = 2.i +1 pour les valeurs impaires. 11 >

1

- ———

1 -1

Larelation (11.44) pourraaorssécrire: X(N) = Q x(2)W2™ + q (2 +YwF
i=0 i=0

o[z
oV z

Soit la propriété importante dew,, suivante :
j2pl -a2erl X
Wy =e =e =Wya @1 N)
D'ou:

N4

N
—- —-1
2 S\ N n 3 ; i
X(n)=a x(2)wy +wya X(2 +)wy (11.52)
i=0 B i=0 Bl
Posons x(2.) = x,(i) et x(2i+1) =x,(i). Chacune des deux sommes est une TFD dordre

N/2d'ou :
X(n) = X (n) +w X, (n) (11.53)
Le graphe de fluence de la premiere étape, est la représentation schématique des

caculs dans leurs différentes étapes. Le résultat de la premiere étape, se présente sous la
forme dans la Figure (11.1), dans laquelle Pour N = 8.
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a
WiN
b
Signifie a+b.w'y
(0 __| X1(0) o ——x(0)
TFD X1(1) W
x(2) — XJ_(n) 1 #m i X(1)
Ordre ) W
(4 —_| N/2 | Xu(2) X(2)
«(6) — X(3)
(1) ] - (—x#
X2(n) > X(5)
x(3) — | >
ke x2(2) \ o
x(B5Y — | ‘ =QW—6
N
X2(2) X(7)
x(7) — ] O

Figurell.l: Graphedefluence dela premiere étape.

11.16.2.b- Deuxiéme étapes:
Prenant: N=2"; N/2=2"" est égadlement pair, chacune des TFD d'ordreN /2 peut
elle méme étre partagée en deux TFD d'ordre N /4.

Détermination de X, (n) :

N 5 N
. o N .0
X,(n) = é X, (I)wy Avec Il OL....... T %
i=0 > I 2
Soit j tel que i=2.jpour les valeurs paires et i =2.j+1 pour les valeurs impaires.
-~ l N u
j1 104,......... ,— -
] 4 )
N N, N, N,
- , 5 . - b . .
X, (1) = 8 (2R + 8 %,(2) +DwWIS™ = & X, (2i)wh! + W] & x,(2) +Dwy (1154
=0 . 2 j=0 4 2= %
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Posons x,(2j) =x,(j) X1 etx,(2]+1 =x,(j), chacune des deux sommes et une TFD

dordreN/4, d’

ou:

Détermination dex,(n) :

1

o~z

X,(n) = Xy, (n) + W&Xu(n)

N
=
: - b : -
X,(N)=a % Hwh +wh g %, (2] +Dwi! = X,,(n) +W’&X22(n)
N % N

4

2] 4 2

L e Graphe de fluence de la deuxiéme étape est donné par la Figure (11.2)

x(0) . Xuld ™ (O—
W12

x(2) Ordre N/4 X11(1) O /Vm
#U WN/2l

X12(0) { i o )
x(4) TED % \U WN/ZZ
x(6) Ordre N/4 X12(1) O =O .
W12

X21(0) o )
x(1) TED 4@ »— Wnp2
x(3) Ordre N/4 X21(1) O =O .
W12
(5) X22(0) r\><><g\ .
TFD " Y T Wi

x(7) Ordre N/4 X1 O v
% WN/23

Figurell.2: Graphe de fluence de la deuxiéme étape.

11.16.2.c- Derniére étape:

Les étapes suivantes sont conduites comme les deux premiéeres. La derniére étape qui est

la 1™ pour r = 3donne le résultat ci- dessous[13] :

Ny
% o
Xu(m=a X1(21)Wﬁ'] ;
j=0 4
X11(0) = %,(0) +x,(2) = x(0) +x(4)
X @) =x(0) + XZ(Z)\Nlﬁ = x(0) + x(4)wy

4
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-1

X,(n) = a_. % (2] +1)W&j

j=0 4

o~z

X,1,(0) = %, (1) +%,(3) = X(2) + X(6)
X1o(D) =%, (1) + %, AW, =x(2) + X(OW,

4

-1

Xu(M=a X1(2j)WEj

i=0 4

Xx(0=x0+%(=x)+x3
X1® =%,(0)+%, (9w, =X(D+XEW,

o~|Z

N4

5
X () = & %,(2] +Dwy

X(0) = %, () +%,(3) = X(3) + X(7)
X (1) = %, (1) + %, (W, =x(3) + X(T)W,

4

L e graphe de fluence de la derniere étape est représenté par la Figure (11.3) suivante :

0
X(0) W () ) O X(0)
Wo
X(4) / x(1)
) /\><><\\//«J W
W X(2)
W2

X(2)
4
X(6) ( > X(3)
W\
x(1) xX(4)
W
x(5) /\ Woy, x(5)
0
X(3) X(6)
WO\
X(7) x(7)
W'

Figurell.3: Graphe de fluence complet dela TFD pour N=8 par la FFT en temps partagé.
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[1.17- Comparaison dela TFD et dela FFT :

La différente fondamentale entre la TFD et FFT, réside dans la méthode de calcul des
éléments de la suite x(n). La TFD calcule directement ces éléments a partir de la relation
(11.17) s N est une puissance de 2 : N=2". La FFT est smplement une méthode de
décomposition dela TFD d'ordre N en deux TFD d'ordre de N/2 chacune. Ce processus de
décomposition est répéte jusqu'a ce que la TFD d'ordre 2 soit engendrée. Ces étapes ont pour
but de réduire le nombre de multiplications et d'additions complexes. Puisque le nombre
d'étapes intermédiaires est égale a M=log,N et comme chacune de ces éapes comporte N/2
multiplications complexe et N additions complexes, la FFT nécessite donc un nombre de

multiplications complexes : MC:%|092N et un nombre dadditions complexes:

A. =Nlog, N.

Le nombre de multiplications peut étre encore réduit, du fait que pour certaines valeurs
de n et kW “est égale a +1oU +* js nous concéderons que le temps de calcul est
proportionnel au nombre de multiplications complexes. Alors le rapport du nombre de
multiplications complexes nécessaire pour le calcul direct par celui nécessaire pour la calcul

2N
log, N

indirect donne le gain en temps de calcul: G = Pour N=10'°=1024. La FFT permet de

réduire le temps de cacul de 295 fois [11].

[1.18- Conclusion :

La transformation de Fourier est un outil trés précieux en traitement des signaux, elle
intervient en particulier dans l'analyse spectrale, qui en est une application fondamentae.
Avec les méthodes classiques, le calcul de cette transformation par voie numérique nécessite
un temps de calcul prohibitif. L'agorithme de calcul rapide connu sous le nom de
transformation de Fourier rapide (en anglais : Fast Fourier Trasform ou FFT) a permis de
réduire considérablement ce temps de calcul.

Plusieurs méthodes, en particulier un certain nombre de traitements numérique des
signaux bidimensionnels, non linéaires développés préalablement sur le plan théorique, ont pu

étre appliquées avec succes grace a cet algorithme.
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[11.1- Introduction :

Le filtrage des signaux est une opération essentielle en traitement du signal (filtrage
anti-repliement, détection synchrone,...). Cette opération peut étre réalisee soit par des
systémes analogiques (filtre RC, composants optiques, acoustiques...), soit par un algorithme
informatique a condition que les signaux soient sous forme numérique. La méthode
numérique est dautant plus intéressante que la puissance et la rapidité de calcul des
microprocesseurs sont élevées. Elle est particuliérement utile en Physique ou les données
expérimentales sont souvent sous forme de suites numériques.

Comme pour les signaux a temps continus, le principal traitement opéré sur les signaux
a temps discret sont les traitements linéaires invariants dans le temps que nous appellerons
également filtrage. Nous ferons ici I'hypothése que le traitement des signaux discrets se fait
avec une précision infinie. Toutefois, il ne faut pas perdre de vue que I'utilisation de systémes
numerigue impose une quantification en nombre fini de bits des signaux et des parametres du
filtre provoquant des effets indésirables tels que le bruit d'arrondi, la saturation et, dans le pire
des cas, des instabilités [6].

[11.2- Définition d'un filtre:

Un filtre est un circuit éectronique qui réalise une opération de traitement du signal.
Autrement dit, il atténue certaines composantes d'un signal et en laisse passer d'autres. Un
exemple connu du grand public est I'égaliseur audio.

Un filtre modifie (ou filtre) certaines parties d'un signal d'entrée dans le domaine temps
et dans le domaine fréguence. D'aprés la théorie de Fourier, tout signal réel peut étre
considéré comme composé dune somme de signaux sinusoidaux (en nombre infini S
nécessaire) a des fréquences différentes; le rdéle du filtre est de modifier la phase et
I'amplitude de ces composantes [16].

[11.3- Définition du gabarit d'un filtre:

Cest une représentation graphique des conditions limites amplitude — fréquence,
nécessaire pour réaliser un filtrage donnée; il délimite la bande de fréquence a l'intérieur de
laguelle le gain doit étre maintenant quasi constant c'est-a-dire avec un marge tolérable.

Il donne les limites entre lesquelles, le gain peut fluctue, ainsi que les fréquences au dela
desguelles le signal devra subir une aténuation spécifigue Comme montre sur
laFigure(I11.1) [17].
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GO
1 1+6, g
VAVA Tl =
1-6; E
bande bande
coupée { passantc
5] : : :
: P
-1/2 -1 -1 A ba 1/2

Figurelll.l: Gabarit d'un filtre. [22]

111.3.1- Parametres de spécification :
f1 et f2, fréquences de bord (bandes coupée et passante).
Taux d’ ondulation maximum en bande passante, souvent défini par -20 1og10 (1 - 6,) dB.

Atténuation minimum en bande coupée, souvent définie par -20 og10 (5,) dB.

I11.4- Causalité et stabilité d'un filtre:
Comme pour les filtres a temps continu, nous alons apporter deux restrictions a la
M N
relation générale de convolution S(K) = g x(n).h(k- n) = x(k - Mh(n) : la causdlité et la
n=0 n=1

stabilité. Celles-ci vont permettre réaliser physiqguement un filtre a temps discret.

[11.4.1- Causalité:

Un filtre est dit causale s et seulement si a une entrée e nulle pour t<0 correspond une
sortie s=H(e) nulle pour t<0, autrement dit si et seulement s h(e) est nulle pour tout t<0. Une
telle réponse impulsionnelle h et dite causale [26].

[11.4.1.1- Principe de Causalité:

Le principe de causdlité suggere que le fonctionnement d'un filtre saccomplisse en
temps réel. Cette définition n'est pas tres rigoureuse mais nous ne possédons pas tous les
outils mathématiques pour le définir plus précisement. Pour comprendre intuitivement le
principe de causdlité il est préférable d'analyser ses effets qui sont relativement simples a
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assmiler sur un exemple pratique. Pour ce faire, revenons sur le filtre passe-bas a moyenne
mobile et examinons précisément les indices des échantillons utilisés dans son expression. On
note que le calcul de I'échantillon d'indice n fait intervenir les échantillons d'indice n-1 et n+1.
Si I'on considére et c'est toujours le cas, que l'indice n correspond a I'échantillon courant (celui
qui vient immédiatement), un probleme apparait inévitablement sur la signification de
I'échantillon n+1. En effet, puisque n est l'instant courant, le terme f(n+1) de I'équation

_ f(n-H+f(n)+f(n+l)
3

dans I'exemple sur l'enregistrement. Les données étant sauvegardées, tous les points sont

a(n)

congtitue une valeur futur. Cela ne pose pas de probléme

disponibles aux l'instant n et n+1. Pour les applications en temps rédl, il n'y a cependant pas le
choix, on est contraint d'utiliser uniquement les valeurs courantes et passees. Le filtre basé sur
ces valeurs est appelé filtre causal alors que celui nécessitant une ou plusieurs valeurs futures
est dit non-causal (c'est le cas du filtre MA). Notons que les filtres naturels du monde réel sont
nécessairement causaux. Cette derniere remarque permet de souligner un autre avantage du
TNS qui est de permettre la construction de filtres (non causaux) ne pouvant pas étre réalises
par d'autres technique. Reprenons le cas du filtre MA, et remarquons qu'on peut rendre le
filtre causde en décaant vers l'avant l'instant d'arrivée du signal de sortie. Ainsi, on

f(n+)+f(n)+ f(n-12
3

obtienty(n+1) = . En remplagant n par n-1, on obtient de fagon
fnN)+f(n-)+f(n- 2 [19]

parfaitement équivalente : y(n) = 3

[11.4.2- Stabilité:
Un filtre linéaire est dit stable au sens strict (Entrée Bornée — Sortie borée) s a toute
entrée bornée correspond une sortie bornée. 11 est dit stable au senslarge s Yh(t)y< M" tT R.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un filtre soit stable au sens strict est que

sa réponse impulsionnelle vérifie : (Sl/h(t}/ﬁt < +¥

Soit h un filtre causal tel que H,(2) :%. Alors h est stable si et seulement si les zéros de

Q sont de modules < 1.
En effet, si la réponse impulsionnelle vérifie (Sl/h(t}/ﬁt < +¥ et 9 X(t) est un signde

bornétel que ¥x(t)¥£ A, aorsla sortie y(t) vérifie :

ly(t)| £ (‘)¥¥1/h(q Pix(t - q Yeq £ A(‘j;lm(q Velq <¥
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Réciproquement, comme le signale x(t) = e 9" est porng, la sortie associée a ce signal
vérifie:

ly(0)| =

(\)¥¥ h(g)x(-q)dqg ‘ = (‘)¥¥ Ih(g)dg < ¥.

Un filtre stable au sens large peut étre instable au sens strict et réciproquement. En effet,
s h(t) est égal al'échelon unité u(t), lefiltre est stable au sens large mais instable au sens strict
et s h(t) = d(t), lefiltre est stable au sens strict mais instable au sens large.

Un filtre & temps continu est dit a phase minimale Sil est stable et s tous ses zéros sont &
partie réelle négative.

Un filtre est a phase linéaire s I'argument de sa fonction de transfert est une fonction
linéaire (A (q) = Arg[H (2] = aq) [17].

[11.5- Lesfiltresnumériques:
[11.5.1- Introduction et définition :

On appelle «filtre numérique» un systeme utilisé pour modifier la distribution
fréquentielle d'un signal numérique selon des spécifications données. Un filtre numérique
peut étre vu comme un procédé de calcul permettant de transformer un signal numérique
d'entrée (séquence de nombres) en un signa numérique de sortie (seconde séquence de
nombres) pour obtenir la modification voulue du signal. Le probléme du filtrage numérique
consiste donc a déterminer I'équation régissant cette transformation des signaux numériques
qui d'une part doit représenter la réponse fréquentielle spécifiée et d'autre part peut étre
effectivement réalisée. La transformation peut étre implantée sous forme de logiciel
(algorithme) ou matériel (circuits éectroniques).

Les filtres numériques sont, pour les signaux échantillonnés, les équivalents des filtres
analogiques pour les signaux continus. En raison du développement des circuits intégrés
rapides, les filtres numériques deviennent plus intéressants que les filtres analogiques en
apportant de nombreux avantages tels que : précision, fiahilité, stabilité, adaptabilité et facilité
de commande.

Le probléme se pose de la méme maniére que pour les filtres andogiques. Il consiste a
réaliser un filtre donnant une réponse frégquentielle H(f) donnée (prédéfinie a l'aide d'un
gabarit : plan de Bode, etc.), une réponse impulsionnelle h(t) fixée ou éventuellement une
réponse indicielle voulue. Dans le cas général de ces filtres, la valeur de la sortie numérique
Y(KTe) = yk a l'instant KT est fonction de I'entrée x{kTe) =X« au méme instant KT, des n

entrées numériques précédentes x(iTe)=x« pour tout i€ {k -1,...,k-N} et de plus des sorties
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numeriques précédentes Yi(iTe) = Vi pour tout il {k-1,....k— N} Figure(l11.2):

Yii= Fonction(XisXk-1,Xk-25 - « - - Xk-N» Yi-15 Yk-25 - - - - Yk-N)

Entrée Sortie
des échantillons des échantillons
» [ # yk

yk— 1

Xk
Xk- 1
Filtre
numeérique

Figurelll.2: Représentation schématique d'un filtre numérique.

Les notions de filtrage numérique abordées concerneront principalement des systemes
linéaires invariants, la sortie d'un tel systéme est liée a l'entrée par I'opération de convolution.
Cdaimpose que la fonction générale précédente donnant les échantillons de sortie yi soit une
combinaison linéaire de n ééments dentrée ou de sortie précédents X et

N N
Ve =a &% - ab Ve

i=0 j=1
(111.2)

Cette équation générale des filtres numériques est appelée équation aux différences. A
partir de cette expresson, nous pouvons distinguer deux grandes familles de filtres Figure
(111.3) : les filtres non récursifs pour lesquels tous les coefficients bi sont nuls et les filtres
récursifs pour lesquels au moins un coefficient by est non nul. Ces derniers sont encore
définis comme des filtres possédant une boucle de contre-réaction. Pour les filtres non
récursifs, I'équation est donc limitée a :

N

Y« = é a- Xy (111.2)

i=1
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entrée Filtre sortie
» Non-récursif [
Xk Yk
entrée sortie
Filtre
— ) »
Xk récursif " Yk

A

Figurelll.3: Filtresnon-récursifset récursfs.
Mais dans le cadre des systemes linéaires invariants, nous pouvons utiliser |'équation
de convolution discréte, qui est liée aux échantillons de la réponse impulsionnelle by :

+¥
y. = & h.x.. (11.3)
- ¥

Cette équation de convolution amene a définir deux types de filtres numériques : les
filtres a réponse impulsionnelle finie (RIF) ou filtres a moyenne gjustée (MA) pour lesquels
il sera possible dutiliser I'équation (111.3) qui doit étre alors limitée au domaine d'existence
de laréponse impulsionnelle, soit laforme :

N
Ve =@ hXe (111.4)
i=0

Ainsi les filtres & réponse impulsionnelle finie pourront étre réalisés directement a
partir des filtres non récursifs. En effet, I'équation (111.4) correspond al'équation (111.2) pour
laguelle les coefficients a sont les valeurs échantillonnées h; de la réponse impulsionnelle
h(t). Il et important de noter que ces filtres peuvent aussi étre réalises a partir de filtres
récursifs.

L'autre catégorie de filtres numériques est celle des filtres dits a réponse impul-
sionnelle infinie (RIl) ou filtres généraux (ARMA), pour lesquels la relation (111.4) ne sera
pas applicable ; il sera nécessaire d'utiliser I'équation générale (I11.1). Il est possible de
définir une catégorie particuliére des filtres numériques a réponse impulsionnelle infinie,
appelés filtres autorégressifs (AR) pour lesguels nous avons la relation suivante (cas

N

[e)
particulier delarelation (111.1) : Yk =% = @ b} -Yk-

=1

Enfin, il ne faut pas oublier que, comme pour les filtres analogiques et puisgue nous
disposons d'une transformée de Fourier discréte (TFD). Il est possible d'appliquer le produit
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dans I'espace des fréguences discrétes aprés une TFD et un retour dans I'espace des temps
discrets par une transformée de Fourier discréte inverse. Nous avons ainsi le méme schéma
delaFigure (111.4) que celui présenté au Figure (111.2).

{x} Filtre {y«}
Temps —» numérique —»
TFD TFD™*
Fréguence l — T
X}y AEHX L ()}

Figurelll.4 : Réalisation d'un filtre numérique par transformée de Fourier
discréte.
La conception et la rédisation des filtres numériques doivent étre abordées selon les
trois aspects essentiels suivants :
Modéle du filtre numérique : modéle obtenu par analogie avec un filtre
analogique ou modéle direct dans des cas spécifiques ;
Synthése du filtre numérique basée sur I'équation aux différences (cas
général), I'équation de convolulion pour les filtres a réponse impulsionnelle
finie ou la transformée de Fourier discréte ;
Rédlisation du filtre numérique : agorithme ou composants éectroniques
nuMériques.
Nous allons introduire un autre outil permettant un traitement plus facile des signaux
discrets, en particulier dans le cadre des filtres numériques dont la synthése est basée sur
I'utilisation de I'équation aux différences : latransformée en Z [20].

[11.5.2- Filtrage numérique simple - lissage tempord :

Avant d'étudier la mise en place de filtre numérique a partir des relations (111.1) et
(111.4), la capacité de cacul guoffrent les systemes numériques permet de réaliser des
opérations numériques de filtrage linéaire simple comme la moyenne temporelle glissante
d'ordre N.

Ce type de traitement numérique va permettre de réaliser un « lissage » du signal
d'entrée conduisant par exemple a la suppression d'un bruit résiduel ou a l'atténuation d'un
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bruit de type impulsif. Par contre ce type de traitement peut modifier fortement le signal
informatif. La plus courante de ces techniques est donc la moyenne temporelle glissante

d'ordre N, appelé aussi profondeur de lissage, qui sexprime par :

oZ

1

—1
Ye =v-aA X
i=0

Nous pouvons remarquer gue cette opération correspond a I'égquation aux différences
(111.2) desfiltres non récursifs pour laguelle les coefficients g sont tous égaux a 1/N.

L'utilisation de cette technique de lissage temporel sur un signal de bruit blanc donne
de bons résultats. Soit un bruit blanc uniforme d'amplitude variant entre -1 et +1 avec une
moyenne nulle et un écart type de 0.6, I'amplitude du bruit peut étre diminuée jusgqu'a un
intervale [-0.6, + 0.6] avec un écart type de 0,18 dans le cas de 10 valeurs moyennées
Figures (111.5)-(111.6). Plus le nombre N de valeurs moyennées sera grand, meilleur sera le
lissage, par contre le signal informatif est lui aussi moyenne et perd donc de I'information.

0,6
0,4
0,2

Figurelll.5: Blan uniformeen fonction du nombre N de valeurs moyennées.

Amplitude
14+ Amplitude maximale
Te—— -
\\/
0,57 -
N
0 +
5 10 15
P
-057 T
=1r Amplitude minimale

Figurelll.6 : Résultat sur I'amplitude d'un traitement par lissage temporel

d'un bruit blanc uniforme en fonction du nombre N de valeurs moyennées.

I11.6- Synthésedes filtresnumériquesaréponse impulsonndleinfinie:
La conception et la réalisation des filtres numériques a réponse impulsionnelle infinie
sont essentiellement basées sur la fonction de transfert H(2) : gabarit de filtrage de type

passe-bas, passe-haut, passe-bande ou coupe-bande. La premiére étape est donc I'obtention
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de cette fonction de transfert a partir de I'équation aux différences [21].

111.6.1- Equation aux différences:
Nous considérons des filtres numériques linéaires et invariants dans le temps corres-

pondant aux filtres analogiques décrits par des équations différentielles a coefficients

constants de laforme:
dx(t) d"x(t) — dy(t) dy(t)
aX(t)+a, 5~ +..+a, - =byy(t) +b, =~ +...+b, -

Dans cette hypothése, les systémes sont représentés par des équations aux différences

de laforme (équation (111.1)) :

N

g y y oo
Ye =aA ai'xk—i_abj'yk-j ou Qa.X. =

i=0 =1 i=0

b Yi.; avecho=1

1 oz

Cette équation aux différences est une éguation linéaire a coefficients constants
d'ordre N du filtre numérique ou yi et X« sont respectivement le signal de sortie (réponse) et

le signal d'entrée (excitation).
En appliguant la transformée en Z a I'équation générale précédente et soient Y(2) et

X(2) les transformées en Z de yx et X, il vient :

5 éo U  _ o ég U_
a éa bj-yk-jgz =a aa a;-XigZ
-¥ @j=0 a k=0 €i=0 u

Soit :
ON i ON i
Y(2).a b;.z7' = X(2).a a.z"

i=0 i=0

Par analogie avec les filtres analogiques, un filtre numérique peut étre caractérisé par

safonction de transfert en z ou « transmittance » en z, H(2) :

N .
aaz'
H(2) = (@) _ iz (111.6)
X( ) & ,
ab.z’
j=0
Ou dans le cas d'un filtre non-récursif :
(111.7)

N
H(2=8 a.z'

i=0
Ensuite la question fondamentale a résoudre est comment obtenir H(z) pour des

caractéristiques bien définies (gain, phase...) correspondant par exemple a un filtre
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analogique défini par son équation différentielle ou par sa fonction de transfert H(p) : c'est
le domaine trés vaste de la synthése des filtres numériques. Les méthodes qui permettent de
déterminer une fonction de transfert H(p) répondant a des spécifications données de gain et
de phase ou a des réponses impulsionnelles ou indicielles sont bien connues dans le cas
des filtres analogiques. Une premiére approche a cette problématique et de réaliser une

transposition du filtre analogique en filtre numérique.

I11.6.2- Synthese desfiltresnumériques par transformation de H(p) en H(2) :

Le procédé le plus utilisé pour calculer la fonction de transfert d'un filtre numérique,
consiste a transposer la fonction de transfert Hy(p) de son homologue analogique du plan
«p» dans le plan «z» par une regle de transformation reliant p a z Pour réaliser cette
transformation et déterminer la fonction de transfert H2) dans le plan z, il suffit de définir
une relation p = Fongtion(2), d'oU :

H(2) = Hp(p) = Fondion(2))

Larelation exacte entre p et z est donnée par la définition méme de la transformée en z

vue dans le paragraphe précédent :
Z=¢ePT

Soit p = +1Ln(2) (111.8)

Dans le domaine €étudié des filtres linéaires invariants, Hp(p) se présente sous la forme
d'un quotient de deux polynébmes en p. Il est nécessaire de rechercher une régle de
transformation qui permet de conserver la forme « quotient de deux polyndomes ». De
nombreuses méthodes ont été développées pour réaliser cette transformation. Elles
correspondent a différents types d'analogie dans le sens ou une méthode va privilégier telle
ou telle propriété : gain, réponse pulsionnelle, réponse indicielle, etc. Ainsi, les principales
méthodes sont les suivantes :

+ Transformation standard ou méthode de I'invariance impulsionnelle.
+ Méthode de l'invariance indicielle.

+ Transformation adaptée.

+ Transformation d'Euler ou équivalence de la dérivation.

4+ Transformation homographique ou équivalence de I'intégration.
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Pour chacune de ces transformations, nous décrirons brievement la méthode pour
transformer H(p) en H(2), les conditions pour pouvoir réaliser cette transformation et, enfin,
les avantages et inconvénients de cette méthode.

[11.6.2.1- Transformation standard ou méthode de l'invariance impulsionnéelle :

Par cette méhode on obtient un filtre numérique dont la réponse impulsionnelle est
égale a la réponse impulsionnelle échantillonnée du filtre analogique correspondant. En
considérant la fonction de transfert H(p) ou H(f) et la réponse impulsionnelle h(t) du filtre

analogique, la réponse impulsionnelle, échantillonnée ala période T. , Sexprime par :
+Y
h,(t) = T..84 h(KT _).d (t- hT,)
- ¥
Le coefficient T, correspond au fait que la réponse impulsionnelle éant échantillonnée,
lafonction de transfert est périodisée avec la fréquence F.. Soit larelation :
He{f) = H(t)* Pgnre(f) d'ot he(t)=he(t).[Te. Pgnre(t)]
Par conséquent latransforméeen Z H(2) de he(t) est donnée par :

+¥
h,(z) = T..84 h(kT ).z X
k=0
Prenons I'exemple d'un filtre passe-bas du premier ordre de fonction de transfert

3
pP- B

suivante: H(p) =

La transformée de Laplace inverse nous donne la réponse impulsionnelle du filtre
analogique : H(p)=a;.e™

Ains la transformation a réaliser pour obtenir le filtre numérique a partir du filtre
analogique caractérisé par safonction de transfert H(p) est :

= ® T, T (111.9)

P- P " 1-efiTe 21

Si un filtre quelconque peut sexprimer sous la forme de r filtres du premier ordre en
paraléle, cette méhode consiste a réaliser dans H(p) la transformation suivante:

a.
i

H(p) = é 5 ® H(z)= [Te-z‘zl]é_. & (111.10)

1- ePiTe z-1

La transformation standard ou méthode de l'invariance impulsionnelle est caractérisée
par :
@ Condition : la fréquence de coupure haute du filtre doit étre trés inférieure a la
fréquence de Shannon.
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& Domaine d'application : ce type de synthése de filtre numérique sapplique a des
filtres passe-bas ou des filtres passe-bande.

@ Inconvénient : le principal inconvénient réside dans le fait qu'il faille réaliser la
décomposition en éléments simples pour calculer I'équation aux différences du

filtre numérique.

111.6.2.2- M éhode de I'invariance indicielle :

Par cette méthode on obtient un filtre numérique dont la réponse indicielle et égale a la
réponse indicielle échantillonnée du filtre analogique correspondant. La réponse indicielle
Sina(t) sobtient en utilisant larelation suivante :

Sina(t)=h(t)* u(t)

La fonction u (t) est la fonction unité ou échelon d'Heaviside, précédemment étudiée,
qui a pour transformée de Laplace 1/p. Latransformée en Z de cette fonction est tres simple a
établir :

+
+

) z
z ¢ =
o z-1

Qo

U (z) =

=
"

Les transformées de Laplace et en Z de I’ équation donnant Sinq (t) sont respectivement :
H
Sw(P)- H(P)U(p)- =2 e Su(@- HRM(D- H@D x4
En consdérant que [H(p)/p] peut ére mis sous la forme d'une somme d'ééments
simples du premier ordre, nous pouvons utiliser la transformation précédente. Mais a cette

expression [H(p)/p] correspond [H(z)(z/1-2)], par conséquent, nous consdérerons la

transformation suivante :

1 z-1 Te
p- P ® Z " 1.ePiTe -1 (111.11)

Ainsi, pour un filtre quelconque sexprimant sous la forme de r filtres du premier ordre

en parallele, nous avons la relation compléete donnant H(2)

r

H(p)=a +55® H(2) =[T.. =] —%— (111.12)
i=0

i=0

Latransformation par la méthode de l'invariance indicielle est caractérisée par :
@ Condition : la fréguence de coupure haute du filtre doit ére inférieure a la

fréquence de Shannon .
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& Domaine d'application : ce type de synthese de filtre numérique sapplique a des
filtres passe-bas ou des filtres passe-bande.

@ Inconvénient : le principal inconvénient réside dans le fait quil faille réaliser la
décomposition en ééments simples pour calculer I'équation aux différences du

filtre numérique.

111.6.2.3- Transformation adaptée:

Par cette méthode, appelée aussi (matched iransform), on obtient un filtre numérique
dont les poles de la fonction de transfert ou transmittance sont conservés. En considérant que
H(p) est sous la forme d'un produit d'éléments simples du premier ordre ( filtre analogique ne
présentant que des pbles), cette méthode consiste a réaiser dans H(p) la transformation
identique a la précédente, c'est-a-dire :

1 ® T 1

p- P €% 1. gPiTe 21

Pour un filtre quelconque sexprimant sous laforme der filtres du premier ordre en

série, nous obtenons alors la relation compl éte.

H(p) = 6 ——® H (z) = TC~) — (111.13)

111.6.2.4- Transformation d'Euler ou équivalence de la dérivation :

Etant donné une équation différentielle reliant deux signaux x(t) et y(t), la méthode, qui
correspond a une démarche classigue en analyse numérique, consiste a donner une
approximation de la dérivée d'une fonction continue. Dans le cas de la transformation d'Euler,

I'approximation réalisée est la plus smple :

— dx — Xk~ Xk-1
y(t) = dt ® vy, = T,
Cette approximation correspond également a I'approximation d'une intégrae par la

méthode des rectangles :

t

x(t) = Qy().dt ® x, =X, +T..y,
0

Latransformée de Laplace de I'équation différentielle initiale et :
Y(p)=p. X(p) douH(p)=p
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Latransformée en Z de I'équation différentielle initiale discrétisée est :
V@) =2 [X2)- x2)2] =22 x(2

1- z*

Soit H(2) =

e

Cette méthode consiste donc aréaliser dans H(p) latransformation suivante :

1- z*
T

e

p®

(111.14)

Latransformation d'Euler ou par égquivalence a la dérivation est caractérisée par :

& Domaine d'application : ce type de synthése de filtre numérique sapplique a des
filtres analogiques simples.

@ Inconvénient : le principal inconvénient est la distorsion des caractéristiques en
hautes fréguences.

I11.6.2.5- Transformation homographique ou équivalence de l'intégration :

De la méme maniere que précédemment, cette méthode consiste a donner une
approximation de l'intégrale d'une fonction continue. Dans ce cas, |'approximation réalisee est
celle de la « méthode des trapezes » :

t

X(t) = Qy().adt ® x = Xy + =Ly + Vi)
0

Latransformée en Z de I'équation différentielle discrétisée est :

x(z) = x(z).z '+ TTG[Y(Z) + Y(z).z‘l]
Soit :

2 1-z*
H(z) =—.
2 T, l+z*

Soit aprés une transformation en Z, cette méthode consiste donc a réaliser dans H(p) la
transposition suivante :

2 [1- 7]
® —.
P T, L+z7

e

(111.15)
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La transformation homographique ou par équivalence a l'intégration ou encore appelée
transformation bilinéaire est caractérisée par :

@ Domaine d'application : ce type de synthése de filtre numérique sapplique a des
filtres dont la caractéristique fréquentielle est constante dans des domaines de
fréquences données.

& Avantage: le principal avantage de ce filtre est sa stabilité.

[11.7- Synthesedesfiltresnuméiquesaimpuldon finie:

La convolution intervient dans tous les systemes de filtrage linéaire et consiste a la
modification du signal d'entrée par la caractéristique temporelle du systéme ou réponse
impulsionnelle. Le filtre analogique, étant défini par sa fonction de transfert H(p) et sa
réponse impulsionnelle h(t), le signal de sortie y(t) du filtre soumis au signal d'entrée x(t) est
donné par larelation connue :

y(t) = x(t) * h(t)

Dans le cas de filtre a réponse impulsionnelle finie, le filtrage numérique par
convolution correspond a une sommation pondérée des valeurs du signal d'entrée x(kTe)=Xk
par la suite des coefficients de la réponse impulsionnelle discréte h(kTe) = hy du filtre selon la
relation (111.4) La réponse impulsionnelle ayant une durée finie, le nombre d'échantillons est

limité. Soit N le nombre de valeurs de h, connues :

1
X,.h,

i
0

i (111.16)

Qo=

N -1
Y« = A hi'Xk—j =
i=0

Dans beaucoup de rédlisations de filtre numérique, le point de départ est la réponse
fréquentielle du filtre H(f) donnée par un gabarit. Partant de cette réponse fréquentielle
discrétisée He(f), il est aisé d'obtenir la réponse impulsionnelle discrétisée he(t)par transformée
de Fourier discréte. La discrétisation de la réponse impulsionnelle a conduit & la périodisation

du spectre, soit :

+¥
o

Ho(f)=8& H(f- K ,)

- ¥

d'ou laforme de hg(t), calculée sur N points, pour conserver la réponse fréquentielle :

N/2-1 NéZ-l N/2-1

h,(t)=T,.Q hod(t-kT,)= & (T.h)d(t- kT,)= g hgd(t- KkT,)
-N/2 SN /2 -N/2
Ainsi les échantillons de la réponse impulsionnelle he(t) sont h, Dans le cas ou la

réponse impulsionnelle obtenue n'est pas causale, il est possble de retarder cette réponse
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impulsionnelle de N/2 points pour rendre le filtre causal :

-1

hlg:-le-d (t' kTe)

Qo=

h(t) =

=

=0

I11.8- Réalisation desfiltresnumériques:

A partir de I'expression de la transmittance en Z du filtre numérique ou de I'équation de
convolution, il faut concevoir I'algorithme du calcul ou la structure matérielle permettant de
réaliser ce filtre. La réalisation des filtres numériques peut étre faite en utilisant les trois
éléments de base (matériel ou logiciel) suivants:

Additionneur, { symbolisé par >}.

Multiplieur, { symbolisé par X} .

Retard de T, : échantillon k par rapport ak -1, { symbolisé par T}. Cette opération
sera réalisée matériellement par des registres a décalage.

[11.9- Filtresnumériques synthétisespar H (2) :

A partir de la fonction de transfert H(z), obtenue selon les différentes transformations
possibles, diverses structures peuvent étre utilisées : structure directe (implémentation de
I'équation aux différences), structure canonique (structure directe avec minimisation des
composants) et structure en ééments simples.

[11.9.1- Structuredirecte:

Cette structure est I'application directe des expressions de la transmittance H(z). Dans
le cas d'un filtre non récursif, une des structures possibles est celle représentée sur le schéma
delaFigure (111.7) qui traduit I'équation (111.2).

Xk T » T .t

do ai az ag

........... 5\ %

Figurelll.7: Structuredirected'un filtre numérique non-r écur sif.
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De méme, la traduction directe de I'expression de H(z) pour un filtre récursif dans le
schéma de la Figure (111.8), page suivante, qui traduit I'équation générale (111.1).

[11.9.2- Structure canonique:
Cette forme permet de minimiser le nombre d'ééments utilisés dans la réalisation du

filtre. L'équation générale peut sécrire sous la forme :

Y2 =H{2. X{2) =W . V(2)

N B \ , .
Avec: wW2)=34 a2 systéme non récursif
i=0

V(z) = 22

b,.z"*

Qoo

0

ed ,u
Y(2=aa ;.2 V(2
=0 a

=1 a a an
X —> —>

Yi-1
M T T i <

-b, -b, -bn

_____ —; z :

Figurelll.8: Structuredirecte d'un filtre numérique récursif.
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En prenant la transformeée en Z inverse, on obtient I'expression de yi en fonction de la valeur

intermeédiaire vy qui est utilisée pour construire la structure de ce filtre dans la Figure (111.9) :

a. Vv

Ptk

Qo=

Y, =

0

Le résultat montre qu'une seule structure retard est nécessaire pour la réalisation de ce

filtre numérique.

[11.9.3- Structure en composants simples:

Il est possible d'exprimer H(2) a partir d'éléments de base ou de composants smples du
premier ou du second ordre Hi(2) :

Premier ordre:

H i(Z) = 1_bai -1

Pz

Second ordre:

H i (Z) — - ail.z'l+ai0

-2 -1
2.2 °+bj1.277+byy

Vi

“Libd

v 0 4 Y h 4

RORF O ORENO

|
e ————
> Y
>
Lad
»

S
L/

Figurelll.9: Structure canonique d'un filtre numérique récursif.
Ces deux ééments simples peuvent facilement se traduire en structure directe ou canonique.
Pour une fonction de transfert quelconque, il suffit de I'exprimer en fonction de ces ééments de
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base pour réaliser ensuite une composition « produit » ou « somme » de ces éléments.
Lafonction de transfert H(z) peut sécrire sous deux formes :
- produit de composants smples :

A
H(2) =k,.O H,(2)
i=1
- somme de composants smples :
r
H(Z) =k +a H (2
i=1
Dans le cas d'une écriture sous la forme « produit », nous obtenons une structure série
ou dite en cascade Figure (111.10) et dans le cas d'une formulation « somme », nous obtenons
une structure paraléle Figure (111 .11). Comme nous l'avons vu dans le domaine analogique,
cette adjonction de composants de base n'est réalisable, aussi directement, uniguement parce

gue nous sommes dans le domaine numérique ou il n'y a pas de probléme dadaptation
d'impédance.

Xk
K, ,é_, Composant »| Composant | Composant
Hi H; H, Yk

Figurelll.10: Structure série ou en cascade a partir d'ééments de base du premier ou du

second ordre.

K X

Composant
H:

Composant | > > K

.| Composant
H;

Figurelll.11: Structureparallele a partir d'éléments de base du premier ou du
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second ordre.
[11.10- Filtresnumériques basés sur la convolution :

Pour rédliser ces filtres a convolution, les coefficients du filtre, qui sont représentés par
les N valeurs de la réponse impulsionnelle discrétisée, sont des constantes dans I'algorithme
de calcul ou stockés en mémoire (EPROM) dans le cas d'une réalisation matérielle du filtre.
Dans ce dernier cas, deux structures peuvent étre adoptées :

- structure directe Figure (111.12).

- structure transposée Figure (111.13).

A\ 4
—

] T

H
)

il

SN

A\ 4 VVl

Figurelll.12: Structuredirecte d’un filtre & convolution.

Xk

Figurelll.13: Structuretransposée d'un filtre a convolution.
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I11.11- Filtresnumériques avancés :

Le domaine du filtrage numérique est tres vaste car il repose uniquement sur les
capacités de cacul des systémes informatiques. Lorsque les possibilités des filtres
classiques, vus précédemment, ne sont pas suffisantes pour un probléme donnég, il existe des

extensions possibles du « filtrage numérique ».

111.11.1- Filtresnumériques de la valeur médiane:

Les filtres numériques classiques linéaires ont pour fonction de base d'@diminer certaines
composantes fréguentielles qui génent l'interprétation du signa informatif. Pour cela il est
nécessaire que les fréquences a éliminer se situent dans une zone de fréguences hors de la
zone occupée par le signal utile. Pour répondre a cette limitation, il est possible de mettre en
place des traitements non linéaires, appelés abusivement « filtres » numériques non linéaires.
Un de ces traitements non linéaires est le filtre de la valeur médiane : éant donné 2N + 1
échantillons X, la valeur médiane xmegx de cet ensemble est I'échantillon qui se trouve au

milieu de I'ensemble ordonné selon un ordre croissant :

Ordre croissant

{ X X1, -+ XN} > {XkX%k1s- - Xk2N 5 AVEC Xi<Xi+1}

D'ou : Xmmed k=X k-N

Ce type de filtre numérique non linéaire permet de conserver les trangtions rapides mais
maintenues d'un signal et d'éiminer complétement des transitions de type impulsion courte. S
nous reprenons les exemples du paragraphe (111.5.2) « lissage temporel », ils mettent
parfaitement en évidence cette caractéristique du filtre de la valeur médiane : le signal créneau
est conservé sans modification et I'impulsion de durée unité est éliminée. Le traitement du
signad du deuxieme exemple montre aussi que ce filtre modifie moins fortement le signal
informatif en conservant en particulier certaines transitions rapides.

De fagon plus générale, le calcul de la valeur médiane seffectuait sur 2N+1 échantillons,
cette technique permettra de sauvegarder toutes transitions rapides suivies par un plateau dont
la durée est supérieure ou égale a N. T, (T. : période des échantillons). Dans le cas contraire

cette trangtion sera éiminée.
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111.11.2- Filtres numérique multicadence::

Les systemes étudiés, jusqu'a présent ne mettaient en ceuvre gu'une seule fréquence ou
cadence d'échantillonnage 1/Te. Il est possible de trouver certains applications ou le signal d'entrée
du filtre et le signal de sortie ne fonctionnent pas a la méme cadence (systeme multicadence).
Considérons deux exemples:

- Filtrage passe-bas : le signal de sortie aura par définition méme du traitement effectué une
fréguence plus basse et donc pourra étre échantillonné a une cadence plus faible;

- Modulation : le signa de sortie qui sera I'onde porteuse du signa informatif va avoir une
fréquence plus élevée que le signal informatif d'entrée.

Dans les deux cas, on cherchera a adapter le filtre & la cadence la plus petite afin
de minimiser les temps de calcul. Dans le cas ou il sera réalise une réduction de la
fréquence d'échantillonnage, I'opération est appelée « décimation » et dans le cas
ol une augmentation de la fréquence déchantillonnage sera réalisée, l'opération est appelée
«interpolation».

Les opéraions de décimation (enlever un échantillon sur n échantillons) ou dinterpolation
(rajouter n échantillons entre 2 échantillons) vont conduire a des déformations spectrales.

Condgdérons l'exemple inverse de la décimation. Soit un signd x({t) échantillonné
a la frequence Ty e le dgnd de sortie y(t) dont nous voulons diminuer la fréquence
déchantillonnage jusqua T (avec Te = Tu/4). Cete opéation ne sera possible
gue s le spectre du signd initid est limité a prioi ou par une opédion de filtrage a
la fréquence 12T, i.e. a la fréguence /8Ty En effet la décimation est équivalente
a une opération déchantillonnage et, si le spectre du signal a échantillonner a cette
nouvelle cadence T, Na pas son spectre limité a la fréquence 1/2Te,, le phénomene
de repliement va se produire.

111.12- Comparaison desfiltresRIF et RII :

La premiére question qui se pose pour la méhode de réalisation d'un filtre discrete est
celles du choix d'un filtre RIF ou d'un filtre RII. Un grand nombre de facteurs entrent en jeu ici,
de sorte qu'il n'est pas toujours clair al'avance de savoir quel serale choix final.

Pour prendre une décision bien pesée, il peut par fois étre utile de considérer les deux
solutions: un filtre RIF et un filtre RI1 On évalue alors les deux possibilités pour savoir laquelle
donnera la meilleure solution pour une application particulaire. Ce sont ici des facteurs trés
pratique comme la complexité, la consommation d'énergie, la rapidité de calcule, la facilité

dintégration et la disponibilité de certain modules de circuits qui peuvent faire pencher la
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balance [18].

FiltreRIF

FiltreRII

1. Fonction de transfert

Possede seulement des zéros

Possede a lafois des pdles et des zéros

2. Réponse en fréquence

les méthodes de conception normale sont
adaptées aux réponses en fréguence
arbitraires; par exemple aux filtres avec
plusieurs bandes passantes, aux
différentiateurs e  aux filtres de
caractéristique de fréguence spécifique dans
la bande de transition

Les méthodes de conception sont en
générale adaptées a la réalisation de filtre
passe bas, passe haut, passe bande et coup
bande

3. Caractéristique de phase

- Possibilité
linéaire
- Décaeurs de phase (filtres passe tout)

dune phase exactement

- En peut seulement approché une phase
lindaire; S en utilise pour cela un
égalisateur de phase séparé, la complexité
du filtre peut sen resenture de fagon

Impossible notable. La spécification du filtre se
rapportent exclusivement a la
caractéristique d'amplitude.

- Possihilité de filtres passe tout
4. Sabilités

Filtres toujours stables.

Filtre instable si il y a des poles a I'extérieur
du cercle unité

5. Aidea la conception

Un ordinateur de taille moyenne est en
générale nécessaire pour les procédures
itératives de conception defiltres.

Il nest pas nécessaire d'utiliser un
ordinateur plus gros s on utilise les

formules de conception "toutes faites' pour
les filtres continu, et par exemple la
tranformation hilinéaire; une calculatrice
de poche est alors souvent suffisante

6. Complexité

Proportionnelles a la longueur de la réponse
impulsionnelle.

Pas de la relation dirécte entre la
complexité et lalongueur de laréponse

Impulsionnelle (infini par définition); on
peut réaliser des filtres de selectivité éevée
aveC un hardware de cmoplexité
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relativement basse.

FiltreRIF

FiltreRII

7. Sructure

La structure récursive (rare) et la
structure non récursive sont possible
toutes les deux; la mieux connu et la
structure transversale (non récursive)

Seul la dructure récursive et possible; la
forme la plus largement utiliste est la
connexion en cascade de cellules de
premier ordre et du second ordre. La
répartition des poles et des zéros entre et les
différentes cellules sont une partie
importante de la procédure de conception

8. Senshilité aux interférences

L'éat initiadl des cellules mémoire et
tout signal interférant de courte durée
(par exemple par lintermédiaire de
l'dlimentation), peuvent affecter le
signal de sortie sur une durée égale ala
longueur de la réponse impulsionnelle
(ceci ne sappliqgue que pour des
réalisation non récursive).

En principe, I'éat initiad des cellules
mémoire et tout signal interférant de courte
durée peuvent affecter le signa de sortie
sur une durée infinie.

9. Quantification

les effets de la quantification, par exemple
dans la rédisation d'un filtre numérique,
jouent un role secondaire. A I'exception de
la structure récursive qui nécesste aussi
une compensation exacte des poles et des
Zéros apres quantification.

A cause de la quantification des ceefficients
de filtre, un réle peut en principe passer
d'une position a l'intérieure du cercle unité a
une position a l'extérieure de ce cercle, et
par suite engendré l'instabilité.

Les effets de la quantification peuvent auss
conduire a des oscillations indésirables
telles que des sdicles limites et des
oscillations de dépassement

10. Filtres adaptatifs

La structure transversde est trés bien
adaptée ala réalisation de filtre adaptatif

Les filtres adaptatifs sont surtout basés sur
des structures en trelllis et en échelle.

[11.13- Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons étudie les principales caractéristiques des filtres
numeriques et leurs applications.

Aprées les généralités mathématiques, les principales classifications et structures des
filtres numériques sont faite selon la durée finie ou infinie de la réponse impulsionnelle d'un
filtre. Ceci se justifie par la différence de, caractéristiques entre ces deux types de systeme
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nécessitant des méthodes de synthese et de réalisation différentes.
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IV.1- Introduction :

Un modéle est une représentation conceptuelle de la nature d' un systéme que nous ne
pouvons qu’observer et mesurer. Un modéle par nature n'est qu'une vue de I’ esprit, qui, a
I’aide d'éguations, de raisonnements mathématiques, et de quelques postulats de base, tente
d expliquer les observations que nous faisons du monde physique. De fagon générale, I’ étape
de modélisation est préalable pour comprendre la nature des signaux et de trouver des
représentations efficaces pour la transmission, le stockage et la compression.

Il existe de nombreuses méthodes d analyse et de synthese de filtres numériques. Le
passage de |'analogigue au numérique est trés tributaire de problémes d échantillonnage,
surtout de quantification des échantillons, faisant souvent perdre au filtre numérique congu les
propriétés du modéle analogique.

Il existe quelques fonctions classiques utilisées comme fonction d'apodisation. On peut
les caractériser par deux paramétres. Le premier est la largeur du pic principal de leur
transformée de Fourier, qui se traduira par la largeur de la bande de transtion au voisinage de
la fréquence de coupure. Le deuxiéme est I'amplitude des lobes de cette transformée, que I'on
exprimera, en décibel, comme l'atténuation du premier lobe du gain d'un filtre passe-bas réalisé
avec cette fenétre.

Pour des signaux courts, le filtrage peut étre fait par multiplication dans le domaine des
fréguences. |l est alors tentant de réaliser un filtrage de type passe-bande par une simple
multiplication de la TFD par une porte. On a alors l'illusion d'un filtrage parfait. On constate
gu'il n'en est rien s on interpole en fréguence le résultat obtenu. Il convient d'une part d'utiliser
I'une des méthodes de synthese précédentes pour calculer la réponse impulsionnelle, puis d'en
faire la TFD et d'autre part de prendre garde a la périodicité du filtrage par TFD. On pourra
éventuellement se contenter d'une méthode simple : “"arrondir" la porte par un point
intermédiaire de valeur 0,5. Cela revient a réaliser une apodisation de Hanning, mais il subsiste
une erreur due a la circularité. Cette précaution est applicable également aux méthodes de
calcul temps réd utilisant la TFD.

Nous allons étudier dans cette partie de notre mémoire, |’ analyse et la synthése de filtres
numerigques a réponses impulsionnelles finie a laide du logiciel Matlab.
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IV.2- Les éapesderésolution :
Les étapes de résolution sont données par |'organigramme suivant :

/ Entrer les paramétres du filtre /

Les spécifications du filtre

Approximation

La fonction transfert du filtre
Ou son équation récurrente

] o Lastructure
Synthése et réalisation du filtre

Changer la

structure sil est

nécessaire

Analyse de la performance

Minimisation de I'erreur de modélisation
stabilité, fiabilité, précision, ...

I mplémentation

!

Réalisation et application du
filtre

!

Cm D

FigurelV.1l: Organigramme général delarésolution numérique du RIF.
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IV.3- Lesfenétres principales.
Nous avons utilisé pour notre étude, les fenétres suivantes :

IV.3.1- Fenétrerectangulaire:

La méthode la plus naive pour limiter la durée d'un signal est de la multiplier par une
fenétre rectangulaire possédant N échantillons unités. On obtiendra le signal tronqué xy (k) en
fonction du signal a durée illimité x (k).

xn(K) =x(K)rectn(k) (VI.1)
1V.3.1.1- Effet delalimitation de durée:

Au niveau de la transformeée de Fourier, le produit de larelation (V1.1) devient un produit

de convolution continu.

Xy (F) =x(F)*we () = Ox(9)we(f - g)dg (IvV.2)

OQ/H

Ou wr(f) est latransformée de Fourier du signal numérique recty (K).

La TFD peut étre définie pour le signal xy (k) puisgu’il est de durée finie. Les coefficients
Xn(n) de cette TFD représentent approximativement les échantillons prélevés sur X (f). Pour
étudier la qualité de cette approximation, il faut analyser le produit de convolution de la
relation (1V .2).

L’ approximation est actée par la fonction wr (f) qui est :

+¥ _ N/2 ;
WR - é ra:tN (k)e— j.2p.fk - é e j2p.fk - Sn(pfk) (VI 3)
k=-¥ k=-N/2 sin(pf)

Cette fonction est représentée par laFigure (1V.2).

20

EN:2U;

-5 1
-0.5 —0.4 -0.3 -0.2

|
0.2 0.3 0.4

FigurelV.2: Représentation graphique dela TFD.

0.5
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IV.3.1.2- Caractérisation des fenétres spectrales:

Pour ne pas altérer le spectre xy (f) par rapport a x (f), il faudrait que wk (f) se rapproche
le plus possible d’une distribution de Dirac. La distribution de Dirac étant I'éément neutre du
produit de convolution on aurait alors xn(f) = x (f).

Pour qu’'une fonction du type de celle présentée a la Figure (1V.2), il y a deux éléments
importants pour se rapprocher de la distribution de Dirac, la finesse du lobe principale et la
hauteur des lobes secondaires. En effet, plus la largeur du pic principal est fine, plus la
résolution est grande, ¢'est-a-dire que I’on peut séparer des raies proches Figure (1V.3). Et plus
les lobes secondaires sont élevés plus on dégrade la forme du spectre, il peut y avoir apparition

de pics fantdbmes Figure (1V.4).

X(f)

| ]

Wi ()

BVAVA

4

Lobe principale fin
Lobe principal large
A
Xn( f )“ﬂ\ xn(f) 1
| | > f f
On ne voit pas les 2 sinusoides On voit les 2 sinusoides

FigurelV.3: Influence du lobe principale sur la solution.
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Pour la fenétre rectangulaire, on voit a I'aide de la Figure (1V.2) que la finesse du lobe
principale peut étre réglée par le nombre d échantillons N. Ains, plus on observe le signa
longtemps, plus la résolution du spectre augmente ce qui parait logique. Par contre, | , varie
trés peu en fonction de N (I ; »-13dB), ce qui signifie qu’'une fenétre rectangulaire apporte
toujours une distorsion du spectre. Nous alons dans la suite étudier d'autres fenétres.
Toutefois, afin de les comparer et pour ne pas introduire de facteur multiplicatif d' échelle dans

le produit de convolution, I'intégrale de lafenétre spectrale doit étre unité :

1/2

OV(f)df =1 (IvV.4)
-1/2
A
X(1) Une sinusoide pure
f
w( f)
L obes secondaires importants L obes secondaires faibles
XN( f ) A
A
Xn(f)
f f
Nous distinguons plusieurs sinusoides Nous avons une
sinusoide

FigurelV.4: Influence deslobes secondaires sur la réponse du systéme.
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V.3.2- Fenétretriangulaire:
Lafenétre spectrale triangulaire est de laforme:

2k
w, (K) = 1-%% pour - N/2E£KEN/2 (IV.5)

0 partout .. ailleurs

Pour obtenir la transformée de Fourier de w, (k) il suffit de se rappeler que la
convolution de deux signaux rectangulaires donnent un signal triangulaire Figure (1V.5). Aing,

on peut exprimer w; (k) souslaforme:
2
w, (K) = NrectN,z(k)* rect,,,(k) (IV.6)

Or le produit de convolution se transforme en produit classque dans le domaine de

Fourier. Donc larelation (1V.3) devient :

Z%Wpr$?
w(f)=26 2
é sn(p.f) *

(%)

(IV.7)

50

Amplitude
Amplitude (dB)
(o)
o

-
o
o

-150

Frequence normalisée

FigurelV.5: Fenétretriangulaire.

IV.3.3- Fenétresde Hamming et de Hanning :

L’'éape suivante dans le raffinement de I'atténuation des lobes secondaire par
superposition consiste a superposer trois fonctions de la forme Wg(f) décalées les unes par
rapport aux autres de 1/2N avec un poids de a au centre et un poids (1-a )/2 sur les cotés

Figure (IV.5). Cela conduit & une fonction du type :
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: 1 . 1
sin(p.N.f) +1- asn(p.N(f - N)) +1- asn(p.N(f +N)) v

W (f)=a—
sin(p.f) sin(p (f - I:\LI)) 2sin(p ( f +|i|))

Qui correspond a la transformée de Fourier d’un signal cosinusoidal tronqué par une
Fenétre rectangulaire plus une fenétre rectangulaire, ¢’ est-a-dire

wo ()= a+@- a)cosf;ﬁ%kg

pour - N/2EKEN/2
0 partout.. ailleurs (V.9
Cette fonction est appelée fonction fenétre de Hamming généralisée. Selon la valeur de a
on obtient trois fenétres classques en analyse spectrale
s a = 1 on retrouve la classque fenétre rectangulaire.
s a =1/2 on obtient la fenétre de Hanning wian(k) Figure (1V.7).
s a = 0,54 on obtient la fenétre de Hamming wpam(k) Figure (1V.6).

Amplitude

Amplitude (dB)

-100

L L H L
(0] 0.2 0.4 0.6 0.8
Frequence normalisée

FigurelV.6: Fenétre Hamming.

50
l ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
I I I I I
08F---41-————-1—-f— - - e T S | 0
I I I I I I
I I I I @
§ o6 i fo g
2
| | | | | | Q
A e A R
| | | | -100
02f - h o E N
I I I I I
O i i i L i L ,150 i L i i
10 20 30 40 50 60 0] 0.2 0.4 0.6 0.8
Temps Frequence normalisée

FigurelV.7: Fenétre de Hanning.
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V.3.4- Fenétre de Blackman :

Nous avons également généralisé la congruction de fenétre par superposition en
cherchant a recouvrir M répliques de la méme transformée décalées par pas de /N avec des
poids judicieusement choisis. Pour conserver la symétrie des répliques décalées par rapport a
I'origine M qui doit étre un nombre impair. Dans le domaine temporel, la forme générale de la

fenétre correspondant a ces M superpositions et la suivante :

(M-1)/2 ..
W= a,+ & a,+coNO  pour - N/2EKEN/2
=1 eN g
0 partout .. ailleurs (IvV.10)
L es coefficients doivent respecter larelation :
(M(—)l)/z
a,t+t2 qa =1 (v .11)
1=1

Généralement, ces coefficients sont obtenus par optimisation selon un critére de
minimisation d’énergie du signal en dehors d'un intervalle de fréquence donné. Cette fonction
wg (K) est appelée fonction fenétre de Blackman généralisée. Satransformée de Fourier est :
warz SONCE =) e SIEN(E +2))

M) "8 8",

_ (IV.12)
sin(pf) =1 sin(p (f - I:\LI)) =1 sin(p (f +|i|))

W () =3,

Pour M=1, on retrouve la fonction fenétre de Hamming généraisée. La fenétre
particuliere wg (k) obtenue pour M = 3 est appelée fenétre de Blackman Figure (1V.8). Cette
derniére est caractérisée par des poids &y = 0.42, & = 0.25 et & = 0.04.

1 ‘ : 50
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
I I I | I I
08F-—-——-+-——---+—-f-—+ - ——— - - === - o
I I I h I I 0
| | | | | |
I I I I I I
| | | | | | &
g 06\ B
= I I I I I o
= | | I I I © -50
g— | | | | | | g
< 04\ -1 B
| | | | | | <C
I I I I | I
l l l j \ l -100
02+ f -t~ [ it
| | | | | |
I | | | | |
| | | | |
I I I I I |
0 : ‘ -150
10 20 30 40 50 60
Temps Frequence normalisée

FigurelV.8: Fenétre de Balckman.
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IV.3.5 FenétredeKaiser :
En 1966, Kaiser a propose une famille de fenétres permettant, par I'intermédiaire d’un

paramétreb , de spécifier le compromis entre la largeur du pic central et I’amplitude des lobes

secondaires. Laforme générale de cette fenétre est la suivante :

b/N? - ak?
I, [bN]

0 partout. ailleurs (V.13

l 0

w (k)= | 1 pour - N/2EKEN/2

Ou o est la fonction de Bessel modifiée de premiére espéce d’ ordre zéro. Le produit
b N est généralement choisi dans I'intervalle [4-9]. Le calcul analytique de la transformée de
Fourier de la fenétre de Kaiser dépasse le cadre de cette étude. On se basera par conségquent sur
la représentation graphique de W (f) obtenue par le calcul numérique [24-25].
Lafenetre de Kaiser est représentée dans laFigure (1V.9).

60

| | | |
| | | |
40— b P PR de
l l l l
| | | |
2D
[as] | | | |
3 =l | | |
3 (]
-*_é_ E 0 \H” ,,,,, oo tomoo- SR
- : L
< 20F-|-- i “ LlJHl‘H‘I‘Hl"H"
l ‘ ‘ l
aof o
l l l l
| | | |
-60 L L i 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Frequence normalisee

FigurelV.9: FenétredeKaiser.

IV.4- Synthéses desfiltres numériques RIF par la méthode de fenétrage::
IV.4.1- Présentation de la méthode:

Le passage d'une réponse impulsionnelle de durée infinie & une réponse impulsionnelle
de durée finie, peut se faire de maniére brute, par une troncature directe des coefficients. Cette
troncature est le siege pour la réponse fréquentielle, de perturbations connues sous le nom du
phénomene de GIBBS qu'il se traduit par une évolution plus ou moins lente de la réponse
fréguentielle autour des discontinuités : on parle de la bandes de transition, et par I'apparition

d'oscillations autour de ces méme points.
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Le phénomeéne de GIBBS étant trés génant, il serait souhaitable de pouvoir réduire les
bandes de trandtion, réduire les amplitudes des ondulations dans les bandes passantes et

augmenter |'atténuation en bande coupée [17].
1V.4.2- Synthésed'un filtre passe bas:
Soit a synthétiser un filtre passe bas d'ordre 51, de fréguence de coupure normalisée

w=0.1 Figures (IV.10)-(1V.13).

IV.4.2.1- Avec fenétrerectangulaire :

reponse impulionelle du filtre passe bas non fenetrée reponse impulionelle du filtre passe bas fenetrée
01p-------+ il [0 o e S memmme ] 01r-------- @ B b ;
| o9le | | | | I o ole I I I
| LS | | | ! CR S
008 ~----"n VT o[l T T : e I T . A |
w o I w | | ! o 9 ! ! !
0.06F-------- e PHHA - oo ! 0.06F-------a--ee o fHH -
[}
I I I I ° I I I I
| I | I 2 | | | I
004 === TG T prTTT ! g 004p----m--- TG Tl
£
I <
0.02}-------- oo I HHH{THHH T ———————— boooooo- ! 0.02f ~------- oo T T —————— b !
. 9T LLLL L1 TQ, EPP=n o " o N i 000G, | QT ‘ ‘ T‘P | .-(Tm 3

I
I I I I I |
0 10 20 30 40 50 60 0 10 20 30 40 50 60
temps discret temps discret

filtre pase bas avec fenetre rectangulair
T T .

20

Amplitude (dB)

120 : : ‘ ‘ ‘
0 0.5 1 15 2 2.5 3 35
frequence normalisée

FigurelV.10: Filtre passe bas avec fenétrerectangulaire.
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IV.4.2.2- Avec fenétretriangulaire :

reponse impulionelle du filtre passe bas fenetrée

reponse impulionelle du filtre passe bas non fenetrée

i

|

|

|

|

|

|
-r

i

|

|

|

|

|

|
[

0.08f -------

apnudwy

-0.02

40

10

temps discret

temps discret

filtre pase bas awvec fenetre triangulair

(gp) spnudwy

frequence normalisée

FigurelV.11: Filtre passe bas avec fenétre triangulaire.
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1V.4.2.3- Avec fenétre de Hamming :

reponse impulionelle du filtre passe bas fenetrée

reponse impulionelle du filtre passe bas non fenetrée

o

apnyjduwy

0.02F -t

10

40

10

temps discret

temps discret

filtre basse pas acev fenetre hamming

(gp) spmijdwy

3.5

25

1.5
frequence normalisée

0.5

FigurelV.12: Filtre passe bas avec fenétre Hamming.
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IV.4.2.4- Avec fenétre Kaiser :

g 8
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40

10
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temps discret

filtre pase bas avec fenetre kiser

(gp) spmidwy

7T )

35

25

1.5
frequence normalisée

0.5

FigurelV.13: Filtre passe bas avec fenétre Kaiser.

Nous avons étudié aussi un autre type de filtres numériques RIF, se sont les filtres passe

bande. Les résultats de smulation sont représentés dans les Figures (1V.14)-(1V.17).
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filtre passe bande avec fenetre Hamming
20
I I I I

-20

-40

-60

Amplitude (dB)

-80

-100

-120

-140 ; : I
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35
frequence normalisée

FigurelV.14 : Filtre passe bande limite par Hamming pour fréquence de coupure
W1 =0.1et we, =0.35 d'ordre N=100.

filtre passe bande avec fenetre Hamming

20

-20

40

-60

-80

Amplitude (dB)

-100

-120

-140

I I I
1 1 1 1 1
0.5 1 15 2 25 3 35
frequence normalisée

I
-160 !
0

FigurelV.15: Filtre passe bande limite par Hamming pour fréquence de coupure
W1 =0.1et we, =0.25 d'ordre N=167.
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filtre pase bande avec fenetre Hmning
20

-20

-40

-60

-80

Amplitude (dB)

-100

-120

-140

-160
0

frequence normalisée

FigurelV.16 : Filtre passe bande limite par Hamming pour fréquence de coupure
W1 =0.1et we, =0.21 d'ordre N=228.
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FigurelV.17: Spectre d'amplitude du filtre passe bande limite par Hamming.

Electrotechnique, M'sila 2007. 84



CHAPITRE IV MODELISATION DES FILTRES NUMERIQUES RIF

IV.4.3- Interprétation desrésultats:

Lorsque nous utilisons la fenétre rectangulaire, le phénoméne de GIBBS est trés
apparent. Quoique la bande de transition soit relativement étroite, I'atténuation en bande coupée
est faible, elle est de I'ordre de -53dB.

La fenétre triangulaire améliore l'atténuation en bande coupée qui est de -59dB
(comparativement a la fenétre rectangulaire), au prés d'une bande de transition plus large.

Lafenétre Hamming donne une atténuation en bande coupée de I'ordre de -62dB.

La fenétre Kaiser utilisée pour a =7.87, donne une bonne atténuation en bande couper
(environ -89dB).

V.5~ M éhode de I’ échantillonnage en fréquence :
La réponse fréguentielle du filtre désiré est échantillonnée en N points sur le cercle unité.

Les coefficients de la réponse impulsionnelle sont déterminés par la transformée de Fourier

discréte inverse:

1 %1 22k
() = -8 H(Ke'™ (IV.14)
k=0

Ou H (K) est laréponse fréguentielle échantillonnée.

Latransformation en Z des échantillons h(n) est donnée par :

N-1
Ou H(Z)=g4 h(nz™" (IV.15)
n=0
1 %2 1- z°N
H(2) —Na (k)—2p
k=0 1- 7%

Pour trouver I’ gpproximation du filtre désiré, nous remplagons Z dans I’ équation (1V.15) par

e soit :

H(w)=H(2)Z=e" —%5 (K).S(w, k) (1V.16)
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Ou:

(IV.17)

S est appelée fonction d'interpolation. L’ erreur d’approximation est nulle aux points
donnés par I échantillonnage, et reste finie ailleurs. Le choix du nombre N se fait selon les

contraintes imposées sur le niveau des ondulations et sur la largeur de la bande de transition.

IV.6-Quantification :

Pour pouvoir stocker les paramétres d'un filtre évaués avec une grande précision (celle
de I'ordinateur) dans des registres de longueur finie, nous avons recours a la quantification.
Cette derniere est une méthode approximative, basée sur le principe de discrétisation des
amplitudes en un nombre fini de niveaux. La distance entre deux niveaux successifs définit le
pas de la quantification. Pour des réseaux technologiques, nous sommes amenés a décomposer
les nombres de la base 10 et de les représenter dans une autre base, le plus souvent labase 2. La
quantification dépend du type de représentation des nombres décimaux dans une autre base. |l
existe diverses fagons d établir la correspondance entre I’ ensemble des amplitudes quantifiées

et I’ ensemble des nombres qui doivent les représenter. Nous distinguons les cas suivants :

IV.6.1- Quantification par troncature:

Soit un nombre représenté sur un nombre de bits donnés b (signe non compris) en désir le
stocker dans un registre de longueur by £ b.

La troncature consiste a ignorer les (b-by) bits les moins significatifs. Le pas de
quantification est égale & 25

L'erreur résultant de cette quantification: E = x — Q(X)

Ou : Q(x) est lavaleur quantifiée de x

Dépend du type de représentation utilisee. En virgule fixe et pour la forme signe est
valeur absolue on a:

OFEE£22-2P" pour x 3 0
-(2%-2")EEE£0 pour X £ 0
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IV.6.2- Quantification par I'arrondi :

Avec les mémes hypotheses que précédemment, I'arrondi consiste a approximer un
coefficient par le niveau le plus proche. Pratiquement, ceci revient a ajouter 1 a la position
b;+1, ensuite réaliser une troncature a b; bits. (Avec la convention que la position zéro
correspond au bit le plus significatif).

L’ erreur d'arrondi est donnée par :

b b
S pEge
2 2

En conclusion, la quantification revient afaire passer le signal dans un organe.

IV.6.3- Résultats et interprétations:
Pour avoir |'effet de la quantification sur la réponse fréquentielle du filtre Figures (1V 18)-
(IV20), on prend, un filtre passe bas d'ordre 33 ,de fréquence de coupure 0,1, limité par la

fenétre triangulaire [17].

Log Magnitude filtre RIF quantiie a 4 bit
‘ T

10

‘ I
avant quantification
apres quantification

wr-dYian-— A

20F---—-+-+¥--*--AF-—-—-1AY--H--"--YAS+--VHVAA------+4

Amplitude

B0F-—-—— Ao N

I J [

|
|
|
|
|
|
|
1
40 - N B i SEREEEE EEEEEE —
|
|
|
|
|
|
|
|
|
L

I
I
I
I
|
|
| |
| |
| |
1 1
L
0.5 1 1.5 2 25 3 3.5
frequence normalisee

-60
0

FigurelV.18: Spectre d'amplitude d'un filtre passe bas avec longueur des mot quantifie
sur 4 bits.
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Log Magnitude filtre RIF quantiie a 8 bit

avant quantification
apres quantification |_|

I [}
® | ;
-O | |
E | |
3 WA B
£ |
< |
- — -
I I
| |
I I
-4 ---d4--—----—
I I
I I
1 1
2.5 3 35

frequence normalisee

FigurelV.19: Spectre d'amplitude d'un filtre passe bas avec longueur des mots quantifies

sur 8 bits.
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FigurelV.20 : Spectre d'amplitude d'un filtre passe bas avec longueur des mot quantifies
sur 16 bits.

Nous avons noté que pour les déférentes longueurs des registres considérés, I'écart
maximal se produit au voisinage de la fréquence de coupure du filtre (C'est-a-dire au niveau de
la discontinuité) et ne diminue pas automatiqguement lorsque le nombre de bits augmente. De
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part et d'autre de la discontinuité. L'écart entre les réponses fréquentielles diminue au fur et a
mesure que le nombre de bits augment.

IV.7- Simulation desfiltresnumériques RIF a phase linéaire:
IV.7.1- Typesdes signaux appliques al'entrée du filtre:
Les signaux d'entrée générés sont Figures (1V.21)-(1V.23).
Un signal X; somme de deux sinusoides dont I'un des fréquences choisies se trouve a
l'intérieur de la bande passante du filtre utilisé et I'autre complétement a l'extérieur.
Ce signal sexprime comme suite :
X1=0.2sin(2.p .f1.n)+ 0.3sin(2.p .f2.n) Avec f1=0.05 e  f,=0.25
Pour mieux illustrer nos exemple, nous avons opté quelques filtres. Les filtres simulés,
dans les exemples suivants sont :
1- un filtre passe bas d'ordre 61 de fréguence de coupure normalisée Fc=0.1 qu'on appellera:
filtre 1.
2- un filtre passe bas d'ordre 21 de méme fréguence de coupure que le précédent qu'on
appelera: filtre 2.

Ces deux types de filtres ont été synthétisés en leur, appliquant la fenétre de Kaiser avec a =7.

IV.7.2- Réaultats et interprétations:
Exemple 1 : il consiste d'appliquer a l'entrée du filtrel, le signal Xi, somme deux
sinusoides. Le filtrage seffectué selon les deux types de structures directe et FFT. Les
résultats sont illustrés par les Figures (1V.24)-(1V.25).
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FigurelV.21: Signal de fréguence normalisée 0.25.
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FigurelV.22: Signal de fréguence normalisée 0.05.
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amplitude

temps discret

FigurelV.23: Signal d'entrée defiltre 1.
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FigurelV.24 : Signal de sortie du filtre 1 selon une structure directe.
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| | |

1 1 1

1 | 1
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FigurelV.25: Signal desortiedu filtre 1 selon une structure FFT.

On constate effectivement d'aprés les Figures (1V.24)-(1V.25) citées, que le filtrage de X;
est correctement effectue. La fréquence F2 se trouvant a I'extérieur de la bande passante de
filtrel, a bien été rejetée. Cependant, nous remarquons que le signal de sortie pour les 25 ou 30
premieres valeurs est pratiquement nulle. Ceci est tres clair dans le cas de la structure directe.
Ceci sexpligue par le fait que pour tous, les premiéres termes, la convolution est incompléte,
cest la phase transitoire. |l faudra donc attendre un certain ordre pour avoir le régime
permanant et récupérer la sinusoide de fréguence F;, = 0.05.

Exemple 2 : aux entrées des filtresl et 2, nous appliquons le signal X,, somme de trois
sinusoides. Le filtrage seffectué selon les deux types de structures directe et FFT.
Les résultats sont illustrés par les Figures (1V.26)-(1V.33).
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FigurelV.26: Signal de fréguence normalisée 0.05.
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FigurelV.27: Signal de fréguence normalisée 0.25.
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FigurelV.28: Signal de fréquence normalisée 0.1.
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FigurelV.29: Signal d'entrée du filtre.
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FigurelV.30: Signal desortiedu filtre 1 selon la structure dir ecte.
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FigurelV.31: Signal desortie du filtre 2 selon la structure dir ecte.
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FigurelV.32: Signal desortiedu filtre 1 selon une structure FFT.
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FigurelV.33: Signal desortiedu filtre 2 sddon une structure FFT.

Les figures (1V.30)-(1V.31) pour la forme directe et (1V.32)-(1V.33) pour la forme FFT,
montrent que le signal de sortie est quelque peut plus distordu en (1V.33) qu'en (1V.32) et que
I'influence de la sinusoide de fréguence normalisée 0.1 est plus évidente en (1V.33) qu'en
(1V.32). Ceci sexplique par le fait de filtrel d'ordre 61 a une bande de transition beaucoup plus
étroite que celle du filtre 2 d'ordre 21, et donc une transition au niveau de la fréguence de
coupure de 0.1 beaucoup plus rapide.
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Exemple 3: al’entrée du filtre 1, nous appliquons un bruit :

40

amplitude

-30 I I I
0 50 100 150 200 250 300

temps discret

FigurelV.34: Signal d'entrédu filtre 1.

amplitude

L
0 50 100 150 200 250 300
temps discret

FigurelV.35: Signal de sortie du filtre 1 selon une structure directe

Le filtrage de bruit effectue Figures (1V.34)-(1V.35), montre que les fréquences
supérieures a la fréquence de coupure du filtrel, ont été dliminées.
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IV.8- Conclusion :

Dans ce chapitre, nous avons étudie une méthode de synthese des filtres numériques RIF
par la méthode de fenétrage temporelle. Ce concept a été introduit pour étudier, en premier lieu,
I'effet de la limitation de la durée de la réponse impulsionnele dun filtre sur sa réponse
fréquentielle et en second lieu pour minimiser cet effet.

Pour une fenétre donnée, et a partir d'un certain ordre (assez faible en générae),
I'atténuation en bande coupée reste constante, cependant la fréguence des oscillations devient
importante lorsque l'ordre N augmente. La bande de transition et inversement proportionnelle a
I'ordre N. Parmi ces fenétres, nous citions la fenétre de Kaiser. Celle-ci est sans doute celle qui
Sadapte a une grande variété de contrainte imposée sur sa réponse fréquentielle. Elle permet
d'avoir simultanément une atténuation et une largeur de lobe principale assez faible.

Nous avons introduit le concept de la quantification en I'appliquant aux coefficients d'un
filtre en précision infinie (au plus précisément celle de I'ordinateur). Nous avons constaté que
cette opération provoque une modification de la réponse fréguentielle du filtre. Cette
perturbation et d'autant plus importante que le nombre de bits aloués a chague coefficient est
réduit.

Enfin, nous pouvant dire que la simulation est une étape indispensable avant la mise en
ceuvre dun filtre numérique. Cette étape nous permet de corriger toutes anomalies associées
avec la précision limitée et de choisir le nombre de bits qui donne un bon compromis entre la
gualité de filtre (performances) et son colt.
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Conclusion générale :

Le traitement du signal est le déscipline qui développe et étudie les techniques de
traitement (filtrage, amplification,...), d’analyse et d’interprétation des signaux. Elle fait donc
largement appel aux résultats de la théorie de I'information, des statistiques ainsi qu’'a de
nombreux autres domaines des mathématiques appliquées.

Les filtres numériques a réponse imlpulsionnelle finie (RIF) sont des systemes linéaires
discrétes invariants dans le temps, définis par une équation selon au laguelle un nombre de
sortie représentant fini de nombre d’ entrée, représentant du signal afiltrer.

Nous avons cherché les coefficients d'un filtre pour répondre a une spécification
donnée. Cette spécification peut étre, dans certain cas (filtrage adapté a un signal), donnée
sous forme d’'un réponse impulsionnelle. Si cette réponse est finie, nous avons vue que les
échantillons de cette réponse sont les coefficients d'un filtre RIF. Il n'y a donc aucune
difficulté.

La spécification peut ére donnée sous forme d'un gain en fréquence. Il n'y a aors
généralement pas de filtre d’ordre fini qui répondre exactement a cette spécification. 1l est
nécessaire d’ accepter un écart a la réponse idéal souhaitée. Cet écart pourrait étre spécifié
comme un écart quadratique maximum. Cela n’est généralement pas satisfaisant. On préférera
donner des bonnes du gain dans diverses bandes de fréquences : e gabarit.

Un signa physique ne peut pas étre mesure a chaque instant de fagons continue, car il
faudrait alors une infinité de points, il est donc nécessaire de procéder a un prélévement
sequentiel sdlectif que I'on appelle un échantillon. Mais le probléme fondamental est de savoir
s le dernier représente convenablement le signal initial et d'diminer dans la mesure du
possible les erreurs de mesures. La plupart du temps, un échantillon est bruité, c'est-a-dire
entaché d'erreurs, il nous faudra une méthode permettant d'éliminer ces parasites pour cela,
nous ferons appel a des techniques du filtrage. Nous nous intéressant dans cette mémoire a
l'analyse et la synthése des filtres numériques par I'application de la transformée de Fourier de
I'échantillon.

La transformée de Fourier discréte ou TFD est l'outil permettant d'effectuer le calcul
pratique de la TFTD a I'étude de ses propriété fait apparaitre quelque différences importante
avec la TFTD. En particulier pour les indices des suites temporelles qui y sont traités modulo
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N, les notions de précision d'observation spectrale et de résolution en fréquence permettant
d'introduire les fenétres de pondération.

Dans ce travail notre intérét sest porté sur I'étude des filtres numériques a impulsion
finie, ains que leurs applications en commande électrique des systémes non linéaires. Nous
avons utilisé les méthodes de la transformée de Fourier pour calculer les différents paramétres
du filtres numériques et nous avons éabli une comparaison de leurs performances au moyen
des méthodes de synthése

Lors de cette étude nous avons appliquée la méthode de fenétrage temporel pour
synthétiser  des filtres numériques RIF. & phase linéaire. Cette méthode introduit des
perturbations dans le spectre d'amplitude du filtre calculé. Celle ci sont connu sous le nom de
phénoméne de GIBBS et se présentent sous forme de bonde de transition au niveau des
discontinuités, et d'ondulation autour de ces mémes points. Pour obtenir un bon filtre il faut
pouvoir réduire les bondes de transition et augmenter |'atténuation en bandes d'affaiblissement
simultanément

Dans ce sens des fenétres particuliéres telles que la fenétre de Kaiser est assez
performante, ce qui n'est pas le cas avec les fenétres classique qui permettent de faire
seulement un compromis entre les deux paramétres. Une fois la synthése effectue en précision
infinie, nous avons procédé a une quantification des coefficients par I'arrondi ou troncature

Et comme perspective, il est mieux de compléter cette éude par des travaux
exprémentaux et de comparer des résultats pour valider notre modéle.
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Théme:

Modélisation du filtre R.I.F par la transformée de Fourier discreéte.

Résumé:

Ce travail du projet de fin d'étude pour le cycle ingénieur, nous a permis de mettre en
évidence les propriétés du filtre numérique RIF. De tels filtres ont des propriétés attractives.
On peut en calculer qui soient a phase rigoureusement linéaire, c'est-a-dire a déphasage
proportionnel a la fréquence. Par ailleurs de tels filtres sont toujours stables lorsqu’ils sont
implémentés a I’ aide d’ une structure non récursive.

Ces filtres trouvent de nombreuses applications en traitement du signal, notamment dans
les anulateurs de bruit.

Les filtres numériques fonctionnant suivant le critere de minimisation de l'erreur
guadratique en utilisant 'algorithme des moindres carrés moyens ou récursif permettant de
réalises le filtrage adaptatif.

Motsclés:

Signal, Echantillonnage, Transformée de Fourier, Fréguence, Filtrage Numérique.



	Remerciements
	LISTE DES FIGURES
	SOMMAIRE
	INTRODUCTION GÉNÉRALE
	CHAPITREI :GENERALITES SUR LESSIGNAUX ETTRAITEMENT DU SIGNAL
	I.1- Introduction :
	I.2- Place de la théorie et du traitement des signaux :
	I.3- Modèle et mesure des signaux :
	I.4- Traitement des signaux :
	I.5- Classification des signaux :
	I.5.1- Classification déterministe – aléatoire :
	I.5.2- Classification énergétique :
	I.5.3- Classification continu – discret :

	I.6- Représentation vectorielle des signaux :
	I.6.1- Intérêt de la représentation vectorielle des signaux :
	I.6.2- Espace vectoriel des signaux :
	I.6.3- Approximation au sens de l'erreur quadratique minimale :
	I.6.4- Développement en série d’impulsions rectangulaires décalées :
	I.6.5- Développement en série de Fourier :

	I.7- Conclusion :

	CHAPITRE II:LES TRANSFORMEES DEFOURIER
	II.1- Introduction :
	II.2- Généralités sur la transformée de Fourier générale :
	II.3- Propriétés de la transformée de Fourier :
	II.3.1- linéarité :
	II.3.2- Dérivation et intégration :
	II.3.3- Translation :
	II.3.4- Symétrie :

	II.4- Transformation en Z :
	II.4.1- Généralités :
	II.4.2- Définition de la transformée en Z :
	II.4.3- Propriétés de la transformée en Z :
	II.4.4- Transformée en Z inverse :

	II.5- Introduction à la transformée de Fourier discrète :
	II.6- Introduction à partir de la transformée de Fourier d'un signal à temps continu :
	II.7 - Introduction à partir de la transformée de Fourier d'un signal à temps discret :
	II.8- Discrétisation de fréquence :
	II.9- Effet de la discrétisation de la fréquence :
	II.9.1- Propriété de séparabilité :
	II.9.2- Propriété: périodicité :
	II.9.3- Propriété :orthonormalité

	II.10- Qualité de l'approximation discrète
	II.11- Transformée de Fourier discrète des signaux périodiques :
	II.12- Transformation de Fourier discrète pour des signaux de durée illimitée :
	II.13- Propriétés de la TFD :
	II.13.1- Périodicité :
	II.13.2- Linéarité :
	II.13.3- Décalage cyclique temporel :
	II.13.4- Décalage cyclique fréquentiel :
	II.13.5- Symétrie de la TFD :
	II.13.6- Convolution et corrélation cyclique:
	II.13.7- Théorème de Parseval :

	II.14- Relation entre TFD et la transformée en Z :
	II.14.1- Reconstitution on Z :
	II.14.2- Reconstitution de la transformée de Fourier :

	II.15- Réalisation pratique :
	II.16- Transformée de Fourier rapide:
	II.16.1- Principe :
	II.16.2- FFT partagée dans le temps :

	II.17- Comparaison de la TFD et de la FFT :
	II.18- Conclusion :

	CHAPITRE III:FILTRAGES NUMERIQUES
	III.1- Introduction :
	III.2- Définition d'un filtre:
	III.3- Définition du gabarit d'un filtre :
	III.3.1- Paramètres de spécification :

	III.4- Causalité et stabilité d'un filtre :
	III.4.1- Causalité :
	III.4.2- Stabilité :

	III.5- Les filtres numériques :
	III.5.1- Introduction et définition :
	III.5.2- Filtrage numérique simple - lissage temporel :

	III.6- Synthèse des filtres numériques à réponse impulsionnelle infinie :
	III.6.1- Équation aux différences :
	III.6.2- Synthèse des filtres numériques par transformation de H(p) en H(z) :

	III.7- Synthèse des filtres numériques à impulsion finie :
	III.8- Réalisation des filtres numériques :
	III.9- Filtres numériques synthétisés par H (z) :
	III.9.1- Structure directe :
	III.9.2- Structure canonique :
	III.9.3- Structure en composants simples :

	III.10- Filtres numériques basés sur la convolution :
	III.11- Filtres numériques avancés :
	III.11.1- Filtres numériques de la valeur médiane:
	III.11.2- Filtres numérique multicadence :

	III.12- Comparaison des filtres RIF et RII :
	III.13- Conclusion :

	CHAPITRE IVMODELISATION DES FILTRESNUMERIQUES RIF
	IV.1- Introduction :
	IV.2- Les étapes de résolution :
	IV.3- Les fenêtres principales:
	IV.3.1- Fenêtre rectangulaire :
	IV.3.2- Fenêtre triangulaire :
	IV.3.3- Fenêtres de Hamming et de Hanning :
	IV.3.4- Fenêtre de Blackman :
	IV.3.5- Fenêtre de Kaiser :

	IV.4- Synthèses des filtres numériques RIF par la méthode de fenêtrage :
	IV.4.1- Présentation de la méthode:
	IV.4.2- Synthèse d'un filtre passe bas :
	IV.4.3- Interprétation des résultats :

	IV.5- Méthode de l’échantillonnage en fréquence :
	IV.6-Quantification :
	IV.6.1- Quantification par troncature :
	IV.6.2- Quantification par l’arrondi :
	IV.6.3- Résultats et interprétations :

	IV.7- Simulation des filtres numériques RIF à phase linéaire :
	IV.7.1- Types des signaux appliques à l'entrée du filtre :
	IV.7.2- Résultats et interprétations :

	IV.8- Conclusion :

	Conclusion générale :
	Références bibliographiques :
	Résumé :



