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Résumé

Nous définissons ici les opérateurs de Calderén-Zygmund et ’espace des fonctions d’oscillation
moyenne bornée et quelque propriétés de cette espace et on a besoin aussi lemmes des prépa-
rations tout ¢a pour étudie la continuité des commutateurs d’intégrale singuliére sur ’espace
LP.

Mots clés. Les opérateurs de Calderén-Zygmund, 'espace BM O, fonction maximale

de Hardy-Littelwood, Commutateurs.
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Introduction

En 1965, Calderén a défini le commutateur pour étude la continuité d’intégrale de Cauchy

sur les courbes lipschitziennes est le commutateur définie par :

T 7‘; GEELOFOM

r—y x—y

ou h € C*°(R), ¢ est une fonction lipschitziennes sur R.
Il est clair que, si h(t) = (1+it)~! alors Cy ,(f) est 'intégrale de Cauchy sur la courbe
y =@ (x),si h=1alors Cp,(f) est la transformée de Hilbert; si h(t) = t*( k est un nombre

naturel), alors Cj ,(f) est un commutateur de degré k de la transformée de Hilbert sur .

En 1976, Coifman, Rochberg et Weiss a étudié la continuité de L” du commutateur

[b, Tq] d’intégral singuliere de type de Calderén —Zygmund:
_ Q(z—y)
[b, To](f)(x) = v.p. Ty [b(z) = b(y)] f(y)dy, (A)
Rn
ou {2 satisfait la condition d’homogénéité de degré zéro, en outre €2 une fonction lipschitzi-

ennes sur S"7! et b est une fonction dans BMO(R™).

Le commutateur défini par (A) est appelé CRW-type, et CRW-type de commutateur
joue un role important dans I’étude de la régularité des solutions d’équations aux dérivées

partielles elliptiques du second ordre.

Le but de ce mémoire est étudie la continuité du commutateur

[T, b](f) = bTo(f) — Ta(bf), oube BMO,



Introduction

oud

avec (2 est une fonction convenable.
On divisé le travail en trois parties

Dans la premier partie, on donne quelque rappeles des notions essentielles qui seront
utilisées dans la suite de cette mémoire, comme la fonction maximale de Hardy et littel-
wood et le théoreme d’interpolation de Marcinkiewicz, et nous définirons ’espace BMO et

quelques propriétes essentielles de cette espace.

Dans la deuxiéme partie, on étudie dans cet chapitre une classe d’opérateurs d’intégrale
singuliére introduite par Calderén-Zygmund, généralisant la transformée de Hilbert et les

transformées de Riesz.

Dans la troisiéme partie, on étudie la continuité des commutateurs d’intégrale singuliére

dans 'espace LP.



Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires

L’objet de ce chapitre est de rappeler les notions essentielles qui seront utilisées dans la suite

de cette mémoire.

Nous définirons quelque notion de fonction maximale associée a une fonction localement
intégrable, pour obtenir certaines propriétés de diérentiation.Un théoréme d’interpolation
de Marcinkiewicz concernant les opérateurs sur les espaces L'+ L" sera également démontré.

et nous définirons 1'espace BMO et quelques propriétes essentielles de cette espace.

1.1 Espaces L? et LP-faible

Définition 1.1.1 Soient (X, u) un espace mesurée et 0 < p < oo. On pose
IP(X,pu)={f:X — C telle que f mesurable et ||f | LP(X, u)|| < oo}, avec
1
( JxlflPdp)r si 0<p<oo

supess|f(z)] si  p= 0.
zeX

1 [ 27X, )l =

Si X = R" et u la mesure de Lebesgue, on pose LP (R", i) = LP et | f | LP (R", p)|| = | f][,-

Remarque 1.1.1 Les espaces LP(X, i) sont des espaces de Banach pour 1 < p < co.



1.2. Théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz

Définition 1.1.2 Soient (X, ) un espace mesurée et 1 < p < oo et f est une fonction
mesurable de X. La fonction f est dite appartenir a ’espace LP-faible, s’il existe une con-

stante C' > 0 telle que

sup A (p{z € X 1 |f(z)] > ANY? < C < .
A>0

L’espace LP-faible note LP>°(X, i) est définie par
LP(X, ) = {f mesurable : || f[|,, o, < oo} :

ol

[fllpco = sup M({w € X | f(a)] > A7,

Remarque 1.1.2 1. [l est facile de vérifier que pour 1 < p < oo, LP(X,pu) & LP®(X, ).
On pose L= (X, p) = L>®(X, p).

2. Inégalité de Holder. Soient f € LP(X, ) et g € L' (X, p), avec 1 < p < oo et % +I% = 1.
Alors f-g€ LY X, p) et

Ir-gt 2l < 171 22l o 2G|

1.2 Théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz

Soient (X, u1) est (Y, ) deux espaces mesurées. Soit 7" un opérateur definie sur I'espace des
fonctions mesurables sur (X, x, 1) a valeur dans I'espace des fonctions mesurables sur (Y, v).

On dit que T sous-liniéaire si pour toute f, g mesurables et A € C

T(f + )| <|TNHI+ 1Tl TN = AT

Le théoréme suivant est dit théoréme d’interpolation de Marcinkiewicz.

Théoréme 1.2.1 Soient (X, pu) est (Y,v) deux espaces mesurées et 0 < py < p; < 00 .
Soit T un opérateur sous-liniéaire défini sur LP°(X, u) + LP*(X, u) a valeur dans l’espace
des fonctions mesurables sur (Y,v). On suppose qu’il esiste deuz constantes Co, Cy > 0 telle

que pour tout X >0 et f on a:



1.3. Fonction maximale de Hardy-Littelwood

v({z e X TH@)] > 0D < (LS ly) s

P1
v{x e X |Tf(x)] > A}) < (% Hprl’ﬂ) , pour tout p, < oo.

Si p, = o0, on suppose que T : L>®°(X, u) — L>®(Y,v). Alors T est borné sur LP(X, u)

pour tout pg < p < p1, c’est a dire qu’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout

f € L(X, p)

1p 1p

[rrera) <c| [irara

Preuve. voir [1] =

1.3 Fonction maximale de Hardy-Littelwood

Nous allons commencer a donner la définition de la fonction maximale de Hardy-Littlewood,

qui joue un roéle trés important en analyse harmonique.

Définition 1.3.1 Supposons que f est une fonction localement intégrable sur R™, i.e.f €

Ll

loc

My(z) = sggi @ — )l dy,
ly|<r

M est aussi appelé 'opérateur maximal de Hardy-Littlewood.

pour tout x € R", la fonction maximale de Hardy-littlewood M [ est définie par

(1.3.1)

Parfois, nous avons besoin d’utiliser les fonctions maximales suivantes. Pour tout f €

Ll

loc

(R ) et r € R ,
( ) r>pl‘Ql' T" p ‘ Yy

ou et ci-dessous Q(z,r) désigne le cube de centre x et avec longueur r.

mesure de Lebesgue de I’ensemble E. Plus généralement,
M f(z —Sup /If )| dy,
x| Q)]

lorsque la supremum est pris sur tous les cubes ou boules () contenant x.

(1.3.2)

|E | indique la

(1.3.3)



1.3. Fonction maximale de Hardy-Littelwood

Remarque 1.3.1 Par (1.3.1)-(1.3.3), 1l est facile de voir qu’il existe constantes
Ci(i =0,1,2,3) dépendant que de la dimension n tel que

CoM [f(z) < Cle(f) < CoM' f(x) < CsMf(x), (1.3.4)
pour tout x € R™.

Remarque 1.3.2 La fonction mazimale de Hardy-Littlewood M n’est pas bornée.sur L' (R™).

Nous ne considérons le cas n = 1. Prenez f(z) = X|o (), alors pour tout x > 1, on a

2z
Mi@) = o [ flody = 5
0
donc . -
/./\/lf(a:)dx > /Mf(x)d:z; > /%d:c = 0.
R 1 1
Alors la fonction mazximale M n’est pas bornée sur L' (R").

Remarque 1.3.3 La foncion mazimale M est bornée sur L™ (R™), on vérifier que

[IMFlloo < N fllo > on a

[ 1wl < Ul [ dan a0
B(z,r) B(z,r)

= Bz, )/l
on divise sur |B(x,r)| donc
1
B oen f)ldy < |/l -
Alors
Ml < 1fll -

Théoréme 1.3.1 Soit f une fonction mesurable sur R™.
(a) Si f e LP(R™), alors Mf est finie presque-partout ;
(b) Si f € LY(R"), alors pour tout X\ > 0, il existe une constante C = C(n) > 0 telle que:

o e B MI@) > A} < S



1.4. L’espace BMO

(c) Si felP(R")(1<p<o0), alors Mf € LP(R™), il existe une constante C' = C(n,p) >
0 telle que
IMAN, < CHLIL -

Preuve. Pour la preuve voir [1]. =

1.4 L’espace BMO

L’espace des fonctions d’oscillation moyenne bornée présenté la premiére fois par John.
F et L. Nirenberg en 1961, dans le cadre des équations aux dériveés partielles. Dans
de nombreux problémes d’analyse harmonique, des propriétés sont fausses pour L*> mais
deviennent vraies & condition de considérer ’espace BMO.

Premiérement, nous introduisons la définition de ’espace des fonctions BM O sur R".

Définition 1.4.1 Soit f une fonction localement intégrable définie sur R™
1
1/ 5o =sup —; | |f(z) — foldz,
Q |Q!Q

ol on prenant le supremum over dans tous les cubes Q C R", et

1
fo=1g Q/ f(w)dy,

définir
BMO Rn {f € Lloc : HfHBMO < OO}

est l'espace des fonctions d’oscillation moyenne bornée.

Définition 1.4.2 Soit f € L} _(R"), L'opérateur de fonction ( sharp function) M*f de f
définie par

M*f(z) = sup —: /If — foldy, =z €R",
Qa2 |Q)|

ot ) est un cube de R™.



1.4. L’espace BMO

Définition 1.4.3 Soit f est un funcion d’oscillation moyenne bornée. Alors f € BMO (R")
si et seulement si M*f € L®(R").
Notons || f|| grio = HMﬁfHOO, la norme de BMO de f . Notez que

| fll g0 =0 si f = constante.
Par conséquent, un élément de BMO est en fait une classe équivalente. Plus précisément
f =g dans BMO <= f — g = constante.

Corollaire 1.4.1 .

1. Les fonctions de BMO sont localement p-intégrable, si 0 < p < oo , mais ne doivent

pas étre localement bornée.
2. BMO est un espace de Banach.

3. Les moyennes des cubes adjacents sont comparables.
Remarque 1.4.1 . Voir [1,6]

1. Si f € BMO (R"™) est h € R™ alors f(-—h), la définition de f satisfait que f(-—h) €
BMO(R™), et

||f( - h)HBMO = ||f||BMO‘ (1-4~1)

2. Si f € BMO(R™) et h € R", A\ >0, alors f(Ax) € BMO(R") et
1f ) saro = 1f [ paro - (1.4.2)

3. Si f € BMO(R"), alors

1
f Nsupinf—/fx—adx.
|| ”BMO 0 ) ’Q‘Q ‘ ( ) ’

4. L*> est contenu dans BMO(R") et || fll garo < 21| fll oo -



1.4. L’espace BMO

5. Supposons qu’il existe un A > 0 tel que pour tous cubes QQ de R", il existe un constante

Cq telle que
1
sup—/ |f(z) — Cgldx < A.
Q Q|
Q
alors f € BMO(R") et || f]l g0 < 2A.

Proposition 1.4.1 Soit f une fonction localement intégrable, on a

1 41 o < supgintuce g [ 1£(2) = al o < /o
Q

2. M* (| f]) (x) < 2M*f(x).

Preuve. La seconde inégalité dans (1) est immédiate. Pour prouver la premiére, note

que pour tout a
[15@) = faldr < [ 1) = aldo+ [~ foldo <2 [ 7() - al e
Q Q Q Q
Maintenant, divisez les deux cotés par |Q)|
1 1 2
— — d — —ald — d — —al|dx. (1.4.
|Q|Q/|f<x> fal xs|Q|Q/|f<:c> | x+Q/ra fal xS‘Q|Q/|f(x) ol dr. (143)

Prendre la borne inférieure sur I’ensemble a puis le supremum sur Q).

L’inégalité (2) résulte de (1) (avec a = |fg]|) depuis
1 1
— — d — — dx.
'Q'Q/ 1))~ Ifoll dr < 'Q'Q/ () ~ fol dr

Donc
ME(|f]) (x) < 2M* f ().

Ce qui termine la preuve. m
L’inégalité (1) définit une norme équivalente & ||.||5,,0, celui qui fournit un moyen de
montrer que f € BMO (R"), sans utilisant de sa moyenne sur (. Il suffit de trouver une

constante a (qui peut dépendre de Q) telle que

1
fQ—@Q/W)—ardxso,

10



1.4. L’espace BMO

avec (' indépendante de Q).

Il résulte de (2) que si f € BMO (R™) alors |f| est aussi en BMO (R™). Cependant,
I'inverse n’est pas vrai. Cela confirme ce que suggeére la définition: étre dans BMO n’est
pas seulement une question de taille. Il est clair L (R") € BMO (R"), mais il ya aussi

illimitées fonctions de BMO (R™). L’exemple typique de R est

log (ﬁ) lz] <1,
0 |z] > 1.

fx) =

Mais il est facile de voir que la fonction sgn(x)f(x) ¢ BMO (R") méme si f est sa valeur

absolue.

1.4.1 L’inégalité de John-Nirenberg

Théoréme 1.4.1 ( Inégalité de John-Nirenberg). Soit f € BMO (R™). Ensuite, il
existe deux constantes C7 et Cy, ne dépendant que de la dimension, tels celle donnée un

cube @ dans R™ et tout X > 0,
o € Q: |f(z) — fol > A} < C1|Q| e W lsuo. (1.4.4)
Preuve. Voir livre [3]. =

Corollaire 1.4.2 Pour tout p,1 < p < o0,
1/p

1 P gy
11 =500 | o1 Q/ @) — foldz |

est une norme équivalente sur BMO (R™).

Preuve. Il suffit de prouver que [|f[|, , < C, || f||, car I'inégalité inverse est immédiate.

Par 'inégalité de John-Nirenberg

(e o]

/rf<x>—fQ|pdx - /pv—lme Q: 1f(x) — fol > A} dA
Q

0

< O |Q|/p)\p_16_c2)\f”*d)\.
0

11



1.4. L’espace BMO

Faire le changement de variables s = CyA || f]|,, alors on obtient

o0

p
Cip (%) /splesds
0

= CipGy"T(p) 115

IN

1 P
@Q/\f(:v)—fd dz

ce qui donne 'inégalité cherchée. m

Nous avons immeédiatement obtenir le suivant.

Corollaire 1.4.3 Soit f € BMO (R"), il existe A > 0 tel que pour tout cube Q,

L/e|f(x)fQ|dx < 0.
|Q|Q

Corollaire 1.4.4 Soit la fonction f supposons qu’il existe deux constantes C,Cy et K telle

que pour toute cube ) et X > 0,
[{z € Q:f(2) = fol > A} < C1 Qe ME,
alors f € BMO (R").

Théoréme 1.4.2 [5/Soit 1 < p < oo et f € LP(R"), il existe un constante C, indépendante
de f, ne dépendant que de n et p

G A, < [[pEf, < Gl

et donc

f € LP(R") <= M*f ¢ LP(R™).

12



Chapitre 2

Intégrale singuliére

2.1 Les opérateurs de Calderon-Zygmaund

Les opérateurs d’intégrale singuliere apparaissent naturallement dans de nombreux prob-
lémes, notamment d’équations aux dérivées partielles ou de théorie du potensiel. Nous nous
bornerons dans cet exposé a étudier une classe d’opérateurs d’intégrale singuliére introduite
par Calderon et Zygmund. Les méthodes utilisées pour prouver la continuité sur L? de tels
opérateurs sont souvent trés proches de celles avec lesquelles on treite d’autres intégrales
singuliére( comme la transformée de Hilbert le long d’une courbe)

Précisons un peu le type d’opérateur dont nous allons parler par noyau standard sur

R™, classiquement un opérateur d’intégral est défini sur D (R") par une formule du type

To (z) = / K (2.) @ (y) dy. (2.1.1)

On doit imposer & K des conditions pour que cet intégrale existe par exemple, s’il existe
f € L} (R") telle que

loc

K (z,y)| < f(=,9), (2.1.2)

la fonction K s’appelle le noyou de 'opérateur T'. Il existe des noyau qui ne satisfant pas la

|z—y|

condition (2.1.2) par exemple K (x,y) = 2 ( o ) Jz —y|™". Ou Q une fonction intégrable

sur S"! d’intégrale nule alors (2.1.1) doit s’interpéter comme une valeurs principale

Ty (x) = lim K (z,y) ¢ (y) dy.

70 S |z—y|>e

13



2.1. Les opérateurs de Calderén-Zygmaund

Définition 2.1.1 Soit K € L}, (R™\ {0}) telle que

|K (z)| < Blz|™" ,Vz #0,B > 0; (2.1.3)
/ K(z)dr =0, V0 <71 <R < +00; (2.1.4)
r<|z|<R
|K(x —y) — K(z)|de < B,Vy # 0. (2.1.5)
|z|>2]y|

La fonction K s’appelle le noyau de Calderdn-Zygmund.

Théoréme 2.1.1 Soit K un noyau de Calderén-Zygmund pour € > 0 et f € LP(R™)
(1<p<+400). OnposeT.f (x / K(y y)dy. Alors

ly|>e

LTLfl, < Apllfll,, Ap est indépendant sur € et f.

2. Vf e LP(R"), lim.oT.f existe dans LP (R"), il existe T telle que

Tf(z)=lm [ K(y)f(z—y)dy.

e—0
ly|>e

3NTSI, < A llfll, Ve L7 (R") (1 < p < +o0).
Remarque 2.1.1 T s’appelle l'opérateur d’intégrale singuliére de Calderon-Zygmund.

Théoréme 2.1.2 (décomposition de Calderon-Zygmund de R")  Supposons que f
est une fonction intégrable positive sur R™. Alors pour tout X > 0 fixé, il existe une suite
{Q;} de cubes dyadiques disjoints deux o deuzx (ici par disjoints, nous voulons dire leurs

intérieurs sont disjoints), telle que:
1. f(x) <X V¢ UQ,; presque partout;

2. U, @ <

s

3.A< @/f(a:)da: < 2"\
Qj

14



2.1. Les opérateurs de Calderén-Zygmaund

Preuve. Pour la preuve , voir [1] m

Théoréme 2.1.3 (décomposition de Calderon-Zygmund d’une fonction) Supposons
que f € LY(R™). Pour tout fite X > 0 , il existe une suite {Q;} des cubes dyadique disjoint

deux o deux et deux fonctions g,b tels que:

(1) f(z) =g(z) + b(z);

(ii) [g(x)] <277, r € R" presque partout;
(i) gl < CNH Nl pour tout 1 < p < oo;

(iv) b(z) =0, r € R™\ U Q; presque partout;

J
(v) /b(m)dx:O,j: 1,2,---
Qi

Preuve. On appliquer la décomposition de Calderén-Zygmund sur R™ pour f et A > 0,

on obtient une suite des cubes dyadiques disjoints {Q;}, tels que

f(z) < X presque partout x € R™\ UQj;

J

1
P CESI T
J
et

/\<—/f )dx < 2"\, pour tout j =1,2,-
IQJI

Maintenant nous définissons g(m) et b(x) comme suit:
f(x) si weRM\(J
J
9(@) =1 _
Q—ﬂ/f(x)dx si. v€Q;, J
et
0 si re R\ JQ;
J

b(x) =
f(x)—@/f(x)dx si. z€Qy, j=1,2,---

15



2.1. Les opérateurs de Calderén-Zygmaund

On a f = g+ b. On sait que

Qj

Par théoréme(2.1.2), on a

|9()]

IN

<

<

[ywriz = | f(as)—@ij, /f(y)dy di

Qj

_ /f(g; z - |Q]’/f dy/dm
Qj
- /f czx—/f

( .
|f ()] si zeR\|JQ
J
67/|f(x)|dx si. v€Q4j=1,2,---.
\ .
( A osi xER”\UQj
J
\ 2"\ st x €@, =1,2,---
2" \.

Ce qui montre (ii). Pour (iii), on sait que pour F' = R™\ U Q;

gll?

J

= Z/ Plg dm+/() g(x)dx
< )o@y / (z)dx + AP / (z)dx

J F

_ Qn)\l’lz/f Jdx + NP 1/f( )dx

JQJ

< CNTHIfIl-

C’est seulement (iii), et la preuve de théoréme (2.1.3) est terminé. m

Démonstration. ( théoréme de Caldéron-Zygmund )

16



2.1. Les opérateurs de Calderén-Zygmaund

Etape 1. On démontre que 7. : L* (R") — L?(R"). Soit € > 0, on pose K. (z) =
K(2)X{jz)5¢} () donc T, f(z) = K * f(x). Il est clair que

K- ()] = [K (@)X (apze (@)] < [K(@)] < Bla|™, 2 € R"\{0}

et

/ K(z)|de = / K (@)xqpiey )]

r<|z|<R r<lz|<R

0 si e>R

|K(x)|de =0 if ¢<R.

max(r,e) <[z|<R

En suite, nous allons montrer que K. aussi satisfies (2.1.5).
En effet, pour toute x,y € R™ avec y # 0 et || > 2|y| on a:
a. Siz,x —y e B(0,¢), alors K.(z) = K.(x —y) =0.

b. Si z,z —y ¢ B(0,¢), alors K.(z) = K(z) et K.(z —y) = K(x — y), dans ce cas K.
satisfie (2.1.5).

c. Six ¢ B(0,¢) et x—y € B(0,¢), alors nous avons |z| < |z — y|+|y| < 2c et e < |z| < 2e.

Par conséquent, nous avons que

|Ko(x —y) — K (z)]dx < / |K.(x)| de < CB.

|z[>2]y] e<|z|<2e

Ou C est indépendante de ¢.

Par la méme fagon, nous pouvons prouver quand =z € B(0,¢) et x —y ¢ B(0,¢), K.

satisfie (2.1.5).

Par le théoréme de Plancherel, ||T.f||, = ||K. * f||, = || FK.- Ffll,. Si on démontre

qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout £ > 0,

sup |[FK.(§)| < CB (2.1.6)

5€Rn
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2.1. Les opérateurs de Calderén-Zygmaund

alors ||T.f]l, < CB|Ffll, = CB|f|,. En fait, pour { € R,

FE(§) = lim e 2 K (1) dx
lz|<R

= }%EI;O /eQ“ingE(x)dQ:—i- / e MK (x)dx
lz|<1g e <lzI<R

Par la condition |K (z)| < B|z|™" ,V2 #0,B > 0 et / K(x)dr=0,Y0 <7 <R <400

r<|z|<R
on a:

I (€)= / 2R (1) gy — / K.(2)da

a_
e<|z|<{g

IA
e

||

Ce qui donne

L0l [ Jal|K.Aa)|do < Cab.

1<
Considérons maintenant I, Prendre y = 2é|2> donc e?™¥€) — 1. Ainsi
I, = / e MEVER (1 — ) dx
e <lz—yI<R
= — / e K (1 — y)da
& <|lz—y|<R

€]

- / PR (w — y)da + ,
o <lal<R
ou
J = / e 2K (2 — y)dx — / e K (1 — y)da.

a a —
‘§|<|I|SR ‘§|<|‘T y|I<R

Nous avons donc

[K.(z) — K.(x — y)] e > dz + %

18



2.1. Les opérateurs de Calderén-Zygmaund

Que |y| = ﬁ et a > 1, nous avons que

[ K@Kl < [ K@) - K-yl de
e <lz|<R || >2[y|

CB,

Tel

IN

ou C, B sont indépendants de ¢, &.

D’autre part, soit £ la différence symétrique des deux ensembles {x : % < x| < R} et

{ |§| <|z—yl < R} , puis

7] s/m(x—yndx.

Notant que |y| = 557 et a > 1, il s’ensuit que

2\£|

Bcfr: g bl < Ul g ski<on),

Donc par (2.1.3), implique que

] < / K.(z - y)| do + / K.z - y)|dr < CB,

ou C, B sont indépendants de ¢, &.

Résumez tous au-dessus on obtient (2.1.6), donc {7.} est uniformément bornée dans ¢ sur

L2(R").

Etape 2: Maintenant, nous montrons que 7. : L' (R") — LY (R"), et la limite est
indépendante de €.
Pour chaque f € L'(R") et A > 0, par la décomposition de Calderén-Zygmund d’une
fonction (théoréme 2.1.3) nous pouvons obtenir une suite des cubes {Q),} et deux fonctions

g, b, telle que f = g+ b qui satisfont aux propriétés suivantes:

(@) llglls < OXISly lg(@)] <27\, @ € R" presque partout;

(b) A< 2; I/ |f(x)|dx < 2"\,  pour tout Q;;
Qj
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2.1. Les opérateurs de Calderén-Zygmaund

(© > 1@< 1l

(d) b(x) Zb / x)dx = 0, supp b, CQJest||b||1<2/|f )| dz.

Qg QJ

Comme T, f(z) = T.g(x) + T.b(x), nous avons que

{z e R": |T.f(x)| > A} <

{x eR": |Tog(z)| > %}' + Hx eR": |T.b(z)| > %}'
= I+ Iy,

la premiére étape et (a) impliquent que

2\ AC AC
s (3) [ima@pa <5 flora<<im,.
R" Rn

Pour estimer I, soit @} = 2y/n@Q); le cube dont le centre est le méme que Q; et le coté est

2y/n fois celle de Q;. Soit E* = ; @, alors (c) implique que

* Cn
2 <Yl < s,
Ainsi
* * A
I, < |E*|+ {x ¢ B |T.0(z)| > 5}‘
Ch, 2
< s+ [ bl
R\ E*
Notez que |T.b(x)| < Z |T.b;(z)|, il suffit de prouver que

> [ mb@lds<csl,. 2.17)

Notons au centre de (); par y;.

Puis par la condition / |K(z —y) — K(x)| dr < B,Yy # 0, nous avons

|lz[>2]y]

20



2.1. Les opérateurs de Calderén-Zygmaund

[ @l < [ 1K =0 - Ko - )l b)) dyda

R\ E* R™MQ7 Qj

s/|b [ 1K= 9) = Kol = )| dedy

Ro\Q;
< o8 [ )l <208 [ 1)y
Qui avec (b) et (c) les rendements (2.1.7). Il s’ensuit que 7. est d’une faiblesse type (1,1)
et sa limite est indépendante de € ou f.

Etape3 : Maintenant, nous allons montrer que 7. : LP (R") — L (R") (1 < p < 0).

Appliquer le théoréme d’interpolation de Marcinkiewiz nous savons que 7. : LP — LP pour

1 <p <211, <cllfl, Ve > 0, f € L(R").

On montre que 7. : LP — LP (2 < p < 00). On sait que Vg € LPI(R”)(% + 1% =1), on a:

[t = [ K01 - s

. _ ZZKE(xy)f(y)dyﬁ(fE)dx
-/ /Kg(x—y)ﬁ(w)dm I(y)dy
- ZTEgZ;f(y)dy

Nous laissons 7. et étre Popérateur dual de 7%, puis Tog(y) = K.*g(y), ot K.(z) = K.(—x)

pour tout z. On montre que K est un noyau de Calderén-Zygmund on a:
T.9(a) = K.+ gly) = [Rele— y)g(a)da.
Rn

alors K verifier les 3 conditions de Calderén-Zygmund.
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2.1. Les opérateurs de Calderén-Zygmaund

3. /’f((x—y)—K(w)‘dx: / |[K(y —x) — K(—x)|dx

|| >2[y| || >2[y]

- / K(t— (~y)) — K(t)] dt < B.

[t1>2]—y|

Alors K est un noyau de Calderén-Zygmund. Clair que K. est satisfait toutes les con-
ditions de K. Ainsi, 7. : I” — L¥ (]% + z% = 1). Ainsi pour tout f € LP(R™) nous avons

que

IT.fl, = sup /Tsf(x)g(x)dx

llgll,» <1

— s | [f@) Tyt

lall<t | J
< Al s |[Tg| < AlfI,.
llgll,» <1 P

A, est indépendante de f. Ce qui termine la preuve de (i).

En suite, nous allons montrer que pour tout f € LP(R")(1 < p < o0), T'f existe est
la limite de{7.f} dans LP. Supposons d’abord que f € D (R"™), pour tout y (y # 0) nous

souhaitons obtenir

S

[1i= - f@riz) <cll 2.18)

En fait, a partir de
d
%ﬂx —ty) =(Vf,—y) (z —ty),
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2.1. Les opérateurs de Calderén-Zygmaund

et par la suit

flx—y)—flz) = [ flz—ty)dt

(Vf,—y) (z —ty)dt

o O~

|y|

<vfa _g> <$ - 8y> dS,

I
o

ou ¥ = L. Ainsi
ly]

3=

|yl P

/If(:c—y)—f(a:)l”da: = /(Vf,—gj) (x — sy)ds| dx

Rn

S
~
=
ﬁ-\
(e}

IN
o\
\
<
b
|
S
w
|
V2]
=
S
oY
&
QL
Vo)

Maintenant, supposons 0 < 1 < € alors (2.1.8) et (2.1.3) implique que

1

ITof ~Tofll, < t/|K@n /um—w—f@W¢v dy

n<ly|<e

<c [ Kl
n<lyl<e

< CB.—0 (tant n,e — 0).

Ceci montre que pour toute fonction f dans D (R"),{7T.f} est une suite de Cauchy dans
LP(R™), donc il existe T'f € L? telle que

lim 7.7 — T}, = 0.
Il suit immédiatement que

ITfIl, < ITf = Tefll, + I Tefll, < NTF = Tefll, + Ap I,
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2.2. Applications

donc
171N, < Apllfll,-

Pour toute f € LP(R™) et 6 > 0, il existe g € D (R") tel que f = g+ h et ||h]| < §. Ainsi

pour toute 0 <1 < ¢,
HTnf - Tapr ||T77f - Tng + Tng +T.9—1T.9 — Taf”p
1T, f =T/, < (50 = 9ll, + 1T — Tegll, + [11:(9 — NI,

< A f—=gll, +1Thg — Tegll, + Apllg — £,

— 2A,6,tant n,e — 0.

Depuis ¢ est arbitraire, nous concluons que {7.f} est encore une suite de Cauchy dans

LP(R™), pour tout f € LP(R™) il existe donc T'f € LP, telle que
lim [T ~ 7.7, = 0 et [T7], < A, |,

Ceci termine la preuve du théoréeme (2.1.1). m

2.2 Applications

Considérons maintenant une dilatation 0. dans R™. Définir d. f(z) = f(ex) pour tout € > 0
et x € R™. Supposons que T'f = K * f, et T commutent avec la dilatation, i.e T6. = 0.7
Puis le noyau. K(z) de T satisfait :

K(ex) = e K (x). (2.2.1)

La formule (2.2.1) montre que K est homogéne de degré —n. Ainsi, nous peut réécrire

K(x) comme % ou () satisfait la condition homogene de degré zéro i.e
Q(A\x) = Q(x), (2.2.2)
dans ce cas, les deux conditions (2.1.3),(2.1.5) et satisfait :

1. |K(z)| < % & |Q(£)| < B, pour tout £ € S*7;
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2.2. Applications

2 [ K d:c—O@/

r<|z|<R
la mesure de Lebesgue.

= 0; oll o est une mesure sur S !, induite par

3. La condition (2.1.5) sera changé pour une condition plus forte dini :

1

/woo(t)dt < 00,

t
0

ou

Woo (1) = sup  |Q(F) — ()]

&,yesSn—1,|2—y|<é

La condition (2), est par I’égalité suivante:

[ s ] oo

r<|z|<R r §n—1

log—/Q Ydo (&

Remarque 2.2.1 La condition indiquée ci-dessue est appelée L>-Dini condition .

Théoréme 2.2.1 Supposons que ) est une fonction homogéne de degré 0, borné sur R"

avec
/ Q(£)do(z) =0,
Sn—l
et
1
/mdt < 00
; .
0
Soit

.50 = [ |(|n)f(:r— y)dy,

ly|>e

pour tout f € LP(R™),1 < p < oo. Alors

i) Il existe une constante A, indépendante de f,e telle que ||T
p p

(ii) 1l existe T f tels que lim._oT.f(z) =T f(x) dans LP norme;

(i) [Tfll, < Ap[lfll, -

25
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2.2. Applications

Preuve. D’apres le théoréme (2.1.1), on pose K(x) = ?ﬂf‘ﬁ)

L Q(x)] < B= |K(2)| < 7=

2. / K(x dx_0<:>/ = 0.

r<|z|<R

Par théoréme de Calderén-Zygmund il suffit de verifier / |K(x —y) — K(z)|dx < B.

|z|>2]y]

On a

Blo—y) K@) = Q(wr;y—)y_r"%)*“(x)(rx—lyr"‘|:c1|”>

= L+ I

Quand |z| > 2|y| avec 0 < 6 < 1, nous avons que

3
2= 0y] < Jol + Iyl < 5 Ja].

et
1
| =yl = |2] = |y = 5 |«].
Ainsi )
1 1 — Oyl™™
R = cllle =6l o ol (2.2.5)
|2~y [ —y[" || 2|
On a
1] < @) —r < €0, .
" ki
D’autre part, quand |z| > 2|y|, on verifier que ﬁ — &l < 2%7

r—y xz . r—y r—y Y
lz =yl || lz—yl |z |z
1 1 Y
< |z —yl T
le—yl  Jal| " |]2]
T T—y
< oyl [EEE A Y
|z —y| 7| 2|
ol bl
2| x| 2]
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2.2. Applications

Alors
r—y
lz—yl |z~

Donc a partir de (2.2.5) et (2.2.6) , il s’ensuit que

/\K(x—y)—K(x)mm < /|Il|d:z:+ / | do

(2.2.6)

x|

|z[>2]y]| |z|>2]y| |z|>2]y|
< [ G @) w5
lz —yl lz| )| |z =y
|z|>2]y|
dx
+QMMW|/-ﬁm
|z
|z|>2]y|
< C / o (2|y|>
x| ) |x]"
|z|>2]y|
oo J /
_ C’//woo (2'%‘) do(#) "+ C 9.,
2Jy|Smn—1

1
< ¢f=Bsrcpa), <5

0

Ceci termine la preuve. ®

Remarque 2.2.2 Si K(z) = ?x(fﬁ), ot §2 une fonction homogéne de degré zéro, alors Tq

défini par
Taf(z

’ y)dy, (2.2.7)

est aussi appelé un opérateur d’intégrale de noyau singuliére homogéne.

Les deux théoréme (2.1.1) et (2.2.1) montrent que la limite d’opérateur d’intégrale sin-
guliere de Calderén-Zygmund de la norme LP et unique avec un noyau homogeéne.

Il existe une famille d’opérateur tranquée tel que tous deux des opérateurs de type
(p,p)(1 < p < o0), dans la suite nous allons donner une discrimination positive réponse en
introduisant 'opérateur maximal d’intégrale singuliére, et nous allons montrer que T, est

de type faibles (1,1), bornée.
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2.2. Applications

Supposons que Tq est un opérateur d’intégrale singuliére définie par (2.2.7), ou € ho-
mogene de degré 0, bornée et satisfait (2.2.3) et (2.2.4). Pour tout f € LP (R™) (1 < p < o0),
on pose

Tof(x) = sup |To. f(z)|

e>0

ou Tq . est définie par

Touf@) = [ f;ﬂ>f<x—y>dy, c>0.

ly|>e
Ensuite, nous allons formuler une inégalité ponctuelle des T§;.
Lemme 2.2.1 (Inégalité de Cotlar ) Il existe deux constantes Cy,Cy > 0, telle que
Tof(x) < CiM(Taf)(x) + CoMf(x), (2.2.8)

pour tout f € LP(R™)(1 < p < 00) et x € R", ot M est la fonction mazimale de Hardy-
Littelwood.

Preuve. Soit K.(z) = |z]™" Q(z)X{jz>} (). Choisissez p € S(R") une fonction posi-
tive, a support compact et radiale telle que supp(¢) C {x: x| < 1} et

/@(x)dx = 1.

R

Sans perte de généralité, on peut supposer que ¢ (|z|) est décroissante en |z|. On a
lir%KE*gozK*gp.
£—

Maintenant on pose ®(z) = K * ¢(z) — K;(z). Comme K est homogene de degré —n, nous

avons que pour € > 0

O (z) = p.x K(z) — K. (), (2.2.9)

ou

Par (2.2.9) pour tout f € LP(R"), on a

Toof(z) = Ko x f(x) = (@, x K) * f(x) = e+ f(2). (2.2.10)
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2.2. Applications

D’autre part, pour chaque n > 0 et x € R"”, on a

(0o % Ky) # f(2) = @e * (Ky x [) (2) = @c % (Tanf) ().

Supposons ¢, € LY. Puis ¢, * K, converge vers ¢, * K dans LP, comme 1 — 0, on trouve

que Ty, f converge vers Ty f dans L*°. Ainsi

(0o % K) x f(x) = o % (Taf) (2).

Cette formule avec (2.2.10) implique que

Toof(z) = ¢, % (Taf) (z) — . = f(x). (2.2.11)

Ensuite, nous allons prouver que peut étre dominé ® par une fonction radiale intégrable
quand |z| < 1,
B(e) = K@) = [ lo (@ —y) - ola)] K(5)dy
R
Notez que K(y) = |y| " Q(y), ¢ € D(R") et suppp C {x: |z| < 1}. Est clairement ® est
bornée lorsque |z| < 1. En outre, lorsque 1 < |z| < 2, ® est encore bornée. Lorsque |z| > 2,

nous avons que

d(z) = /K(:v—y)w(y)dy—f((w)

= [ K@)~ K)oy
ly|<1
Puisque
N 10 R o NN IS B
K-y - Kol < B BON oy | Lo ),

la preuve du théoréme (2.2.1) implique que
. 9
[K (2 —y) = K(2)] < Clz] " we o)
Ainsi, lorsque |z| > 2, |® ()| < C |2] " wao (%) Depuis §? satisfait (2.2.5), on a

U(z) = sup |®(y)l,

y|=]x|
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2.2. Applications

doit étre intégrable. Nous obtenons qu’il existe C,Cy > 0, tels que

T f(x) sup [Tof(2)]

e>0
sup [, * (T f) ()] 4 sup |®. * f ()|
e>0 e>0

CLM (Tof) (z) + CoMf(2).

IN

IN

Ceci qui termine la prouve. m

Remarque 2.2.3 Puisque M et Tq sont les deux opérateurs de type (p,p), il suit immédi-
atement que T¢, est de type (p,p).

Théoréme 2.2.2 Supposons que §2 est une fonction homogéne de degré 0, borné, et satisfait

2.2.8 et 2.2.4. Alors T¢y: LP (R") — LP (R™) (1 < p < 00) et Tgy : L' (R™) — LV (R™).

Preuve. Il suffit de montrer que T3 : L' (R") — LY (R"). L’idée de la preuve est
la méme que celle du théoréme (2.1.1). Pour toute f € L' (R™) et A > 0, en utilisant

décomposition de Calderén-Zygmund, nous avons f = g + b et une séquence de non-cumul

des cubes {Q;}. Ainsi
Hz : T5f(x) > A < |Sx: Tog(x) > ST Tob(x) > 5 (] (2.2.12)
Comme [|g||2 < O f|l, est Tg : L? (R™) — L2 (R™), nous avons
* A -2 * 112 1
z: Tog(w) > 5 < CX7 Tyl SOXHer

Maintenant désigne le centre de Q; par y;, et le longueur de sa coté par d;. Soit S; = 2v/nQ);
est £ =U,;S;. Ainsi

Bl < YIS =) _Cnljl
7 J
Cy
< -

Alors
Haz :Tog(x) > %}' <|E|+ Ha: € E°:THb(x) > %H : (2.2.13)
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2.2. Applications

On fixé x ¢ F est € > 0, puis

To.ble) = 3 [ Ko~ y)biw)dy.

7 Q;

Nous considérons les trois cas suivants du @Q); :

1. pour tout y € Q;, |[r —y| < e.

2. Pour tout y € Q;, |[vr —y| > ¢.

3. Il existe y € Q;, telle que |z —y| = €.

pour le premier cas K.(z —y) =0, donc T b(z) = 0.

Pour le second cas K.(z —y) = K(x — y), donc

/Kgm—y)bj(y)dy - / K(x — ) — Kz — 4;)] by(y)dy
Qj

IN

@i
1@ =) = K= )| i) .
Q;

Quant a la troisieme cas, remarquerez que x € CgE C 5%, il existe deux constantes C), et
C, seulement en fonction de n tel que Q; C B(x,7), ot B(z,r) est une boule fermée de

centre x et de rayon r = Che. Siy € Qj, on a |z —y| > C.e. Donc pour tout y € @),

Koo —y) < o) (G

o=l =
Alors
[EG-wbdy| < [ Ko=)l by
Qj Q;NS(z,r)

< Clof e / b)) dy

S(z,r

)
i/
< b(y)| dy.
S ) 1@
S(z,r)
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Prendre la somme de tous les cubes qui rendements

Todba) < 3 [ 1Ko =) = K =)l byl dv + s [ bl
)

7 Q; S(z,r

Donc

HOEDY / K (z —y) — Kz — ;)| 1b;(9)] dy + CMb(z).
J Qj

Ainsi

erEajmug>%H < xeE%E:/uax_w—iax_%mmwmy>%
7@

+

fre e cane - 2|

Par (2.1.7) et la continuité d’opérateur maximale de Hardy-Littlewood de type (1.1) faibles

nous avons

{oem s >3] < S

Cette inégalité montre que T¢ est un opérateur de type faible (1,1). Ceci qui termine la

prouve. m

Corollaire 2.2.1 Supposons que ) satisfait les conditions du théoréme (2.2.2). Ensuit pour

tout f € LP (R™) (1 < p < o0), nous avons donc
yi%TQ’Ef(x) =Tof(x), zeR"
Preuve. Pour tout f € LP (R") (1 < p < o0), soit
Amwzﬁywmﬂwﬂgm&gm,mew,

puis A(f)(z) < 2T (x). Pour tout § > 0, soit f = g+h telle que g € Cg°(R™) et [All, <.

Puisque {2 satisfier

/Q@Md@z&

S§n—1
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2.2. Applications

et g est une fonction lisse & support compact, T g converge uniformement vere g tant

e — 0. Donc A(g)(xz) = 0. Alors pour tout 1 < p < o0,
AN, < AR, < 24, [|A]l, < 2A,0.

Depuis ¢ est arbitraire, il s’ensuit que A(f)(x) = 0 pour tout z € R", pour 1 < p < 0.
Ainsi la limite de T . f(z) existe pour z € R™.

Lorsque p = 1, pour tout A > 0, nous avons aussi

2A0

2A
o A @) > M < = il < =52

Nous avons encore A(f)(z) = 0, pour tout x € R™. Ainsi, la limite de Tq . f(z) existe pour

r€R"avec f € L'(R"). m
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Chapitre 3

Commutateurs d’intégrale singuliére

Dans cette chapiter, nous présentons les résultats obtenus sur la continiute des commutateur
sur LP. En 1976, Coifman, Rochberg et Weiss a étudié la bornitude L? (1 < p < 00) de
commutateur produite par 'opérateur d’intégrale singuliere de Calderén-Zygmund Tj, et

une fonction b ou [b, Tg] définie par

b, To](f) = bTa(f) — Ta(bf) (3.0.1)

avec Q € Lipi (S (|Q2') — Q)] < Alz' — |, pour tous 2,y € S"!) satisfait la
condition d’homogénété de degré zéro (2.2.2), et b est une fonction dans BMO(R").

3.1 Lemmes de préparation

Lemme 3.1.1 Soit Q une fonction homogéne de degré 0, borné dans R" et vérifie (2.2.3)
et (2.2.4). puis
M? (Taf) (z) < C(n,s) (M(If") (2)), =z eR

pour tout s > 1, ou M est l'opérateur mazximale de Hardy-Littlewood .

Preuve. Pour toute fixe s > 1 et x € R", supposons que () est un cube contenant x, et
soit B une boule de méme centre et le rayon de Q).
Soit f1 = fX,.s €t fo = [X(4p) alors f = fi + fo. Par (1.4.3) , nous avons seulement

besoin de montrer que

0 =

@ Q/ Taf(y) — Tafa@)| dy < C (M (ST (2)) (3.1.1)
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3.1. Lemmes de préparation

IRﬁUMwH@/WME  Tof(@)| dy

1
Ki!ﬂhﬂw—Tm%)wy<Km

et s > 1 en appliquer le théoréme (2.2.1), nous avons donc

1 1 s
§/|Tgf1(y)|dy < (@/Tﬁfl(y) dy)
Q Q
1 s )
< c(§/f@>@) (3.12)

16B

< C(n,s) M(fI7) ()"

1

s

1
s

D’autre part, soit d le rayon de B, puis

T%ZHMK@—%&@W@

:@M /{w;?SKQﬂ“M”y

KN/E: / 'w @_}E{;?

2kd<\x z|<2k+1d

IN

(2)| dzdy. (3.1.3)

Notez que |z — z| « |y — z|, ainsi

z) Q(z—2z)

‘w—a @ — 2["

|z — 2" |z — z["

Est quand 2%d < |z — 2| < 2F1d,

‘ ( )| |LI§' Z‘n—‘,—l — H ”oo |2k Z|n+1

En outre, lorsque €2 est une fonction homogene de degré 0, on a

\Q@—zy4ux_@|:‘Q<@—@>_Q<u—z»‘

=)\l
- === (=)l
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3.1. Lemmes de préparation

Notez |z — z| > 2|z — y|, donc (2.2.6) implique que

|ﬂ@—zw—9@—znsz(4§jj).

Comme wy(t) est croissante sur ¢, quand 2%d < |z — z| < 2¥71d, nous avons que

Qy—2)-Q@-2)] _ 1 <2Ix—y|>

o — 2" = @y \Te =2

IN

Donc
> [ R TR e
= ly—=2" o —z"
2kd<|z—z|<2k+1d
cey [ ee-a el
k:22kd<|xfz\§2k+1d
Qy—2)—Q(x—2
+c§j [ B e
2kd<|x z|<2k+14d
< c}jn QMnL [ e
|x—z|<2k+1d
=1 1
+CZ (k)" \ 2514 F(z)ldz
k=2 |x—z|<2k+1d
, > 1
< CMf() + CMf(2)D weo (W) :
k=2
Mais
>0 1 1 & 1N dt
Zw"o (2k—1> - log 2 Zwoo (2k—1> +
k=2 k=2 1
2k—1

IA
S
o |
[\
(]2
H\
(S
g
~Tx

IA
—_
o
€
8
.
| &
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3.1. Lemmes de préparation

Toutes les estimations ci-dessus impliquent que

0 =

ﬁ/ Tafo(y) — Tafo(z)| dy < CMf(z) < C (M) (),
Q

qui se combinant avec (3.1.1) conduit a (3.1.2). m

Lemme 3.1.2 Supposons que b € BMO(R") et 1 < p < co. Alors pour tout 1 < s < p, il

existe une constante C', indépendante de b et f telle que

M*([b, To] f) (2) < Clbllparo |[(M (I TafI?) (2))* + (M (If]°) (x))g] ,  weR" (3.14)
ou M est l'opérateur maximale de Hardy-Littlewood .

Preuve. Pour z € R", soit () un cube contenant x. Pour y € @, fixé

0, Tal (f) () = (b(y) —bo)Taf(y) — Ta ((0 = bo) fXaymq) (V)
~To (6= 50) /X (ayma) ) ¥)
= a(y) — a2(y) — as(y).

11 résulte de l'inégalité de Holder et corrolaire (1.4.2)

1 1 ) 1 )
@Q/M(y”dy < (5!5(9)% dy) (EQ/TQf(y) dy)

< Clbllgyo M (TafT) ()] - (3.1.5)

1
s

® =

Prendre 1 < u; g < oo tel que ug = s. Ainsi par la continuité de 7" dans L?(voir le théoréme

2.2.1), nous concluons que

1 1 )
@Q/’az(y)‘dy < (UQ/|TQ ((b—bQ)fX4\/ﬁQ) (y)} dy)

q

1
Cl| — b — by|? 7d
<y / 1b(y) — bol? [ ()| dy
4/nQ
1 . 1
cC| — b — by d — “ q 1.
< |Q|/|<y> oy | |Q|/|f(y)! y| (3.16)
4/mQ 4/nQ

=

IN

@

ClIbl gaso IMAST) () -
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3.2. Continuité de [b, Tq)|

Maintenant désignent le centre et la longueur coté de () par xy et d, respectivement. Si
y € Q ;2 € (4/nQ)°, alors |z — y| ~ |z — x| ~ |z — x|, depuis Q (£) €Lip; (S"71), il résulte
de (2.2.1) que

Oy — 2 Q(zg— 2z 1 L
(y n)_ (0 n> < ’Q(y—Z)" n o ”'
ly—2" el ly—2"" Joo — 2]
L1 n‘Q<(y—Z)>_Q<(‘”0__Z21>‘
|0 — 2| |y — 2| [0 — 2]
cd c 2d
< 1] 7 0o ran— n
< el (Sn—1) |J]0—Z|n+1 |z — 2|" |xo — 2|
cd
< a4 3.1.7
~ ’Z—$0|n+1 ( )

Voici la note |z — y| > 2|y — x| . Ainsi, il ressort de (3.1.7) que

. Q/ W@—@ Q (1 - 2)
Yy

|as(y) — a3(xo)] [6(2) = bol [(2)] dy

—2|" Jzo— 2"
R /4 g
caa| [l o [,
|z — xo| |z — x|
R[4 g " [ 4 mo

w =

< Clbllgao MAST) ()]

Ceci termine la preuve. =

3.2 Continuité de [b, Tg)]

On a le resultas suivant.

Théoréme 3.2.1 Supposons que Q € Lip;(S"!) satisfait (2.2.2) et (2.2.83), Tq est un

opérateur d’intégrale singulier du noyau §2. Ensuite, les deux énoncés suivants détiennent
(1) Sibe BMO(R™), alors [b,Tq)] est bornée sur LP(R™)(1 < p < o0);

loc

(ii) Supposons que 1 < py < oo etbh € U L] (R™). Si [b,Tq] est bornée sur LP°(R™)

q>1

alors b € BMO(R™).
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3.2. Continuité de [b, Tq)|

Preuve.

Lemme 3.2.1 (Fefferman-Stein) Soit 1 < py < oco. Alors pour tout py < p < oo , il

existe une constante C, indépendante de f, telle que

IMFl, < C||MFf]

(3.2.1)

P Y
pour toute fonction f satisfaisant Mf € LP°(R™).

pour la preuve voir livre de Stein [2]

En fait, la preuve du théoréme (3.2.1) (i) est une conséquence directe du lemme (3.1.2),

lemme (3.2.1), le théoréme (1.3.1) et (2.2.1), on a donc

I, Ta] fIl, < [M([b,Ta] Hll, < C[|MF* (b, Tal )],

< ClPllpao (IM(Taf )5 + 1M (F1)3)
< Clellgao (ITafll, + 1711,)
< Clblgao 171,

Maintenant on fait attention a la démonstration du théoreme (3.2.1) (ii).

On peut supposer

H [b7 TQ]HLPO*)LPO - 1

Nous tenons a prouver qu’il existe une constante A = A(pg, 2) telle que
1
sup = / b(x) — bo|dz < A. (3.2.2)
Q Q) J

Par (1.4.1) et (1.4.2), nous avons simplement besoin de prouver 3.2.2 dans le cas @ = Q1,
ol 1 est un cube dont le centre est l'origine & la longueur de sa coté 1\/n parallele
aux coordonnées. Par ailleurs, nous remarquons que [b — bg,, To] = [b,Tq]. Ainsi on peut
supposer bg, = 0.

Maintenant, nous allons
(z) = (sgn(b) — co)xq, (©),

ou

co = ‘Qill/sgn (b(x)) dx.
Q1
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3.2. Continuité de [b, Tq)|

Puis v satisfait les propriétés suivantes:

Y]l <2, (3.2.3)
supp(¥) C @1, (3.2.4)
/w () dz =0, (3.2.5)
Q1
U(@)b(z) = 0, (3.2.6)
1 1
m/z& (x)b(z)dr = |Q1| |b( )| dx := B. (3.2.7)

Puisque Q vérifie (2.2.2) et (2.2.3), il existe 0 < A; < 1, telle que
o({#es"1:Q(%) >24,}) >0, (3.2.8)
oll o est une mesure de S*! induite par la mesure de Lesbesgue. Laisser
A= {x’GS”_l :Q (1) 22A1}.

Alors A est un ensemble fermé. 11 est facile de voir que, pour tout # € A et 3§ € S*!, quand

|4 — 19| < Ay, nous avons Q(y) > A;. fixé
2 ,
G=qzeR":|z|>As=—+1ett€A;.
Ay
Puis, quand x € G et y € ()1, nous avons
o=yl > 2o
7%
et |z| > 2|y|. Ainsi, il implique par (2.2.6) que
x 519l

—§—<A1
x| |33—y| 2| = |z

Comme £ € A, nous avons ) <|i:g‘> > Aj. Ainsi, a partir (3.2.6) et (3.2.7) il s’ensuit que

ot = | [T ety (329)

Z Ag |l’|7nB
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3.2. Continuité de [b, Tq)|

ou Az dépend de A; et n.
D’autre part, lorsque = € G et y € @4, il résulte de la condition de Q et (2.2.7) qui

Qz—y) Q)
[z —yl" ol

o1
<Ay— (3.2.10)

|x|n+1’

ot A4 ne dépend que de n et Q. Donc par (3.2.3) , (3.2.5) et (3.2.10) nous concluons que

b(@)Ta() (@) < [b(@) /

[(y)| dy (3.2.11)

|x
< A |b($)| 2|~ (”H),

ou Ay ne dépend que de n et €. Par conséquent, lorsque x € G, a partir de (3.2.9) et
(3.2.11), il suit que

b, To] (¥) ()] > [Ta(bih)(x)] — [b(z)Ta()(x)] (3.2.12)
As|z| ™ B — Ay |b(z)] |z~

BA;
F:{xeG:]b(x)|>( >|x|et|x\<B }
24,

11 résulte de (3.2.12) que

A%

Soit

ol = [Tl ) @) ds

Rn
1 po

(G\F)ﬂ{x|<BZ:§}

1 Po
/ <§A3B |x\_") dx

1 »{)
As(|F|+A3) ™ <|z|<B™ NG

v

v

o~

P
B

- <A;B> a(A) / ¢rpot =gy

A5(|F|+Ag)%

A3B\"  o(A) L 1— 3
— Bpo(l Do) _An( P0) F A 1—po )
(5w (A

3|
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3.2. Continuité de [b, Tq)|

Donc, il existe Ag telle que
(|F| + A < A7) proliom),
Par conséquent, si
B> (2434517 |
alors

Ag BP0
5

|F| > AgBPo — AL > (3.2.13)

Maintenant, prenez g(x) = sgn(b(x))xp(x). Notons 'opérateur conjugué de T par To.

Pour z € Q1 on a alors que

Hb Tol g /‘y /’ . (3.2.14)

Comme y € F', nous avons
BA;
b > .
bl > (52 ) o

Par ailleurs, depuis = € ()1, en appliquant la méme méthode que dans 'estimation de (3.2.9),

on sait qu’il existe A7 telle que

_ BA
|/y D oy |dy>A7/|y| ( 3)|y|dy.

De (3.2.13) il suit qu’il existe Ag telle que

/|y y)| dy >A831+* (3.2.15)

D’autre part, il existe Ag telle que

Qy— ) 20y
R[ y—aF PV < / 2n|y|

dy
< 27 / n |Q|| oo (§n
A2<|y|<Bp#
< AglogB
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3.2. Continuité de [b, Tq)|

ce qui donne avec (3.2.14) et (3.2.15) que
) [b, TQ} g(x)‘ > AgBY 5 — Ay |b(z)|log B. (3.2.16)
Depuis [b, TQ] est 'opérateur conjugué de [b, Tg], nous avons

|17

Dong, il suit de la définition de F' et (3.2.16) que

= 1.

! !
LPo—LPo

AwB = gl
> H b, T
- o,
> /[b,Tg} g(x)dx (3.2.17)
Q1
> /{ASBHPS—Aglb(x)HogB dx

Q1
= AsB' Q] — Ag|Qu| Blog B.

En (3.2.17), il est clair d’avoir B < A(n, 2, pg). Donc nous compléter la preuve du théoréme
(3.2.1) (ii).
Théoréme (3.2.1) montre que la commutateur d’opérateur intégrale singuliére Ty, borné

dans LP ( 2 est une fonction lipschitziennes) peut étre utilisé pour caractériser les fonctions

de BMO. m
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3.2. Continuité de [b, Tq)|

Conclusion

Finalement, nous avons démontre que le commutateur [b, T| engendré par l'opérateur

de Calderén-Zygmund d’intégrale singuliére Tq, et une fonction b € BMO(R"), est bornée

sur Iespace LP (R™) (1 < p < 00).

Par ces résultats on essayé d’étudier la continuité des commutateurs sur certaine espaces

fonctionnelle , comme les espaces de Besov.
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