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Notations

e B (R") désigne l'espace de Besov , et FJ (R") désigne I'espace de Lizorkin-Triebel.
o £5 (R") désigne I'espace de Besov ou I'espace de Lizorkin-Triebel, quand il n"y a pas besoin
de distinguer les espaces B et F.
o B> (R"),, et F; (R"),, sont respectivement les espaces de Besov et les espaces de Lizorkin-
Triebel localisés uniformes.
o (E)4» désigne I'espace localisé en norme 7, 1 < p < +o0.
e [, désigne l'espace localisé uniforme.
e Poura € R", | z | désigne la norme euclidienne dans R".

o (fxg) fRn g(y)dy est le produit du convolution des fonctions f et g.
e 5Si f:R" = C, le support de f est noté par suppf.
e D(R™) est 'espace des fonctions C>*(R") a support compact , D'(R™) est I'espace dual de
D(R™), est appelé aussi I'espace des distributions sur R™.
e S(R") est I'espace de Schwartz , de fonctions C*°(R") a décroissance rapide sur R”, le dual
S'(R™) est I’espace des distributions tempérées.

e Si f € S(R™), alors sa transformée de Fourier est :

et sa transformée de Fourier inverse est :

FHFE)(x) = (2m)™ / exp(iz.£) f(€)d¢

e 1 est 'exposant conjugué de p, ]lo + I% =1loup e [l,+o0].

e Soit a € R™ 7, est l'opérateur de translation définit par 7, f(.) = f(. — a).
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e LP(R") est I'espace des fonctions mesurables f sur R" telle que

| fllemy= (/Rn | f(z)|? das)% < 0.

e (7 est 'espace des suites (ay,)y, telles que || (ax) |0 = O pep | ax ]q)é < 00.



Introduction générale

omme il est connu précédemment que tout espace normé de fonctions sur R", on
peut associer sur cet espace sa version localisée uniforme et on note par Ej,, i.e., on

a la relation suivante

sup [|(ra).f 1 < o,
acR”

avec 7, désigne l'opérateur de translation, et ¢ est une fonction de D(R"), positive et non iden-
tiquement nulle.

Les espaces localisés uniformes jouent un role tres important dans 1’analyse fonctionnelle [10],
comme il est connu si nous avons un espace E d’algébre de Banach, alors ona M(E) = Ej,. On
peut utiliser aussi la localisation uniforme d’un espace fonctionnel pour caractériser les fonc-
tions qui operent par composition a gauche sur cet espace, par exemple Allaoui et Bourdaud
[9] ont démontré si une fonction opere sur 1'espace de Besov B, (R"), avec s = % >1let g>1,
alors sa dérivée appartient localement-uniformément a B;_'(R).

Dans ce mémoire, on étudie la localisation en norme ?, p € [1, +oc], sur les espaces de Besov
et les espaces de lizorkin-Triebel, ot1 on montre que 1’'espace de Besov n’est pas localisable en
norme {7 sip # ¢, en particulier, B; estlocalisable en norme ¢, o1 (? est I'espace des suites (ay )y,
telles que ||(a)||,, < oo, par contre on montre que 'espace de lizorkin-Triebel est localisable en
norme (*. Aussi, on étudie la localisation uniforme sur I'espace de Besov B; (R") avec s > 0 et
p,q € [1, +oo] et I'espace de lizorkin-Triebel F; (R") avec s > 0, p € [1,+oo| et ¢ € [1, +o0].
Notre mémoire est organisé en trois chapitres

¢ Dans le premier chapitre , on va étudier quelques notions essentielles sur les espaces de Besov

et les espaces de Lizorkin-triebel, et quelques résultat qu’on va utiliser dans la suite .
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¢ Dans le deuxiéme chapitre , on va étudier la localisation d"un espace de distribution, en par-
ticulier on étudie la localisation en norme ¢* de I'espace de Besov et de Lizorkin-Triebel.

e Dans le troisieme chapitre, on va étudier la localisation uniforme sur 1’espace de Besov et
I'espace de Lizorkin-Triebel, oti nous allons étudié une caractérisation concrete sur ces espaces,

i.e., ces espaces sont décrits sans utiliser une fonction auxiliaire ¢ pour s > 0.

Finalement , des conclusions générales et des perceptives sont tirées.

©2023, H. BAKHTI Sur les espaces de Besov et Lizorkin-Triebel localisés uniformes



CHAPITRE 1

LES ESPACES DE BESOV ET LES ESPACES DE
LIZORKIN-TRIEBEL

ﬂ) ans ce chapitre, on va étudier quelques notions essentielles sur les espaces de Besov et les
espaces de Lizorkin-Triebel, et quelques résultats qu’on va utiliser dans la suite.

1.1 Séries de Littlewood-Paley

Dans cette section, on va rappeler la définition de la décomposition de Littlewood-Paley
d’une distribution tempérée.
Soit ¢ € S(R") telle que

(i) supp ¢ C {£ € R™: 1 < [¢] < 3},
(ii) ¢(£) > 0pourl <[] <3,

(iii) 3z (279€) = 1 pour € € R"\ {0}.
On pose (&) =1 — 327, ¢(27%¢), on obtient une fonction ¢ € C*(R") telle que

supp p C {§ € R" : |¢] < 3}

Alors, pour tout { € R”, ona

p(§) +> (27 = 1. (1.1)

La relation (1.1) est appelé la partition de 'unité. A cette partition on associe une suite d’opéra-
teurs de convolutions

Ap:S'(RY) — C*(R") et Q;:S(R") — C*(R")
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telle que

(Af)(€) = o(27%)f(6) L k>1
(R f)(E) = p(279) f(&) ,j >0

avec la notation Ay = Q.
Ecrivons la relation (1.1) au point 277¢, alors

2276+ > 027 = 1.
k=j+1
En multipliant par f, donc
27O+ ) o) f = (12)
k=j+1

Pour j=0, on obtient

i.e,

Qof + Y Arf=f.

k=1

=Y Af.
k=0

En appliquant 'application 7' sur (1.2), on obtient

Et alors

Qif + > Mf =1,

k=j+1

alors
Q;f + Z Apf = ZAkf+ Z Arf,
k=j+1 k=j+1

donc .
J
Qif =) Aif.
k=0

Définition 1.1. [12] Soit f € S’ et a > 0. On définit les opérateurs maximaux associés aux A et

Q) par

Az,af(x) = sup ‘Akf(x - y)l et Z’af(l') = sup ‘Qkf(x B y)l )

yerr (14 2¥[y]) yern (1+25[y[)e

Définition 1.2. [11] Soient A, et A, deux espaces de Banach. On dit que A, est s’injecte dans A,

et on écrit A; — A,, si pour toute fonction f appartenanta A;, ona f appartenant a A,. De plus

©2023, H. BAKHTI Sur les espaces de Besov et Lizorkin-Triebel localisés uniformes



1.2. ESPACE DE BESOV ET ESPACE DE LIZORKIN-TRIEBEL 11

il existe ¢ > 0 telle que

[fllas < cll fllas-

Définition 1.3. [4] Soit £ (R") est ’espace de Besov ou l'espace de Lizorkin-Triebel. On dit
que E5 (R") estun algeébresi £ - ES  — E- . De plus, il existe une constante ¢ > 0 telle que
pour toute [ et g appartenanta E;  ona

If -9l

ms, < cllflles,llglles, -

p,q —

Proposition 1.1. [4] Soient s € Ret 0 < p,q < oo. Alors les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes

(i) B; ,(R™) est un algebre.
0<p<oo, O<q§ooets>g,
(ii) < ou
0<p< oo, O<q§16t5:%.

Proposition 1.2. [4] Soient s € R, 0 < p < coet 0 < q < co. Alors F (R") est un algebre si et
seulement si

O<p<q§ooets>%,

ou
1,1
”(;+5)

O0<g<p<ooets>—L-"1.

1.2 Espace de Besov et espace de Lizorkin-Triebel

Pour toute les définitions, les propositions et les propriétés de B, , et I} de ce paragraphe, on
peut consulter les livres de Triebel [12] et [13], on pourra aussi voir le livre de T. Runst et W.
Sickel [11].

1.2.1 Espace de Besov B;

Définition 1.4. [11] Soient s € R et 0 < p,q < co. L'espace de Besov B,  (R") est I'ensemble de
toutes f € S'(R") telles que

<zjj20(2$jHAJ‘JCHp)q)E < 400 pour q# oo
Bra® = (1.3)

I |
sup;»o(27|A; fll,) < +oo  pour g = o0

Proposition1.3. (i) B, =C°sis>0 et s¢N

©2023, H. BAKHTI Sur les espaces de Besov et Lizorkin-Triebel localisés uniformes



1.3. LA RELATION ENTRE Fﬁ: o ET BgQ 12

(ii) B, , est un espace quasi-Banach ( espace de Banch si min(p,q) > 1)
e>0¢et 0<qy,q1 <0

(iii) Byte < By . siq ou
e=0et 0<qgp<qg <0

. . n n
(iv) Soient so — — =851 — — et 0 < qo < q1 < o0, alors
Po D1

S S
Bp&qo = Bpi,qlavec(o < po < p1 < 00)

1.2.2  Espace de Lizorkin-Triebel /],

Définition 1.5. [11] Soient s € R, 0 < p < cc et 0 < g < co. L'espace de Lizorkin-Triebel F}; (R")
est I’ensemble de toutes f € S’(R") telles que

132502725 f 1)) 2llp < +00  pour g # oo

“ SUPj20(28j|Ajf|>||p < 400 pour q =00

Fy ((R™) —

(1.4)

/]

Remarque 1.1. Dans la formule (1.3) (resp. (1.4)) on peut remplacer A; par A}* avec a >

(resp. a > ), et on obtient ainsi une norme équivalente dans B, o (R™) (resp. F; (R")).

Proposition 1.4. (i) F} est un espace quasi-Banach ( espace de Banch si min(p,q) > 1)
(ii) Fy =LP et F5,=H; pour 1<p<oo
e>0et 0<qy,q1 <00

o s s
(iii) Fp,qo = Fp,q1 S1y ou

e=0et 0<qgp<qg <00

) ) n n
(iv) Soient so — — =81 — — et 0 < qo < q1 < 0, alors
Po D1

S S
g = Fprg  avec (0<po<q <o)

1.3 Larelation entre F] et B,

Nous allons énoncer quelques inclusions entre B, et I , ol les démonstrations se trouve dans

p,q’
le livre de Runst et Sickel [11]].

Lemme 1.1. (i) soient s e R, 0 < p < oo et 0 < g < oo, alors

S S S
pmin(p,g) " Fp,q - Bp,maX(p»fJ)‘

©2023, H. BAKHTI Sur les espaces de Besov et Lizorkin-Triebel localisés uniformes



1.3. LA RELATION ENTRE FEQ ET BgQ 13
(1) soient 0 < p < p; < oo et s — % =5 —pﬂl,alors
F;uq = B;ip.
EnplusszO<u§p§v§ooetso—pﬂo:s—g:sl—pﬂl,alors
By, = F,, <= Byl ..
Définition 1.6. Soient s e R, 0 <p<oo et 0<g<oco alorslespace L”(¢*7) est
LP(0>9) = {{fi} C 8'/suppfr C{€ € R":| £ [< 2"}},
ou
1
oo q
1y = 12} sy =] (z 2 \q) < oo

k=0

Définition 1.7. soient s € R 0 < p,q < oo,alors 'espace (*%(LP) est
(LP) = {{fe} € S :suppfi € {€ €R™:| £ |< 2F}),
ou
1
o0 q
A lsaqany = 142 Fe} lpagzny = (Z 250 fu II;’,> -

k=0
Séries convergentes dans ] et B,
Cette section est consacré a des estimations du type de Yamazaki [14].
Proposition 1.5. Soient s € Ret r > 1

(i) Il existe c > 0 telle que
. 1 o
O 29 fi 197 < ¢ supjazien |6 ool f 135, ) (1.5)

Jj=0

pour toute fonction 6 € C>(R™) a support dans v~' <| £ |< ~ et tout suite de distributions

(f)jen définie f;(€) = 0(277€) f(€) avec f € S'(R™).

(ii) Il existe c > 0, telle que

- 1
1 fi g < e 299 || f5 119)7,

J=20 J=0

pour tout suite de fonction (f;);en telle que suppFf; C {€ : v7127 <] £ |< 727},
jEN

(1.6)

pour tout

©2023, H. BAKHTI Sur les espaces de Besov et Lizorkin-Triebel localisés uniformes



1.4. QUELQUES INEGALITES CLASSIQUES 14

(iii) Pour tour a > 1 il existec > 0 telle que

IS fi e @< e Q29| £ 197 |, (1.7)

Jj=0 Jj=0

pour toute suite de fonctions (f;);en telle que supp Ff; C {€: a™'29 <| £ |< a2}, pour tout
jeN.

Preuve. Voir [4]. O

1.4 Quelques inégalités classiques

Dans ce paragraphe , on va donner quelques estimations (Young, Holder, Berstein , Minkouski)

comme outils de la suite de notre travail.

Théoreme 1.1. (Inégalité de Holder) Soient f € LP(R"), g € LY(R") avec
1<p,g<+ooet + o =1 Alors

frgeL'R™) et |If gl < I flpllglle-

Propriétés 1.1. (Inégalité de Minkowski) Pour tout 1 < p < ¢ < +o00, et X un 'el’ement dans
¢P(£7), alors on a
1 X | eaqery < N1 X || (a)-

Théoreme 1.2. [l6] (Riesz-Thorin) Soient (X, M, u) et (Y, M’,v) deux espaces mesurés.
Pos D1, G0, ¢1 € [1, +00] avec py # p1,qo # q1. On suppose que T est un opérateur qui envoie de LP° (X, i)
dans L (Y, v)et de LP* (X, p)dans L (Y, v) tel que, pour toute fonction simple f on a

|| Ty ||qo§ Co || / ”po et || Ty ||q1§ 1 ” / ||p1 .

Alors T envoie de LP = (L, LP")g dans L1 = (L%, L")y tels que
1 1

10 = "l _ 0
5—p0+ o1 etq—qo-l- 7 ,(O<(9<1).Deplus

I T5 llg< coer™ I f 1l -

Théoreme 1.3. (Inégalité de Young) Soient p, q et r € [1,400] tels que 1 + % =+ +

Alors,Vf € LP(R") et Vg € LY(R") on a

1,1
P q

frgeL'RY) et ||fxgll- <|fllnllgllq

©2023, H. BAKHTI Sur les espaces de Besov et Lizorkin-Triebel localisés uniformes



1.4. QUELQUES INEGALITES CLASSIQUES 15

Preuve. Fixons g € L9(R™) et considérons l'opérateur 7y = f x g, on a

Ty(x) = L (¥)g(z — y)dy
ie.,
7)< [ I ot =)l W) dy

Donc
| T Mlg<Il g llll £ 11,

de plus, par Holder on obtient

[ sgte = as| < ol 17,
Finalement, T': L' — L9etT : L — L>, par interpolation on obtient alors

1 0
T:LP — L" avec — =0+ — =—, 0¢€]0,1],
p q q

Y

1-6 1
r

et
Lf > gll-< 11£11, llgll,

]

Théoreme 1.4. (Inégalité de Bernstein) Soient 1 < p < ¢ < oo et o € N, il existe une constante
¢ = c(a,p,q,n) > 0 telle gue pour f € LP(R™) avec supp fc {£eR": |(| < R}, ona

1F g < RG] 1],

Preuve. Soit ¢ € S(R") telle que p(§) =15i|¢] < 1.
On pose pr(§) = go(%) telle que pr(§) = 1si|{| < R, alorson a

-~ ~

FE) =er(O)F(©), et [ =(Flop)«f.

D’apres I'inégalité de Young, on obtient

e 1 1 1
£ g < NF " or) ]l fllp, avec 14 PR s

Comme pour tout z € R", on a

(Flor) () = R"(F ') (Ra),

©2023, H. BAKHTI Sur les espaces de Besov et Lizorkin-Triebel localisés uniformes



1.4. QUELQUES INEGALITES CLASSIQUES 16

donc
(F " or) @), = RTH2 [(F )@,

i.e.,
£l < RS £y, avee e = |(F ).

Lemme 1.2. s0it 0 < a < 1et 0 < g < oo, alors pour toute suite réelle positive {e,} € (9, on a

_l’_
0q

< c|lékllea s

k
k}{ —Je.
a a "€
J=0

o0
3 dle
a a €5
j=k

va
avec

(C -9 (1 . amin(l,q))min(},q))

Preuve. Le cas 1 < g < oo, on pose

k o0
k — / k
N = a E ale; , mp=a E a’e;,
Jj=0 i=k
donc
k
— kK —Jj
N = a E a’e;
Jj=0
k
—5i k—i)L 1 1
— a(k ])qe‘]a/( ])q/’ _+_/:1~
Zj_o ¢ q

D’aprés l'inégalité de Holder

donc, pourtout N € N

©2023, H. BAKHTI Sur les espaces de Besov et Lizorkin-Triebel localisés uniformes



1.5. ESPACE DE BESOV HOMOGENES B3 ,(R") 17
q
< (z¢) (x4)
i>0 i>0

1

donc

De méme pour 7,
PourlecasO0 < ¢<1,ona

Donc

=

1 q
b < (72 ) el

1.5 Espace de Besov homogenes B;,Q(R”)

On va définir 1'espace de Besov homogene et nous allons donner quelques caractéristiques

principales de cet espace.

Définition 1.8. [5] Soient s € R 1 < p < 00,1 < ¢ < o0, l'espace de Besov homogene note
B;q(R”) est I’ensemble des toutes les fonctions f € S_(R") telle que

Q=

1f1

By (R?) = (Z 2jquAjf||Z> < 0.

JET

Remarque 1.2. Sisc R, 1<p<oo e g=o00 ona

/]

By (R = sup;ez2”|| A fllp < 00

Quelques propriétés
Les propriétés suivantes sont vérifiées :

©2023, H. BAKHTI Sur les espaces de Besov et Lizorkin-Triebel localisés uniformes



1.6. ESPACES DE BESOV NON HOMOGENES 18

() (B4®):]
(i) B3 o(R") =C*(R") ,si seRF\N.
(it) By, (R") =W™([R"), VmeN.

i« ) estun espace de Banach .
P,q

Propriétés 1.2. Soient s € R, 1 < g < oo et 1 <p < o0,alors:
Sw(R") = B: (R") — S, (R)

Proposition 1.6. On a :

1. Soient si,s9 € R [ telle que s1 < s9, 1 <qg<ooetl <p; < py < o0, pour sl—pﬂl = 52—%

,ona
B (R") — B (R").

P1,9 p2,9

2. Soient seR ,1<p<ooetl<q <q < o0 ,alors:

B, (R") = B (R").

Preuve. Voir [7]. O

Proposition 1.7. Pour s c R,1 <p < oo et 1< g < o0, il existe deux constantes 0 < ¢; < ¢y, telles
que pour tout f € B;q(]R{”) et toutA >0, ona

c|f]

By () S AP O[N]

s
D, q

By (Rr) S CQHfHB;’q(R")'

1.6 Espaces de Besov non homogenes

L’objectif de ce paragraphe , est faire présenté la définition de I'espace de Besov non homogene
par le résultat de la proposition suivante :

Proposition 1.8. Pour s > 0, espace de Besov non homogene B, (R") est I'ensemble des fonctions
f € LP(R"), telles que [f] € B;,q(R”), avec

1/l 85,y = Il + 11 £

Bg ,(R™)
Preuve. Soit f € B; (R"), donc

1

q
B3, (Rv) = (ZQMIIAJ‘J‘II?)>

Jj=0

/]

©2023, H. BAKHTI Sur les espaces de Besov et Lizorkin-Triebel localisés uniformes



1.6. ESPACES DE BESOV NON HOMOGENES 19

< (Z 2j8q|!Ajf||§,)

JEZ

< [l @

alors

/]

O 4 S TP (1.8)

Soit f € S'(R"), telle quel| f[l, + || f]|
Ona f =3} ,.,A;f onobtient

A

: Q.
st,’q(R”)

1l = 1) A1

§>0

< DA fl2

j=0
Par I'inégalité de de Holder , nous avons

1

N2 A fll,2 7 < (Z””II%fIIZ) (Z?‘”q’)

j>0 Jj=0 Jj=0

Par conséquent

Il < cllfl

Bs ,(R") (1.9)

1
ol

- ! .
car (Zj>0 27954 ) " convergesis > 0

Pour f € B;,q(R”) nous avons

/]

1
Byg®") = <22jsq||Ajf HZ)

jET
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1.6. ESPACES DE BESOV NON HOMOGENES 20

1

< (ZT”HAJHZ) +<22fsanjf||z>

>0 <0

En utilisant I'inégalité ||A; f]|, < 1]l f]l, , on obtient

2=

<Zzﬂ'8quAjfug) +(sz%ij§> < N fllsg e + el /1 (ZW)

§>0 §<0 j<0

par l'inégalité (1.9) nous avons

Q=

/]

Bs (&) + cacicl| fl| s ®n)

B3, &) +Cllfllp <22j3q> < A

§<0

1
puisque <Z >0 2jsq> " converge, si s > 0
Par conséquent

/1

g,y S ClF By, @n) (1.10)

En addition I'inégalité (1.9) avec l'inégalité (1.10) nous trouvons

10+ 1 ey < ¢l (1.11)
Et par I'inégalité (1.8) et I'inégalité (1.11), on obtient

1
= (111 + 117

B,ﬁ,q(R")> S ||f| Bqu(R”) S ||f||p + ||f‘ B;,q(R")

Alors

/]

By, & = || fll, + [ fllBs, @)

]

Remarque 1.3. Sis > 0, alors B; (R") est un espace se Banach de distribution tempérées pour

la norme

/1

Bj ,(R™) *= Hf”Lp(R”) +[1f] Bj 4 (R™)
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1.7. EXEMPLE DE FONCTION DANS L'ESPACE DE BESOV 21

1.7 Exemple de fonction dans I’espace de Besov
Dans cette section, on va donner un exemple de fonction dans 1’espace de Besov

Exemple 1.1. f(z) = vp(i) (la valeur principal de ).
Ona

~

7(&) = —imsgne

et
suppA;f C {€ e R:| € |< 27}

D’apres 'inégalité de Bernstein, on obtient
Sl 1
145 flly < 27218 |2, (0> 2). (1.12)
D’autre part , on a

18;fll. = @r)F A flls,  (Plancherel)

~

= 2m)7 lp277) fl2

ks,

= 022,

Car ¢ € D(R).
Alors 'équation (1.12) devient

A < ch(l_%) ¢ = C1Co,
18 1l )

29| A fll, < 2,

La série ). 234 1 < ¢ < +o0 converge si s < —-;, ce qui donne f(z) = vp(3) € Bs (R)

dans les deux cas suivants

2<p< 400, q=+o00.

2<p<+o00 ,1<q< +o0.
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CHAPITRE 2

LOCALISATION DES ESPACES DE BESOV ET
L1ZORKIN-TRIEBEL

@ ans ce chapitre, on va étudier la localisation d"un espace de distribution, en particulier on
étudie la localisation en norme ¢* de 'espace de Besov et I'espace de Lizorkin-Triebel .

Définition 2.1. [9] Un espace de Banach de distribution (en abrégé :E.B.D.), dans D'(R") est
un sous espace vectoriel £ de D'(R") muni d'une norme complété || . ||z , telle que l'injection

canonique £ — D’'(R") soit continue .

Définition 2.2. [2] Soit £ un espace de Banach de distribution (E.B.D) .
on dit que £ est isométriquement Invariant par translation si , pour tout a € R" 1’opérateur de

translation
Taf(x) = f(l’ - CL),

est une isométrie de E sur lui - méme .

pourv € Net f € D, on pose

RU=Y [ 1)

o <v

La topologie de l'espace de Fréchet D(K), ou K est un compact de R”,peut étre définie al'aide

de la famille de normes (P,)en-

2.1 Localisation des espaces de distribution

Soit E un espace de Banach de distribution. Nous ferons sur 1’espace E les hypothéses sui-
vantes :

(1) Invariance par translation, si on note 7, I'opérateur donnée par 7. f(¢t) = f(x — t), alors 7,

est une isométrie de E.

22



2.1. LOCALISATION DES ESPACES DE DISTRIBUTION 23

(2) Invariance par localisation ; pour tout f € E et tout p € D(R"),ona ¢f € E.
Fixons ¢ € D(R™) et considérons les localisées f, = 7,¢.f, il résulte immédiatement des
hypotheses 1 et 2 que famille (f;),cr» et bornée dans E.
I se pose alors le probleme inverse ; reconstituer la norme de f a partir des normes des f,

On considéré pour cela la classe A des fonctions ¢ € D(R"™) vérifiant

Z o(x —k)=1,Vr € R™.

keZm

Proposition 2.1. [2]] Soient f € S et g € D, sous les hypotheéses de la proposition , la fonction =
1729 + fll s est a décroissance rapide quand | x |— +oc.

Proposition 2.2. [2] Soit p € [1,+o00| .Pour une distribution u les deux propriétés suivantes sont

équivalentes

(i) 1l existe un réseau R et une fonction gy adaptée a R, telle que
(I 790-u || B)rer, € ¢
(ii) Pour tout réseau R et toute g € Sona
(I 7g-u |5)rer € €7

Preuve. L'implication (i) = (ii)repose sur le lemme suivant : O

Lemme 2.1. Soit (u,),er, une famille d'éléments de E, portés respectivement par les boules | x —r |< p,
oit o une nombre positif donné. Alors uw = ) _, vérifie 'estimation

(Ul 7sg-u [Nser [l < C N (] e [[2)rer, [ler,

ot C ne dépend que de p et de g.

Le lemme admis, il suffit d’écrire

pour obtenir la Proposition

Preuve du Lemme. Soit x € D telle que x(z) = 1 pour |z |< g, alors u, = 7,x.u, de sorte
que
I regulle< Y | 7agmx el ur e

r€Ro

=Y 97X luml w lle

rERo
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2.1. LOCALISATION DES ESPACES DE DISTRIBUTION 24

et I’estimation ¢” s’obtient en combinant I'inégalité de Young et la Proposition (2.1) O

Définition 2.3. [2] Soit E un espace de Banach de distribution, on dit que 1'espace E est locali-

sable en norme 7 (1 < p < 00), s’il existe ¢ € A et une constante ¢ > 1 telle que
_ 1
e < O Ime-flIR)7 < el flle-
kezn

i.e, £ = (E)w», désignons par (E)s» 1'espace des distributions v telles que

[ull @) = [I(I7ee-ull ) reznler < 00 (2.1)

Dans le cas ol1 p = +00, l'expression (2.1) s’écrit sous la forme

ull(2),0c = sUPkezn || Trp-U||E < 00.

(E)w est un espace de Banach de distribution, qui d’apres la Proposition ne dépend ni du
choix du réseau particulier Z", ni de la fonction ¢ adaptée au réseau .

On peut remplacer au besoin ¢ par une fonction § € S, convenablement choisie .

Proposition 2.3. [2]] Soit S est I'espace de Schwartz, si la fonction 6 € S ne s’annule pas sur le support
de ¢, alors on a

[ull @y ~ 1(I70-ul| £)kezn |

Preuve. La minoration de ||u||(g),, résulte de la Proposition2.1] ((i) = (ii))
Dans l'autre sens, on observe que ¢ = g6, o g € D.
D’ou

el < || ThgTebulls

< Mgllaellmb-ulle

Proposition 2.4. [2] Soit N un entier naturel supérieur aset \,ju € S, telles que
(@) p(&) # 0, pour | £[< 3,
(i) M&) # 0, pourl <| € |< 3 et A(0) = 0 pour | a |< N.

En désignant par L;(j > 1) les opérateurs de symboles respectifs A\(277) et par Lo 'opérateur de
symbole (1(&) , alors on a

lullss, ~ N7 Ljullp)jenles-
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2.1. LOCALISATION DES ESPACES DE DISTRIBUTION 25

Preuve. Voir [2]. O
Théoreme 2.1. [2/] Soit 1 < p < 0. Alors I'espace LP est localisable en norme (7 .

Preuve. 1l s’agit dé montrer que l'opérateur 7, : f —— (7xp.f)rezn est un isomorphisme de
LP(R™) sur un sous-espace fermé de LP(R" x Z") .

On introduit pour cela I'opérateur

fk keZ" Zﬂﬂ Jr

keZm™

qui pour un choix convenable de ¢ € D(R"), sera un inverse a droite de 7T,,.

Puisque ¢ est a support compact , il existe il existe ¢ = ¢(y) > 0 tel que pour tout z € R",

on a
Z|gpm— ) < ¢,
kezn
d’ou
Tyl = Y [ I mpla) | ) | da
kezn

<[l

D’autre part, on a

| Tf || oo (R xzn) = SUPkezn wernp(z — k) f ()

< l[@llool[f1lo0
D’apreés le théoreme de Riesz-Thorin (1.2) , alors on a I'opérateur 7, est continu de LP(R"™) dans
LP(R" x Z").
ie.,
Q_ - FIp)w < I1f 1 (22)

kZ™

La continuité de S, de LP(R x Z") dans L?(R") s’obtient de la méme maniéré ,on a

1Su((fedrezn )l < D Imtfilli < 19l Y IIflh

kezm keZm

= || lloo |l (fr)kezn |l L1 7 x 27y -

D’autre part, on a

15 ((fi)rezn)

flloo)supacr, (D | &z — k) |).

keZnr

o0 S (SUpkeZn
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2.1. LOCALISATION DES ESPACES DE DISTRIBUTION 26

ol ¢ et 1) sont des fonction a support compact quelconques .

Maintenant , on suppose que ¢ € A et on choisit ¢ de fagon que 1) = 1sur le support se ¢, alors

f= Z Trp-f

kezm

= Z Y. TR f

kezn
= Sy((Tap-f)rezn),

et la continuité de S, de LP(R™ x Z") dans LP(R™) donne

ona

1Flly < (Y Imeo-FIIE)7. 2.3)

kezn

De les deux inégalités et , on obtient que 'espace L” est localisable en norme ¢# [
Théoreme 2.2. [2|] Soient p,q € [1,+0c] s € R.Ona
(i) By, = (B, )ew, pourp>q,
(ii) (By,)ew — By, pourp <gq
En particulier , B, , est localisable en norme (7.
Preuve. Voir [2]. [

Théoréme 2.3. [8]] Soient p,q,r € [1,+o0] ,s € R. B; et (B; )i sont respectivement les espaces de

Besov localisés .Alors
(i) By, = (By e, pour r > max(p, q),
(ii) (B;,)er — By, pour v < min(p, q).
En particulier /B, , est localisable en norme (P

Preuve. (i) On montre que

lullsg yer < cllullsg,  pour > 0.

Nous avons d’apres Proposition[1.5]

1Y 70 Al < ()29 70.4ul| ).

Jj=0 j=0

D’ou, ||730.u|

B, <l ;;Og 2°79||70.Ajul|%)« . Donc on a

—+00
1 s ryl1
(7 Imbull, )7 < eSO 29 m0.Au)2)7).

kezm kezZn 3=0
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27

ie,

r 1 sj
Bs )7 < cll(2Y]|m0.Ajullp)kez e o))

() [l70-ul

kezm

(2.4)

puisque , r > maz(p, ¢), implique que ¢ < r. Alors d’apres 1'inégalité de Minkouski on a

12 |70 Ajullp) kezn legeny < ell (2% |T0.-Djullp) ez lleaery.-

Donc , nous pouvons voir que 1'inégalité (2.4) devient comme suit

(Z 7,01

r 1 sJ
Bs,)" < (27 )170-Aullp)kezn lesery)-
P9

kezn
i.e,
1 &= . g\ 1
O mbeullpy )7 < eld 29903 (ImfAzull) )i
kezn j=0 kezn
Donc,
1 Foo . 1
(D bl )7 < Q29 (170D guller(er))?)-
kezn =0

(2.5)

Nous avons aussi, r > maz(p, q) implique que p < rie, /¥ — (", alors on a (P(LP) —

0 (LP).
ie.,

1(Te0A; - wkeznlerzry < cfl (60 Aju)kezn |l (r)-
Donc, Nous pouvons voir que 1'inégalité (2.5) devient comme suit
+oo

1 si 1
(Z ||Tk0u| TB;,q)T S 0(22 ]q(HTk@.A]‘Ung(Lp))q)q.

kezn 7=0

Puis que L? est localisable en norme (7, alors on a ||7,0.Aju||e(rry ~ ||Ajul,. Donc,

400 )
1 ; 1
(O~ Il )7 < oS 297 Aul|2)
kezn™ j=0
< cllullp;,

Dou, By — (B, )
(i) On montre que

[ullss,, < cllullss,) pour ¢ > 0.
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Soit u € §'(R™) Nous avons

IL;(@)lly, = 1L (D mp-u)lly

kezn

= | Z Lj(ip-u)]lp

kezn

(Y Lo )2

keznr

puisque, r < min(p,q),alorsona (" — ¥ e,

1L (Trp ) lp)neznler < ell([[1L(Trep-w) [ neznler-

Donc , nous avons

1Ll < o3 s (rpn)|2)F

kezr

(3L (rwpu) )7

keznr

Cela implique que

ZTMIIL 7y} < ngmZnL (T 5)*)s.

kezn
ie
1 si
ZQS”HL Nip)e < el L (mep-w)llp)kezn [leagery)- (2.6)
Puis que, r < min(p,q), implique que r < ¢, Alors d’apres 'inégalité de Minkouski on a

12V 1L (rrp-w) lp)wez levery < ell (2711 Ly (rio-w) ) kezn llen o)

Donc , nous pouvons voir que 1'inégalité (2.6) devient comme suit

(3" 29 Lyu)|2)7 < e(1(299 )| Ly (o) [pDreze lleren))-
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i.e,
00 ) 1 o i ryl
(Q_27IL;(w)l)* < e 27 Li(mpwllp) )
=0 kezr j=0
roNL
C(Z ITep-ullps )7

kezn

< cflull(ss )

Dou, (B;,)e — B;,.
]

Théoréme 2.4. [8] Soient s € R,p € [1,+oc[ et q € [1,+o00[. F et (F; )wsont respectivement les
espace de Lizorkin -Triebel et les espace de Lizorkin-Triebel localisés. Alors l'espace F);  est localisable en

! S — S
norme (*. i.e., Fy = (F3 ) .

Preuve. (i) (Fy )w — I,

On montre que

1£]
Fs, = 1022029 [ A f [9)7]l,, Onpose Ajf =37 com Thp-Ajf,

£, < Al fllzg ) wpoure > 0.

De la Définition (L.5) || f|

Cela implique que

r, = QY 29 [ mp s f )9l

j=0 kezn

/]

i.e,
1f]

Puisque , 1 < ¢ .Alors d’apres de Minokowski on a

Fso = || HQSj(TkSOAjf)keZnHeq(él)Hp'

/]

rs = 127 (70 ezl eaen) llp-

<12 (e A frezn e o)l -

ie.,

ey, <ell D 225” | 7o f 1)1,

kezn j=0
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(Y1) 29 [ mplif 1))

kezZ™ j=0

Donc

1
1l < (S lmpd Il )5,

keZn
Dot (F; )ew — F,

(ii) Fy, = (Fy,)e-
Maintenant , on montre que

s, pour ¢ > 0.

1f e )0 < cllf]

Soient s € R, p € [1,+ooletq € [1,+00]. Alors on a

O~ lm Il e = ZHWZA 1, )7

kezn kezn

'U

= (13 Al

1
P,
7,)
kez™  j=0

De la Proposition[I.5, on obtient

1 o5 101
(D e f Il )7 < e I 22 A free 1) ll})?

kezn kezr  j=0

<o Y [lmea sz | A F 9527,

kezm

Puisque L” est localisable en norme ¢”,alors on a

(3" Nl fligy v <c ZT”IAfI o,

kezn

< || f]

s .
Fp,q

Dou, F;, < (F;,)w
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2.2 Le probleme des multiplicateurs

Soit E un espace de Banach de distributions, E aussi est un D(R")-module isométrique-
ment invariant par translations. On supposera de plus que E contient D comme sous -espace
dense.

L’espace des multiplicateurs de E( noté M (E)) est I'ensemble des distributions m pour les
quelles il existe ¢ > 0 tel que

lmflle <clfle (VfeD)

M(E) est un E.B.D.pour la norme

Imlle) = suptllmflle: feD|fle <1}

Siona F C M(FE),la multiplication, définie initialement sur D x E, se prolonge par continuité

a E x E et E devient une algebre de distributions.

Proposition 2.5. Si E est localisable en norme (¥ alors M (E)est localisable en norme (> , si on a de
plus E C M(E) alors M(E), concide avec (E)ges.

Preuve. Nous avons

ITre-mae) < Tl llmll v

< el llmllam, vk € 2"

Alors
supgezn || m me) < el lml ),
dotu, M(E) C (M(FE))g.
Inversement , soit ¢y € D telle que ¢)(z) = 1 sur le support de ¢ ,ona V¢ € D

Imélle < (Y |mpmo|s)?, carE = (E)a

kezn

< oY ey mollt)r

keZm

1 n
< (D Impmlly g It dll) 7, vk € Z".

keZm
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2.2. LE PROBLEME DES MULTIPLICATEURS 32

Alors
Imol|e < cl|¢l|e(suprezn || Teom|| vm))-
Soncona Mol _ ke cead
onc on a ol = ¢ suprezr ||Teem|| ey, |Tee| Me) [l ey, YA € Z™ cela donne
E
Imolls _
SUPg-£0 ||¢HE >cC SupkEZ"”TkSOmHM(E)'

Dot (M(E))pe C M(E) .On suppose maintenant que £ C M (E) et On démontre M (E) =
(E)p.
Soitm € E. d’ot ||m|me < c||m||g, donc

| Te0-m| (e < cllmep-ml g, Vk € Z.

D’ou
SupkeanTks0~m||M(E) < ¢ supgezn ||Teip-m|| -

ie, (E)pe C (M(E))e.

Inversement , sim € M(E) ona

lm||(E)ee = sUpkezr ||Te-m| £,

donc on a

suprezr | Tre-m|| B < ¢ suprezn ||| 2l M (E)
< c|ml|ar(m)-

i.e, M(E) C (M(E))s~. Et nous avons M (E) = ((M)(E))~,alors on a
(M(E))pe C (E)e.

]

Proposition 2.6. [2] Pour 1 < ¢ < p < +ooet s > 0, M(B; ) est strictement inclus dans

(M(By,,))e
Preuve. Voir [2]. ]
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CHAPITRE 3

LES ESPACES DE BESOV LOCALISES
UNIFORMES

omme il est connu précédemment que tout espace normé de fonction sur R", on peut
associer sur cet espace sa version localisée uniforme et on note £j,.i.e , on a la relation

suivante

supacgn || (Tap)f [[2< 00,

avec 7,désigne I'opérateur de translation , et ¢ est une fonction de D(R"), positive et non iden-
tiquement nulle . On peut montrer E, ne dépend pas du choix de la fonction auxiliaire ¢(voir
Proposition ) . Les espace localisés uniformes jouent un role tres important dans ’analyse
fonctionnelle [10], comme il est connu si nous avons un espace E d’algebre de Banach, alors
ona M(E) = Ej, . On peut utiliser aussi la localisation uniforme d’un espace fonctionnel pour
caractériser les fonctions qui opérent par composition a gauche sur cet espace, par exemple Al-
laoui et Bourdaud [9] ont démontré si une fonction opéré sur I'espace de Besov B; (R"), avec
s = 5 > letq>1,alors sa dérivée appartient localement -uniformément a By H(R).

Dans ce chapitre, on va étudier la localisation uniforme sur 1'espace de Besov et I'espace de
lizorkin-triebel, ot on étudie une caractérisation concrété sur ces espaces, i.e., ces espaces sont

décrit sans utiliser une fonction axiliaire ¢ pour s > 0.

Définition 3.1. [3] On dit que f appartient localement uniformément a I'espace E , et on écrit
f € B, siVy € D(R")ona

@) (rap).f € E ( VaeR"),
(b) 3C, >0 telque || (1a).f) |16< Cp  (Va € R™).

Proposition 3.1. Si E est un algébre , alors

M(E) = Ej,.

33
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Preuve. Soit g € M(FE),ona

|| (7a9)-9 [lEL]| 9 )| Tate ||

=[l g I ll ¢ = Co.

D’ou , g € E;,.
Inversement , soient f € Ej, et ¢, ¢ € D(R") telle que p9) = ¢, on a

I fe lle=Il (fe)e e

< follell ¢ lle

car, fi = froyp € E et E est une algébre , de plus

| fU |le=|| frov ||e< Cy (par définition ),
d’ou, || fe ||[e<C | ¢ ||g, par conséquent f € M(E). O

3.1 Localisation uniforme

Un E.B.D. est isométriquement invariant par translation si 7,f € E et || 7.f ||g=| f ||z pour

tout f € E et tout a € R". De plus, si E est un D(R")-module nous avons la propriété suivante
I 70 lary=Il @ ), Va € R" Vo € R" 3.1)

Proposition 3.2. [1] Soit E un E.B.D.Si E est un D(R™)-module isométriqguement invariant par trans-
lation , on dit qu’une distribution f apparient localement uniformément a E si I'une des conditions
équivalentes suivantes est satisfaite

(i) 1l existe une fonction positive non nulle p, € D(R™) telle que (T,0)f € Eo, pour tout a € R" et
| f | B= Supacrr || (Tatp0) f || E< 400

(ii) Pour tout ¢ € D(R™), ona (1,9)f € E pour tout a € R™, et
| f 151, = supaern || (Tap) f |5 < +00.

L’ensemble des distribution ayant ces propriétés est noté L, , c’est un D(R™)-module isométriquement

invariant par translation pour la norme || — || g, -
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Preuve. 1l est immédiat que | — ||, est une norme invariante par translation , et que Ej, est

un D(R™)-module. Passons aux propriétés moins évidentes .

Etape 1

Etape 2

Etape 3

Supposons satisfaite la condition (i) et considérons ¢ € D(R™). Soit B une boule ouverte

ot la fonction ¢ ne s’annule pas. Par compacité , il existe x4, ..., zny dans R" tels que
suppp C Uj.V:l(B + ;).

et donc une fonction ¢ € D(R") telle que

N
o =1 (Z ij@o) . (3.2)

Par la propriété (3.1) , il vient alors

N
I (7a) f 12 DN (7at) (Tarayp0) f 2SN || sy supacrrn || (700)f |1,
j=1

pour tout a € R", c’est -a dire la propriété (ii)

Considérons de nouveau une fonction ¢ € D(R"), ainsi qu'une fonction ¢ telle qu’on
ait (3.2). La continuité du plongement £ — D’(R") implique l'existence d'une constante
c=c(y) telle que | (g,v) |< c || ¢ || pour tout g € E. On en déduit que

N
| {(Fo) <) [ {(Fayp0) £ 0) [< Ne | f Iz
j=1

ce qui établit la continuité du plongement £;, — D’'(R"™).

Il reste a établir la complétude de £, . Soit ( f;) une suite de Cauchy dans £j,. Comme
on vient de le voir, (f;) admet une limite f au sens des distributions. Par ailleurs la suite
((7a0) fi.) est de Cauchy dans E, elle a donc une limite u, € E, pour touta € R. Puisque
u, est aussi la limite de  ((7,¢0) fx), on a (Ta0)f = u,. Alors la définition de 'espace £,
implique que f € £, et que

limyg s 4 oo SUPacRrn H (TaSOO)(f - fk) ||E: 0.

O

Remarques 3.1. De la proposition ci-dessus, il résulte qu’a équivalence prés, la norme de Ej,ne

dépend pas du choix de la fonction ¢y.

Définition 3.2. [10] Soit E est un E.B.D. et m un entier positif , I'espace de Sobolev W™ (E)
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d’ordre m de base E, est 'ensemble des distribution ftelles que
W™(E) ={f € D'R") : f¥ € E, pourtout | a |< m}.
W™(E) est un E.B.D. pour la norme

I f lwm= > I f9 e

la|<m

Proposition 3.3. Soit E un E.B.D. Si E est un D(R™)-module , isométriquement invariant par transla-
tion , il en est de méme pourW™(E) et on a

(W™ (E)w = W™ (Eiw),

avec des normes équivalentes .
Preuve. 11 suffit d’appliquer la formule de Leibniz de la Proposition (3.2) . O

Proposition 3.4. Soit p € [1, +o0[. Alors une fonction mesurable f sur R"™ appartient a LP(R™),,, si et
seulement si

supmez (| | f(a) P da)? <o (33)
+a

ot B une boule ouverte (ou un cube ouvert)dans R". De plus ,I'expression ci-dessus est équivalent a la
norme || f || ze@ny,,,

Preuve. <) Supposons que fa la propriété (3.3) .En choisissant la fonction ¢, € D(R")
selon la Proposition (3.2) (i.e, positive , non identiquement nulle ) a support dans la boule
B, alorson a

I Gun)f o= ([ Ve =) P £Ga) P da)?
um%vm:Q’r%m—wmﬂmwwﬁAWSWM%cB
B+a

<l o [l (/ | f(z) |P dz)», Va € R".
B+a

ce qui implique

SupaeRn

(apo) Il 90 e stpacn [ 1 700 P do)?

B+a
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cela montre que f € LP(R"),,

=) Inversement, supposons que f € LP(R");,(i.e, supsern || (Ta) f ||p< +00).
En choisissant la fonction ¢ € D(R") de telle sorte que ¢(z) = 1 sur B, alors on a

(/B+ | f(x) [P dI)% = (/B+ | f(z)p(x —a) P dx)%, carp(x) =1 sur B

< (/n | f(z)p(x —a) P dm)% carB +a C R"

< ” (TaQO)f ||p7 Va € R"
Ce qui implique que
Sup“@**/ | (@) PP o) = supaczo || (ra)f Il
B+a

< +o0,

i.e, on la propriété (3.3) .

Remarques 3.2. On a
L>®(R™)y,, = L= (R").

3.2 Définition et propriétés des espaces de Besov et Lizorkin-
triebel

On considere les puissances successives de l'opérateur A, définie inductivement par
AL =A, et AP =A,0Al Ve N

On vérifie aisément la formule suivante

V4
AL f(x) Z() V) fz+(—jh) £=1,2, ..

J

e Pour tout [p € +o0], tout ensemble borélien A de R", tout fonction mesurable fsur R" et tout
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t >0, on pose

wpa(Frt) = supju< /A | Anf(x) P d)s,
Tpa(fo1) = supp<il / | A2f(x) P da)?.

On note simplement w, = wy,rn €t 1, = Nprn.

Remarques 3.3. On utilise maintenant la définition de 1’espace de Besov et 1’espace de Lizorkin-
Triebel, ou s € [0, 1], pour plus en détails voir les livres de Triebel [12] et [13].

Définition 3.3. [10] Soient 0 < s < 1,p,q € [1,+00]. L'espace Besov B; (R") est’'ensemble des

fonctions f vérifiant

I ]

! s dt 1
s =l £l +( / (w00 < 400,

Définition 3.4. [10] Soient 0 < s < 1,1 < p < oo et ¢ € [1,400]. L'espace de Lizorkin-Triebel
Fs (R") est 'ensemble des fonction f vérifiant

1
dt . 1
15 V=l £ o (@ [ (8 a1 s oo

e Rappelons qu’on obtient les mémes espaces fonctionnels avec des normes équivalents , en
remplagant dans la définition précédent , l'intégrale fol par l'intégrale [;, ol r est n'importe
quel réel positif fixé .

Les espaces d’ordre supérieure a 1, sont par définition, les espaces de Sobolev basés sur les

espaces d’ordres compris entre O et 1.

Définition 3.5. Soient s > 1 et m I’entier tel que m < s <m+ 1. Alors E; (R") est ’ensemble
des fonction f telle que f(® € E5 " (R™) pour tout | o [< m.

Cet espace est muni de la norme

DN Pl

la<m

Bpy™(R) -
Lemme 3.1. Pour tout q € [1,+o00] et tout réel o, il existe ¢ > 0 tel que

. IRRAY
Supg<1t®u(t) < c /O(t u(i&))‘l7

Pour toute fonction positive croissante u sur l'intervalle 10, 1].

©2023, H. BAKHTI Sur les espaces de Besov et Lizorkin-Triebel localisés uniformes



3.2. DEFINITION ET PROPRIETES DES ESPACES DE BESOV ET LIZORKIN-TRIEBEL 39

Théoréme 3.1. [10] Si 0 < s < 1, alors B;, (R™),, est I'ensemble des fonction f telles que

r dt. 1
supacze ([ (6 0paral £G4 1S oy < o G4
0

De plus I'expression ci-dessus est une norme équivalente sur By (R")y,.

Preuve. supposons que B est la boule unité de R". Soient ¢, et ¢1 dans D(R"), telles que :
- 0 <y <1, est non identiquement nulle et portée par B/4,
- ¢1(z) = 1 sur 4B.

On désignera par A;(f)(j = 1,2,3,4) les premiers termes respectifs des inégalités (3.4) ,(3.6) ,
(3.9) (3.10). On voit aussitdt que Ay ((1.01)f)(x) = Apf(z) pour tout @ € R”, tout = € B + a, et
tout | 2 |< 1. On en déduit aisément que

Aj(f) < ¢ SUPgeRrn H (TaSﬁl)f | Ej ,(R™),

dans chacun des cas O

Preuve du théoréeme (3.1) . On utiliser la formule suivante, valable pour tout 1 € R" et toutes

fonction f et g sur R" :
An(fg) = (Anf)(m-ng) + [(Ang). (3.5)

soit fune fonction telle que A;(f) < oco. Par la formule (3.5) , on a, pour tous a,h € R" et
|h|<t<1/2,

([ 1 D) P oy < (

B+a

| Anf(@) IP )b+ ] Vigo oo ( / | f(a) P de)?.

B4a

Pour tout ¢ € R™, on a donc

1

([l £. )5 < el [ a2+ ([N S e

En raison de la condition s < 11’expression ci-dessus est majorée par ¢; A;(f), pour une certaine

condition ¢;. Il vient

supaerr || (Ta0) f |55, @< c1Ai(f).

U
Théoreme 3.2. [10] B} ,(R")y, est I'ensemble des fonctions f telle que
v gt 1
supackr (| (" pral(f, 1) )04 | f e, < 00 (3-6)
0
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De plus l'expression ci-dessus est une norme équivalente sur B), ,(R™)y,.

Preuve . On posera
1
Mp,a(f) = Sup0<t§%¥np,]}$+a<f7 t)-

On dispose des formule suivantes , ot k € N*, h € R™ et ol f et g sont des fonction quelconques

AL (fg) = (AL (m=2n9) + (A59) (7-nf) + (Anf)(Aang), (3.7)
k-1
Ap =270, — ) 277'AS, (3.8)
1=0
La premiére est immédiate , la seconde s’obtient facilement par récurrence sur k& O

Lemme 3.2. [l existec >0 tel que

spasalfit) <l [ 1P 1) + M) [t ),

pour tout 0 < t < 3, tout a € R" et toute fonction localement intégrable f

Preuve . Le lemme est une variante de I'inégalité classique de Marchaud . On définit I'entier
k > 1 par I'encadrement 27*~! < ¢ < 27* De la formule(3.8) , on déduit, pour | h |< t,

px% -k ok pxl -1 2lacpx%
(L) <o ([_iseanra)f <o ([_ist0r

1

< g7k (/QB | f(x) [ d:c) +Z2 T2 M),
+a

R
< 4t (/ | f(x) |? dx> +—t|Int| M,.(f),
Ba In2

ce qui conclut la preuve du lemme (3.2) . preuve du théoreme (3.2)
Soit f une fonction telle que As(f) < oco. Par la formule(3.7) , il vient , pour | h |< t < 411 et
ac R,

(S, 12

2 (ra0) (@) P do )"

N o\ o\
< ( / REICY dx) ot ( / @) dx) ok ( / 8 dm)
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Pour tout ¢ € R", on a donc
1

(foi (" 'np((Tatp0) £, t))q% )

S C3 (/04(t1np,18+a(f7 t))q%)

En conséquence

Q=
NG

i at)
supaer || (Tao) f |1 &< €1 | Aa2(f) + supaern (/ (Wp+alf,1))"
0

Grace au lemme (3.2) , on a pour tout a € R",
1
. 1
(5 @ ral 1))

< || f ooy, (/p tq_ldt> + ceM,q(f) (/4 tt | int |1 dt) .
0 0

En appliquant le lemme (3.1)) a la fonction croissante t — 1, g1q(f, t),on conclut que

Q=

supacrr || (Tao) f [IB1, @) < c7A2(f).

Théoreme 3.3. [10] Si 0 < s < 1, alors F; (R"),,est I'ensemble des fonction f telles que

( / 1 (t /hgt A0 dh)q %)

De plus I'expression ci dessus est une norme équivalente sur F; (R);,

+ ” / ”Lp(R")zu< 0,
Lp(B+a)

SUPqgeRn

Preuve . voir [10].

Théoreme 3.4. [10] F, ,(R"),est 'ensemble des fonction f telles que

([ (] 1810 ) %)

De plus l'expression ci dessus est une norme équivalente sur F,) (R)y,

+ I f [z, @ny., < o0
LP(Rn)lu

S upa c R

Preuve . Voir [10].

1
iq,l “ At
es | fllan, | [ 70 ) e | [ @enaf )T
0 0

Qe

(3.9)

(3.10)
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Conclusions générales et perspectives

ans ce mémoire, on a étudié la localisation en norme (* sur les espaces de Besov et
les espaces de lizorkin -Triebel, ot s € R, p,q € [1,+00] pour les espaces de Be-
sov , et p € [1,+00[, ¢ € [1,+0o0] pour les espaces de lizorkin-Triebel. Aussi, on a
étudié la localisation uniforme sur les espaces de Besov et les espaces de lizorkin-Triebel, ou
s >0, p,q € [1,+00] pour les espaces de Besov et p € [1,+00|, ¢ € [1,+00] pour les espaces
de lizorkin-Triebel. On a caractérisé concretement ces espaces, i.e., ces espaces sont décrits sans
utliser une fonction auxiliaire .
Dans les travaux futurs , nous étudierons la localisation uniforme sur d’autres espaces fonc-

tionnels.
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ans ce mémoire, on a étudié la localisation en norme ¢ sur les espaces de Besov B, ,(R") pour s €
R, p,q € [1, +00], et les espaces de Lizorkin-Triebel F;; ,(R") pour s € R, p € [1, 4+, ¢ € [1, +<].
Aussi, on a étudié la localisation uniforme sur les espaces de Besov et les espaces de Lizorkin-Triebel, o1
on a caractérisé concretement ces espaces, i.e., ces espaces sont décrits sans utiliser une fonction auxiliaire

@, pour s > 0.

Mots-Clés : Espaces de Besov, Espaces de Lizorkin-Triebel, Localisation en norme ¢7, Localisation
uniforme.

n this memoir, we have studied the localization in ¢’ norm on Besov spaces B, ,(R") for s € R, p,q €
[1, +0oc], and Lizorkin-Triebel spaces F}; (R") for s € R, p € [1,+00], ¢ € [1,+0oc]. Also, we studied
the uniform localization on Besov spaces and Lizorkin-Triebel spaces, where we concretely characterized

these spaces, i.e., these spaces are described without using an auxiliary function ¢, for s > 0.

Keywords : Besov spaces, Lizorkin-Triebel spaces, Localization in ¢” norm, Uniform localization.
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