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Notations

o C*°(R") :={ f:R"— R,0“f existe et continue, tq |a| < m,Vm € N}.

e D(R™) = C§°(R") est 'espace des fonctions C*°(R") a support compact, D'(R™) est le
dual de D(R™) appelé espaces des distributions sur R”.

e 5 : l'espace de Schwartz des fonctions C'* a décroissance rapide, sur R".

e S’ : lespace des distributions tempérées .

e 7~ : la droite gauche de ’ensemble Z .

o fxg(x)= [ f(x —y) g(y)dy est le produit de convolution des fonctions f et g des
fonctions a LI(RHY).

e Si f € S(R") sa transformée de Fourier est :

(FHE) = Fle) = / exp(—izt) f ()da.

et sa transformation de Fourier inverse est :

F 0 = @) [ explizg)f(a)da.
Rn
e Jf est le dérivée de la fonction f .

e ¢, C (', .. .désigneront des constantes strictements positives qui peuvent changer leurs
valeurs d'une ligne a une autre.

oS, = {f €S, f(j)(O) =0;7=0,1,....m—1,avecm=1,2,...,€ N*U {oo}} donc

si m = 00, on note Sy, := {f €S, f(a)(()) =0,YVa € N”}

® O, : polynome de degré strictement inférieur & m ( inférieur ou égal a m — 1 ).

® O : le sous-espace de S’(R™) de tout les polynémes sur R™.

e S/ : l'espace des distributions tempérées modulo les polynémes ¢,,.

e S/ :lespace des distributions tempérées modulo les polynomes ..

e [f] : la classe d’équivalence d’une distribution f € S’(R") modulo p.,(R™).

o L} .(R™) est 'espace des fonctions mesurables sur R",intégrables sur tout compact de
R™.

e Si f:R" — C est une fonction, le support de f est supp f = {z € R": f(x) # 0}.
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o [7(Q) ={ f:Q — R, mesurable tel que [ |f |’ dp < oo} muni de la norme
Q

I, = | [ 17 dn | <oc.
Q
e Inégalité de Young : V p,q,r € [1,00] tel que :
fxge L'(R") et

+1=1+1 s f € IP(R"), g € LY(R"),

1
p

L7 gll, < A1l gl -

e Inégalité de Holder : Si 1l < p < oo, ¢ est le conjugué de p (%+%:1), alors V f € LP(Q),
geLIN)ona: fge L'(N) et

1F-glly < 11711, llglly -

pour p = q = 2, 'inégalité de Holder est sera Cauchy-Schwartz .
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Introduction

Dans ce mémoire on s’intéresse & I'etude des espaces de Besov homogénes, en particulier,
on cherche & rendre ces espaces dans les distributions tempérées, car ils sont définis modulo
les polynomes .

Le premier chapitre de ce mémoire est un rappel sur les espaces de Besov homogénes
et non homogenes, leurs normes, en plus quelques théorémes, notions qui lui donne plus
importence, plus particularité parmi les autres espaces dans I’analyse fonctionnelle.

Dans le second chapitre, on cherche a réaliser les espaces homogénes, cela signifie choisir
dans chaque classe d’équivalence (modulo les polynéme) un représentant et un seul de fagon
cohérent i.e linéaire et continue, nous avons aussi quelques propriétés comme l'invariance
par translation et dilatation .

Dans le troisiéme chapitre nous donnons des propriétés comme les inclusions, les injec-
tions qui concernent les espaces de Besov.

Dans le dernier chapitre on applique la composition sur les espaces de Besov comme

une partie d’application de ce mémoire .



Chapitre 1

Espaces de Besov

Nous rappelons quelques notions, quelques définitions nécessaires pour la suite, en
particulier la décomposition de Littlewood-Paley, les espaces de Besov homogénes et non

homogenes. Nous rappelons aussi quelques propriétés principales qui concernent les espaces

de Besov .

1.1 La décomposition de Littlewood-Paley

Soit o € S(R™), telles que :
i) supp o C {€: [¢] < 3}

i)0<p<1
o§) =1 ,si g <1
iii)

o) =0 ,sig=3

Soit v la fonction indéfiniment différentiable, paire et positive, dont le support soit

un compact de R™\{0}, telles que :
i) 7€) = a(§) — o(2€)
if) supp y C{¢: 5 < ¢ <3}

Pour obtenir aux deux expressions de la décomposition de Littlewood-Paley, on va

calculer :



1.1. La décomposition de Littlewood-Paley

() ZV(WE) , V€ ER™

et

o

®) Y 2R Ve e R\{0}

k=—o00

(a) Vm € N,V¢€ € R™ :

Zv@‘%) = 2[9(2‘%)—9(2‘”1@}

=0

= 0(27¢) — 0(29)

<
Il

o
<

Comme p est continue, on a :

D 27 = lim Y 4(27¢)
j=0

= 1-0(2)

Jj=0

Alors, on obtient :

o(&) + 27(2*15) =1 ,VEeR” (1.1.1)

cette derniére formule est appellé non homogeéne .

(b) ¥V I,m € N,V¢ € R"\{0} :

m m

Yy = > (o278 — 0277

j=-—1 j=-1

= 027" — o(27¢)

Pareil, comme p est continue, on a :



1.2. L’espace de Besov homogéne

+o0o m

;wm—ﬂf) - mﬂgorgm; Y(279¢)
= lim p(27™¢) — lhm 0(2"1¢)
=1

Car o est a support compact, donc g(cc0) = 0,

Alors
+oo

Y yePo) =1 ,V¢eRM{0} (1.1.2)

j=—o00

cette derniére formule est appellé la décomposition d’unité homogene .

1.2 L’espace de Besov homogéne

D’aprés la décomposition de Littlewood-Paley nous avons trouvé la formule 1.1.2

On multipliant 1.1.2 par f, il vient :

F(&) =179 f(¢)

Par la transformée de Fourier inverse, on a :

FO = (F927))  £(9)

JEZ
Définition 1.2.1 Pour tout k € Z, on définit l'opérateur de convolution Af par :
Agpf : S'(R") — C*°(R")

fr— Apf
tel que

~

Apf(€) = Fly(@27%) f(€), VEeR™



1.2. L’espace de Besov homogéne

Remarque 1.2.1 un calcul simple donne :

Apf(z) = (2"F19(2%)) = f(x), VzeR™ (1.2.1)

Définition 1.2.2 Soient s € R,p,q € [1,+00]. L’espace de Besov homogéne B;CI(R”) est
Uensemble des f € S._(R") tels que :

Hf”B;q(R”) = <Z2ksq ||Akf||;§) <00 (1.2.2)

keZ

. s
B, , muni de la norme ||.|| ;s est un espace de Banach .
’ P.q

Remarque 1.2.2 ] est important de noter que Vv € po, , ona ||v| =0, cect car

.S
BP#]

Ao(€) = 7277 aab,

«

= ’7(0) Z aaégi)o

[0}

= 0

Remarque 1.2.3 Si on remplace la partition 1.1.2 par une partition continue, c-a-d

|G
0

.8
ou ¢ € D(R™\0), alors on obtient une norme équivalente dans B

g0 & savoir le théoréme

suivant :

Théoréme 1.2.1 Soit f € S (R"™), alors f € B;q ssi

Q=

[ dt
= | [ IF el <o 123

0

/]

tel que ¢, (z) = =p(%), t>0.

Preuve. (voir [1]) =



1.3. L’espace de Besov non homogéne

1.3 L’espace de Besov non homogéne

D’apres la décomposition de Littlewood-Paley non homogeéne 1.1.1, on a :

flo) = Flox f(z) + ) 2" F (277 « f(x)
j=1
Définition 1.3.1 Pour tout j € N, on définit ['opérateur de convolution S;f par :

S, ¢ SR — C=(R")

fr— 5;f
tel que
S;1(6) = 0279f(6)  VEER™
Remarque 1.3.1 un calcul simple donne :
Sif(x) = (2"F10(27))) x f(x), VaxeR™ (1.3.1)

Définition 1.3.2 Soient s € R, p,q € [1,+00] , l’espace de Besov usuel (non homogéne),
on le note par B, (R") est l'ensemble des fonctions f € S'(R") telle que :

q

Bs ,(R™) = (Z 9skq ||Ak;f||z> + HSOpr- (1.3.2)
k=1

Comme le théoréme 1.2.3, on peut obtenir une somme continue équivalente dans B;  (R"),

/]

mais nous remarquons que ’aurons pas besoin par la suite de ce travail .

1.4 Quelques notions

i) S; et Ay sont des applications linéaires (i.e : Ag(f + Ag) = A(f) + AAx(g)
Si(f +Ag) = S;(f) + AS;(9) . V f,g € 5" et VA € C).
i) fES'R):f=Sf+ ¥ Auf.jeL
k>j+1
iii) f e SL(R™) : f=> Apf.
keZ

Nous avons aussi les deux résultats suivants :



1.4. Quelques notions

Théoréme 1.4.1 Soit f € S| _(R"), VN € N,

ARSI, <2, ke Z™. (1.4.1)

Théoréme 1.4.2 Soit f € S'(R"), VN € N,

JARFl, + I1Sof, < €27, Wk e N,

Exemple 1.4.1

a) Soit f(z) =6 (la mesure de Dirac)

JAw], = 2 / Fy(2b0)| da

n

= 2fnhg /!f‘lv(y)!pdy
— C.Qk"(l_%),(si on pose C = Hffl’y(y)Hp)

Comme

1

il ) ) = o (S ket
p

keN keN

Alors
s n : 1
6 € B (R") sis<n(;—1)et

1
q

— k(s+n(1-1))a
1613 = € (2:2 p )

keN
b) vp% € By,

Preuve. (voir [6] ) =



1.4. Quelques notions

Théoréme 1.4.3 (Triebel 1983): Si on change o par o, avec ¢ de méme type que o,

c-a-d : 0€ D(R"),0<0<1,0(&) =1, pour |§| < 1, paire , les normes obtenues notées
) (0)
A1 et 1] @ et

P,

5392 sont équivalentes respectivmentes aux || f|
p,q

(o)
Bpg

Remarque 1.4.1 3 «, 3 > 0 tel que:

«Q ”ng);zq < Hf‘ g%q <p HfHS%?q
(p) () (p)
o " < e < o
||f||Bp,q > ||f| B, B HfHBp,q

Preuve. (voir [8]) =

Théoréme 1.4.4 (Bernstein): Soient0 <p <7, R>0,3c¢>0,V f € S'(R"), telle que
suppf C {€:1&| < R}, alors
I£l, < e.R"G—%)

| f11,
et

1

Hf(a)”r < C.R”(;_%)‘Ha\ ||f||p7 Yo € N7, (1.4.2)

Preuve. Soit f € S'(R"), R > 0, suppfc {€: €] < R}, on pose (0 = p), 8 € D(R"),
0(€) =1,V [€] < 1, on pose aussi O(%) =1: ‘%| <1, cad [¢] <R,

Comme

FHO(2))(z) = R"F0(Rx)

<
R
il vient alors

f(@) = (R"FO(R.) * f)(x)

d’aprés 'inégalité de Young on a :

1£1, < ||B"F6R)]|, I,

tel que: 1 <p,g<r et %4-1: +

141
q p

On pose :



1.4. Quelques notions

1
q

A = R /|f19(Rx)|qu
=m0 ay
— R (tqc:”]:_lQHq)

donc

n(1—1
Il < eR" 1,
< RGP I£1L

et par le méme facon du démonstration ( puisque (f * g)(® = f(®) x g, Va € N*) on

obtient :

£, < e.RMG=Hl 7).

Théoréme 1.4.5 Soient s € R et p,q € [1,+00]. Si f € By, alors, f@ e B;:]‘O"

et
[£]

S— |« < .
piclal < CL|f]

s
BP,Q

Preuve. D’aprés le théoréme de Bernstein, en posant R = 2, on a :

[(Aef)@ < C2MG=DH A F| L avee 7 > p

||
(S0 )], < " (;) 1S0£11, (1.4.3)

sir=p:

2hslal ||(ALN) @] < C.2 | AL -



1.4. Quelques notions

Ce qui donne

@3 (201" H(mf)“”)}}p)q) ‘<o (i (2 HAkap)q) (1.4.4)

aprés 'addition de 1.4.3 et 1.4.4 on obtient le résultat du théoréme, c-a-d f(®) € B;:]‘a'
et

17|

s—|a <
pictal < C|f]

s
BP’Q

Remarque 1.4.2  L’espace de Besov B, (R") est l'espace de Hélder si p = q = oo, noté
C* tel que B, ., = C° (il en est de méme, pour le cas homogene). L’espace de Hélder a une

norme suivante :

[flles = Ifllsy . = kS;llp(?S'“IIAkflloo)+||Sof||oo (1.4.5)

Ifllee = WFllg = sup (2" [Akfl)
o0 kel

Remarque 1.4.3 Dans le cas ou s € ]0,1], lespace de Holder posséde une norme suivante

f@) = Fw)]

[flles =1l + sup 3
¢ TH#Y |£L’—y|

et sis e RI\N ona:

=l S sup ()@ — f(y)@)]

la|<[s] Ty |{,(; — y|8—[s]

/]

10



Chapitre 2

Espaces de Besov homogeénes réalisés

Ce chapitre est consacré par les espaces de Besov homogenes, en commencant par une
généralité sur les réalisations, en particulier la réalisation de Besov homogene, nous donnons

aussi quelques propriétés importantes des réalisations dans ’espace de Lizorkin-Triebel .

2.1 Généralités sur les réalisations

Soit E un sous-espace de S’, muni d’'une structure d’espace de Banach, telle que 'injection
canonique £ — S’ soit continue. On appellera réalisation de E une application linéaire

continue

c : E—Y9

u +— o(u)

telleque, pour tout u € E, [0(u)] = u. Le sous-espace o(E) C S sera appelé une
réalisation de E. o étant une bijection de F sur o(F), l'espace o(F) est muni par la norme

de F, est donc un espace de Banach de distributions tempérées.

Proposition 2.1.1 (voir [1]) Soit

og: EF— S

11



2.2. Réalisation de I’espace de Besov homogéne

une réalisation, dtmage Ey. Pour toute autre réalisation

o FE— 9

il existe une suite finie (7, )jqj<n, @ € N”, de formes linéaires continues sur Ep, telles que,

en posant

on ait

(coog)(f) = f+m(f)Vf € En)

Réciproquement, la donnée de 7(f) détermine une réalisation o de E, a savoir

o(u) = oo(f) + m(oo(u))

Cette proposition est dit & G. Bourdaud, voir [1] pour une démonstration compléte.

2.2 Reéalisation de ’espace de Besov homogéne

Définition 2.2.1 Une réalisation modulo p,,(R™) de B;’q(R”) est une application linéaire

continue

o: B (R") — S'(R")/pm(R") (2.2.1)

fr—0a(f)

S S

telle que [o(f)] = f, pour tout f € B;q(Rn), et on le note Em = O'(B;q), avec Ep’q

.8
est I'espace réalis¢ de Besov. Une telle réalisation est un isomorphisme linéaire de B, ,(R")

12



2.2. Réalisation de I’espace de Besov homogéne

.8
sur son image, de sorte que o (prq (]R”)) devient un espace de Banach si on le munit de la

norme :

OIS (222)
Théoréme 2.2.1 (wvoir [3])Soients € R, 1 < p,q < o0, sif € B;q alors > A, f converge
JEZ
dans S'(R™), D’apreés la définition de la réalisation de Besov, on a
o(f)=u (2.2.3)

S

est une réalisation ([u] = f) et u € Ep’q, donc

o(f) = Z A, f. (2.2.4)

s

Remarque 2.2.1 Sion a o une réalisation de B, ,, alors toutes les réalisations s obtiennent

o(u) = oo(u) + Z Lo(u)z®

aeN™

tel que L, (u) est constante.

Remarque 2.2.2 Si f € S'(R")/p(R") et sila série Y A;f converge dans S"(R™) /o, (R™),
ez
on pose ’

Om i= ZAjf € S'"(R™)/pm(R™).

jez
Proposition 2.2.1 (woir [3]) On définit entier p = u(s,p,q,n) comme suit :
max ([s—%],—l),siq>1ous—%¢N,

po=
s—2—1, siqzlets—%eN

p
Alors 0,,(f) est défini pour tout f € B, (R"). L’application ¢, ainsi définie est une réal-
isation de B;q(R”) modulo g, (R") qui commute avec les translations et avec les dilatations.

cette proposition est di encore & G. Bourdaud, pour sa démonstration voir [9].

13



2.3. Propriétés de la réalisation

2.3 Propriétés de la réalisation

Théoréme 2.3.1 Siu € B, _, il existe un unique élément [ € o B;q), tel que [f] = u et

D,q’

Uapplication o(u) = f commute avec T, et hy c.d.d:

TaO00 = 00T, Va e R™
et
hyoo = oohy, X>0.

Preuve. o Soit a € R" :

(Taoo(M@) = Y 7aldf())

= % PNF Iy (2y) f(x — a —y)dy
- % [ F @) - vy
= Zﬂzmaf(x))

.

— (oor)(f)@)

D’ou

TaOO0 =00T,

e On peut remplacer v par ¢ une fonction dans D(R™\0),d’apres le théoreme 1.2.3 qui

donne I'équivalence des normes dans les espaces de Besov homogénes,
oo

ZZAkf(x) ~ [(F, % )% tels que
je 0

14



2.3. Propriétés de la réalisation

t~277
JEZL
t € [0, 00]
donc
o(f) =a(f)
telle que :
0= [FrexnT ) = e >0

alors

(oa(f))(z) = (a(f))(%)
= GUNG)
= [E e ®S
= //]:_lzbt(y)f(i _y)dy%
on pose \y = z , \'dy = dz ,donc
oot = [ [ 7 e - 5T

on pose \t = v

15



2.3. Propriétés de la réalisation

(hyoo(f)(x) = / / LF ) (e - i

0 Rn»

- / Fl, x () (@)

- / F e () (@)

= (U(hxf))( )
= ((@om)()(=).

Définition 2.3.1 On dit qu’une distribution tempérée f € S'(R™) tend vers 0 a linfini si

on a :

hmf( > 0 (2.3.1)

A—0

dans S'(R"), c-a-d

A—0

lim <f (X) ,g0> — 0, Vg € S(R")
L’ensemble des telles distributions est notée Cp(R™) .

1— f € S§'(R), f € Co(R") car :

< frp>| = / f(@)p(a)d

(Cauchy—Schwartz)

< LF1l2 [l

d’autre part:

16



2.3. Propriétés de la réalisation

<hfio> = | [ 1G)ela)da

R

(Cauchy—Schwartz) T 12
< Yl ( 1) dx)

R

1
2

on pose xr =ty

1
[<hfio>l < el If]l, 42 —0

quand t — 0.

2—0f € EE(R) car :

< mdf.p > = L/ 0f ()p(a)de

on pose T = \y, dr = \"dy

< hdf, o> = A" L/(?f(yw(ky)dy

= N'|<Of, p(A\.) >
= |(=N)"" < f,00(\.) >|

= |(=0"" L/f(fC)W(M)dl’

si on pose \x =y, dv = %

< M. >| = (-] L/f(%)aw(y)dy

(Holder)
< Alfll 102y — 0, quand A — 0.

17



2.3. Propriétés de la réalisation

Proposition 2.3.1 (woir [5]) On suppose que les paramétres s, p,q satisfont les conditions
suivantes : 1 <p<oo,0<s<14+(1/p),et 1<qg<oo,ous=1+(1/p) etq=1. Soit

B;q(]R"), I’ensemble des distributions tempérées f telles que :
[f] € B;q(R”) et 0;f € 65(}1%”) pour j=1,....n

Tout élément de B;’q(R") admet un représentant dans B;q(R”), unique & l’addition

.S
preés d'une constante. L’espace B, (R") sera muni de la semi-norme ||.[| ;s &)
’ Pyq

Proposition 2.3.2 Sous les hypothéses de la proposition précédente, on considére
g € B;’q(Rn). Il existe alors une suite (gi)r>1 dans B; (R"), et une suite numérique

(ak)r>1 telles que :

0) ol < el
(i) gr + ax — g dans L (R")

Inégalité de Gagliardo-Nirenberg:

D’apres I'inégalité de Holder, pour toute fonction u & valeurs réelles,

0 —0
lall, < llullg llull, (2.3.2)

ou 6 € [0,1] et r, ¢, s sont des nombres réels strictement positifs vérifiant : % = g +

Comme une résultat concerne des espaces de Besov de cette inégalité :

Il < A1 A1

alors, on obtient :

0 1-6
£, < M1, 10

18



Chapitre 3
Quelques propriétés

Dans ce chapitre on va donner quelques propriétés importantes comme les injections, les

inclusions, qui concernent les deux chapitres précédentes .

3.1 Injections
Définition 3.1.1 On dit que A — B une injection continue si:

i)re A=x€ B (ACB)

ii) lapplication id : A — B,z — x, est continue .
Théoréme 3.1.1 Dans tout les propriétés suivantes ,il en est le méme pour le cas homogéne

o< p<r<:

n o n
B, — B, ,sit<s——+—,¢g<m. (3.1.1)
b b p 70
o >p,
n on
B;, < B;,, Sit=s——+—, et0<¢g<1
b I p /’ﬂ
oO<p§7“§oo,sis>%—%(ous:%—%et()gqgl),alors
By, — L,
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3.1. Injections

eSis>2 (ous=2 et 0<q<1),alors
p p
B;’q%LOO.

eSis>0,(ous=0et0<qg<1), donc

B, — Ly.
Théoréme 3.1.2
e 0<p,qr<oo,sis > S alors

B3 < B (3.1.2)

oq2>q1,sip§rett§s—%+%alors

B* < Bt

p:q1 p,q2

Remarque 3.1.1 Tout ces théorémes sont démontré dans [7] et [8], ici quelques démon-

strations :

Preuve. e 0 <p<r<oo,sit<s—=+4

23

n
p

s t
Bp?q (H Br7m
si on pose R = 2* dans le théoréeme de Bernstein :

n(i-1
th HAkaT < C.2Sk ||Akf||p .2k(t—s+%_%)

et comme : Vay, b, > 0,

ak.bk S bk (i(ak)q) '

k>1
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3.1. Injections

donc
th k(t—s+2—1) - sj 7\’
2 A, < C.2K 7.(2 (2 ||Ajf||p)> (313)
j=>1
et
1Sofl, < CollSofl, (3.1.4)

la somme de 3.1.3 et 3.1.4 nous donne :

n

25 N ALFIL + 1Sofll, < Cr2Ms TR )

Bpq
1 1
||Sof||r+(z (2““||Akf||r>’”) < C. (Z (2iD) ) 1F11 5,
keN keN
on pose
1
o= (Seey)
keN
alors
1fllpe, < C-Clfllg,,

pourCconverge,t—s+%—%<0,donct<s—%+§.
e 0 <p<r<oo:(on particulier le cas de r > 1), si s>%—%

S
—s
prq Lr

11, = [[Sor + 3 A

k>1

T

(|[-Il, est une norme )

1SofIl, + >~ IAf,

k>1

(Bernstein) n_n
< c(||50f||p+22k(p K I|Akfllp>

k>1
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3.1. Injections

on pose
=) 2" A,
E>1
= S G ],
E>1
< SAGTE (Y (20 1As,)
E>1 j>1
k(B—-2—s
<SP fll
E>1
donc

I£1l, < Y25 G | 1]

k>1

s
Bqu

k(-2 . N
S0 2877 7) st converge si 2 — 2 — s < 0, alors s > % — 2 d’ou
p r p T

Byg = L

e 0<p,qr < oo, sls; > sy, q<r,alors
S1 S92
Byq = By

Soit f € By,

3=

1l = (ZTMTHAMH;)
k>0
1
- (Z 202k (918 || A f]] ) )
k>0
) 1
(LqCL,,,) . q.T I
(e (D)
k>0 §>0
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3.1. Injections

donc

1
HfHBf,Q, < (Z 2(82—51)kr> ||f||B;1q7

k>0

pour (Z 2(5251)]“") < 00, il faut s — 51 <0, c.a.d s <s; m
k>0

Théoréme 3.1.3 VA >0,V f € B,,

POl = X%

)

Preuve. ( voir [4]) m

Proposition 3.1.1 Les espaces de Besov jouissent de propriétés analogues aux espaces de

Lizorkin—Triebel, Voici quelques propriétés supplémentaires :

.FS :BS

oB <—>F <—>B

p,min(p,q) p,max(p,q)

( le méme pour le cas homogene )

Proposition 3.1.2 Soit s € R, p,q € [1,4+00]. Soit f wune distribution tempérée sur R™.

. s
Si (fx)ren est une suite bornée dans B, (R") et si kh_{gofk = [ au sens des distributions

tempérées, alors f € B;q(R”) et

AT

(i) B, est un Banach pour p,q € [1,00] .
(11) = C® pour s € RI\\N .

(111) 52 = H° I'espace de Sobolev .

(iv) B, = l'espace de Bessel .
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3.2. Inégalité de Hardy

3.2 Inégalité de Hardy

On considére une fonction v définissant une analyse de Littlewood-Paley :
1Ab appartient & C*°(R"), est portée par la couronne {{ € R™ : % < €| < 2}.
L’espace de Sobolev homogene H S(]R") est alors le sous-espace de S’'(R™) défini par :

2
(Z v |Ajf|2> € L’(R").
JEZ

Proposition 3.2.1 Pour s >0, s— § ¢ N, l'espace HS(R") admet une et une seule réali-

sation o invariante par dilatations, i.e. vérifiant :

o(u(\r)) = o(u)(\z), YA > 0,Yu € H (R") (3.2.1)

La réalisation de H S(R”) est alors notée H.

real (Rn)
Les fonctions des espaces réalisés vérifient une inégalité de type Hardy. Cette inégalité
est importante et permet notamment d’obtenir des résultats sur la localisation des espaces.

On a en effet la

Proposition 3.2.2 Soit s > 0, s — § ¢ N, il existe une constante C' > 0 telle que, pour

toute fonction f de l'espace H :eal(R”), on a:

£ ()]

|I|28
R™

dz < C|

24



Chapitre 4

Application a la composition

Dans ce chapitre on va etudier le cas de la composition de Besov, comme une cas particuliére

la composition de Sobolev, dans la partie des applications dans ce travail .

4.1 La composition des espaces de Besov

Définition 4.1.1 Pour p € |1,+oo[, on désigne par u,(R) Uensemble des fonctions boréli-

ennes

f:R—R

telles que :

Hf%¢—&m%/Qmwﬂx+hy—ﬂ@W¢p<m

>0 |h|<t

On dit qu’une fonction continue f appartient & UI} (R) 8’1l existe une fonction borélienne

bornée h € u,(R) telle que :

ﬂ@—fmy:/ﬁ@ﬁ Vz € R. (4.1.1)

On munit U} (R) de la semi-norme :
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4.1. La composition des espaces de Besov

11y = nt {su ] + ], }
R
la borne inférieure étant étendue aux fonctions h qui vérifient (4.1.1).

Théoréme 4.1.1 ( wvoir [2]) Soient s,p et q trois réels tels que 1 < p < 00,1 < s <1+ ]l)

1

L1+
et 1 < q < o0. Toute fonction f lipschitzienne, nulle a 'origine et appartenant a Bpos

envoie par composition & gauche By (R") dans B, (R") . En revanche il était tout aussi

clair qu’une inégalité du type :

111 S 141 4.1.2
I 0.0 sy < () gl 1o (412)

redonnerait gratuitement , par interpolation non linéaire, ’estimation :
1o gllsy. < e(F) lglls, (4.13)
dans la plage 0 < s < 14 (1/p)
Théoréme 4.1.2 (voir [4])Soient 1 < p < o0, ¢ € [l,00] et 0 < s < 1+ (1/p). Si
1 1
feU(R) et f(0) =0, alors Ty envoie B;j(p)(]R”) dans B;:;g”)(R”) et By (R") dans lui

meéme .

De plus il existe des constantes ¢ > 0 telles que :

+(2)
15000 rscp gy S €17l gl ety Y9 € B ™ (RY)
10 gllsy @ < 1l lglln, @y Y9 € Bjy(RY)

Théoréme 4.1.3 (woir [4]) Soient1 < p < 00, q € [1,+00],0 < s < 1+(1/p) et f € U, (R)

. 1+(1/p)
(i) Pour tout g € B, g (R™) on a :

_+1/p)
[fogl€ By (RY)

0i(fog) e 50(]1%”) pour tout j = 1,...,n, et
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4.2. Un cas particulier

170 gl grvam g, < elflloy il ream

(R™) — (R™)

(ii) Pour tout g € BM(R”) on a:

foge B o(R™)

et

I1f

Rn < C”fHUl HfHB Rn)

Preuve. la démonstration est basée sur les axes suivants :
« B, =B, NL, >0
IFOI 52y = = X7 | fI] e

(4.1.4)

(4.1.5)

. Approx1ma,t10n par le lemme de Fatou dont nous le rappellons :

Soit (f,,) une suite de fonctions mesurables positives, alors

/h_m fudp < lim /fndu
Q

Q

4.2 Un cas particulier

4.2.1 La composition des espaces de Sobolev

Dans les espaces de Sobolev fractionnaires W, ,0 < s < 1+ (1/p).

non affines

f:R—R

Ces espaces partagent

la propriété d’admettre un calcul fonctionnel sous-linéaire, au sens ou il existe des fonctions

telles que I'on ait, pour une certaine constante c et toute fonction g € W7,
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4.2. Un cas particulier

1fogll < cllgl (4.2.1)

la norme étant celle de W . En revanche, dés qu'on a s > 1+ (1/p), la condition (4.2.1)
entraine que f est une fonction affine. La propriété (4.2.1) est satisfaite par une classe

naturelle de fonctions f, que nous définissons maintenant.

Définition 4.2.1 On appelle BH(R) l’ensemble des fonctions continues sur la droite réelle

dont la dérivée seconde, au sens des distributions, est une mesure bornée.

Théoréme 4.2.1 (voir [}]) Soient 1 < p < oo et 0 < s < 1+ (1/p).Toute fonction
f € BH(R), telle que f(0) = 0, opére sur W;(R) par composition a gauche, de plus il existe

une constante ¢ = c(s,p,n) > 0 telle que

1£ 0 gllwsqaey < el a9y Vo € WiRY) (4.2.2)

Remarque 4.2.1 e Peut-on définir U; dans les cas limites p =1 et p = +oo0 7 , Il est

bien connu que la condition

1
igﬁzum+m—fmn<m

est équivalente au fait que f’ est une mesure bornée. Dés lors il est naturel de poser
UL(R) := BH(R), Quant & UL (R), c’est simplement ’ensemble des fonctions lipschitziennes.
e Dans le théoréme (4.2.2), il est possible de remplacer BH(R) par U, (R), & condition

toute fois de se limiter au cas ou W est un espace de Besov .
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