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Notations

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce mémoire :

N
QCRY
Q

o0

dist
B(zx,r)
B(x,7)
Id
det(.)
X\A4

Un entier supérieur ou égal a 1.

Ouvert .

La fermeture de 2.

La frontiere de 2.

Distance .

La boule ouverte de centre = et de rayonr.

La boule fermé de centre z et de rayon r.

L’application identité.

Déterminant.

Complémentaires de A a X (A est un sous ensemble quelconque de X).

f:RY — RY est de classe C*

+f'(x)

*f\QmF
LP(Q)
P (Q2)
(
"

C*(

S

)

QQ =
EEL

C=(Q)

e(0)
()

La différentielle de f en x.
Restriction de I’application f sur QN F.

{u mesurable sur Q et [, |ulPdz <oo},1<p < occ.

{ue Lr(Q), Du € LP(),Yo € N¥;|a] <m},1 < p < oo,m e NV,

Espace de fonctions continues sur 2.

Espace de fonctions £ fois continiment différentiables sur ) (k entier > 0).

Espace de fonctions u de C*(Q2) telles que pour chaque multi indice a, |o| < k,

'application # € Q — D“u(z) se prolonge contintiment sur .

Nk @).

k>0

{U e C(Q), sup ‘U(I) =1 “(Z/)’
syen |z —yl|*

{u € C*(Q); Diu € % (Q) Vj, |j] < k} )

<oo}avec()<0z<1.
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles font partie important des modeles mathématiques
pour interpréter les phénomenes physique et biologiques, par exemple, dans I'étude des fluides
non Newtoniens et dans les phénomenes de couche limite pour des fluides visqueux... etc. Par
conséquent, les EDP représentent un champ d’étude trés vaste, aussi bien en mathématiques
pures qu’en mathématiques appliquées.

Dans ce mémoire, on s’intéresses a étudier 1'équation elliptique non linéaire, posés sur un
domaine borné 2 dans R"; avec les conditions de Dirichlet homogeénes. Ce mémoire est orga-
nisée de la facon suivante :

Dans le premier chapitre, on donne une introduction aux degré topologique de Brouwer et
de Leray-Schauder, on commence par donner la notion et la définition de degré en dimension
tinie (degré de Brouwer) ainsi toutes les propriétés utiles et indispensable dans cette étude, et
ensuite, on généralise cette définition de degré au dimension infinie (degré de Leray-Schauder).
On donne aussi des applications simples et immédiats de degré a savoir : le point fixe de Brou-
wer et de Schauder.

Dans le deuxieme chapitre, on démontre des estimation a priori pour les solutions éven-

tuelles de ce types des problemes elliptiques non linéaires :

{ Lu = f(u) dans

u =0 sur 00
via la méthode de blow-up de Gidas-spruck [2] qui est basée sur le raisonnement par I’absurde
et la réduction du probleme ci-dessus a un probleme de Sturm-Liouville qui nadmet que la
solution triviales. Ces estimation sont utilisés pour appliquer le degré topologique de Leray-
Schauder pour démontrer 1'existence de la solution.

Dans le dernier chapitre, on démontre 1'existence d’une solution forte et non triviale du

probléme ci-dessus, en utilisant le degré topologique de Leray-Schauder.



CHAPITRE 1

DEGRES TOPOLOGIQUES

Soient y € RY, f : RY — R une application au moins continue et soit I’équation

f(x) =vy. (1.1)

Est-ce qu’on peut assurer qu’il existe une solution a ?
C’est tres simple dans le cas ou f est linéaire, on calcule le déterminant sil est non nul, il existe
une solution et méme une seule a (L.1), pour tout y € RV .

Mais dans le cas ol f est non linéaire c’est pas de la méme simplicité. On estime développer
un outil jouant, pour les applications non linéaires, ce role de déterminant pour les applications
linéaires. On appelle cet outil le degré, qui assure par sa non nullité que a au moins une
solution stable. Le degré dépendra de f, y et de I'ensemble sur lequel on cherche les solutions
a (L.2).

Les degrés topologiques les plus connus sont de Brouwer pour les espaces de dimension finie,

et de Leray-Schauder pour la dimension infinie.

1.1 Le degré topologique de Brouwer

1.1.1 Définition de degré topologique de Brouwer

Notation. Soit N > 1 et Q est un ouvert borné de RY, y € R, On consideére I’ensemble suivante :
A={(f,Q,9)|f : @ = R"est une application continue ,y ¢ f(9)} .

Théoreéme 1.1. (Voir[8]) 1l existe une et une seule application d : A — Z qui vérifier les propriétés

suivantes :

1. Normalisation : Siy € Qalors d(1d,Q,y) = 1.

2. Additivité : Siy €RY, f: Q —RY est continue et 1,y sont des ouverts disjoints inclus dans

Qtels que y ¢ f(Q\(Q U D)), alors



d(f7 Qa y) = d(f7 Q17 y) + d(fv Q27 y)
3. Invariance par homotopie : Si h : [0,1] x Q@ =R et y : [0,1] =R sont continues et, pour
tout t € [0,1], y(t) ¢ h(t,0), alors

d(h(0,.),€,y(0)) = d(h(1,.), 2, y(1)).

Définition 1.1. L'application d définie dans le théoreme|1.1|est appelé le degré topologique de Brouwer.

1.1.2 Quelques propriétés
Proposition 1.1. Le degré topologique de Brouwer vérifie les propriétés suivantes :
1. Sid(f,Q,y) # 0alors I'équation f(x) = y admet au moins une solution x € €.
2. Vz e RN, d(f,Q,y) =d(f — 2,y — 2).
3. Soit (f,Q,y) € Aetr = dist(y, f(O)) > 0. Si g : Q — RY continue et = € RN sont tels que
sup(lg — f|) + |y — z| < r, alors
G)
d(f,$,y) = d(g,%, 2).
4. d(f,Q,.) est constant sur les composantes connexes de RY \ f(99).

5. Vz e RN, d(f,Q,y) =d(f(. —2), 2+ Q).

Preuve.

1. On montre que

d(f,Qy)#0=3Jr€Q: f(z) =y.

Par contraposée, il est équivalente de montrer que :
Ve € Q: f(z) #y=d(f,Q,y) =0.

Ona y ¢ f(2) etona déja par 'hypothese y ¢ f(092).
doncy ¢ f(Q) avec Q= QUIN.

Considérons alors €2; = €2y = ¢, disjoints et inclus dans 2.

Onay ¢ f(Q) = f(A\(QUQ)) = f(Q\(9U9)).

Donc par la propriété d’additivité on a :

d(f,Qy) =d(f,é,y) +d(f,o,y)
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Pour Q= ¢onay ¢ f(¢\(¢ U ¢)), d’aprés I'additivité du degré on a

d(f,o,y) =d(f,o,y) +d(f, o,y)

Donc

d(f, ¢,y) = 0.

on en déduit que

d(f,Q,y) = 0.
. On montre que
Vz e RN, d(f,Q,y) =d(f — 2,Q,y - 2).
On considere les homotopies % et y entre (f,y) et (f — 2,y — z) définies par

hi01]x0Q — RN
(t,x) — h(t,z)=1—1t)f(z) +t(f(z) — 2).

y:[0,1] — RY
to— yt) =1 -ty +ily—2)
Il suffit de montrer que y(t) ¢ h(t,00),Vt € [0, 1].

Par I’absurde, on suppose que
3t € [0,1], Jz € OQ : y(t) = h(t, z)

Donc
1=ty +t(y—2) =1 -1)f(z) +i(f(z) - 2)
ce qui donne y = f(x), z € 09, contradiction(car y € f(992)).
Donc d’apres 'invariance par homotopie on a le résultat.
. On considere les homotopies h et y entre (f,y) et (g, z) définies par :

h:[0,1]xQ — RN
(t,x) — h(t,z)=(1—1t)f(x)+tg(x).

y:[0,1] — RY
t — yt)=(1—-t)y+tz.

Il suffit de montrer que y(t) ¢ h(t,00), vVt € ]0, 1].

Par I’absurde : on suppose que

3t €]0,1], 3z € 0Q : y(t) = h(t, z)

5



On a donc

y(t) = h(t,z) & (1 —ty+tz=(1—-1t)f(z)+tg(x)
& f(@) =t[(g(z) — f(z)) + (y — 2)]
= w f@)| < tllg(z) — f(@)| + |y — 2]]
= |y — f(x)] <tr (car |g(z) — f(2)| + |y — 2] <7)
= |y— f(x)| <r (car t <1).

mais (ly — f(x)| > i%fQ ly — f(x)| = dist(y, f(02)) = r), contradiction avec '’hypothese
re

sup(lg — f1) + [y — 2| <.
oN

Alors d’apres 'invariance par homotopie
d(f, 8, y) = d(g, 9, 2).

. On montre que d(f, (2, y) est constant sur tout composante connexe de R\ f(992).

On pose :
H:RM\f(0Q) — Z
y — H(y) =d(f,Qy).

D’apreés la propriété 3), pour r > 0 assez petit on a
d(f,Q,y) =d(f,Q,z) pourtout y,z telque |y—z| <r

Douona

H(y) = H(2),Vy,z € RM\f(09Q) avec |y —z| <r
Donc H est continue. Comme Z est un espace discrete (avec la topologie induite de R)
alors H est constante sur tout composante connexe de R\ f(992). Ce que preuve la pro-
priété 4).
. On montre que

Vz e RY, d(f,Q,y) = d(f(. — 2), 2 + Q).

Soit (f,€,y) € Aetnotons T ,(z) = d(f(. — 2), 2+ Q,y). Comme 0(z + Q) = z + 09, il
est clair que y ¢ f(9(z + Q) — z) pour tout z € RY et que T}, est donc définie sur RY.

Nous allons montrer que T}, est localement constante; comme RY est connexe, cela
impliquera que T}, est constante sur RY et cela prouvera donc 5). Comme T}q (20 +
2) = Tf(—z),20+0y(2), il suffit de montrer que T, est constante au voisinage de 0 pour
tout (f,2,y) € A pour en déduire qu’elle est constante au voisinage de tout point z, de

RY (en utilisant la constance au voisinage de 0 de Tf(—20),2040,9)-
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Soit Q, = {z € Q|dist(x,00) > s}, ouvert inclus dans 2. Comme y ¢ f(052), il existe s > 0
tel quey & f(Q\Qy,) . Comme Q, D o, 0onaaussiy ¢ f(Q\€,) et par additivité du degré

avec les ouverts €2 et ¢ disjoints inclus dans €2, et puisque d(f, ¢,y) = 0, on en déduit

d(f, 2 y) = d(f, s, y). (1.2)

Par ailleurs, dés que z € B(0,s),ona ), C z+Qety ¢ f((z + Q\Qy)—2) (car (z + 2\ Q) —
2= 0\(Qs — 2) T A\, ety ¢ f(Q\Qy,)); I'additivité du degré donne donc aussi

d(f(.—2), 2+ Qy) =d(f(. — 2),Qs,y) pour|z| < s. (1.3)

Fixons z € B(0, s) et considérons I’'homotopie h(t, z) = f(x —tz) sur Q) entre f et f(. — 2)
(pour toutt € [0,1],0ona Q, —tz C Q et h est donc bien définie). Pour tout ¢ € [0, 1] et tout
x € 085, on a dist(z, ) = s, ce qui assure que dist(x — tz,02) < dist(x,0) + |tz| < 2s;
on en déduit que = — tz € Q\Qys, et donc que y # f(z —tz), Cesta direy ¢ h(t, d8;) pour

tout ¢ € [0, 1]. L'invariance par homotopie donne donc

d(f7 €, ?J) = d(f( 7 Z)a QS? y)
ceci pour tout z € B(0, s), ce qui permet de conclure grace et (1.3).

Proposition 1.2. Ona

e Si Ae M, alors
d(A, B(0,0),0) = sgn(det(A)),ott 6 > 0 est assez petit.
o Si f e C(Q)N alors

d(f,Q,y) = Z d(f'(z), B(0,6),0),0it 6 > 0 est assez petit.
zef~'({y})
e SifeC(Q)N alors

d(f,Q,y) = d*(g,2,y), 00 g € C*(Q)"
telle que sup |g — f| < ravec r = dist(y, f(0N2))
Q

(voir [18]])



1.2 Le degré topologique de Leray-Schauder
1.2.1 Préliminaire

Nous souhaitons maintenant construire un degré ayant la méme finalité que le degré de
Brouwer, mais en dimension infinie, c’est a dire un outil qui permette d’assurer qu'une équation
de la forme f(x) = y, ou f est continue d’un Banach E dans lui-méme, a au moins une solution
Z.

On se rend cependant vite compte, sur un exemple, qu’il n'y a aucun espoir en dimension
infinie de construire un degré topologique pour toute application continue (et méme pas toute

application linéaire!).

Exemple 1.1. Considérons E = [*° = {(x,,),>1 des suites bornées} et

S: K — FE
z=(21,22,...) — S(z)=(0,z1,%2,...)

Soit h: [0,1] x Q@ — E I'homotopie entre I1d et S tel que

h(t,z) =t + (1 —t)S(x) = (tx1, txe + (1 — t)z1,...)
til?l =0
tl’g + (1 — t)xl =0
Vt € [0,1];h(t,z) =0 <1 . & (21, . S, - . ., Q)
tZEn + (1 = t)[En_l =0
donc la seule solution de h(t,z) = 0 est la suite nulle .

s'il existe un degré pour tous les applications continues sur E . Alors
1 =d(Id, B(0,1),0) = d(S, B(0,1),0)

il suffit de montrer que : d(S, B(0,1),0) = d(S, B(0,1), 2)
Ona
|z]| < r = dist(0,S(0B(0,1)) = dist(0,0B(0,1)) = 1

Alors d’apres 'invariance par homotopie du degré d’oit
d(S,B(0,1),z) =1+# 0,Vz € E proche de 0

c’est a dire pour tout z proche de 0 on a S(x) = z ce qui est faux car

z=(,0,0,...),e # 0alors S(z) # z.



1.2.2 Définition de degré topologique de Leray-Schauder

Le degré topologique en dimension infinie ne peut pas donc étre défini pour toutes les ap-
plications continues d'un Banach E dans lui-méme : il faut restreindre les fonctions que 1'on
considere. Il existe plusieurs degrés en dimension infinie, qui ont justement pour principale
différence la classe de fonctions a laquelle chacun s’applique; le degré que nous allons étudier
ici, appelé degré de Leray-Schauder, est construit sur les applications qui différent de I'identité

par une application compacte

Définition 1.2. Soit K et E deux espaces des Banach et A un fermé de K. Une application f : A — E
est dite compacte si :

1. f est continue .

2. Pour tout R > 0, f(ANB(0, R)) est relativement compact dans E. De maniere équivalent : Pour
toute suite(x,,),>1 bornée dans A, on peut extraire un sous-suite de (f(z,))n>1, qui converge

dans E.

Notation. Soit £/ un Banach et 2 est un ouvert borné de E, y € FE, On considere I’ensemble

suivante :
Ac={(Id - f,Q,y)|f: Q — E estune application compacte ,y ¢ (Id — f)(9Q)} .

Théoreme 1.2. (Voir[8]) Il existe une application unique d : A, —Z telle que

1. Normalisation : Siy € Qalors d(1d,Q,y) = 1.

2. Additivité:Siy e E, f : Q — Eest compacte et )y, Qg sont des ouverts disjoints inclus dans

Qtels quey ¢ (Id — £)(Q\(Q1 UQy)), alors
d(Id — f,Q,y) = d(Id — f,Q1,y) + d(Id — f,Qs,).

3. Invariance par homotopie : Si h : [0,1] x Q — E est compacte, et y : [0,1] — E est continue

et ,Vt €10,1], y(t) ¢ (Id — h(t,.))(02), alors
d(Id — h(0,.),Q,y(0)) =d(Id — h(1,.),Q,y(1)).

Définition 1.3. L'application d défini dans le théoreme (1.2| est appelé le degré topologique de Leray-
Schauder.



1.2.3 Quelques propriétés

Lemme 1.1. Soient K et E des espaces de Banach et A un ferméde K. Si f : A — E est compacte et
si Xest un fermé borné dans A alors (Id — f)(X) est fermé.

Preuve.
Siy, =z, — f(x,) est une suite de (Id — f)(X) qui converge vers un y, alors comme (z,,),>1 € X
est borné on peut extraire de (f(x,)),>1 une suite qui converge;

cela montre que z,, = y,, + f(x,) converge vers un x € X (X est fermé) et par continuité que

y =~ f(z) € (Id-f)(X).
Proposition 1.3. Le degré topologique de Leray-Schauder vérifie les propriétés suivantes :
1. Sid(Id — f,Q,y) # 0alors I"équation x — f(x) = y admet au moins une solution x € ).
2.¥Vz eRY, d(Id— f,Q,y) =d(Id— f — z,Q,y — 2).
3. Soit (Id — f,Q,y) € Acet v = dist(y, (Id — £)(02)) > 0. Si g : Q — RY compacte et = € RY
sont tels que sup([lg — f1) + lly — Il <, alors
d(Id — f,Q,y) =d(Id — g,9, 2).
4. d(Id — f,€Q,.) est constant sur les composantes connexes de E\(Id — f)(052).

5. Vze E, d(Id— f,Qy) =d((Id— f)(. — 2),z + Q,y).

Preuve. La preuve est de la méme maniere de celle de la proposition

1.2.4 Construction du degré de Leray-Schauder

Dans cette section, on démontre le théoreme Par construction le degré topologique d.
La preuve se décompose en deux étapes :

Etape 1. Degré de Brouwer dans un espace vectoriel de dimension finie

Dans la parti précédente, le degré topologique de Brouwer a été construit sur RY (i.e. pour
des applications définies sur des parties de RM). Dans la suite, nous allons avoir besoin, pour
tout espace vectoriel /' normé de dimension finie, d"un degré topologique d sur F.

L’idée est tres simple : comme F' est de dimension finie, disons NV, il existe un isomorphisme

¢ : RY — F.Soit Q est un ouvert borné de F ety € F. En définissant 1’ensemble suivante :
Ap ={(f,Q,9)|f : Q@ — F estcontinue ,y ¢ f(9Q)} .

10



Proposition 1.4. Pour tout (f,Q,y) € Ar ona

(el ofop,e (), (y) e A

Preuve.
eOna _ _
pro (Y CRY — QCF
f:QcF — F
ot P — RN
Alors

e lofop : ¢ () CcRY —RY

e Soit x € 902 C F, alors 3t € ™' (Q) : z = (). Alors

y# flx) & y# fle),Vte o (09Q)
& y# flp),vt € d(p ()
& ¢ y) A o fop(t), Vi€ (D)
Alors
y & f(00) & o' (y) & ¢ ' o fop(dp ().
Alors

(p7 o fop ()07 () € A
Définition 1.4. Le degré de Brouwer sur F est définie par :
dp(f,Q,y) =d(e™" o fo o, (Q), 07 (1)).

Ou " d” est degré de Brouwer dans RN . Alors dp vérifie les propriétés de normalisation, d’additivité et

d’invariance par homotopie.
Proposition 1.5. Le degré de Brouwer dp ne dépend pas du choix de .

Preuve.
On a par définition :

dr(f,Q.y) =d(g™ o fop.¢7'(Q),¢ (1)) (14)
On démontre que dr ne dépend pas de choix de ¢.

II suffit de montrer que dr est unique.

11



Soit dr une autre degré sur F. Onpose g = ¢ o fop, U= 1(Q), 2= ¢ '(y).
On a donc

dp(pogoe™ oU),¢(2) =d(g,U,z) (1.5)

Alors comme ci-dessus :

d(g,U,z) = dr(pogoyp, o(U),¢(2)) (1.6)

définit un degré topologique sur RY. Grace a 1'unicité de degré de Brouwer d, on obtient :

d(g,U,z) =d(g,U, z2)
D’ou, par et (1.6)
dr(pogop,o(U),¢(2)) = dr(pogo ™, o(U),¢(2))
Donc
dF(fa va) B dF(f,Q,y)
Donc dr ne dépend pas de choix de ¢ et dr a forcement 'écriture (1.4).

Proposition 1.6. Soit G un espace vectoriel normé de dimension finie et F' un sous-espace de G. Soit )

un ouvert bornéde G,y € F et f : Q — F une application continue telle que y ¢ (Id— f)(99). Alors
de(Id — f,Qy) =dp(Id — fionr, QN F,y).

Etape 2. Du degré de Brouwer au degré de Leray-Schauder
La raison pour laquelle on est capable de construire un degré pour les perturbations com-
pactes de l'identité est que les applications compactes s’approchent bien par des applications

“de rangs finies ”(pour les quelles on a déja un degré).
Définition 1.5. Soient K et E des espaces de Banach et A un fermé de K. Une application f : A — E
est de rang fini si :
1. f est continue.
2. f(A) est inclus dans un sous-espace vectoriel de E de dimension finie.
Proposition 1.7. Soient K et E des espaces de Banach et A un fermé borné dans K. Si f : A — FE est

une application compacte alors, pour tout € > 0, il existe g : A — E de rang fini tel que sup ||g — f|| <
A

€.
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Nous pouvons maintenant construire le degré de Leray-Shauder, a partir du degré de Brou-
wer. Nous connaissons le degré sur une certaine classe I d’applications ( celles définies sur un
espace de dimension finie et a valeurs dans ce méme espace ); pour définir le degré pour une
application “générale”(i.e perturbation compacte de 1'identité en ce qui nous concerne), nous
allons simplement dire qu’il est égal au degré de n’importe quelle application de I proche de
notre application “générale”, en montrant que cette définition est cohérente (c’est a dire que
deux applications de I proches de notre application “générale” ont méme degré).

Soit (Id — f,Q,y) € A..r = dist(y, (Id — £)(9)) > 0 car :
on a par I'hypotheése :

y ¢ (Id— f)(09) c'estadire y # z — f(x),Vx € 00
par 'absurde
r=dist(y, (Id = f)(092)) = 0=y & (Id = f)(0Q)

d’apres lemme
y & (Id = f)(09) = (Id = f)(9%)

mais y ¢ (Id — f)(09)
contradiction.

Soit g : Q — E une application de rang fini telle que sup|lg — f|l < r (voir la proposition

0
[1.7); il clair que y ¢ (Id — g)(0S) car :

y ¢ (Id—g)(0Q) cestadire y # x — g(x),Vr € 00

Par I'absurde : on suppose que

Jr € dN:y=2x—g(z)

on a donc
y=rv—g(r) & y=x— f(x)+ f(x)—g(z)
& y—(r—f(@) = flz)—g(z
& y—Ud=f)z)=f(z) —g(z)
= |y = {d = f)@)| = If(z) —g(z)|
d’ou

ly— (Id= )@ = inf ly— (1d— £)()]
= dist(y, (14~ [)(09))

=r

13



etona
1f(z) —g(z)]| <r

contradiction .

Notons F' un espace de dimension finie qui contient I'image de g et y telle que

g:QCcF — F

par définition on a :

II suffit de montrer que cette définition est cohérent(ne dépend pas du choix de g).
Soit j : @ — F; une autre application de rang fini tel que :||f — j|| < r, et F; un autre espace
de dimension finie.

On pose G = F| + F,(F C G, F; C G), la proposition[L.3|permet de voir que
dr(1d — gigrr: QN F,y) = dc(1d — gjgag, 2N G, y)

dF1<Id_j|WF179mFlay) w dG(Id—j|W,QﬂG,y)

On montre que
d(;(ld - 9|W7 QN G, y) = dc;<]d w .]|W7 Qn G, y)

On construit maintenant dans G I'homotopie entre Id — gjgrg et Id — jjgrg définie par

h:[0,1]xQNG — G
(t,2) +— h(t,2) = t(Id = giang)(x) + (1 = 1)(1d = jang) ().

On montre que

y & h(t,dQNG)),Vt € [0,1]

Par I'absurde : on suppose que

It e[0,1],3x € 0(QNG) : y = h(t, x)

y—hit.z) = y— [tz —gora@) — (== f(2)] + (1 = 1) [(z — jara(2) — (= = f(z))] = (z — f(z))

<r <r

A\ A

= y— (v~ f(2) —[t(f(z) — ggra(@) + 1 - t)(f(z) — jara(@))]
N——— _

v~

>r <r
> r—r=

14



Alors d’aprés l'invariance par homotopie de di on a
de(1d — gorg, 2 NG, y) = da(ld — jgrg, QN G, y)

Finalement, le degré de Leray-Schauder sur A, est donc défini ainsi :

ol g : O — E est nimporte quelle application de rang fini telle que sup ||g — f|| < 7, avec
Q
r = dist(y, (Id — f)(012)), et I est un sous-espace de E de dimension finie qui contient y et

I'image de ¢

1.3 Théoremes de point fixe

Théoréme 1.3. (point fixe de Brouwer)(Voir[8]) Soit B la boule unité fermée RY et f : B — B est

continue. Alors f a un point fixe : il existe v € B tel que f(x) = .

Théoréme 1.4. (point fixe de Schauder)(Voir[8]) Soit B la boule unité fermée d'un Banach E et

f : B — B est compacte. Alors f a un point fixe : il existe v € B tel que f(z) = z.

Preuve. (Théoremes|[1.3)et

On va montre I'existence de la solution de f(z) = z sur B :

e 5'il existe un point fixe sur 0B, alors il n’y a rien a prouver.

e Sinon, on suppose que f(x) # z, Vo € 0B
Soient h(t,z) = = — tf(z), ¥(t,x) € [0,1] x B(0,1) ety(t) =0,V € [0,1].
On montre que y(t) ¢ h(t,0B(0, 1)), Vt €]0, 1].

Par I'absurde : on suppose que
3t €]0,1[, 3z € 9B(0,1) : y(t) = h(t, x)

On a donc
h(t,z) =0 & z—tf(x)=0,t<1
& x=tf(z)
= o[ =t[f(2)]
= 1<t (car |z|=1 et |f(z)| <1).

mais ¢t < 1 contradiction.
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Alors h(t,z) # 0,Y(t,z) € [0,1] x 9B(0,1).

D’apres l'invariance par homotopie du degré de Brouwer

d(h(0,.), B(0,1),4(0)) = d(h(1,.), B(0,1),y(1)).

c’estadire 1 = d(Id, B(0,1),0) =d(Id — f, B(0,1),0).

Donc

d(Id— f,B(0,1),0) =1#0=3>2z € B(0,1): f(x) —x=0.

Alors

>z e B(0,1): f(x) ==z
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CHAPITRE 2

ESTIMATION A PRIORI

2.1 Préliminaire
Nous intéressons a un probleme d’EDP elliptique non-linéaire suivant :

{ Lu = f(u) dans 2 2.1)

uw =0 sur 0f)

ol €2 est un ouvert borné de R" , v : @ — R est l'inconnu v := u(z); f : @ — R est une
fonction donnée. L est I'opérateur elliptique linéaire sous forme de divergence définie par

Lu(z) = = > (ai(2)ta, (2))z, + Z b; ()t (2.2)

ij=1

ol a;; et b; sont des fonctions définies sur () et les a;; satisfont par ailleurs la condition ellipticité
A<ay(@)&G <A LIEl=1, z€Q (2.3)
avec des constantes positives A < A et pour tout § = (&1, &, ..., &,) € R™

Définition 2.1. (Solution faible)
On dit que v € H'(Q) est un solution faible du probleme si

/Qi(aij(x)uxj(x))vmdx—k/QZ:;bj(x)umjvdm:/Qf(u)vdx

1,7=1

pour tout v € H} ().
On donne quelque résultat utile dans ce chapitre concernant les problemes elliptiques :

Définition 2.2. On dit que 2 est de classe C* si pour tout x € 9%, il existe un couple (U, p)(une carte
locale) oir U est un ouvert de R™ contenant x et p € C1(U) un difféomorphisme de U dans la boule unité

B tel que :

1. o7l e C'(BY).
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2. p(0QNU) = By,
avec
By ={(z,0)" eR"' xR: |2/| < 1}
et
By ={(2,z,)" eR" " xR: 2| <1z, <1}
On a besoin de ce résultat concernant les injection de Sobolev.

Théoréme 2.1. Soit k > 1etp € [1,+o0|. Alors

i) Sit—%>0,0naWkr(Q) — LI(Q) avec
p n q
ii) Si

_k
n/

D =

113 — % =0, ona WkP(Q) — L1(Q) pour tout q € [p, +o0| (mais pas pour ¢ = +oo sip > 1),

iii) Si % — £ <0, 0na WP (Q) < L*(Q). Dans ce dernier cas, si k — &+ > 0 n'est pas un entier,

alors WEP(Q) — CP(Q) ot | = [k — %} et B =k — % — I sont respectivement la partie entiere
et la partie fractionnaire de k — 2. Toutes ces injections sont continues.

La partie iii) du théoreme est aussi connue sous le non de Théoréme de Morrey.

On a besoin de ces théorémes concernant la régularité elliptique.

Théoréme 2.2. Soit uw € H'(Q) une solution faible de R.1) avec f € Li(Q),q > 2, et a;;,b; €
CY(Q), 00 est de classe C2. Alors u € W29(Q)) et on a

[ellyza@) < cUlfll o) + 1ull o)

Théoréme 2.3. Soit u € H(Q) une solution faible de 2.1) avec f € C*(Q), a;;,b; € C*(Q), 0N est
de classe C*. Alors u € C**(Q) et on a

[ull 2@y < el ooy + I1]

ca(Q))
Théoréme 2.4. (d’Ascoli-Arzela)

Soient E, F' deux espaces métriques tels que E est compact et soit A une partie de C(E, F'). Alors A
est relativement compact si seulement si :

1. A(z) :={f(z), f € A} est relativement compact dans F pour tout x € E
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2. Aest équicontinue c’est a dire :
Ve € E\Ve > 0,Vf e AVy € E:d(x,y) <d=d(f(z), f(y)) <e

Théoréme 2.5. Soit u : Q@ — R une solution positive de classe C*(Q) de

Au+ f(u) =0 dans B(0, R)
u=0 sur || =R

Ici f est de classe C*. Alors u est radialement symétrique et

@<O pour 0 <r < R
or

Le point intéressant est que le résultat est valable quel que soit f. Notons que f(u) > 0 pour tout u,

implique que toute solution non triviale est automatiquement positive en €.

2.2 Estimation a priori : Méthode de Gidas-Spruck

Dans cette section, on présente la méthode de Gidas-Spruck qui démontrer les estimations a
priori de la solution. Ces estimation sont utilisés pour appliquer le degré topologique de Leary-
Schauder pour démontrer 1’existence de la solution. On donne alors le résultat principale de ce

chapitre :

Théoréme 2.6. (Voir[2]) Soit u une solution faible positive du probleme appartient a l'espace
C2(2) N C(KY). Supposons que :

e a;;() sont continus sur Q , b;(z) bornés sur Q

o f(z,u) continue sur x € Q, et pour quelque 1 < o < "2

= h(x) (2.4)

t—4oo0 ¢

uniformément en x € ). Ici h est continu et strictement positif en Q. Alors
3C > 0 :u(x) < C, pour tout x € 2

(ot C' dépends de f, o et ), mais pas de u) .

Pour la preuve du théoréme ci-dessus, on a besoin de théoremes suivants :
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Théoreme 2.7. (Voir[2]]) Soit u une solution de classe C* non négative de

Au+u® =0 dans R",n > 2 (2.5)

avec 1 < o < 22, Alors u = 0.

n—2"

Preuve. voir[1]

Théoréeme 2.8. (Voir[2]) Soit R, le demi-espace {x = (x1,...,x,) € R" : 2, > 0} .

Supposons que u(z) € C*(R%) N C°({z € R" : x,, > 0}) est un solution non négative de
Au+u® =0 dans RY (2.6)

u=0 sur x, =0 (2.7)

avec 1 < o < 22, Alors u = 0.

n—2

On est prét maintenant pour démontrer le théoreme
Preuve.(Méthode de Below-up, voir B. Gidas, J. Spruck [2] )

Nous réduisons la preuve du théoreme aux théoremes et : Supposons que le
théoreme 2.6/ est faux. Il existe alors une suite de solutions v*(z) de et une suite de points
P, € Q tels que

M, = supu®(z) = v*(P;) — +oo quand k — +oo0. (2.8)
z€Q

Nous pouvons supposer P, — P € (2 quand k — +oc. La preuve se décompose en deux cas
selon P € ), ou P € 09).

Cas 1: P € (). Dans ce cas , nous montrerons que le théoréme 2.6 est réduit au théoréme
Soit d = dist(P,012), et Br(a) la boule de rayon R et de centre a € R". Soit \;, une suite de
nombres positifs (a définir ci-dessous) et y = %. On définit la fonction d’échelle ("blow up" )
suivante

vP(y) = /\l;’%luk(x) (2.9)
On choisit A\, tel que
N M = 1 (2.10)

Comme M, — +o00,ona )\, — 0 quand k — +o0. Pour des k assez grand, v*(y) est bien
défini dans Ba (0),etona
k

sup v¥(y) = v"(0) = 1. (2.11)



De plus, v*(y) satisfait en B 4 (0)

Ak

n

> ()t (y +2Akb’f ok (y +>\°‘ ST (A + Po A, ST(y)) = 0 (2.12)

ij=1
ot af;(y) = a’( My + Pr), b5(y) = bj(Mey + Pr). On note que les coefficients af;(y), b¥(y) sont
uniformément bornés en k. Par hypothese (2.4)

20 __2
Jm IOy + P A "0 () = by + P (0 ()7 = 0. (2.13)

(I suffit pour vérifier cela de prendre v = Ay + P, et t = )\,;2/ ok

y) — +oo lorsque
k — +00).

Par conséquent, pour tout R tel que Br(0) C B a (0) nous pouvons, Il est facile de vérifier que
k

20 2
MOy + P, A, Mo (y)) est borné indépendamment de k, et donc par les estimations don-

née par la théorie de la régularité elliptique (Voir théoreme2.2)), on peut trouver des estimations

y pour toutp > 1. En choisissant p > n, on obtient par le théoreme
k

de Morrey (voir Theoreme 1} Gii)) que ||| c18(Bg0) AVEC 0 < B < 1, est également unifor-

mément bornée. On en déduit, en utilisant le théoreme d’Ascoli-Arzela 2.4 . qu’il existe une

sous-suite (k;) telle que v*s — v dans C"#(Bg(0)), (Grace a l'injection compacte % —, C1#'

avec 0 < ' < 8 < 1). Par conséquent

v(0) = lim v, (0) =1

k—o00

En outre, on fait tendre k; vers oo, on a

a" A,y + Pr,) — a"™(P) (2.14)
h()\kjy + ij) — h(P) (2.16)

En passant a la limite dans (2.12), on obtient que v est une solution faible de

Z a;;(P) ngéii + h(P)v*(y) =0

ij=1

(2.17)
v(0) = 1.

Comme R < A% — 00, alors on peut supposer que R > 0 est quelconque, et donc v est bien

défini sur R tout entier et v* — v dans C*# p > n, sur tout sous-ensembles compact. L'équa-

tion de (2.17) est réduite a 1’'équation (2.5), en effectuant une rotation et un permutations des
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coordonnées comme suivant : En remplacant d’abord y par z. Posons A = (a;;(P)), grace a

la condition (2.3), A est inversible et son inverse est la matrice A~' = (a”(P)). Sans perte de

généralité, nous pouvons supposer a”/ = a’". Soit Ay, ..., A, les valeurs propres de A et
A1 0
A= .
0 An

Soit B une matrice non singuliere avec transpose B” de sorte que
BAT'BT = AL
On pose
o— Bx
et
Zji =\ /\jyj'
Un calcul simple montre que (2.17) est réduit a
0*v

+
(9220,21»
Ceci est réduit a (2.5) par un changement des coordonnées. Par le théoreme onav =0, une

h(P)v*(z) = 0. (2.18)

contradiction, puisque v(0) = 1.
Ceci termine notre réduction dans le cas 1.

Cas 2: P € 012. Dans ce cas, notre procédure de réduction conduit soit au théoréeme soit
au théoréme Sans perte de généralité, comme (2 est de classe C'!, on peut supposer qu’au
voisinage de P € 09, 092 est contenu dans 'hyperplan z,, = 0 (voir la définition [2.2) On définit

v*, \F comme dans le cas 1. Soit dj, la distance de P; a 992 (donc d, = P - e,). Notez que pour

k assez grands, vF est bien défini dans B 5 (0) N {yn > —f—i}, pour certains § > 0, et satisfait
k
(2.12), et on a aussi
sup v*(y) = v*(0) = 1. (2.19)

Tout d’abord, nous affirmons que f—’; > ('} > 0 pour une constante uniforme C,. Pour voir
cela, on note que puisque a;; sont continus, b; et v* bornés, on a d’apres la régularité ellip-

tique (voir Théoreme [2.3) |[Vo*| est uniformément borné. En particulier v* est uniformément
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Lipschitzienne et on a

d d
k ko k k
— —)| < C—=.
oH(0) — (0.~ T < OF
Donc
dy;
1< C—=.
Ak

D’ou f—z est uniformément minoré par une constante strictement positive. Si f—z n’est pas unifor-

p - . d; . . fgs s
mément majoré, alors pour une sous-suite k; — +00, - — 400, et v*i est bien défini dans
J

B, (0), avec v%(0) = 1. En les méme argument de cas 1, nous arrivons a une contradiction.

Aj

Ainsi nous pouvons supposer que i—’; borné uniformément, et (en allant a une sous-suite si né-
cessaire) f\i—’z — s avec s > 0. En répétant les arguments de compacité comme dans le cas 1, on

conclut qu’il existe une sous-suite de v* converge vers v dans C*# qui est une solution de

3" ay(P) g;’gi)} + h(P)v*(y) = 0 (2.20)

i,j=1
dans le demi-espace y,, > —s. Comme précédemment, on a v(0) = 1. Comme v* = 0 sur 99,
alors on a

v(y) =0 sur y, = —s. (2.21)

Par un changement linéaire de coordonnées (similaire a celui que nous avions fait pour passer
de a (2.18)) et une permutation, nous nous retrouvons avec la situation du théoreme
Par ce théoreme, on conclut v = 0, ce qui contredit avec v(0) = 1. Ceci termine la réduction
dans le cas 2. Ainsi dans tous les cas, en supposant que u(z) n’est pas uniformément borné, i.e.
se produit, nous avons atteint une contradiction. Ceci complete la preuve de théoreme
On donne maintenant la preuve du théoreme
Preuve.
Tout d’abord, on montre que u(z) ne dépend que de x,. Dans cette section on utilise la
notation v = (2/,x,) = (21,...,%n_1,%y,). Pour deux points z,7 € R" a vérifier z, = T,, on
choisit I'origine pour étre le point ((*5£)’,0). On va montrer que u(z) = u(Z). Pour cela nous

effectuons le changement de variable suivant

T+ e,

_ > 2.22
Ve TR " >0 (2.22)
et on définit
1
w(y) = |z + en|"2u(x) = Wu(x) (2.23)
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Remarquons que le demi-espace z,, > 0 s’envoie vers la boule |y — %en| < % , la frontiere z,, =0

s’envoie vers sphere |y — e,| = 3, et le point # = oo s’envoie vers y = 0. La fonction w(y)
satisfait
n 1 1
Aw + |y~ "2 5 “w(y) =0 dans |y — §€n| <3 (2.24)

et, par et (2.7), w(y) = O sur |y — 3e,| = 5 sauf éventuellement en y = 0 ot w(y) peut étre
singulier. En utilisant la méthode de moving plane comme dans [3], on va montrer que w(y) est
axisymétrique autour de l'axe y,,, i.e. w = w(|y'|, yn)-

II suffit de montrer que pour une direction perpendiculaire a 1’axe y,,, w(y) est symétrique par
rapport a cette direction. Puisque notre équation est invariante par rotation autour de
I'axe y,, il suffit de le montrer pour une seule direction, disons la direction y;.

n+2

Puisque o < £, le coefficient

n+2 a)

g~

est décroissante par rapport y; (en fait dans n’importe quelle direction orthogonale a 'axe ,,).
Ceci avec le fait que w(y) = O sur |y — 1e,| = 3,y # 0 nous permet d’appliquer la procédure
de moving plane le long de la direction y; (le comportement de w(y) a y = 0 n’est pas pertinent
pour I'application de cette procédure dans des directions perpendiculaires a 'axe y,,). Comme
dans le théoreme on conclut que w = w(|y/|,y,) . Puisque u(z) = |z + e,| " w(y), et y
dépend de x par [2.22), on conclut que v := u(|2'|,2,). Ainsi u(z) = u(z), pour z, = T,. En
d’autres termes, puisque notre choix d’origine était assez arbitraire, on conclure u = u(z,).
Nous avons donc réduit la preuve du théoreme 2.8/a un probléeme unidimensionnel.

Pour compléter la preuve il suffit de montrer que si v est une solution non négative de

{u%ﬂ+u%w:0,t>o
u(0)=0, u>0

alors u = 0.
Onau” = —u® < 0. Donc v est décroissante.
On va montre que u = 0.
On distingue trois cas :
1. Sid/(t) <0,Vt > 0. Alors
u est décroissante et donc u(t) < u(0) = 0,Vt > 0 comme u > 0, on en déduit que u =0
2. Siu/(t) > 0,Vt > 0. Alors

ou bien v = 0 ou bien 3¢; > 0 tel que u(t;) > 0
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dans ce dernier cas, on a d’apres le développement de Taylor

ul(t) :1WQ+@—hmﬁg+g@—gw@ms
= u(t) + (t —t)u'(tr) — J,, (t — s)u*(s)ds.

pourt >t;,ona

{ u®(s) > u*(ty), s>t (car u estcroissante)
<

(t — s) t—t
D’ot, on a
0 <u(ty) <ult) <ult)+ (t—t)u'(t) — =(t —t1)*u®(t1)
D’ou
0<%u—hym@gg@—hmﬁg
Donc
0 <u(ty) < 2ult) — 0 quand t — +o0

(t—1)

contradiction. Donc v = 0.

. Sidty,ty > 0tel que v/(t1) < 0etu/(t2) > 0.
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaire, 3t, tel que /(ty) =0

en remplacant ¢; par ¢, dans (2.25), on obtient :
1 2,
u(t) < ufto) — 5t —to) u(to)

comme v est décroissant alors u/(t) > u/(tg) =0,V 0 <t < ty

(2.25)

(2.26)

D’ott u(0) = 0 < u(ty) et on obtient en passant a la limite dans (2.26) que . li+m u(t) = —oo
—+oo

d’ott 3t > 0 : u(t) < 0, contradiction car u > 0 on a donc u = 0. Ceci complete la preuve

de théoréme.
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CHAPITRE 3

EXISTENCE DE LA SOLUTION DU PROBLEME
VIA LE DEGRE TOPOLOGIQUE

3.1 Préliminaire

Avant d’annoncer le résultat principale de ce chapitre concernant 'existence de la solution,
on donne quelques résultats préliminaires bien connus sur les problemes aux limites elliptiques

et la compacité.

Théoréme 3.1. (Premiére fonction propre de —A) Le probleme

—Au = \u dans
u =0 sur 0f.

admet une infinité dénombrable des valeurs propres et fonctions propres (A, p,) avec N, — +oo et

A = inf A\, > 0 et il existe une fonction propre ¢, > 0 dans (2 associée a A\ et on a o1 € C*({2).

1 s’appelle la premiere fonction propre de laplacien sur €.
On a besoin de ces théoremes concernant le principe de maximum et la régularité elliptique.

Théoréme 3.2. (Principe de maximum faible) Soit u € C?(Q) N C(R) tel que

Lu >0 dans §2
u =0 sur 0f)

ot L est I'opérateur elliptique linéaire sous forme de divergence définie par :

n

Lu(z) = — Z(aij(x)uxj<x))l’i + ij(x)“wj'

ij=1

Alors u > 0 sur Q.

Théoréme 3.3. (Principe de maximum forte) Soit u € C*(Q) N C(Q) tel que

Lu >0 dans Q
uw=0 sur 002
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ot L est 'opérateur elliptique linéaire sous forme de divergence définie par :

n

Lu(z) = — Z (aij(2)tz; (7))a, + Z b; () s

1,j=1

Alors ou bien v = 0 ou bien u > 0 dans ).

Théoréme 3.4. Soient Q C R™ un ouvert borné et régulier, f € C(Q) une fonction bornée, u est une

solution du probleme suivant :
—Au = f dans <)
u =0 sur 0N

Alorsu € C*Q)NCY*(Q) avec) < a < 1,etona

[ull 2y < ¢

ot ¢ > 0 ne dépend que de || f|| ;- et 2.

3.2 Existence de la solution
Nous nous intéressons ici a I’existence d"une solution positive du probleme :

(3.1)

—Au = f(u) dans Q
u=0 sur 0f.

On va appliquer la théorie de degré topologique de Leray-Schauder développé dans le chapitre
1.

En effet, on a le résultat suivant :

Théoreme 3.5. (Voir[5l]) Soit f : Rt — R™ une fonction continue et satisfait :

t—+oco ¢
o f@) o= s N>2
t£+moo to 0, avec o< 400 si N=2 (3.3)
—f(t
lim & <A, f(0)=0 (3.4)
t—0+

Alors le probleme admet une solution positive u € C*(2) N C°(Q)
Considérons les espaces de Banach suivantes :
H=C*Q)NCy(Q) ; E=CQ)
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ou () est I'espace des fonctions continues sur €2 qui s’annulent sur la frontiere de 2. On muni

ces espaces par les normes suivantes (respectivement)

lall gy = el gy + D 1Dl iy Nullp = Il gy
o] <2

On considere 1'opérateur 7" défini par :

T:-F — H
v T@) = (~A)(f()).

Il est claire que si u = T'(v) alors :

—Au = f(v) dans Q
u =0 sur 0f.

et d’apres la régularité elliptique v € H (voir théoréeme [3.4). On a le résultat préliminaire sui-

vant :

Proposition 3.1. Supposons que f € C(R). Alors I'opérateur

T:E — E
v — T(v) = (=A)7(f(v)).

est compact.

Preuve.

Soit (v,), une suite bornée de FE, c’est a dire :
[vnll gy < ¢, (¢ ne dépend pas de n)
Comme f est continue alors, il existe une constante ¢’ > 0 telle que
1 @)l gy < €V €N

posons u,, = T'(v,) = (—A)~*(f(v,)) alors par définition de T', on a

—Au,, = f(v,) dans
u, = 0 sur 0.

D’apres la théorie de la régularité elliptique Théoreme 3.4} la suite (u,, ), est borné dans H. C’est
a dire

Jder = C(d,0) i unlly < @
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D’apres le théoreme d’Ascoli-Arzella on a l'injection compacte suivante
H = C2@) N Co(@) —. C(@Q) = E

alors on peut extraire une sous-suite notée encore par (u,), telle que :

n—-+o00

u, — u dans FE

c’est a dire
T(v,) — u dans FE

d’ot1 T' est compact.

Il est clair que une solution u du probleme (3.1) est un point fixe de 7. C’est a dire

—Au = f(u) dans Q

u:T(u)<:>{ u =0 sur 0Of).

Donc il suffit de montrer que 7" admet un point fixe .
Posons C' = C(Q)" = {ue C(Q) :u>0}
1l est clair que C est un sous-ensemble fermé de £ = C(Q).

On a le résultat suivant :
Proposition 3.2. Si f : Rt — R* continue alors T(C) C C

Preuve.

Soit v € C alors v > 0. D’ou

fw) >0 (3.5)
Comme v € C(9) alors |v(z)| < ¢;. D’ou
[f@) < e (3.6)
d’ot1, en posant u = T'(v)
Ona
—Au = f(v) >0

D’apres le principe de maximum (Théoreme u > 0 et d’apres la théorie de la régularité
elliptique (Théoreme[3.4) : u € C?(Q)
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Ce qui fini la preuve.

Soit r, R > 0 tels que r < R. Posons U; = B, N 8’, Uy, = (Br\B,) N é, U= BrnN 8‘ Oou
&:{UGC(Q)ZU>O}
On va montrer que :
d(id — T, Us,0) = —1
d(id —T,Uy,0) =
d(id —T,U,0) =0

et par conséquent : 'équation © = 7T'(u) admet au moins une solution dans U, qui est donc
strictement positive.

Maintenant on “est prét a démontrer le théoréme

Preuve.

Posons B = {u € B lull poo () < R}, avec R > 0 assez grand a choisir.

On commence a montrer que

d(id — T,U,0) =0

I1 suftit de montrer que
d(id —T,U,0) = d(id — (T + cop1),U,0) =0, ol ¢y estassez grand

1l s’agit de montrer que u # Tu + cop1, Vu € U.
Soitu € U
uw="Tu+ copr (3.7)

= (u—copr) =Tu=(=A)"(f(u))
— —Au—copr) = fu)
= —Au—corip1 = f(u) (3.8)

Multiplions par ¢; et intégrons par partie

= [u-ae)-con [ e = [ fwe

— Co)\1/<P1 / u) + Aju)pr (3.9)
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D’apres (3.2),

E|A>O:M>)\1 pour u > A
U
d’ou
AMu < f(u) pour u> A
etona
Mu < MA =M pour u<A
D’ou
Mu < f(u)+ M
Donc

= M [ei <M [

Si on choisit ¢y = 2¢ alors cela contredit avec I’équation précédent et par conséquent
u # Tu+ copp1 avec ¢y = 2¢ (sinon ¢y < ¢)

Donc

d(id — (T + cop1),U,0) = 0
Montrons maintenant que
d(id —T,U,0) = d(id — (T + copn), U, 0)
Par homotopie : on pose
h(t,u) = Tu + tcopr

onah(0,u) =Tueth(l,u) =Tu+ cop1
On montrer que u # h(t,u),Vu € OU
Ona
OU = 0BrN C = {u € CQ)*, ||ul . =R}

Soitu € OU : ||ul|; = R tel que:

u=h(t,u) =Tu+ tcypr

—Au = f(u) + teghp1 = g(u)
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= [[f(w) +tcodio1] oo
< |If (@)l e + con ([l poo

D’apres les estimations a priori (Théoreme [2.6)

191l Lo

[ull o < c.

Si on choisit donc R = 2¢ > calors |ju|| ;. < Rd’ottu ¢ 0U
D’ou
u # Tu+ teger, ¥ ||ul| = R,V € [0,1]
Donc
d(id — T,U,0) = d(id — (T + co1), U, 0) = 0
Il reste a montrer que d(id — T, U;,0) =1
Par homotopie : on pose

h(t,u) = tTu

On montrer que u # h(t,u), Vu € 0U;

avec
U, = 3B, N C = {u € CO*, Jull o =1}
u=tTu <= —Au=tf(u)

= [(=Au)pr =t [ f(u)pr

= A Jupr =t [ f(u)g
D’apres (3.4),

Ir>0: # < ALY |ull e <7

D’ou

)\1/UQ01 <t/)\1ug01 <)\1/U(p1

Contradiction car u € 0U; et donc |Ju|| # 0.
donc si ||ul| ;o =7 :u # tTu
Donc

d(ld - ,_T7 U1,0> — d(ld, Ul,()) =1

D’autre part, on a par définition

U:aum et U]_ﬂUQ?éd)
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D’oti, d’apres la propriété d’additivité de degré topologique, on a
d(id—T,U,0) = d(id—T,U;,0) +d(id — T, U,,0)
0 = 1+d(id—T,U,,0)
d(id —T,U,,0) = —1 # 0.
D’apres la propriété 1) de proposition 1.3, concernant le degré de Leray-Schauder, on a :
JuelUy:u=Tu
c’est a dire :

—Au = f(u) dans €2
u=0 sur 0Q,u >0 sur €.

Donc le probleme (3.1) admet au moins une solution positive .Ce qui fini la preuve .
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Résumé

L’objet de ce mémoire est d’étudier le probleme elliptique non-linéaire suivant :

Lu = f(u) dans {2
u=0 sur 0N

ou L est un opérateur elliptique linéaire sous-forme de divergence définie par

n

Lu(z) = — Z (@i (2)te, (7))o, + Z b; () g

i,j=1
(L=—-Asia;; =6;etb; =0).

On s’intéresse a la question d’existence de la solution de ce probleme en utilisant la mé-
thodes de degré topologique. D’abord, on démontre des estimations a priori de la solution via
la méthode de blow-up qui est basée sur la raisonnement par l’absurde. ce qui nous permet
d’appliquer le degré topologique de Leray-Schauder pour démontrer I'existence de la solution.

Mots clés : Degré topologique de Brouwer et de Leray-Schauder, estimations a priori, prin-

cipe du maximum, problemes elliptiques non-linéaires, premiere fonction propre de laplacien.

35



Abstract

The object of this memory is to study the following non-linear elliptical problem :

Lu = f(u) in 2
u=0 on 0f)

where L is a linear elliptical operator in the form of divergence defined by

n

Lu(x) = — Z (a’ij(‘x)uzj(x»xi + Z bj(x)uwj-

i,5=1
(L = -Aifa;; = 0;; and b; = 0).

We are interested in the question of the existence of the solution to this problem using the
topological degree methods. First, we prove a priori estimates of the solution via the blow-up
method which is based on reasoning by the absurd. which allows us to apply the topological
degree of Leray-Schauder to prove the existence of the solution.

Keywords :Topological degree of Brouwer and Leray-Schauder, a priori estimates, maxi-

mum principle, nonlinear elliptical problems, first proper function of Laplacian.
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