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Introduction

Le domaine d’approximation des réels par des rationnels est trés vaste, nous I’ap-
pelons souvent approximations Diophantiennes. Le premier résultat trés connu dans
ce sens est le théoréme de densité des nombres rationnels dans ’ensemble des réels, ce
résultat nous dit que nous pouvons s’approximer d’un réel donné x par des rationnels
autant que nous voulons mais généralement avec des dénominateurs qui agrandissent
rapidement. Les recherches dans ce domaine augmentent de plus en plus ou nous
pouvons par exemple consulter les références [2] et [5] pour une reméde a I’absence
du controéle de la relation entre I’erreur et le dénominateur citée ci-dessus.

Les fractions continues, sujet de ce mémoire, s’inscrivent dans le domaine cité ci-
dessus et nous munissons d’un outil trés important pour exprimer les nombres et pour
les approximer. Aprés que nous donnons les définitions nécessaires, nous montrons que
chaque nombre rationnel a une fraction continue finie et que chaque nombre irrationnel
a une fraction continue infinie, de plus les fractions continues fournissent les meilleures

approximations rationnelles des nombres dans le sens ot si = est une réduite d’une
q

fraction continue d’un réel x alors nous ne pouvons pas trouver un rationnel — avec
n

n < ¢ qui approxime mieux que — le nombre x. Aussi nous introduisons les fractions

continues périodiques ou nous citons le théoréme de Lagrange qui affirme qu’une
fraction continue infinie d’'un nombre irrationnel est périodique si et seulement si
ce nombre est un irrationnel quadratique. Nous terminons ce mémoire par quelques
applications.

Ainsi le chapitre un est consacré aux notions de base nécessaire pour le reste du
mémoire. Les fractions continues finies (resp. infinies) fout 'objet du chapitre deux
(resp. trois). Le derniére chapitre est destiné aux fractions continues périodiques ainsi
qu’une application concernant 1’équation de Pell. Nous terminons notre mémoire par
une conclusion et une bibliographie.



Chapitre 1

Notions de base

Nous rappelons quelques outils fondamentaux de I'arithmétique qui sont néces-

saires pour le reste du mémoire.

1.1 Division Euclidienne

1.1.1 Division Euclidienne dans 7

Théoréme 1.1 Soit a € Z, b € 7Z*, il existe un unique couple (q,r) € Z x N tel
que :a="bqg+r, 0 <71 <|bl.

les entiers ¢ et r sont appellés, respectivement, le quotient et le reste de la division
Euclidienne de a par b.
Preuve. L’existence.

Si a = 0 alors le couple (0,0) convient. Si a # 0 on distingue les cas suivants
cas1:b>0.Soit A={n €Z|n-b>a}. Lentier (|a|] + 1)b est un multiple de b qui

est strictement plus grand que a. En effet :
(la| +1)b > |alb = |a](b—1+41) > |a] > a.

On a donc A # (). Montrons que A est minoré par —|a|. Si m < —|a| alors, comme

b>1, mb< —l|alb < —|a| < a et donc m n’appartenez pas A.



Soit n le plus petit élément de A. De n — 1 < n on déduit (n — 1) b < nb et donc
(n—1)b<a<nb Posonsg=n—1.0nagh<a<gb+b dou 0<a—gb<bd. Si

r=a — qb,
alors
a=bg+r et 0<r<b=|b.

cas 2 : b < 0. D’apres le premier cas, il existe g et 7 tels que a = (—b)q + r avec
0 <r <|—b|. En écrivant a = b(—q) + r, on voit que le couple (—g,r) convient.
Unicité
Supposons que :
a = b(]o"i‘?"o, 0<r< ’b‘

a = bg+r, 0<r<|b

onarg—r=>b(q—q). Or —|b] <r9—1r <|b|, ouencore, —|b|] <b(q—q)<|b].
Il en résulte que 0 < |b] < blgo —q| < |b]. et donc 0 < |gp — ¢| < 1. Finalement,
lgo —q|=0doug=qgetr=r;. m

1.1.2 Division Euclidienne dans N
Théoréme 1.2 Soit a € N, b € N*. II existe un unique couple (q,7) € N? tel que :

a=bg+r, 0<r<hb.

Preuve. L’'unicité résulte de 'unicité dans Z. Pour 'existence, considérons la preuve
du (division Euclidienne dans Z) dans le cas b > 0. Comme nb > a, on a n > 0 et

donc g =n —1 > 0. De plus, r < |b| = b et donc (¢q,7) € N? vérifie

a=bqg+r, 0<r<hbh.



1.2 L’algorithme d’Euclide

Nous expliquons sur les deux exemples suivants

Exemple 1.1 On considére 'exemple de 225 et 60. On cherche a calculer d =
pged(225,60).

225 =60 x 3+ 45 donc d = pged(60,45)

60 =45x 1+ 15 donc d= pged(45,15)

45 = 15 x 340 donc d = 15. Dans la derniére étape, on constate que

pged(225,60) = pged(45,15) = 15.

Exercice Calculer le pged de 2211 et de 100.
Solution Soit d = pged (2211, 100).

2211 =100 x 22+ 11 donc d = pged(100,11)
100=11x9+1 doncd=pged(11,1) =1.

1.3 Appoximations Diophantiennes

Soit & un réel donné. L’approximation diophantienne traite de I’approximation des
nombres réels par des nombres rationnels, , c.a.d approcher le réel £ par le rationnel

% avec une précision ¢, en d’autres mots

VfER,Ve>O,3§€@:‘§—§‘§e

En fait, approximation diophantienne s’intéresse en général & résoudre en nombre
entier une inégalité de type :

’5—% < f(q)

Proposition 1.1 [11] Soit £ € R et ¢ € N*donné. Alors il existe p € Z telle que

P 1
etk
‘ q 2q

Preuve. On considére la partie entiére [g] du produit {g. Deux cas sont alors pos-

sibles :



1
- cas ou £g— [&q] < 5 auquel cas on pose p = [£q]; ou [.] désigne la partie entiére.
1 1 1
- cas ou £q— [&q] > 5 auquel cas [(q] — &g < ~3 d'ou [€q] — &g+ 1 < §et l’on
pose p = [§q] + 1.

ERL

1
Donc on a trouvé un entier p tel que [£g — p| < B et donc 5
q

Exemple 1.2 [11] En prenant le nombre 7 on a les inégalités suivants :

0.02 < <0.02, 0.01 <

Gy

77—%9‘ <0.03, 0.01 <

T — ?' < 0.002

Du point de vue de 'approximation, le choix dans cet exemple du dénominateur

q = 7 est donc bien meilleur que ceux des dénominateurs 6 et 8.

1.4 Théoréme (Principe des tiroirs de Dirichlet)

Si m + 1 objets sont rangés dans m tiroirs, alors il y’aura au moins un tiroir qui

contient deux objets ou plus.

Exemple 1.3 [3] Dans un groupe avec au moins 8 personnes, il doit y’avoir au moins

deux personnes qui sont nées le méme jour de la semaine.

Exemple 1.4 [3] Soit m > 1 et (7;),,., une suite de nombres entiers contenant au
moins m + 1 entiers i.e. (p > m + 1). Alors il existe deux nombres de cette suite dont

la différence est divisible par m.

Preuve. [3] Par la division Euclidienne il existe, pour chaque 1 < i < p, des entiers
uniques ¢; et r; tels que x; = mqg; + r;, ot 0 < r; < m. D’olt on a m + 1 entiers
r; qui appartiennent a ’ensemble fini {0,1,...,m — 1} contenant m éléments. Par
conséquent, d’apres le principe des tiroirs, il existent deux entiers x;; et x;5 pour les

quelles ;1 = ;5. Alors dans ce cas

Ty —Tip = (mga+1ra) — (MGi2 + ri2)

= m (%1 - %2) .

ce qui signifie que m divise x;; — ;. B



1.5 Théoréme d’approximation de Dirichlet

Théoréme 1.3 [3/ Si a est un nombre réel et n est un entier positif, alors il existe

1
des entiers p et q avec 1 < q < n tels que |qgo — p| < —.
n

Preuve. Considérons les n+ 1 nombres {0a},{a},{2a},..., {na} qui sont respecti-
vement les fractionnaires des nombres ja ou j =0,1,2,...,n. L'intervalle [0, 1] peut

étre écrit selon la réunion disjointe suivante formée par n intervalles

a1
01= _U [3,” {
0<i<n—-1|Mn n
D’autre part, on a n + 1 réels {ja} (j =0,1,2,...,n) dans ces n intervalles. D’ou,

par le principe des tiroirs, deux de ces réels sont dans le méme intervalle; notons

1
les par {jia} et {jsa} on on suppose que jo < ji. Donc [{j1a} — {j2a}]| < — ie.,
n

Gra = L)) = Goar = Lsa)| < = Do (= j2)a = (Ljra] = Liza)) < - La

preuve est achevée en prenant ¢ = j; — jo et p = [j1a] — |jocr] . W

1.6 Série de Farey

Soient N un entier non nul, on considére les rationnels irréductibles de [0, 1] dont

0
les dénominateurs ne dépassent pas N. Par convention on note le rationnel 0 par 1

1
et 1 car T Ainsi un obtient un ensemble ordonné de rationnel que 'on appelle série
de FAREY d’ordre N : et on noté par F y.
Les rationnels de la série de FAREY F n (N > 1) ont des belles propriétés et jouent

un role important dans le domaine des approximations diophantiennes [2].



Chapitre 2

Fractions Continues Finies

64 . . .
Considérons le rationnel 7 et réitérons l'algorithme d’Euclide comme suit

64 = 17-3+13

17 = 13-1+4
13 = 4-3+1
D’ici on a
64 17-3+13
17 17
64 13
e o
17 +17
31 1
17 17— 13-1+4
13 13
13 1
17 4
14—
13
Alors



4 - 1
13 13
4
4 - 1
13 4-3+1
4
4 1
R —
13 34
64 1
[N — 3_|_—
1
17 1—|——1
34+ =
+4

2.1 Définition

Définition 2.1 [1] On appelle fraction continue simple et finie ’expression

1
CLO+

ar + I

ag +
a3+ 1

Co—
Qn

ou ag, ..., a, sont des entiers (quotients), ay, ..., a,, sont supérieurs ou égaux a 1.

Nous notons I’expression précédente par :
[ao;al,...,an ] (21)

Il y’a d’autres notations mais on adopte cette derniére.

Proposition 2.1 Tout nombre rationnel peut étre écrit comme une fraction continue

simple finie.



Preuve. Soit p et ¢ deux entiers positifs ou p > ¢ . L’algorithme d’Euclide nous

donne les équations suivantes :

P =q X ag + by, 0<by<q
q=by X ay + by, 0 < b < by
bg = b1 X ag + bo, 0<by<by
b1 = by X agz + bs, 0 < by <by

bn—l = bn X Qpt1 + O, 0< bn < bn—l-

Alors pged(p, q¢) = by, le dernier reste non nul du processus de division.
Rappolons que les quotions de ces équations ag, ay, ..., a,+1 sont des entiers positifs.

Par écriture de ces équations sous forme fractionnelle on obtient :

P bo
q

Exemple 2.1 1) Tout entier n € Z s’écrit comme une fraction continue, en prenant

n = ag. Réciproquement, une fraction continue avec n = 0 est simplement un entier



ag.

1
2) Le nombre 3 est une fraction continue, avec n =1, ag = 0, a; = 2.

3
3) Représentons de 7 comme une fraction continue :

et doncn=2,a90=0,a, =1et ay =3.

2.2 Réduites

Théoréme 2.1 [15] Chaque fraction continue simple finie représente un nombre ra-

tionnel.

Preuve. Prouvons par récurrence.

Pour £k =1o0n a
1 agaq
lag; a1] = ap+ — = )
a1 Qo

qui est rationnel. Maintenant supposons que pour entier positif k& > 1, la fraction

continue simple [ag; aq, ..., a;] est rationnelle. supposons ag, ai, ..., axy1 sont des
entiers avec aq, as, ..., apr1 des entier positifs.
Notons que
1
[aﬂ;alw"aak+d =ap + K )
lar; ag, . . ., agq1]

Par ’hypothése de récurrence, il existe des entiers p et ¢, avec ¢ non nulle, de sorte

p
que — = [ay;ag,...,ax+1] . Alors on :

_ (ao-p+q)
p

[ag; ai, ... ,api1] = ap +

QS| =

Ceci a chéve la preuve de la méme maniére que 'algorithme d’Euclide. =

Remarque 2.1 [15] Soit b lag; a1, as, ..., a;|. Les fractions continues pour les
q

10



nombres rationnels ne sont pas uniques car, pour a, > 2, on peut mettre
ajp = (ak - 1) +1

et donc [ag; a1, as, ..., ax_1,ax] = [ag; a1, as,...,ax_1,a; — 1,1]. Par exemple

64
— =[3;1,3,4] = [3;1,3,3,1].
17 [’7’} [’77’]

Dans la suite nous considérons les rationnels obtenus & partir d’une fraction conti-

nue finie en coupant ’expression (2.1) a différents rangs.

2.3 Définition Récursive

Définition 2.2 [15] Les fractions continues [ag;ai,as,...,a;], ou k est un entier

non négatif inférieur a n. S’appelle la k — iéme convergente de la fraction continue

lag; a1, as, ..., a,], la k —iéme convergent est noté par C.

Théoréme 2.2 [15/Soit ag, a1, as,...,a, des nombres réels avec ay,as, ..., a, posi-
tives. Soient les suites po,p1,P2y---, Pn €t Qo, 1, qo,---,Qn définies récursivement
par :

Po = ag, qo =1

p1 = apa1+1, g =m

et
Dk = QkPr—1 + Pk—2, Qk = QkQr—1 + qr—2
pourk =2,3,...,n. Alors la k—iéme convergente Cy, = |ag; a1, as, . .., ax] est donnée
par :
Cp =2
dk

Preuve. Prouvons par récurrence.

11



Pour k=0

[ao]  po
Co = lag) = — =—,
(a0 1 do
pour k =1
1 +1
01:[610;@1]:@04‘—:%:&:&7
a ai ai q1
pour k = 2
Cs = [ag; a1, as] = ag + T
a + — —==
)] )
g 02 _ (arag+1)ag+az  (apar +1)az+ag  az X p1+po
* " ayay +1 ajaz + 1 ayaz + 1 as X q1+ qo

Le théoréme est vrai pour k=0, k=1et k= 2.

Pour 2 < k < n.ona

Pk QkPk—1 + Pk—2
Cr = [ao;al,az--->ak] = — =

Qx  AgPr—-1 1+ qr—2

B . Ar+1
= Qp; A1, G2, ...,Qk—1,

(Qkt+1Qk+1) Pi—1 + Qpr1Pk—2

(@k+10k+1) Q-1 + Q1 Qr—2

ap41 (arpr—1 + Pr—2) + Pr—1
ap+1 (AkQe—1 + Qu—2) + Qu—1

Ak+1Pk + Dk—1
k19K + Qr—1

Pk+1
qk+1

12

_ D2

q2



Exemple 2.2 Calculons les réduites de la fraction continue [1,2, 1, 2]

po = 1 : qo =1
po=1-2+1=3 , q@=2
P o= 1:3+1=4, qg=1-24+1=3
p3 = 2-443=11 | qg3=2-34+2=28
1
o 1
3
o m_3
q1 2
pa 4
C e _ = =
2 q2 3
11
o, - U
q3 8

Nous donnons dans la suite le théoréme suivant qui donne une importante propriété

des réduites.

Théoréme 2.3 [15] Soit C), = @, 1 <k <nlak—ieme réduite de |ag; ar, as..., ay| .
dk
Alors
k-1
PrQe—1 — Pr—1qx = (—1)" .

Preuve. Prouvons par récurrence. Pour £ = 1
Pido — podi = (apar +1) 1 — aga; =1 = (—1)° = 1.
Supposons que la théoréme est vraie pour 1 < k < n. i.e

DkQk—1 — Pr—1Qx = (—1)k_1 .

13



Nous avons

Per1Qk — DkQetr =  (@rp1Dk + Pk—1) @& — (Gkt1Qk + Qo—1) Dk
= Prk—149r — PrQk—1
_ . (_1)k—1

= (-1)".
Le théoréme est vraie pour k£ + 1. Ainsi le théoréme est démontré. m

Exemple 2.3 Considérons la fraction continue [1;2,1,2] . Alors

PG —Poq1 = 1-2—-3-1=-1
Pig2 —p2qi = 3-3—4-2=1

Paqs —p3qa = 4-8—11-3=-—1

Corollaire 2.1 [15] Soit C), = Phla k — ieme convergente de la fraction continue
Ak

simple [ap; ay,ag, ..., a,]. Alors
E—1
Qg —1
OOy = WD
qrqr—1
Pour tout k avec 1 < k <n. Aussi
k
ag -1
o, m D
qrkqk—2

Pour tout k avec 2 < k < n.
Preuve. En soustrayant des fractions et en appliquant le théoréme 2.3, on peut dire

que

P Dhet PrQe-t — Praaqe (=17
Cp — Cpo1 = — — = =

U Qr—1 Qe Qr—1 Qi1

Ce qui nous donne la premieére identité du corollaire 2.1. Pour obtenir la deuxiéme

identité, notez que

Pt Pk—2 PrQrk—2 — Prk—24k
Cp = Choo=— — = :

qk dk—2 qrqr—2

14



Parce que py = agpr—1 + pr—2 et ¢ = arqr—1 + qr_2, nous voyons que le numérateur

de la fraction de droite est

PrQrk—2 — Pk—2 4k = (akpk—l — Pk—2 )%—2 - (aka—l - Qk—2)pk—2
= g (pkfl(ﬂsz — Pk—2Pk-1 )
= ag (—1)F2.

En utilisant le théoréme 2.3 pour voir que

Pk—1Qk—2 — Pk—2 Q-1 = (—1)’%2-

Par conséquent, nous trouvons que

k
Qg -1
OOy = WD
qrqk—2
C’est la deuxiéme identité du corollaire m
Théoréme 2.4 [15] Soit ag,a1,as,...,a; des entiers avec ap > 1 par 1 < k < n.
Alors la suite de réduites Cy, C1,Cs, ..., Cy. de la fraction continue [ag; aq,ag, . . . , Gy

a les propriétés sutvantes :
a) la sous suite de réduites paires Cy, Co,Cy . .. est strictement croissante.
b) la sous suite de réduites impaires C1,Cs3,Cs ... est strictement décroissante.

c) Toute réduites paire est plus petite que toute réduite impaire.

Les assertions a, b et ¢ peuvent étre écrites comme suit :

C[)<CQ<C4<"'<C5<C3<C]_.

Preuve. [15] Par le corollaire 2.1 on a pour k =2,3,...,n:

—1)F
OOy LD
qk ° qk—2

Aussi nous avons

Ck < Ck_g.

15



Lorsque k est impair. Aussi nous avons

Ck > Ck_g.
Lorsque k est pair. D’ot
o< Oy < O < O
et
Co<Co<Cy<enn.
On a du corollaire 2.1 -
—1)"
CQn - CQn—l - L < 0.
G2nq2n—1
C’est a dire
C’2n—1 > OQn-

Pour comparer Cy;, et Cy;_;, nous avons

Coj—1 > Cyjpon—1 > Cojyop > Coy.

D’ou, chaque convergente d’indice impaire et plus grand que chaque convergente

d’indice pair. m

Exemple 2.4 Considérons la fraction continue simple finie [1;1,1,3,1,2]. Alors les

convergentes sont :

11 4 39
C(3 - 7704_5705_%-
Alors
Cg < CQ < 04
et
Ci > 03 > 05.

16



D’ou
Co< Uy < Cyi< Oy <y <.

116
Exercice 2.5 1) Donner le développement en fraction continue de o7

2) Quel est le nombre dont le développement en fraction continue est :

1
1

5+ —1.
2+
2.4 Application : Solution de ax+by=c

Les fractions continues finies simples sont utilisables pour résoudre les équations
diophantiennes linéaire

ar + by = c.

Supposons que 1'on a une telle équation avec (a,b) = 1 et b > 0, car on peut toujours

se rameéner & cette situation.

a
Théoréme 2.6 [1] Supposons que 5= lag; ay, . ..ay|, avec (a,b) =1 etb>0. Sin
est impair, ’équation ax + by = ¢ a pour solution x = cq,_1, y = —cpp_1. Si n est

pair, I’équation a pour solution x = —cqp_1, Y = CPn_1 -

Exemple 2.5 Trouver une solution de 19z + 12y = 3.
Onaa=19,b=12,c=3, et (a,b) = 1.
19
On a = [1;1,1,2,2] et donc n est le dernier quotient partiel, n = 4 (n pair),

alors r = —cq,-1 =3¢3 = (=3)-5=—15. y=cp,_1 =3p3 =3-8=24.

17



Chapitre 3
Fractions continues infinies

Supposons que nous ayons une suite infinie d’entiers ag, ay, as, ..., avec ap > 1

par k > 1.

Définition 3.1 On appelle fraction continue infinie un nombre écrit sous la forme :

1

ap +
0 N 1
a
! 1
as +
as+
ou ag, ai, as,...,a, sont des entiers et si k > 1, ay, as,...,ax sont supérieurs ou
égaux a 1.
Théoréme 3.1 [13/ Soit ag, ai, aq, ... une séquence infinie d’entiers avec ay, asg, . . .
0 ) ) 9 )
positifs et soit Cy, = |ag; a1, as, ...] . Les convergentes Cy ont une limite .
C’est-a-dire
lim Cy, = a.
k—+o00

Preuve. Soit m un entier paire positif. Par théoréme (2.4)

Ci > C3>C5>--->0C)1.
Cy < Cy<Co< o<y,
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Et Cy; > Cyry1 pour tous entiers positifs j, k. quand 25 < m et 2k +1 < m. En

considérant toutes les valeurs possibles de m.

Cl > 03>C5>"'>02n_1>02n+1>"'.

Co < 02<O4<06<"’<02n<02n+1<"’.

La suite des convergentes d’indices impaires est décroissante minorée donc elle conver-
gente i.e.

lim Cgk+1 = 1.

n—-+oo
La suite des convergentes d’indices paires est croissante majorée donc elle convergente
ie.

lim Cgk = (X9

n——4oo

Nous avons

D2nt1 D2 1
Cont1 — Cop = e e L
q2n+1 4on q2n+192n

D’autre part il est démontré [15] que pour tout k, g, > k donc

1 1
<
q2n+192n (2?1 + 1) (271) 7
et par conséquent
1
Cong1 — Cop = ———,
q2n+192n
et donc
lim (02n+1 - Ozn) = 0.
n—-+oo
D’ou
lim 02n+1 = lim an.
n—-+oo n—-+oo
[ ]
Théoréme 3.2 Soitag, ay, as, . .. des entiers avec ay, asg, . . . positives alors [ag; ay, ag, . . .
est irrationnel.
Preuve. Soit a = [ag;ay,as,...] est soit Cj = Pr_ lag; a, as, ..., a;| désignent la
dk

k — ieme convergente de «. Lorsque n est un entier positif
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Nous avons d’apres le théoerme 3.1 : Cy, < a < Uy, 11, de fagon que

1

O<Oé—02n<02n+1—02n:—.
Q2n+-192n
Cela signifie
n 1
O<04—C’2n:a—pi<—.
Qon 42n+192n

Et par conséquent nous avons

1
O < adon — Pon < .
q2n+1
a
Si « est rationnel avec a = 7 ol a et b sont des entiers avec b # 0, alors 0 <

aqon — bpa, < .Comme ¢z,11 > 2n + 1 pour tout entier n alors il existe ng, tel

qon+1

que gapy+1 > bie < 1. Puisque aqs,, — bps,, est un entier alors on a contradiction

q2ng+1
car on est arrivé a trouver qu'un entier strictement positif est strictement inférieur a

1. m

3.1 Représentation d’un nombre irrationnel par

une fraction continue infinie simple

La théoréeme suivant nous montre que tout nombre irrationnel peut étre exprimé
par une seule fraction continue infinie, de plus nous fournit un algorithme pour trouver

la fraction continue infinie qui représente l'irrationnel considéré.

Notation 3.1 Soit © un réel donné. La partie entiére de x est le plus grand entier
inférieur ot égal a x. elle est notée par [z . La partie fractionnaire de x est la différence

x — [z], notée par {x}. De plus 0 < {z} < 1.

Théoréme 3.3 [15] Soit o = ag un nombre irrationnel. Soit la séquence définie ay,

ai, ... récursivement par

1

ok =012, ....
{ag — ar}

ap = [Oék], U1 =

20



« est la valeur de la fraction continue infinie simple [ag,aq, .. .].

Exemple 3.1 - Nous savons que 7 ~ 3,141592, 1'algorithme donc aq = [7] = 3,

1 1
ap = , a1 = —— = 7,062513, donc a; = [7,062513] = 7.
{ao} m™—3
1
T 7062537 d =1 = 15.
2= 7 Ocan13 7 000 done [15,9965] = 15
1
a3 15,9965 — 15 ,003417, donc as = [1,003417]
1
= 03417 —1 292034591 — 292, 634591] = 292.
= [T =7 = 292634991, done a, = [202,634501] = 29
1
X5 = — 1,575818, donc a5 = 1.

292, 634591 — 292
Avec cela, on voit que la réduite d’ordre 5 de la fraction continue de 7 est

3,7,15,1,292, 1].

Théoréme 3.4 [15] Si deux fractions continues simples infinies a = [ag; a1, ag, ...]

et b= [by; b1, ba, ...] représentent le méme nombre réel, alors ay = by, quel que soit
k > 0.
Preuve. Supposons que o = [ag; a1, az, ...]. Alors comme Cy = ag et C; = ag+ —,
ai
1
le théoréme 2.4 nous donne ay < o < ag + —, de fagon que ag = [a]. De plus nous
a1
avons
1
lag; a1, as, ...|=ay+ ——.
[al; ags, .. ]
Car
a = lap; a1, as, ...] = lm [ag; a1, ag, ..., ail,
k—+o00

2 (0 )
= lim (a+—mm),
k—+00 la1; ag, ...

1
Ot T [a1; ag, a ]’

et 1, W2, W3,

1

_a0—|—
[a'la a2, ]
Supposons que
[Clo; a, az, ] = [bo, b17 bg, ]
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Alors nous remarques montre que

et
ao + ! = by + ;,
[ ay; ag, ... [ D15 b, ...
donc
l[a1; ag, ag, ...]=1[b1; ba, b3, ...].
Suppose que a; = by, et montre que [ag.1; agr2, Ggrs, ---] = [bki1; Oki2, bras, ...

En utilisant le méme arguments on trouver ay1 = by11, et

+ ! bet+1 + !
A+1 = Ok+1 .
" [ak+2; Ap+3, - - ] - [bk+2; bry3; - - ]
Ce qui implique
[ak+2§ Qg3 - - ] = [bk-i-?; bry3; - - ] .
Donc par le principe de récurrence on a ay = by, pour k =0,1,2,.... &

Exemple 3.2 1) Nous avons a = v/2 = 1,4142135624. On trouver que
1 1 V241 V2+1
a0:|:\/§]217a1: = . = y
V2-1 V2-1 V241 1
donc a; = [\/§+ 1] =2,
1 V2+1 V241
(8% g . =
(V21 -2 V21 1
Alors a; = ap, donc 2 = [1;2,2,2,..].

, donc ay = [\/5—1—1] =2,

3.2 Théoréme d’approximation des irrationnels

Rappelons que dans le premier chapitre on a cité le théoréme de Dirichlet qui

affirme que pour tout réel z il existe L) que
q
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Dans cette section nous donnons, en se basant sur les fractions continues, un autre

résultat d’approximation diophantienne.

Théoréme 3.5 [15] Si a est un nombre irrationnel, il existe une infinité de nombres

wrrationnels b tels que
q

1
o — }—j < -
q q
Preuve. Soit P la k — ieme convergent de «. Alors par la preuve du théoréme 3.3
qk
nous avons
1
‘a L P
@) (kQr+1)
Car ¢’il s’ensuit que
1
o= <
gk qy
Par conséquent, les convergents de «, @, k=1,2,..., sont une infinité de nombres
q

k
rationnels répondant aux conditions du théoréme. m

Exemple 3.3 Par exemple le début de la fraction continue de 7 est [3,7,15,1,292,1,1, 1,2, ..

Ses premiéres réduites sont 3 — 7 = —0.1415926535897932384626433832,

333
6 7= —0.00008321962752908751924715684090,
103993
— m = —0.0000000005778906343903818884,
33102 X
La formule P _ 7| < —; signifie que quand ¢, ~ 10r, alors les représentations
dn n
décimales de == et de 7 coincident sur 2r chiffres aprés le virgule. On voit cela
dn
103993 n
bien avec 106 (4 chiffres) et 33102 (9 chiffres). Mais I'inégalité raffinée Z—n — 7| <

a (n + 1) ¢2 indique que I'approximation est particuliérement bonne quand le prochain

quotient partiel est grand.

Théoréme 3.6 [15] Soit « un nombre irrationnel et soient &, j =1,2,..., ses
d;
convergentes. Sir et s sont des entiers avec s > 0 tell que

|sac — 7| < |gror — pil

alors s > Q1.
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Les réduites des fractions continues simples nous fournissent la meilleurs approxima-

tion pour «, dans le sens ou si réduite de a et ]ﬁ, alors P est plus proche a o que

Ak dk
tout autre rationnel P avec qr > q.
q
Corollaire 3.1 Soit o un nombre irrationnel et soient &, 7 =1,2,..., le conver-
qj

gence de la fraction continue infinie simple de o si — est un nombre rationnel, ou r
s

et s sont des entiers avec s > 0, tels que

r
o= 1| < \a_ P
S qk
Donc s > qy.
Preuve. Supposons que s < g et que
r
o= 1| < ‘a_% |
S qk

Miltiplions les deux membres de cette derniére inégalité par s et ¢, alors

T
S| — —
S

Pk
oa——|.
qk

= gk

Ceci implique que |sa — 7| < |gra — pg|. Contradiction. =

Application :

1. Voici les 12 premieres décimales de m = 3,141592653589. Les anciens savaient
que ? et 106 sont deux nombres rationnels qui approximent 7. Montrer que ce sont
deux réduites de 7. Calculer les deux suivantes

2. Trouver la fraction continue du nombre /3 + 1.
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Chapitre 4

Fractions continues périodiques

Une fraction continue simple infinie x est dite périodique si elle est infinie et s’il

existe un entier N > 0 et un entier £ > 1 tels que pour tout n > N
Aptk = Qp.

Une fraction continue périodique est alors de la forme

xr = [ag,a1,as,...,aN_1,0N, OGN+ 1, ON A1) -

On a démontré que toute fraction continue simple infinie converge.

Définition 4.1 (Irrationnel quadratique) On appelle irrationnel quadratique toute

racine irrationnelle d’'une équation quadratique a coefficients entiers.

Définition 4.2 (Nombre purement périodique) Un nombre x est dit purement
périodique si son développement en fraction continue est une fraction continue pério-

dique avec N = 0.

Définition 4.3 Un irrationnel quadratique est un nombre réel de la forme A+ Bv/D

avec D > 2 un entier non carré parfait, A, B et D rationnels différents de zéro.

Exemple 4.1 Par exemple

1+v5 2+14
V3. +2\f7 +5\/_
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sont des irrationnels quadratiques. Les nombres quadratiques réels sont les solutions
réelles irrationnelles des équations du second degré az® + bx + ¢ = 0 avec a,b,c

+ /14

rationnels (ou entiers). Pour trouver I’équation du second degré dont — est la

2+v14
5

solution, on écrit ©r = puis on isole le radical

Sr—2=+v14

Maintenant on éléve les deux membres de ’équation au carré, puis on met tous les

termes d’un coté.
2
(50 — 2)% = (\/14> .~ done 2522 — 10z + 4 = 14, ceci implique 2522 — 10z = 10.

Comme les trois coefficients 25, —20, —10 ont un pged non trivial 5, on peut diviser
par lui et trouver ’équation

522 —4x — 2 = 0.

Cette procédure donne une équation du second degré ax® + bx + ¢ = 0 avec a, b, ¢

entiers, a > 0 et pged(a, b, ¢) = 1 pour tout irrationnel quadratique .

Proposition 4.1 Soit un nombre réel v = A+ BVD tel que A € Q, B € Q* et D
est un entier naturel qui n’est pas un carré parfait. Alors x est racine d’une équation

quadratique a coefficients entiers ax® + bx +c =0 avec a > 0 et b*> — 4ac > 0.

Preuve. On vérifie que x est solution de I’équation x? — 2Az + (A? — B2D) = 0.
Le réel ' = A — BV/D est Pautre racine de cette équation, il est appelé conjugué

de x. Nous aurons besoin par la suite suivant. m

4.1 Théoréme de Lagrange

Définition 4.4 [15] Une fraction continue est périodique si et seulement si elle re-

présente un irrationnel quadratique.

Preuve. L’implication(=) .

Soit « = [ag,ay,as,...,an_1,aN, GN+1, GN+r_1) Une fraction continue périodique.
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Observons que

N = [GN,CLNH, cee ,aN+k—17rN] )

De sort que

PN-1TN + PN—2

N =
qN-1T"N + N2
ry (gv-1rN +av-2) = (PN-1TN +PN-2)
— T3qn-1+ N2 — PN-1TN + Py—2 = 0. (4.1)

D’autre part, on a

. TNPN—2 + DPN_2
TNIN-1 T dN—2

Ou encore
PN—2 — qN-2T
ry=—"—"—"-#+H/—.
PN-1 —gN-1T
Finalement, en réinjectant cette derniére expression dans I’équation (4.1), puis en
multipliant par qy_1x — py_1 différent de zéro, on en déduit que x est solution de
I’équation

ar’ +bxr +c¢=0.

La réciproque (<).
Soit © = [ag,as,...] un irrationnel quadratique qui est solution d’une équation

quadratique & coefficients entiers a, b et ¢ :
az® + bz + ¢ = 0 avec b*> — dac > 0. (4.2)

Nous souhaitons montrer que [ag, aq, ...] est périodique. Soit n > 2, on a

_ TnPn—1 +pn—2
Tndn—1 + Gn—2 ’

2
T'nPn— + n— T'nPn— + n—
a(u) AL Rt e S

T'nGn—1 + qn—2 T'ndn—1 + qn—2
Ce qui est équivalent a

@ (TnPr1 4 Pn2)” + b (TaPu 1 + Po2) (TnGn-1+ Gn2) + ¢ (TnGu_1 + Gn_2)* = 0.
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Tous calculs faits, on trouve ’équation a coefficients entiers A,,, B, et C), suivante :

Anri +B,r,+C, = 0
Ay = apl_ 4+ bpn_1gn-1 +cqi_y,
Bn = 2apn71pnf2 + bpn71an2 + Pn—2Qn-1 + Qanflana

Co = ap? o+ bpnaGno+cq® = Ap_1.

. DPn . . . .
Or Ay car dans le cas contraire serait une racine rationnel de (4.2), ce qui

qn — 1
ne peut se produire que dans deux cas. Le premier étant si b> — 4ac = 0, auquel
cas I’équation n’admet pas de racines irrationnelles, ce qui est contradictoire avec
I'existence de . Le second cas étant si b*> — 4ac = 0, est un carré parfait, mais 1

encore cela contredit l'irrationalité de x. En résumé, 1’équation

est bien une équation quadratique & coefficients entiers, et ’on en connait une racine
irrationnelle r, de sorte que Bfl —4A,C, > 0 et n’est pas un carré parfait. En effet

nous vérifions que 'on a

B? — 4A,C, = b* — dac.
|

Exemple 4.2 Trouver le nombre irrationnel de fraction continue [8, 1,16].

On a z = [8,1,16] signifie que [8,1,16,1,16, ...].

1
T =8+

1+ 1
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on pose

1
y=1+ il :
16—1—1 1
+16—|— !
1-
donc
1 1 Ly +1
16+— oy +1 16y +1
Yy Y
alors
16 + 8+v/5 2 5
169> — 16y —1 =0, y = —\/_ puisque y positif +\/_,
32 4
donc 5
1 1 4 20+ 8
r=8+-=8+ =8+ i = 44/5.
Y 2+5 21V5 2445

4

Algorithme pour calculer la fraction conti-
nue simple d’un irrationnel quadratique

Lemme 4.1 [15] Si « est un irrationnel quadratique, alors o peut etre écrit selon la

forme
(P + Vd)
Q
ot P, Q et d sont des entiers, Q # 0, d > 0, d n’est pas un carré parfait et Q | (d— P?).

o =

Démonstration. Comme « est un irrationnel, le lemme 4.1 implique

(a+/b)

c

o =

ou a, b et ¢ sont des entiers, b > 0 et ¢ # 0. Multiplions a la fois le numérateur et le

dénominateur de cette expression par |c|, pour obtenir

_ (ald + vbe)

cle]
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Prenons P = a|c|, Q@ = clc| et d = bc®. Nous pouvons vérifier facilement que ces
entiers répond bien aux exigences du lemme.
Nous donnons maintenant un algorithme qui fournis la fraction continue simple

pour un irrationnel quadratique.

Théoréme 4.1 (Algorithme)[15]. Soit o un irrationnel quadratique, alors par le

lemme— il existent des entiers Py, Qo et d tels que

(Po + Vd)

Qo

ot Qo # 0, d > 0, d nlest pas un carré parfait et Qo | (d — P?). Définissons
récursivement
(P + \/3)
Qp = ———,
Qr
ap = [Oék],
Pp = fl(k@k —2Pk),
d—P
Qr+1 = Q—kﬂy

k
pour k =0,1,2, ... . Alors a = [ag; a1, as, ...

0+ 47
Exemple 4.3 Soit o = v/4 :%alorsdzéﬁ.
po =0, qo = 1, ap = o] =6
d— pi
p1=aoq —po =06, ¢ = . =11, a=[m]=1
0
_ _ _d—pj ISR
P2=0a1q1 —P1 =9, (2= P =2, ag—[a2]—5
1
_ N _d—pi S
D3 = G2G2 — P2 =95, @3 = =11, az=laz) =1
sz )
Ps=azqs —p3 =06, q4= p4:17 ay = |ay] = 12
dQ32
Ps = Q4qs — Ps = 6, C_I5=q—p5=11; as = [as] = 1.
4

VAT = [6;1,5,1,12]

4.2 Théoréme de Galois

Définition 4.5 (Irrationnel quadratique réduit) [15] : On dit qu’un irrationnel

quadratique a est réduit si @ > 1 et si son conjugué a vérifie —1 < a’ < 0.
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Définition 4.6 [15] La fraction continue [ao; a; as,...] est purement périodique s'il

existe un entier n tel que ax = a,., pour k =0,1,2,..., tel que

lao; ay,az, ...] = [Go; G1,a42, - - -, Gp_1] -

Le théoréme suivant caractérise le fait qu’'un irrationnel quadratique a une fraction

continue purement périodique.

Théoréme 4.2 [15] La fraction continue simple d’un irrationnel quadratique o est

purement périodique si et seulement si o est réduit. De plus, si o est réduit et o =

. ) —1
[@o; a1,a2, - - -, @) alors la fraction continue de —- est
o)

[ Cn—1,0n—2, - - -, Qo] -

14++/3 1-+/3

Exemple 4.4 o = comme o > 1, o = 5 et @' € ]-1,0] alors a est

réduit. Par le théoréme 4.2 o a une fraction continue purement périodique. Par le

théoréme 4.1 o = [1;2] .

Cas particulier : calcul de la fraction conti-
nue simple de racine de N

Proposition 4.2 [15] Soit N un entier positif qui n’est pas un carré parfait, alors le

développement en fraction continue de v/ N est de la forme

\/N = [a();alaa?a s 7an72a0J

pour un certain n > 1 et avec a; € N* pour tout v > 0.

Preuve. Notons [ag, a, az, as, .. .|, le développement en fraction continue simple in-
finie de v/ N. Considérons l'irrationnel quadratique ag + v N, ott ag = F (\/ N ) . On
a dans ce cas

a0+\/ﬁ>1 et OS\/N—@0<1.

Puisque vV N n’est pas un entier, on a méme 0 < vV/N. D’ou —1 < a9 — VN < 0.
C’est-a-dire que le conjugué de ag++/ N. Ainsi ag+ v N est réduit, donc est purement
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périodique d’apres le théoréme 4.2 . Son développement en fraction continue simple

infinie est alors de la forme

ao—l—\/ﬁz [2@0,@1,@2,...,an].

Pour un certain n > 0. On en déduit que

VN = [2a07a17a27---aan:| — Qo = [an,al,az,...,an,an,al,ag,...,an} — Qo
= [a07a1;a2a"'7an72a0aa17a27"'7anJ
= [a0701,a2;~--7an,2a0]~
|

Exemple 4.5 En utilisant 'algorithme du théoreme 4.2, on obtient que le dévelop-
pement en fraction continue simple des v/14, v/19 et /29 sont respectivement donnés
par

VI = [3,T,2T,9),

V19 =[4,2,1,3,1,2.8],

V29 =[5,2,1,1,2,10].

4.3 Application : Equation de Pell

Parmi les applications des fractions continues on trouve I’étude de I’équation de

la forme :,

ou N et m sont des entiers fixée.
Nous nous intéressons dans cette partie au ou N > 0 qui n’est pas un carré
parfait et m = 1 i.e équation de Pell. Le cas m = —1 est appelé I’équation associée a

I’équation dePell.

Théoréme 4.3 [15] Soit N un entier positive qui n’est pas un carré parfait. Soit Pr

4k
noté la k — ieme convergente de la fraction continue simple de vV N, k =1,2,3,...,

est soit m la longueur de cette fraction continue de v/ N. Alors
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casl : N est pair, les solutions positives de ’équation diophantienne x> — Ny? = 1
SONt T = Pim—1, Y = Qjm-1, J = 1,2,3,..., et U'équation diophantienne r* — Ny* = —1
n’a pas de solution.

cas? : N est impair, les solutions positifs de l’équation diophantienne x? — Ny? = 1
SONt T = Pojm—1, Y = Qajm—1, ] = 1,2,3,..., et la solution de x> — Ny* = —1 sont

T =Peji-1)ym-1, ¥ = 4(2j—-1)m-1, J=12.3,....

Exemple 4.6 N = 28, 19 et 29

Le développement en fraction continue périodique de v/28 est [5,3,2,3,10] (m = 4
est pair). Une solution positive de ’équation diophantienne z? — 28y* = 1 est x =
Paj—1, Y = Qaj—1, J = 1,2,3,... 00 Pait ot (45 — 1) — iéme réduite de v/28

127 o
alors [5,3,2,3] = —

24
N =19:
Le développement en fraction continue périodique de /19 est [4,2, 1,3, 1,2,8}

(m = 6 est pair).Une solution positive de I’équation diophantienne x? — 19y =1 est
T = Pei—1, Y = Gej—1,J = 1,2,3,...,0u Poj1 oot (65 — 1) — iéme réduite dev/19 alors

170 dor
4,2,1,3,1,2] = —

39°
N =29:
Le développement en fraction continue périodique de /29 est [5, 2,1,1,2, 10} (m =5 est impair)

solution positive de I’équation diophantienne 2 —29y* = 1 est = pigj_1, ¥ = q10j_1,

=1,2,3,... 00 2% st (10j—1)—ieme réduite dev/20alors 5,2, 1,1,2,10,2,1,1] =

41051
9801
1820’
une solution positive de I'équation diophantienne 22 —29y* = —1 est © = p(2;_1)5-1,

Y = qj-15-1, J = 1,2,3,...alors [5,2,1,1, Q]ZE.
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Conclusion. Les fractions continues est un sujet qui se
trouve presque partout dans les livres qui traitent de la
théorie des nombres. Elles sont utilisees pour
approximer les réels par les rationnels, résoudre des
¢quations Diophantiennes, factoriser des entiers, ... . A
cause de cette importance que nous avons choisi de
travaillé dans ce sujet ou nous avons met les notions de
base dans le premier chapitre, les fractions continues
finies (resp. infinies) dans le deuxieme (resp. le
troisieme) chapitre. Le dernier chapitre est consacré a
une application concernant 1’¢quation de Pell-Fermat.



Abstract. Four chapters form this memory. The first one
contains some fundamental notions and definitions. The finite
simple (resp. infinite simple) continued fractions are the
subject of the second (resp. of the third) chapter. The last
chapter is for periodic continued fractions and an application
to the Pell-Fermat equation. Finally, we end our work with a
conclusion and a bibliography.

Résumé. Cette mémoire est formée par quatre chapitres. Le
premier contient quelques notions et définitions
fondamentales. Les fractions continues simples finies (resp .
simples infinies) font I'objet du deuxieme (resp . du troisieme)
chapitre. Le dernier chapitre concerne les fractions continues
périodiques et une application a I'équation de Pell-Fermat.
Enfin, nous terminons notre travail par une conclusion et une
bibliographie.
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