REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE

E ET POPULAIRE
Université de M’sila
~——— Faculté des Mathématiques et de I'Informatique
ﬁﬁiﬂ:emﬁfﬁﬁ Bﬁ?ﬁfﬁii Département des Mathématiques

Meéemoire de Master

Domaine : Mathématiques et Informatique
Filiére : Mathématiques

Option : Analyse mathématique et numérique

Théme

Numerical solution of two dimensional flow

Présentée par :
Hallab Khawla

Soutenu publiquement le : 00/00/2021.

Devant le jury composé de :

Président : M — M.C.B, Université de M’sila
Encadreur : Pr Gasmi Abdelkader M.C.B, Université de M’sila
Examinateur : M" -— M.A.A, Université de M’sila

Année universitaire 2020/2021



Remerciements

Avant tout, j’adresse mes remerciements en premier lieu, & Dieu tout puissant pour la volonte,
la santé, le courage et la patience qu’il m’a donné durant toutes ces longues années
de formation.Je tiens & remercier sincérement Mr.Abdelkader Gasmi, pour avoir accepté de
diriger ce mémoire, pour les conseils qu’il m’a prodigué et pour les efforts qu’il a consenti tout
aulong de la realisation de ce travail,
Je tiens a exprimer toute ma gratitude a mes collégues . pour leurs aides et leurs
encouragements. Enfin je ne voudrais pas oublier de remercier toute personne qui m’a aidée de

loin ou de prés a réaliser ce travail.

Merci pour tout



Dédicaces

Je dédie cet modeste travail

A mes chers parents
Et & mon cher mari Adel Amour,
A mon fils, la prunelle de mes yeux, Yaman, & ma chére fille, Hour
A mes soeurs bien-aimées Hind et Safaa et mes fréres Houssam.. Yaakoub.. Mohammed Yassin

Pour oubada..ghofran

Pour tout la famille Hallab

Et pour la famille ammour

a tous mes proches

hallab khawla

i



Résumé

C){() n approximate method is presented to solve the problem of steady free-surface flow of
an ideal fluid over u semi-infinite triungle in the bottom of un open channel. Schwartz-
Christoffel transformation is used to map the region of flow, in the complex potential-plane,
onto the upper half-plane. The Hilbert transformation as well as the perturbation technique
are used as a basis for the approximate solution of the problem for large Froude number
and small inclination angle of the ramp. General equations, in integral form, for any order
of approximation are obtained. Solution up to first-order approximation is discussed and
illustrated .

Keywords :free-surface  flow  problems,  Schwartz-Christoffel  transformation,  Hil-

bert transformation, perturbation technique, nonlinear integral equations.

% méthode approximative est présentée pour résoudre le probléme de I’écoulement sta-
tionnaire a surface libre d’un fluide idéal sur un triangle semi-infini au fond d’un canal
ouvert. Transformation Schwartz-Christoffel est utilisé pour cartographier la région d’écoule-
ment, dans le plan de potentiel complexe, sur le demi-plan supérieur. La transformation de
Hilbert ainsi que la technique de perturbation sont utilisées comme base pour la solution ap-
proximative du probléme pour un grand nombre de Froude et un petit angle d’inclinaison de
la rampe. On obtient des équations générales, sous forme intégrale, pour tout ordre d’approxi-
mation. La solution jusqu’a l'approximation du premier ordre est discutée et illustrée.

Mots-Clés : problémes d’écoulement a surface libre, transformation de Schwartz-Christoffel,

transformation de Hilbert, technique de perturbation, équations intégrales non linéaires.
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Notation

? le vecteur position d’une particule donnée
50 position initiale
t le temp
(X,Y, Z) les coordonées cartésiennes
le vecteure de vitesse
(ug, uy, u;) champ de vitesse
@ le potentiel de vitesse
¥ la fonction de courant
f(z) = (z,y) + i (z,y) la fonction de potentiel complexe
2z = x + 1y la variable complexe associée a la foction
p pression du fluide
p densité du fluide
g gravité
m(t) la masse
S la surface
7 le vecteure normal unitaire & un element de surface de S
H la transformation de Hilbert
F' le nombre de Froude
rot Rotationnel

e
grad gradient

4 D
dt’> Dt
) Lo

5, dérivée par raport a x
A la placien

dérivée matérielle

w la variable de hodographe logarithmique
f'(t) la fonction de cartograpie
L’ la longeur de la rampe

a angle d’inclinaison # angle d’inclinaison
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Introduction générale

Les écoulements & surface libre de type au-dessus du seuil sont présents dans beaucoup
I’applications industrielles et urbaines réservoirs . Compte tenu de son importance pratique,
ce type d’écoulement fait l'objet d'un grand nombre d’études théoriques, expérimentales et
numeériques.

Nous traitons particuliérement les écoulements plan dans les cas incompressible et irrota-
tionnel. Pour trouver la solution numérique du probléme d’écoulement traité, ott en prendre
I'effet de la gravité et en négligeant les tensions de surface, nous allons utiliser la transforma-
tion de Schwarz-Christoffel, transformation de Hilbert et technique de perturbation on résoud
le probléme numériquement.

Le présente mémoire comporte trois chapitres. Aprés cette bréve introduction, nous abor-
dons dans le premier chapitre, on traite des notions fondamentales sur les propriétés en méca-
nique des fluides telles que les Mouvements sur les deux méthodes ensuite la fonction de courant
et potentiel des vitesses.

Dans le deuxiéme chapitre, on traite le probléme dans le cas ou la tension de surface est
négligeable . Nous adoptons une méthode des transformations conformes qui réduit le pro-
bleme de discrétisation uniquement sur la surface libre. Nous utilisons d’abord la technique de
transformation Schwarz-Christoffel , technique de perturbation et la méthode de Hilbert pour
obtenir la forme de la surface liber.

Dans le troisiéme chapitre, nous donnons les résultats en courbes montrant I'effet de d’angles
a et B, de la hauteur ¢ .

Enfin, on présent la conclusion générale de notre travaille.

vil



CHAPITRE 1

NOTIONS PRELIMINAIRES SUR LES
ECOULMENT POTENTIEL

@ ans ce chapitre, on présente les concepts de base de la mécanique des fluides : propriétés des
fluides, équations fondamentales du mouvement des fluides pour un écoulement potentiel,

bidimensionnel et irrotational d’un fluide incompressible et non visqueux



1.1. DESCRIPTIONS DU MOUVEMENT 8

1.1 Descriptions du mouvement

Les descriptions des mouvements du fluide peuvent se faire a4 'aide de deux méthodes
distinctes. On peut choisir de suivre les particules fluides dans leur mouvement (méthode de
Lagrange) ou on peut fixer un point dans I’ éspace et obsterve a un instant donné le champ de

vitesse de toutes les particules fluides (méthode d’Euler)

1.1.1 Meéthode Lagrangienne (description par les trajectoires)

Dans la description Lagrangienne, on décrit le mouvement par les trajectoires des particules
d’identités déterminées
Soit ( 0, t) le vecteur position actuelle d’une particule donnée ot Sy est le vecteur de da

S o , L ? — — - .
position initiale au temps initial ¢, . En coordonnées cartésiennes : S = x i +yj + 2k qui

s’écrit aussi :

x = x (To, Yo, 20, 1) ,
y:y(x())yOaant)v (11)

£=z (I'(), Yo, <0, t) .

ou o, Yo, 2o sont les coordonnées du vecteur de position initial du vecteur de position actuelle
%
es au temps t de la particule.Le vecteur vitesse noté par U (ug, uy, uy)en Sopeut étre calculé

par :

dx dy dz
() () (3) =
Z0,Y0,20 Z0,Y0,20 Z0,Y0,20

Les avantages de la description lagrangienne sont :
¢ La trajectoire de chaque particule fluide est connue, son histoire peut étre tracée.

4 La conservation de la masse est satisfaite.

1.1.2 Meéthode eulérienne (description par le champ de vitesses )

Elle consiste a établir a un instant t donné ’ensemble des vitesses associées a chaque point
de I'espace occupé par le fluide. La représentation mathématique de la méthode eulérienne
s’écrit pour la vitesse : 0 < ,t) ot = u, i + uy J + u, k Par ailleurs les composantes

du champ de vitesse s’expriment sous la forme :

Uy = Uy (2,9, 2, 1),
Uy = Uy ([E,y,Z,t), (13)

Uy = Uy (I7y7 Z,t)

Numerical solution of two dimensional flow



1.2. DEFINITIONS 9

1.2 Définitions

1.2.1 Fluide incompressible

Un fluide est dit incompressible si sa volume ne varie pas en fonction de la pression extérieure.
Les liquides peuvent étre considérés comme des

fluides incompressibles (eau, huile, etc.)

1.2.2 Lignes de courant

Ce sont les lignes qui en chaque point de ’écoulement sont tangentes au vecteur vitesse en

ce point. On déduit de cette définition I’équation différentielle qui modélise les lignes de courant

d[[‘l . dl’g . d.l’g (1 4>
uy (1, X, T3,t)  ug (w1, 22, 23,1)  ug (v1, T, T3, 1) .

Ot t a une valeur de temps fixée.

1.3 Quelques propriétés de I’écoulement

1.3.1 Définitions

Un écoulement est dit :
1) Irrotionnelle si le rotationnel de vecteurs vitesse est nul c’est a dire rotd = 0 ol u

represent la vittesse de I’écoulement .

2) Incompressible si 3 .U =0 o div(W) = 0.

1.3.2 Potentiel de vitesse

Si un champ de vitesse U est irrotational, on peut définir une fonction ¢ scalaire telle que

%
U=y

Le symbole ¢ représente le potentiel de vitesse. Dans le repére cartésien et en considérant

un écoulement plan, on peut donc écrire que :

_ Oy
Uy = 325
o (1.5)
Uy = a_;j
Si de plus le fluide est incompressible :
Our (O o % 0% o n,_g
oxr Oy oz Oy? L

Numerical solution of two dimensional flow



1.4. NOTIONS DE POTENTIEL COMPLEXE ET DE VITESSE COMPLEXE 10

1.3.3 Fonction de courant

Si I’écoulement est dans un domaine plan alors le vecteur vitesse est vérifier pour tout point

de ce domaine, & I'instant t on a :

div(d) = 0,
Quy | Oty

ox dy

Cela implique que la forme différentielle u,dx + u,dy est, a t fixé, la différentielle totale

d’une certaine fonction 1) :

I, d (¢) = uydr + u,dy.

Ce qui implique :

—CL
Uy = ~ P

Ou 1 s’appelle la fonction de courant
De plus, la propriété de ’écoulement irrotationnel pour un écoulement plan entraine :

3 _ o 2 2
— — 2 uy = 2 % 9
VAT =0=|% |A | =08 T g,

— A = 0,2 vérifie aussi I’équation de Laplace.

1.4 Notions de potentiel complexe et de vitesse complexe

On appelle potentiel complexe la fonction f(z) = ¢ (x,y) + 1 (x,y) ot z = = + iy est la
variable complexe associée a la fonction potentiel complexe f(z)(pett) et représentent respec-
tivement les fonctions potentielle et de courant).

La fonction f a les propriétés suivantes :

1-f(2) est une fonction uniforme, c’est-a-dire qu’a une valeur de z correspond une seule

valeur de f
2-f(z) est analytique, il faut que sa dérivée soit définie partout, c’est-a-dire

@ _ e 0¥ _ _0p 0V
dz  0r Odx 0Oy Oy
— r Y *

-k -

Ce systéme d’équations constitue les relations de Cauchy-Riemann qui vérifient bien les

Numerical solution of two dimensional flow



1.4. NOTIONS DE POTENTIEL COMPLEXE ET DE VITESSE COMPLEXE 11

V _
& ligne de courant

FIGURE 1.1 — Mouvement de rotation d’un volume de fluide sans déformation

Numerical solution of two dimensional flow



1.5. EQUATION DE BERNOULLI 12

relations trouvées précédemment.

Pour que f(z) soit analytique, il faut que ¢ et ¢ vérifient les relations de Cauchy-Riemann.
La fonction f(z) est appelée potentiel complexe des vitesses.
On a vu que pour qu'un écoulement puisse étre décrit au moyen d’une fonction de courant

1 et d’un potentiel des vitesses ¢, il faut que ces deux fonctions vérifient 1’équation de Laplace

2 2
8_¢ + a_l/) — 0’
ox?  0y?

et o2 92
ek A )
or?  0Oy?

1.5 Equation de Bernoulli

Le théoréeme de Bernouilli est une application de la conservation de I'énergie au cas des

fluides en mouvement. dans le cas d’un fluide incompressible, I’équation de Bernoulli est :

1
—q2 + b + yg = cont.
2 P

Telle que ¢ = y/u2 +v2 |, p la pression du fluide, p la densité du fluide,g la gravité.

1.6 Equation de conservation de la masse

Considérons un fuide occupant un volumeuvy de densité p (z,t) et de frontiére une surface

fermé s. La quantité de masse m de fuide contenue dans ce volume est égale &

mwzﬁf@ww

La variation de la masse m contenue dans le volume vy est donnée par :

WQQZ%AP@WMaL%@ﬁM (1.7)

D’autre part, la variation de la masse est égale au flux massique qui passe a travers la surface

S Soit 7 est le vecteur normal unitaire & un élément de surface de S , Ve vecteur vitesse

alors le flux massique est donné par :

/pv.ﬁds. (1.8)

S

En identifant les deux expressions [I.7) et [1.§ on obtient :

Numerical solution of two dimensional flow



1.7. TRANSFORMATION DE HILBERT 13

D’apreés le théoréme de divergence ( Green-Ostogradsky ) :

/p?.ﬁds :/ div pvdv.

vo

On obtient ainsi

dp ) _
/UO (§+dw p?) dv = 0.

dp .
pn + div p7 =0.

Cette équation est connue sous le nom" équation de continuité".

1.7 Transformation de Hilbert

Définition 1.1. Soit s une fonction définie sur R, on appelle transformée de Hilbert la fonction
S définie par :

() = H{s} (t) = vp {(h#s) (1)} = vp {/_:o st — T)dT} - %vp {/_:O ;@TdT} |

Ou H est la transformation de Hilbert et ou

et

op {/_:o S(h(t — T>} ~ limy {/_: s(h(t — 7)dr + /:o s(t)h(t — T)dT} |

vp étant 'abréviation de valeur principale de Cauchy on peut montrer que pour tout réel
p > 1, H est un opérateur borné de l'espace LP (R)dans lui-méme.

1.8 Tronsformation de Schawarz-Christoffel

La tronsformation de Schwarz-Christoffel est une tronsformation conforme trés utilisée dans
la résolution des problémes d’écoulements, cette tronsformation réalise une tronsformation 1’in-
térieur d’un polygone du plan complexe en demi-plan supérieur de la variable complexe A

soient ai, as, ..., a, les points correspondants respectivement a Aq, Ao, ...., A\,de 'axe réel du
planA. on définit la trosformtion de schwarz -christoffel qui repésente l'intérieur du polygone a

demi plan supérieur par la formule :

Numerical solution of two dimensional flow



1.9. ANALYSE DIMENSIONNELLE 14

ou K et M sont des constantes complexes , Ai, A9, ...et), sont des nombres réeles et

aq, Qo, ...eta, les angles intérieurs au polygone .

1.9 Analyse dimensionnelle

Avant de résoudre un probléme, nous devons écrire I’équation qui régit le phénomeéne en
variables non dimensionnelles. Pour cela, nous introduisons quelques notions et théorémes
pour passer d’une équation physique en variables dimensionnelles & une équation dont les va-
riables sont sans dimensions physiques. Nous utilisons le théoréme 7 de Vaschy-Buckingham,
qui montre comment on rend sans dimension une équation physique. L’emploi des variables
non dimensionnelles réduit le nombre de paramétres qui détermine la solution d’un probléme.
Si un phénomeéne physique dépend de n variables dimensionnelles, on peut rendre ces variables
sans dimensions en les réduisant & n—k, avec (k = 1, ....4). Les quatre variables universellement

connues sont la longueur L, la masse m, la température Tet le temps ¢.

Numerical solution of two dimensional flow



CHAPITRE 2

RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME
D’ECOULEMENT BIDIMENSIONNEL

@ ans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution numérique du probléme d’écoulement bi-
dimensionnel considéré, en tenant compte des forces de la gravité et nous négligeons la

tension de surface, en utilisant la méthode de Hilbert et la technique de la perturbation .

15



2.1. FORMULATION DU PROBLEME 16

h
gl Yoo A 45
A

L Cd L L i s i s - 6

FIGURE 2.1 — z-plane

2.1 Formulation du probléme

On considére dans cette étude un probléme d’un mouvement irrotationnel bidimensionnel,
c’est-a-dire que la vitesse de cet écoulement est dérivée d'un potentiel ¢ (x,y) satisfaisant a
I’équation de Laplace

P D

9z By

Le fluide est considéré comme non visiquex et incompressible, soumis a l'action de la force

0. (2.1)

gravitationnelle et ayant une surface supérieure libre.

A Torigine on considére que 1’écoulement est uniforme avec une vitesse U; c’est-a-dire dans la
direction positive de I’axe des absides x et de profondeur h; le fond de I’écoulement se compose
d’un paroi horizontal AB, triangle BC'D avec deux angles d’inclinaison « et (3, et un paroi
horizontal DE. Ou le fond s’étend de —oo (point A)a+oo (point £). Le domaine est illustré
dans la figure 1.

Pour plus de commodité, nous choisissons le point B comme origine dans le plan z, I’axe des
absices x est confondu sur la paroi AB et I'axe des y est perponduculaire passant par le point
B. On introduit la fonction potentiel f (z) = ¢ (x,y) + 1 (z,y) est une fonction analytique de

z dans la région d’écoulement, avec une vitesse complexe

d_zu(l',y)—“](l‘,y):q@ 9' (22)
z
Si on prendre comme unité de longueur h; et unité de vitesse U; on peut écrire les variable
unidimensionnels f
Z q ’
=== f =" 2.3
hy Uy V1 (23)
Ou
Y1 = urhy.

T

Numerical solution of two dimensional flow



2.1. FORMULATION DU PROBLEME 17

La condition sur la surface libre o la pression est uniforme est donnée par l’équation de

Bernoulli :
on a
1, 1,
il B h
2(] +yg 2“ + hg,
1, L,
== —h)= -
LragN2 g9 1
=== = (yh—~h)=—
2<u> +u2(y ) 2’
2 gh / o
alors
12 2 /
W -2)=1 (24)
Telle que
Y
y_h,
/=2
U

ot ¢ = \/u3 + u et F' le nombre de Froude définit par :

Uy

F = . 2.5
o (2.5)
La hauteur de la triangle notée par ¢, ot
I s
e=""% _ Disina. (2.6)
hy

En utilisant les variables unitaitaires (2.3) I’équation (2.2) en forme adimentionnelle de vient :

df’ —io
£ = 2 = qde . (2.7)
On a
w=In £=1n ¢ — . (2.8)
£ =",
comme
df’ i
5 = @ - qle )

Numerical solution of two dimensional flow



2.1. FORMULATION DU PROBLEME 18

A B C D E

FIGURE 2.2 — f-plane

alors
1
dz = =df’,
§
1
r Y
z _/efdf’
donc

2 = /efdf/. (2.9)

Ot w est appelé la variable de hodographe logarithmique. En utilisant la transformation de

Schwartz-Christoffel, nous transformons la région de I’écoulement du plan f’ sur la moitié supé-

rieur d'un plan t auxilaire, de sorte que les points suivants correspondent.(voir les figures t

23)

point f t
B 0

E,E +00 1

A As —00 400

La transformatiuon utilisé est donnée par :

I (t)——%ln(l—t);ogarg(l—t) < (2.10)

Pour exprimer w en fonction de la variable unique ¢, nous introduisons la méthode de Hilbert
pour un probléme de valeur de frontiére mixte dans le demi plan supérieur,
Q)(t) est une fonction analytique définie dans le demi plan supérieur du plan ¢,et supposons que
Im (Q(t)) satisfait la condition Holder a la limite, I'm (t) = 0,du plan ¢.

Numerical solution of two dimensional flow



2.1. FORMULATION DU PROBLEME 19

Lenit)

! ! i ! ER!I!]

FIGURE 2.3 — t-plane

Si Im (Q(t)) est connu sur la limite, Q(t) est donné par la formule intégrale de Poisson

o) =+ /ﬂo Lf(t”))du Sy (2.11)

T ) oo v
Ou A, sont des reéls constants, et f dénote une intégrale singuliére dans la sérénité de cauchy

Maintenant, nous essayons de relier la fonction w (¢) a la fonction @ (¢) . De ([2.11]), nous trouvons
que Q(t) est exprimé en termes de ses parties imaginaires le long de I’axe réel, la limite du plan
t.

Ainsi, nous devons examiner la valeur de w () le long de la limite du plan t, et nous trouvons

que on a w = Inq¢’e* alors
Im(w(t))=-0(t), (2.12)
et
2
q/2+ﬁ(y/_1)_17
2
:>q/2: _ﬁ<y/_1)>
2
iq’Z\/l—ﬁ(y’—l),
1 2
=Ing = §1n(1 — ﬁn'(t))
Donc on trouve
Im(w(t)) = —0(t).
2, (2.13)
Re(w(t)) = 5ln(l - 51(t))

Numerical solution of two dimensional flow



2.1. FORMULATION DU PROBLEME 20

Ou
( 0, t <0,
Q, 0<t<t,,
0(t)=q -5, te <t <tp, (2.14)
0, tp <t <1,
Et

n'(t) =yt — L

Cela signifie que nous connaissons la partie réelle ou Imaginaire de w (t) le long de la limite
du plan ¢. alors nous devons construire une fonction auxilliare H(t) qui fait connaitre la partie

Imaginaire du quotient @ (¢) = w (t) /H(t) a la limite du plan t. la forme générale de H (t) est :

B —/(1=1), t<1,
Hit)= {—im, t> 1. (2.15)

chanson [20]a montré que la solution finale est indépendante du choix particulier de H(t).

on a
In g’ —i0
— t<1
w(t) -/’ ’
)= —~72 — V. 2.16
Q) (t) ng'—i t>1. (2.16)
—iq/ (t—1)
en utilisant (2.12)) et (2.15]) , nous obtenons
o) t<1,

—t?

Im Q) = { m(1-Zn®)
2/(t-1)

ensuite ,nous examinons la condition rn amont ,A I’approche du point A, ¢’est-a-dire, comme
t — 400,H (t) = —ivt et w(t) ~Ing (t) = 0. Danc ,Q(t) ~ w(t) / (—ivt) = O,et de , A; =0
pour j =0,1,.....,n.

ﬁ

2.17
t>1 ( )

Ainsi , (2.11) prend la forme

1 400 [

Qt) = _/ Im(q () g, (2.18)

T J - v—1

En utilisant (2.6]), nous obtenons
—Inqg/(t) 0(t)
Q) = % - { llq’ft) ' Zo(%)fﬁ t<h

t ilng ]

t—1 + -1’ t>1, (219)
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La forme ([2.18)) équivaut a :

R(t) = f+“s
S = 1 [ (2.20)

en utilisant (2.20]), nous obtenons un ensemble d’équations intégrales, et pour notre travail nous

avons seulement besion des équation suivantes :

\/t— T Ing(s)

2
ds + — tan™

B (s—t)vs—1 T t—r
25 B 1

(g = V[T _Tab) ds_avl—t/oc(s_tds

3_t¢——i - WI—s
”‘/
o s_t¢Tr?

(2.22)

ou

r—1- VI—L.
m:\/l_tc_\/l_tD7
n=+/(1—tg)(1—tp),

et 7 =1,2,3,4, q(t) défini pour t < 0, qa(t) pour 0 < t < te, q3(t) pour tc <t < tp et qu(t)
pourtp <t<1.

Les coordonnées (z',y') d’un point sur la surface libre peuvent étre obtenir en utilisant (2.8)) et
(2.9) comme suit :

on a
P / e “dw
telle que
w=1Inqg —1ib,
alors

Z/:/6 lnq—l-zé'dujl7

en utilisant ([2.10), nous obtenons

1 i6(v) 1
2'(t) = —/ ‘ X dv + const.
qv) 1—w
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2.2. LES EQUATIONS APPROXIMATIVES

22

Donc

) B l t ei@(v) ; S Z
‘0 = 2 ot )

séparant la partie réelle et imaginaire :

N 1 " cosf(v)

Y () = 1+1/t—sme(”> dv

™ oo(l_v)q/(v)

a partir de ([2.24]) nous pouvons trouver la longueur de BC':

1 [t 1
L’:—/ - dv.
™Jo (1—=v)g(v)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

par conséquent, le systéme d’équations (2.4]) (2.21)),(2.22)),(2.23))et(2.24)décrit complétemet

notre probléme

2.2 Les équations approximatives

Pour un nombre de Froud F plus eléver et pour une petite valeur de ’angle d’inclinaison «,

dans ce cas le changement dans 6 (t) sera trés petit, nous pouvons rapprocher le sin@ (t) par

0 (t) et le cosf (t) par 1 . Aprés cela , nous procédons a la chute des nombres premiers et le

systéme d’équation prend la forme

1
q(t) ~1— ﬁn(t), t > 1.

n(t) ~ —%/too % <1 + %n(u)) dv, t>1.

vt—1 [~ 2 Vit—1
0(t) ~ ———= / 1(v) dv + — tan~! (T )
TF 1 (v=0t)+Vv—-1 7r t—r
2 —
— _/Btan_l (M)) t> 1’
m t—14+n
1 />~ 1 1
~ — = 1+ — 1.
z(t) = o W/t 1_1}( +F2n(v)) dv, t >~

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)
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2.3 Technique de perturbation

Développer q(t),n(t), 0 (t) et x(t) en termes de petits paramétres « et 3,

q(t) = qo(t) + aga(t) + ?qas(t) + .. + Bgsa(t) + Bqpa(t) + ... (2.30)
n(t) = no(t) + anaa(t) + ?nasz(t) + ... + Bnga(t) + B7nsa(t) + .. (2.31)
0(t) = 0o(t) + alo1(t) + a®0ua(t) + ... + BOs1(t) + B2052(t) + .. (2.32)
x(t) = zo(t) +axaq(t) + Oézl’ayg(t) + ...+ Bxgq(t) + ﬁzxm( )+ ... (2.33)

en employant les expansions (2.30) —(2.33) dans les équations (2.22) —(2.26) et en assimilant

des termes de puissance similaire de o et 5, nous obtenons le :

2.3.1 approximation de 'order zéro

wlt) = 1= 25m(®), (2.34)
() = —+ /too fofq)) (1+ F12770( )) do,t > 1, (2.35)
folt) = \/;_FTQ/ - _t St 1, (2.36)
2o(t) = Zoo — - /t 1o (1 + ;2770(1))> dv,,t > 1. (2.37)
Cette approximation de 'order zéro correspond au cas d’écoulement sur fond plat .solution de
approximation de l'order zéro est : les variables sans dimension 2’ = ,y 2 = h— on a
1

Q(t) =1— ﬁﬁo(t):

telle que

w = L [ (1 L)

L’écoulement est sur fond plat, alor y = h;. Donc
mo(t) = 0; = qo(t) = 1. (2.38)

Et comme
mo(t) =0 (2.39)
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alors
Oo(t) =0 (2.40)
et wof) = 2y — l/"o dv
), 1—v

écrire L d

oo = ;/0 11—
Par conséquent

o = —% In(t—1). (2.41)

2.3.2 approximation de premier order

G1a(t) = —%nl,a(t% 942
Vel (2.42)
Q15(t) = —gms(t)).
00 01 (v
M)~ 7 (2.43)
ma(t) ~ —% [ B2
Ora(t) = — 7TF2 f1 vmta dv +2 - tan™ th;1> ’
0 5(t) ~ — f n1,3(v) - —t —1 ( myt—1 (2.44)
LB ~ 7TF2 1 (v—t)Vo—t dv an t—14n )
Et
xla(t) ~ —ﬂ—},g o —mli(vv)dv 0 45
T t f m ﬁ(v)d ( : )
175 7rF2 t 1—v v

2.4 Solution du probléme

Solution des approximations du premier ordre : & partir de (2.44), pour le trés grand nombre

de Froud F', on peut négliger le premier terme par rapport au second et on obtient

O1a(t)~ 2 ~tan ! <—\/T1> ;

t—r

(2.46)
015(t) = —2tan™! (t g) t 1.
En remplagant en (2.43) et en accomplissant 'intergration,on trouve
Ma(t) =~ w%/ﬁ tan~! ( H) ,
4m -1 1-n (247)
7717ﬁ(t)% _ﬂ.z\/ﬁtan (”t—_l)ﬂf} 1.
Par conséquence, la relation (2.42) devient de la forme :
Go(t) ® — iy tan™! ( 1,;7"> :
ﬂiFQF 1 1 tl (2.48)
s(t) ®  Smi=; tan” (M;—?) -1
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Et
~ 8r
nel) > oo (2.49)
Q1 a(t) = —ﬁ;?}m,t ~ 1.

Par conséquence, la solution de systéme (2.26) — (2.29) devient par :

4r 1—7r dm 1—n
’ ot [y /22 (250
att) Y ( t—l) e, < t—l) (2:50)

4r 1—1r 4r 1—17r
t l+a————tan ! — tan ™ , 2.51
(1) — ( H) R ( H) (2.51)

12

Q

2 vt—1 2 t—1
0(t) ~ Y an? (T )——ﬁtan_l (m—) (2.52)
s t—r T t—n
1 8r 1 8m
t) ~ ——In(t—1 ———+——In(t -1 _. 2.
z(t) T n )+a7T3F2\/t——1+ T n )+ﬂ7T3F2\/t——1 (2:53)
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CHAPITRE 3

RESULTATS NUMERIQUES

g) ans ce chapitre, nous donnons les résultats en courbes montrant I'effet de 'angle «, de la

hauteur ¢ .
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mxn"
----£z20.0
—-—¢ =0.03
e =005
-4 -3 -2 -1 0 : 2 3 _: X

FIGURE 3.1 — Effet de la hauteur de bosse triangulaire E sur le profil de surface libre pour
a=£,0=0,1187, F? = 10,0

Les solutions approchées pour des écoulements a un grand nombre de Froude se trouvent
sur une large gamme de hauteur de bosse de triangulaires. Résultats montrant 1'élévation de la
surface libre sur une plage de bosses triangulaires dimensionnées hauteurs € : 0,01 — 0, 05, pour
(a = B3,5 = 0,1187, F? = 10,0 et sur une plage d’angle d’inclinaison 3,0,1027 rad a 0, 3 rad,
pour o = 0,3, F? = 10 et € va de 0,010, 02sont donnés dans les figures et Il est clair que
pour (a = f3, le profil de surface libre est presque symétrique par rapport au point C, comme
on s’y attendait. L’effet de la forme du fond sur la surface libre I’élévation pour € = 0,005 et
F? = 10 fixes est donnée dans Figure [3.3] Ces résultats démontrent la montée monotone en

élévation de surface libre avec des augmentations de € et .
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- s e o

FIGURE 3.2 — Effet de la forme du fond sur le profil de surface libre pour a = 0, 3rad, F? = 10

et e
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FIGURE 3.3 — Effet de la forme du fond sur le profil de surface libre pour € = 0,005 et F? = 10
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Conclusion

Les problémes des écoulements a surface libre sont trés difficiles et méme impossible &
résoudre explicitement, surtout si on inclut les effets de la force de gravité, cela est due a la non
linéarité de la condition au bord de I’équation de Bernoulli, sur une surface qui est de forme
inconnue. Dans ce mémoire, nous avons étudie un probléme d’écoulement bidimensionnel fluide
incompressible et non visqueux, au-dessus du seuil triangulaire par la méthode de Hilbert et la

technique de la perturbation .
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