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Introduction

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul différentiel. Son histoire remonte &

L’Hopital (1693) qui se pose la question d’interpréter la dérivée d’ordre 1/2. C’est Lacroix

(1879) qui montre que pour f(z) = x* et a > 0,

dz Cla+1) , 1
rf(2) = o3y

dr? r (a + 5)

x
Ensuite, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Weyl, Riez, Marchaud et Caputo, entre

autres, ont contribué au développement du calcul fractionnaire dans lequel on définit les
dérivées et intégrales non entiéres.

Dans ce cadre et pour notre support bibliographique nous nous sommes appuyés princi-
palement sur les ouvrages de Samko, Kilbas et Marichev ([10], 1993), celui de Rubin ([9],
1996) ainsi que Kilbas, Srivastava et Trujillo ([5], 2006).

Les dérivées fractionnaires sont utilisées par exemple dans certains domaines de la
physique faisant intervenir des phénomeénes de diffusion comme I’électromagnétisme, ’acoustique
ou la thermique.

Le sujet de cette mémoire est I’étude mathématique des modéles d’équations aux dérivées

partielles fractionnaires, dits "Equations de diffusions fractionnaires" s’écrit sous trois forme

(Dgy yu)(w,t) = X (8, u)(z,t), (z€R™t>0;0<a<2;A>0),

ou (Dg, ,u)(x,t) la dérivée partial fractionnaire de Riemann-Liouville d’order o > 0.

(CD(‘)’ttu) (z,t) = N (Apu) (z,t), (2 €R™E>0,0<a<2;\>0),
ol (CD§+7tu> (x,t) la dérivée fractionnaire partielle de Caputo d’order o > 0. par rapport

at > 0,et le Laplacien (A, u) (x,t) par rapport & z € R".



Introduction

(CDG, u) (x,) = A <ngu) (2,t), (xeR,t>0,a>008>0xcR\{0}).

Le mémoire se compose de cinq chapitres qui s’articulent de la fagon suivante :

Le premier chapitre sera consacré aux élément de base du calcul fractionnaire, un rap-
pel historique et quelques concepts préliminaires seront introduits comme la transformée de
Laplace, la transformée de Fourier la fonction gamma, la fonction Beta, la fonction Bessel, la
fonction hypergéométrique de Gausse, la fonction de Mittag-Lefler, La fonction Wright, et
la fonction H;" qui joue un role important dans la théorie des équations différentielles frac-
tionnaires. Trois approches ( Riemann-Liouville et Caputo) a la généralisation des notions
de dérivation seront ensuite considérés.

Dans le second chapitre, nous nous intéressons aux définitions élémentaires et notions
de base relatives au calcul fractionnaire telles que : I'intégration fractionnaire, la dérivation
fractionnaire au sens Riemann-Liouville, et Caputo, qui sont les plus utilisées.

Dans le troisiéme chapitre de notre travail, nous présentons la solution de probléme de
Cauchy pour I’équation de diffusion fractionnaire au sens de Riemann-Liouville dans le cas
de deux et n dimensions.

Le quatrieme chapitre est consacré a I’étude de probleme de Cauchy pour ’équation de
diffusion fractionnaire au sens de Caputo

Dans le dernier chapitre de notre travail, nous généralisons les résultats des chapitres
trois et quatre pour I'’équation différentielle fractionnaire avec la dérivée fractionnaire de
Riemann Liouville par rapport & le premier variable et la dérivée fractionnaire de Caputo

par rapport a le deuxiéme variable.



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives au calcul
fractionnaire telles que : la transformée de Laplace, la transformée de Fourier la fonction
gamma, la fonction Beta, la fonction Bessel, la fonction hypergéométrique de Gausse, la
fonction de Mittag-Leffler, La fonction Wright, et la la fonction H}.", qui joue un role
important dans la théorie des équations différentielles fractionnaires, lemmes et théorémes

qui seront utilisés & travers les chapitres suivants.

1.1 Transformation de Laplace

La transformé de Laplace intervient dans la résolution des équations et des systémes dif-

férentiels.

Définition 1.1.1 ([14/)La transformée de Laplace d’une fonction f de la variable réelle
t € Ry est défnie par :

Lf(s)= /000 e f(t)dt, s € R (1.1.1)

f(t) est appelée loriginale de Lf(s).la transformée de Laplace d'une fonction existe si
Uintégrale (1.1.1) est convergente, pour cela l'originale doit étre d’ordre expontiel a, c’est-

a-dire : il existe M > 0 tel que :

|f(t)] < Me™ pourt>T



1.1. Transformation de Laplace

Dans ce cas la transformée de Laplace existe pour Re(s) > a.l’originale f(t) est appelée la

transformée de Laplace inverse :

“HLH() = ! /C+Zoo e Lf(s)ds, ¢>a (1.1.2)

i ico

2. L(cost)(s) = ﬁ, (pour la démonstration, on applique I'intégration par partie)

3. L(t)(s) = z, (on applique intégration par partie :

[e'e) 1 +o0 1
/ te™'dt = 0 + - / et = =
0 S Jo S

Proposition 1.1.1 La transformée de Laplace est linéaire i.e.
L(f@)(s) =L (Z Cifi(t)) (5) = > ciLfils) (1.1.3)
i=0 i=0
Définition 1.1.2 Lorsque le produit f(x — t)g(t) est intégrable sur tout intérvalle [0;z)de
R, , le produit de convolution de f et g est définie par :

(f % g) ( /]fm—t (1.1.4)

est commontative

fxg=gxf

Proposition 1.1.2 (/5])Si les transformées de Laplace de f et g existent, alors la transfor-

mée de Laplace du produit de convolution vérifie :

L(fxg)(s)=Lf(s) Lyg(s) (1.1.5)

Proposition 1.1.3 (/5/)La transformée de laplace de la dérivée d’ordre n € N* de la fonc-

tion f est donnée par :

(n—1)

L(f™)(s) = s"Lf(s)— > " B0 (1.1.6)

k=0

(n—1)
= S"Lf(s)— Y SO0
k=0



1.2. Transformation de Fourier

1.2 Transformation de Fourier

la transformation de Fourier est une extension, pour les fonctions non périodiques, du

développement en série des fonctions périodiques de Fourier. La transformation de Fourier

associe a une fonction intégrable, définie sur I’ensemble des nombres réels ou celui des

nombres complexes.

— Cas de un dimention (z € R)

Définition 1.2.1 La transformation de Fourier pour une fonction f € L'(R) est donné par

“+o0o

FIAE) = F (&) = f(z)e " da

La transformation inverse de Fourier F~Lest définie par la formule :

FHAW@ = 50 = - [ " R(e)ede

:ﬁ N

FlFf=FF1lf=f
— Propriétés de la transformation de Fourier :

1. Linéarité :

FIM () + pg(@)](§) = AF()E) + nF(9)(E),£ € R

2. Translation :

Flf(@—a)] = e F(f)(€), E€R

3. Changement d’échelle :

1
ﬂ}" (§) a constant réelle non nul et £ € R
al” “a

F(f(az)) =
4. Transformé de fourier de la fonction dérivée :

FID f(a)] = (—i&)"(Ff)() keN

(1.2.1)

(1.2.2)

(1.2.3)

(1.2.4)

(1.2.5)

(1.2.6)



1.2. Transformation de Fourier

et pour la dérivvation par rapport a la variable & :

DHNFf)(E) = (i) F[f(2)](€) (1.2.7)
Si f et g deux fonction intégrable on définit le produit de convolution par la forme
suivant :
(F+9)= [ =gy, « € (1.28)
R

et (1.1.5) reste vraie pour le transformée de Fourier :

(F(f +9)(&) = (FNHIE(Fg)(E) (1.2.9)
Proposition 1.2.1
2c

F (el = —— . >0 1.2.10

Preuve.

0 o0
R —Laeri)
(C - Zf) 00 (C + Zé) 0
2c
Fe () = ———, c¢>0.
RO = T
]
— Cas de multi-dimention (z € R")
FIAE© = [ fla)e**de, ¢eR" (1.2.11)
]Rn
La transformé inverse de fourier dans R"est donné par :
- 1 —ix- n
F ) = 5 / et g(6)dE, € € R (12.12)

Flfx—a)(§) = e (FNE), (§aeR")

FIFO© = wFfG), (€eR, A>0)



1.3. Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

La transformation de Fourier pour la fonction dérivée est donné comme la relation(1.2.6) :

FID*f(2)] = (—i&)*(Ff)(€), € eR%keN (1.2.13)
et
DMFf)(€) = F [(ix)" f(2)] (£), (£ €R™keN") (1.2.14)
Si A est I'opérateur de Laplace pour n-dimension
A:aa—;+-~+aa—:%, (1.2.15)
alors on a :
FINF@)](€) = -6 (FfIE) R (1.2.16)

la produit de convolution définie par:
gxf=fxg= | fla—ygly)dy (z€R")
R”

et la relation (1.2.9) reste vraie pour multi-dimension.

1.3 Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

1.3.1 La fonction Gamma:
L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler I'(x).
1. La fonction I' comme fonction de variable réelle

Pour t € [0, +o0[, on pose
+oo
I(z) = / gt (13.1)
0

Théoréme 1.3.1 La fonction T' est définie et de classe ¢ sur |0, +oo[ ses dérivées succes-

sives sont données par la formule :
r®(z) = /m e~ t(Int)F 1. (1.3.2)
0
De plus, la fonction I' satisfait a I’équation fonctionnelle
['(x+1) =2T(2) (1.3.3)

et a l'égalité T'(n + 1) = n! pour tout n € N.



1.3. Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

Exemple 1.3.1
[(1)=r@) =1, r'3) =2, r1/2) =vx, I'(3/2) = 1/2/x.
2. La fonction I' comme fonction de variable complexe
Proposition 1.3.1 L%ntégrale
“+o0o
[(z) = / e '*tdt. (1.3.4)
0

est absolument convergente pour Re(z) = 0.

Pour Re(z) = 0 et tout k € N, on a :
+oo
r®(2) :/ e H(Int)* ¥ dt. (1.3.5)
0
et

['(z+1) = 2I'(2). (1.3.6)

1.3.2 La fonction Béta

Définition 1.3.1 La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tout com-

plexes x ety par :
1
Blx,y) = / t" (1 —¢)"'dt, Re(z) >0, Re(y) >0 (1.3.7)
0

Elle est liée a la fonction Gamma par la relation suivante :

L'(z)C(y)

Tty Vz,y: Re(x) > 0, Re(y) (1.3.8)

Blz,y) =

Remarque 1.3.1 La fonction Béta est symétrique.

1.3.3 Fonction de Bessel

La fonction de Bessel de premiére espéce est définie par :

0 -1 k /9 2k+v
Tu(z) = kzzo (lf!r()u(+/k)+ 1)’ (1.3.9)



1.3. Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

telle que z € C\(—00,0] et v € C.

. . — o 1 .
Dans le cas particulier,quand v = 71 et v =3, ona:
9\ /2 9\ /2
J_ =|— t J == in(z2).
)= (2] eoste), et (e = (2] sine)

D’autre fagon on a la fonction de Bessel de deuxiéme espéce ou bien fonction de

Newmann Y, (z),est définie & partir la fonction de Bessel de premier espéce par :

1

sin(vm)

Y, (2) = [cos(vm)J,(2) — J_,(2)], (veC\Z). (1.3.10)

La fonction de Bessel modifiée est définie par :

e = 2k+v
I,(z) = ; mr(@/i) T (z € C\(—00,0]). (1.3.11)

La fonction de Bessel modifié de troisieme espéce (fonction de Macdonald) K, (z),est

définie & partir d’une fonction de Bessel modifié par :

K, (z) = [cos(vm)I_,(z) — I, (%)], (veC\Z). (1.3.12)

2sin(vm)
Lemme 1.3.1 Pour z € C(|arg(z)| < 7) la relation suivante :

272 (TR (4 )T ([s — 1] /2)
Zﬁ Y—100 P([V+1+S] /2)

ot le chemin de l'intégration sépare tous les poles s = —v —n (n € Ny) et s = v — 2m

K,(z) = 2" %ds, (1.3.13)

(m € Ng) a gauche.

1.3.4 La fonction hypergeométrique de Gauss

On définit la fonction hypergeomeétrique sous la forme suivant :

_ )i (
gFlabcz—kZ_; ©), k',]z|<1 a,beC; ce C\Z™, (1.3.14)

telle que (a), est le symbole de pochhammer

(a), = %; (keN; R(a) > —k; a ¢ Z7)



1.3. Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

Quelques proprietés simple pour la fonction hypergéomitrique :

= oF1(ba,c;2),
— 2F1(07b7 C; Z) - 1)

_ T(e)l'(c—a—b) e
= Te—ari—p & b)>0);

= (1-2)"""xy F(c—a,c—b,c;2)

( )
( )
2F1(a,b,b;2) = (1—2)7",
( )
( )

La formule de différentiation est donnée par :

d

&z (),

et

d n
() [ ahibes)] = @ af e (em)

1.3.5 Fonction de Mittag-Leffter

" b
(—) o Fi(a,b,c;2) = Mgﬂ(a—l—n,bjtn,cjtn; z), (neN),

Définition 1.3.2 Pour z € C, la fonction de Mittag-Leffter E.(z) (notée par M-L)est

définie comme suit :
o0 k

z
E.(z) = _—, >0
95 sy @20
et la fonction de Mittag-Leffter généralisée E, g(z) est définie comme suit :

o

ZF i) (>0, 8>0)

k=0

Exemple 1.3.2 Pour des valeurs spéciales de o et 3 on a :

1. E1(25> = E171(Z) = e?

2k

(1.3.15)

(1.3.16)

z_ . k)+1
2. Bis(2) = % (on obtient, Eyo(z) = > oo 0Fk+2 = > o k+1 =1 2D o (k+1)' =

e - 1)

k+2

3. Ei3(z) = ©===1(on obtient, Ey3(z) = Y pey F(k+3) => 0 k+2 = L3 0 Tl =

S —2—-1)

10



1.3. Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

Théoréme 1.3.2 La fonction de Mittag-Leffter posséde les proprietés suivantes :
— Pour |z| < 1 la fonction de Mittag-Leffter généralisée satisfait :

> 1
/0 e P B, (2t®)dt = o (1.3.17)

— La transformée de Laplace de cette fonction est donnée par :

klg*—h

c [za“ﬁ*lES%(Jraz“)} (s) = ———— Re(s) >|a|*, (1.3.18)
(s* —a)
ou B (y) = 4 B p(y).
— Intégration de la fonction de M-L:
/ Eo s M dt = 2P B, 5.1 (A2%) (1.3.19)
0

— La dérivée d’ordre n € N de la fonction de M-L est donnée par :

% = (P E,5(A2%)) = 27" By pon(29) (1.3.20)
Preuve. voir [5] =
Proposition 1.3.2
L[tP T Ey g (\)] (s) = Sia:i (Re(s) > 0; A€ C; |[As™¥| <1) (1.3.21)

Preuve. d’aprés la définition 1.3.2 et 1.1.1

LB 0] 6 = [ e

k=0
+o00o k o0
Z (A) /+ tﬁJrakflefstdt
=0 r (Oé]f + 6) 0
on pose le changement de variable suivant :
1
st =T = dt = —-dT (1.3.22)
s
donc on a
B—1 - ()‘)k k-8 i B+ak—1,—T
L |t" Ey 5 (At = — 5 TP = e dT
[ Bos N )= 3 g / ¢

11



1.3. Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

et avec la formule de la fonction Gamma (1.3.1)

LIF Eaa )] () = 3 s X Tk )

+o00
= 5P Z ()\s’a)k
k=0
et pour [As™¢| <1

(1 — ()\sfa)kﬂ)

+oo
L Bag M) (s) = 577 (As7)" = lim 577
k=0

k—+o0 1—As@
1— s
donc
6—1E a — s
L[t a5 (At)] (s) Y

u

1.3.6 La fonction Wright

On définie la fonction entiére (de z ) :
o(a, B; z) = kzz% Wk 5 @ >-1, peC (1.3.23)

nommé d’aprés le mathématicien britannique E.M. Wright, est apparu pour la premiére
fois dans le cas @ > 0 dans le cadre de ses recherches sur la théorie asymptotique des
partitions. Plus tard, il a trouvé des nombreuses autres applications, tout d’abord, dans le
Mikusinski opérationnel le calcul et dans la théorie des transformations intégrales de type
Hankel. Récemment cette fonction est apparue dans les documents relatifs a des équations
aux dérivées partielles d’ordre fractionnaire .

sip=1et f=vr+1]afonction ¢p(1,v + 1; j[T’Zz) est exprimée en termes de fonctions de

Bessel J,(z) et I,(z) donné par(1.3.9) et(1.3.11) comme suit :

(=)= () ame (o s ) - (Y ner sas

12



1.3. Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

La formule de différentiation suivante pour ¢(a, f5; z) est :

d

(&) #a52) = blasa-+nsia), (nem). (13.25)

La transformation de Laplace (1.1.1) pour (1.3.23) est exprimée en termes de la fonction de

Mittag-Leffler

L0520 ) = 1By (1) (0>~ 5 € € Re9) 2 0)

En particulier

1 —1)"* 2 (3 3 3 22
¢ (—57 —n; Z) = ()TF (5 + Tl) X1 F1(§ +n; 5; _Z>’ n=0,1,---, (1.3.26)
11 1" 1 1 1 22
Sin=0ona
¢ L 0;2 ) = — =" "4 (1.3.28)
27 ) - Qﬁ 9 «J.
11 1 2
e e 1.3.29
6(~35%) = 7= (1.3.29)
Proposition 1.3.3
Ly {ﬁ_kﬁb (—Toz’ % —k+1; —%t)] (s) = sk_l_%e_%s%

ok —a o 2]~ / ok ( | / > —st
_— Z_ i = t dt
£t|:t2 ¢<2,2 k+1; A“)}@ o ;;klf(%“k+§—k+l)e ’

i (—|z] //\)k /oo t%fkfk%efstdt,
k!F(*Tak—l—%—k—Fl) 0

k=0

13



1.3. Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

on fait la changement de variable (1.3.22).

Ainsi, I'expression devient comme suite :

S—ky( ¢ & _ ._M%‘* _ - (_‘ny/A)k ktkS—2—1
£t|:t ¢(2 D) k+1; )\t >}(8) = ;klf(%"k+%—k+1)s

X /OO (5 k—k5+0)=1-Tgp
0

0 k
— Z (= Jzl/A) SHhg-5-1
FIT(

Bk ekt 1)

2 2
= N (_ ’m‘/)\sg)k k “—l_sk—%—le_%s%
k! ’
k=0
a_ —a o 7| —a p_o_q _lol %
Ly [t2 kgb(— ——k+1'——t2>}(s) = sz e A7,
272 A

1.3.7 La fonction-H

Pour les nombres entiers m,n,p, et ¢ telle que 0 < m < qget 0 < n < p et pour

ar,bj € Cet ar, B, € Ry (I =1,...,p;j = 1,...,q), la fonction H];" (z) est définie par :

m.mn m.n (abaf)l,p
Hy"(2) = Hyg (b- ﬁ)
117371,
ap, 1), ,(ay, o 1
:H;?q,n e ( 1 1) ( P P) — T/hg?én('S)Z_st (1'3'30)
(b1, 1), ,(bq,ﬁq) ™ Jr

avec
hm’n(s) _ H;”ZIF (b] + Bjs) H?er (1 — )] — als) '
e I, (o0 + aus) I,y T (1 —b; — Bjs)

ou L est posséde les formes suivantes:

(1.3.31)

1. £L = L_, est une boucle gauche située dans une bande horizontale commence au

point —oo + i, et se terminant au point —oo + i@, avec —00 < P < Yy < 00;

2. L = L est une boucle gauche située dans une bande horizontale commence au point

+00 + i, et se terminant au point +00 + 1y, avec —00 < P < Py < O0;
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1.3. Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

3. L= (y—1i00,7+100) (7 € R) est un contour a partir du point 7 —ico et se terminant

au point 7y 4+ ¢00.

Les propriétés de la fonction-H (1.3.30) dépendent des nombres A, §,and p,voir [5]

pour le plus détail sur 'ensemble £ voir [6],[11]

Proposition 1.3.4 le résultat suivant :

(ap, ap)
m,n p>» =P _ m,n k
Hp,q < o ka,q <

(1.3.32)
(ba: ,) (ba: )

ot k > 0.

Proposition 1.3.5 On a la formule suivant :

a, + o0y, o
ZH | 2 _ g || (00 , (1.3.33)

P.q
(bq +0B4,8 q)
ounoeC
La plupart des fonctions peuvent étre exprimées dans termes de la fonction-H.la fonctions
hypergéométriques de Gauss et Kummer sont représentés par:
(1_a71)a(1_ba1)

Hy3 | —= (1.3.34)

oFy (a,b,¢;2) = T@I(®) (0,1),(1 — ¢, 1)

la fonction de Bessel du premier espéce, la fonction de Bessel modifiée, et la fonction Mac-

donald donné par:

Jy (2) = 27"/mH |2 (L+v]/2,1/2) : (1.3.35)

(v,1),(-v/2,1/2)

Y, (o) = vami |- (1—v/2,1/2), (1 +v]/2,1/2) (1336)

(V71)a(_’//271/2)7((1_V>/2a1/2)

K, (z) =27"""rHy |z (L +v]/2,1/2) (1.3.37)
(v,1),(-v/2,1/2)

pour plus détail voir [4]
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Chapitre 2

Eléments de Calcul Fractionnaire

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives au calcul
fractionnaire telles que : lintégration fractionnaire, la dérivation fractionnaire au sense

Riemann-Liouville, et Caputo, qui sont les plus utilisées.

2.1 Intégrales fractionnaires

Nous allons proposer une premiére définition d’intégrale fractionnaire, 'intégrale de Rie-

mann Liouville (RL).

Définition 2.1.1 Soit o € R l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville (notée par

R-L) d’ordre o d’une fonction f est définie par:

Q;ﬂﬁ%:ﬁaglzx—QWJﬂﬂﬁ,m>a (2.1.1)
et X ,
LY f(z) = m/ (t—2)* L f(t)dt, = <b. (2.1.2)

Pour a« =0, 0on a:

I?. = I (Popérateur identité)

et pour a = n € N* I coincide avec l'intégrale répétée n—fois de la forme :

@ = | " / V- / " pet,
IR

O_nﬂl(x—w%f@ﬁ.
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2.1. Intégrales fractionnaires

On a aussi I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville sur le demi-axe R

Q@ﬂ@::ﬁajl?x—UWJﬂﬂﬁ,x>0 (2.1.3)
et

I f(a) = ﬁ /:o(t — o) ()dt, x> 0 (2.1.4)
Exemple 2.1.1 Soit f(x) = (r — a)° avec ¢ > —1,alors

En effet

@) = o | @0 ara

En utilisant le changement de variable et la fonction Béta on obtient:

t—a=s(r—a), 0<s<1 (2.1.5)
dt = (x — a)ds
ITf(x) = ﬁ /0 [z —a—s(z—a)]* 's(z — a)ds
1 atc ! —s a—lsc s
= m(ﬂc—a) /0 (1—s) d
L “*B(a, c
= m(ﬂﬁ —a)*" o, e+ 1)
N  Te+1) ate
I3 f(x) = m(fﬁ—a)

Poura:%,c:l et a =0 donc f(x) =z on aura

1 4 a3
@) = 5™ =3

™

Théoréme 2.1.1 ([14]) Si f € La,b] et a > 0, alors I*f(z) existe pour tout z € [a,b] et

on a :

If € L'[a,b] (2.1.6)
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2.1. Intégrales fractionnaires

Preuve. Soit f € L'[a,b], on a :

x —+o00
mmﬁ@ﬁwwww{gwwww

o0

avec

q“lia_l pour 0<u<b—a
0 pour u € R\(0,b— a]
et

(u) = flu) 0<u<b
YT 0 werv 0]

Par constraction, ¢; € L'(R) pour j € {1,2}, ona: IJf € L'[a,b] m
Théoréme 2.1.2 ([5],/14]) Soit o, 8 > 0,pour toute fonction f € L'[a,b], on a :

1918 () = 12 f(a) = P12/ () (2.1.7)
pour presque tout x € [a,b], et f € Cla,bl,alors (2.1.7) est vraie pour tout x € |a, b].

Preuve. Soit f € L'[a,b], on a :

ah x:—l mx— a1 [* — VB ()dr
I = s [ @0 [ =0 i

D’aprés le théoréme (2.1.1) les intégrales existent et par le théoréme de Fubini on a :

arpB (L’:; ; T xl,_ a—1 _7_6—1 .
I = s [ 0 [ @m0

En utilisant le changement de variable(2.1.5), on obtient :

1
I°1°f(z) = t)etil / (1—s)*'s* tdsdr
0

e, /0
—iri—jéjWX%%leg@H@d
[0

Tats) "
£t dr = 197 f(x)

presque partout sur [a, b].
Si f € Cla;b] , alors I f(z) € Cla;b], et par suite I®I° f € Cla;b], et aussi : I*TPf € Cla; b]
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2.2. Dérivées fractionnaires

Lemme 2.1.1 (/5]) Soit « > 0, n = [a]+ 1 et f € L'(0,b) pour tout b > 0, alors la

transformée de Laplace de l'intégral fractionnaire de R-L est formulée comme suit :

L(Ig. [)(s) =s"Lf(s) (2.1.8)
Preuve. On peut écrire [® f comme une convolution de deux fonctions g(x) = ﬁxo‘_l
et f(t) 1 _ .
ITf(x) = m/{) (x—t)* L f(t)dt = I{(a) x f(¢)
Alors »
£[15.) ()= £ |Fs] -5
comme

d’ou le résultat. m

2.2 Deérivées fractionnaires

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, malheureusement elles ne sont pas
toutes équivalentes. Nous présentons dans cette parties les définitions de Riemann-Liouville,

Caputo qui sont les plus utilisées.

2.2.1 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.2.1 Pour a € R, et n € N* tel que n—1 < «a <n, la dérivée fractionnaire

de Riemann-Liouville d’ordre oo d’une fonction [ est définie par :

Dn[gfaf(x) — F;ﬂ fz(x — t)nfaflf(t)dt, T >a, sia€ R+

Dgf(x) =9 (na) et Ja L (2.2.1)
L f(z) si a=n, neN
En particulier ,
1) Pour a =0, on a:
Dof(x) = DI, f(z) = If(x) = f(x) (2.2.2)
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2.2. Dérivées fractionnaires

Exemple 2.2.1 Soit f(x) = (z — a)¢ avec ¢ > —1, et a > 0 tel quen —1 < o < n, d’aprés

(2.1.5) on a

DG f(x) =

Dgf(x) =

1 dr

D" f(x) = mdx” /a (x—t)" >t —a)dt, x> a

]_ dn ! n—oa— c C
m%/o(x—a—s(x—a)) 's¢(z — a)“ttds
1 dn ! n—a— c n—a-—r+c
m%/ (]_—S) 18 dS(Jf—CL) +
0
1 da"

mﬁﬁ(c +1,n—a)(z—a)"

Tlc+ H'(n — «)
Fn—a)l(c+n—a+1)
[(c+1)
Flc+n—a+1)

Dn(ZE i a)n—(a—c)

Dn(l’ . 6L)n—(oz—c).

— Pour le cas (¢ —¢) €N, ona:

D2f(z) =0, (a—c)e{l,2,--- ,n}. (2.2.3)

— Par ailleurs si (¢ —¢) ¢ N, on a :

Dg f(x)

Dg f(x)

T T(e 11:(; J—r ;)Jr 1) D"(z —a)"*79

T T(e i(; J_r (?Jr 1 (n—a+c¢)D" Y (z — a)*~ @791
LT gy o

T Tt fl(fz 1_)1 eyl Gt 1)D" (2 — q)"— (@02
T T I (; . ;)— 1)DH($ —a)"0m972

T %(—(a — )+ 1)(x —a)~ @

= T f(; - ;)Jr "= a)n=(o=e) — %@j g
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2.2. Dérivées fractionnaires

On prend o = %, ¢c=0,a=0et f(x) =1, alors on obtient :

DY) = oyl = )
ry 1
O

et pour o = %, c=1,a=0et f(z) =z, alors on obtient:

Lo T4 oy T@)
bi(@) = 1“(1—0.5+1)<x)( )_r(1.5)(x>()
Diw) = so=vi-2)t

Proposition 2.2.1 ([5],[14]) Soit & > 0 et n = [a] + 1 alors pour tout entier m € N*, on
a:

DS f(z) =DmI“f(x), m >« (2.2.4)
Preuve. Comme m > n, on a :
DI f() = DD f ()
= D)
= Dyf(z)
car D[ =1. m

Théoréme 2.2.1 ([14]) Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de

R-L existent, pour c¢; et co € R, alors : D3 (c1f + cag) exixte,et on a :
D2 (e () + eag()) = 1 DL f () + ex Dl () (2.2.5)

Remarque 2.2.1 ([12]) Supposons que f € C(0,1) N L(0,1), tel que D*f € C(0,1)N
L(0,1), alors :

I°D*f(z) = f(x) — Zn: Cpt* * Cr e Ryn = [a] + 1 (2.2.6)

k=1
Lemme 2.2.1 ([1}]) Soient « >0 et f € L[a;b], alors I’égalité :

DII3 f(z) = f(z), (2.2.7)

est vraie pour presque tout x € [a;b]
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2.2. Dérivées fractionnaires

Preuve. En utilisant la définition (2.2.1) on a :
DeISf(x) = DI 1Y f(x) = D"} f(x) = f(x)
|

Théoréme 2.2.2 ([14]) Soient o, > 0 et n—1 < a < nm—1< g < m tel que

(n,m € N*) alors :
(1)- Sia > >0, alors pour f € L'[a,b], I'¢galiteé :
DE(I () = I £ () (2258)
est presque partout sur [a, b].
(2)- S'il existe une fonction ¢ € L'[a, b], tel que f = I%p, alors :
13D f(z) = f(z) (2.2.9)
pour presque tout x € [a;b].
(8)- pour a > 0,k € N*. Si les dérivées fractionnaires D2 f et DFtf existes, alors :
DH(DE f(2)) = DXV f(2) (2.2.10)
(4)- Si 8> a >0 et la dérivée fractionnaire D~ f(z) existe, alors :
D13 f)(x) = D7~ f(x) (2.2.11)
Preuve. En utilisant la définition (2.2.1) et la relation (2.1.7) on obtient

(1)- Pour o > 3 >0, alors n > m, on a :

Di(Igf)(x) = D"I;7P(I3 f)()
= DI f)(@)
= D"I;(137f)(x)
= 1777 f(x)

presque pour tout z € [a;b].
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2.2. Dérivées fractionnaires

(2)- Par la relation (2.2.7), on obtient :
[ DG f(x) = [H(DgIgp(x)) = I3 (p(2)) = f(x)
(3)- ona:
D¥(Dgf(x)) = D*D"I;="f(x)
_ Dk+nlg_a+k_kf($)
— Dk+n[(lzc+nf(a+k)f<w)

= Dyt f(x)
d’ou la résultat .

(4)- on a:
D3 f)(x) = DI P13 f)(z) = D™ 1™ f(z) = D7~ f(x)

existepour i — 1 < f—a<ieti<m
[ ]

Théoréme 2.2.3 Si f € L'[a,b], b > 0, la transformée de Laplace de la dérivée fraction-
naire de R-L de f est :

n—1
L(DGf)(s) = s“(Lf)(s) = > s* (D f(#))i=o (2.2.12)
k=0
avecn — 1 < a < n, cette transformée de Laplace est bien connue.

Preuve. Par la définition (2.2.1), on trouve

—_

LDG)(s) = LI f)(s) = s"LTGTf)(s) = Y s "D I (1))

3

=
Il

(L) - S DI ) O

3
—

B
I

Remarque 2.2.2 On a :

(D52 F) a) = Jim (1222 1) (2) (0 # ) (DY) (o) = F(@) (0 = ),

ou I3, l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.
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2.2. Dérivées fractionnaires

2.2.2 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 2.2.2 On suppose que o > 0, x > a, «, a, v € R. L’opérateur fractionnaire

1 =" W () dt, n—1<a<n,neN.
CDgf(fE): I'(n—a) fa( ) f () = (2213)

L f(2), a=né€N,

est appelée la dérivée fractionnaire de Caputo ou opérateur différentiel fractionnaire de Ca-

puto d’ordre «. Cet opérateur est introduit par le mathématicien italien Caputo en 1967

([1]).
1—- La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle
“D =0

2— Soit f(z) = (x —a)”, v > 0, pour (0 < @ < 1), on utilisant le changement de variable
(2.1.5) on a :

CDf(e) = I (@) =1 (o - 0
- s a)/a (x— ) (t —a) " dt

Y —a+y ' y—1 —a
= —F(l—a)(m_@ /OS (1—s)“ds

1 s
= m(x—a) B(v,1—a)
Difie) = et -,

3— Soit a = 0, = 5, (n =1), f(x) = z, Papplication de fourmule (2.2.13) on a

1 v 1
DYy = / dt.
'(1/2) Jo (z—1t)"?

alors la dérivée fractionnaire de Caputo pour la fonction f(x) = est :

onpose u = (z—t)"*= du® = —dt alors

1 Ve oy
CDi/% = — / / —du
r'(1/2) \fu \/_

2V
N3
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2.2. Dérivées fractionnaires

Lemme 2.2.2 Soitn —1<a<n,ne€N, a €R et f(t) telle que “ D f(x) existe. alors
“Def(x) = I""*D"f(t). (2.2.14)

Théoréme 2.2.4 ([12]) Soient o > 0, n = [a| + 1,50 f posséde n — 1 dérivées en o et si

e} y .
DS f existe, alors :

CDp f(x) = D2 [f(w) I a>’f] (2.2.15)
pour presque tout x € |a,b] .

Preuve. D’aprés la définition on a :

L) (g . ) 1) (g .
D f(w)—sz!()(w—a)] - D”I;a[ﬂm—szf)(x—a)]
e [*(z—t)" ! < f® (q k
dxn/a (F(nl&) [f(t)—]; k!( )(t—a)]dt,

en utilisant I'intégration par partie on obtient :

n—1 (k) a . T (g n—a—1 n-l (k) a k
IZZ“[f(af)—kag()(“’_“)] - /a%[f@‘zfm()“‘@]dt

- 1 — f® (a) n—a
= T atD <f(t)—k0 X (t—a)k> (. —1) ]
1 z o — f(k) (a)
P(n—a+1)/a (x —1) [Df(t)_D§ Ll
n=1 (k) a . ol nolop(k) a k
e [f(x)— 20 o a) ] =D [f@— e ]

De la méme facon pour n-fois alors :

n=1 (k) i noloe(k) |

[Z:,a [f(ib’) . Z f k'<a) (iE’ . a)k] _ I;Lfa+nDn f(%) i f k'(a’> (33 i CL)k
k=0 ) L k=0 ' -
e AT SE YR

L k=0 ' J
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2.2. Dérivées fractionnaires

L1 )
or Zzzé % (x — a)k est un pollynome de dégré n — 1, alors :

n—1 (k) a 3 -
m%k@%}jff)w—mlzqumﬂm

k
k=0

Donc

n—1
D:P@w— fﬁ@Nx—@ﬂ - DD
oD f(a) = Dy f (x)
pour presque tout = € [a,b]. m

Corollaire 2.2.1 ([14]) Soient a >0 etn = [a] + 1, si “ D2 f (z) et D f (x) existent, on
suppose que D*f (a) = 0 pour tout k € {0,1,--- ,n — 1} ,alors :

°Daf(z) = D2 (x) (2.2.16)
Théoréme 2.2.5 Si f € Cla,bl eta>0 (n—1<a<n), alors
“DIcf (7) = f(x) (2.2.17)

Preuve. Soit g = I¢ f et par le corollaire precédent (D’“f(a) =0, pour k € {0,1,--- ,n— 1})
et d’aprés 1'égalité (2.2.7), on a :

“Delyf="Dig=Dgg=Dslsf=f
Il a aussi la propriété de la linéarité comme la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

théoréme 2.2.1

Théoréme 2.2.6 Si f € C'[0,b], pour tout b > 0, alors, la transformée de Laplace de la

dérivée fractionnaire de Caputo de f est :

[asry

LEDGI) (5) = 5" (L) () = 3 81/ (0%) (2218)

0

£
Il
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2.2. Dérivées fractionnaires

Preuve. Pourn — 1 <a <n,n e N* x>0 alors :
“Dg f(a) = I~ (x)
donc d’aprés (2.1.8)
L(“D§f) (s) =L (L5 f™) (s) = s+ (LF™) (s)

et d’aprés (1.1.5)

L(“D3f) (s) = s (Lf) (s) = D s* " 1fM(07)

0

3
—

e
Il
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Chapitre 3

Problémes de Cauchy pour I’équation
de diffusion fractionnaire au sens de

Riemann-Liouvilles.

Dans ce chapitre, on va étudier I'existence de la solution de probléme de Cauchy pour

I’équation de diffusion fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la forme suivant :
(Dgy ju)(w,t) = N (8g u)(z,t) (2 € R™E>0;0 << 20> 0), (3.0.1)

o (Dg; yu)(z,t) la dérivée partial fractionnaire de Riemann-Liouville de order v > 0 pour
t > 0 est définie dans la définition (2.2.1) et opérateur Laplacien (A, u)(z,t) pour la
variable r € R"

On applique transformation de Fourier et Laplace pour obtenir la solution explicite

de 'équation (3.0.1) avec la condition initial type de Cauchy
(Dgyfu)(x,04) = fu(z) (3.0.2)

otz eER" k=1pourO0<a<l,etk=2pourl<a<?2.

D’abord, nous considérons le cas de n = 1, alors on a le probleme de Cauchy suivant

(D u)(w,t) = 22U (3 e Ry ¢ > 0; A > 0)

3.0.3
(Dg;’;u)(w,()—i—) = fi(x), zeR, k=1,2 ( )
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3.1. Probléme de Cauchy pour I'équation a un-dimension (x € R).

3.1 Probléme de Cauchy pour ’équation &4 un-dimension
(z € R).

Théoréme 3.1.1 Si 0 < a <2 et (N> 0), alors le probléme du type de Cauchy (3.0.3)

admet une solution u(x,t) donnée par :

l o0
u(z,t) = Z/ Gz —7,t) fr(r)dr I=1pour0<a<1; l=2pourl<a<2.
k=1Y 7%

(3.1.1)
ol :
1l o, (—a « x| o
(x,t) = —t — = —k+1;,——t E=1,2 1.2
Gk(x7) 2)\2 ¢<272 +a A\ 2> ( ’) (3 )
Preuve. Soit ’équation différentielle partielle de 'ordre 0 < o < 2,
O*u(z,t
(D&Wﬂmﬂ:A%%§%l(meRt>&A>®, (3.1.3)
’ x
avec la condition initial de la forme (3.0.2) pour n = 1,
r) 0<a<l
(Do) = { V=S (5.0

flz) 1<a<2

otz eREkE=1pourO<a<l,etk=2pourl <a<?2.

pour résoudre ce probléme,on applique transformée de Laplace par rapport a la variable de

temp ¢ :
(Leu)(z, s) = / u(z, t)e dt (z € R;s > 0) (3.1.5)
0
et transformation de Fourier par rapport & la variable spatiale z € R :
(am@w:/‘mLmMm@eRﬁ>m. (3.1.6)
on applique transformée de Laplace (3.1.5) sur (3.1.3),et d’aprés la formule (2.2.12) on
obtient :
l .
LADG, )(w,s) = s*(La)(w,s) — > & (DS TIu)(x, 04) (3.1.7)
j=1
telleque z € RI—-1<a<l,leN (3.1.8)
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3.1. Probléme de Cauchy pour I'équation a un-dimension (x € R).

Si
| = 1=0<a<1= (D§ju)(z,0) = fi(z)
I = 2= 1<a<2= (D§5u)(2,0) = foz)
d’ou : z
Li(D%u)(x, s) = s*(Lyu)(z, s) Zsk Yz (3.1.9)
k=1
et , \
0 0
L, <a—$7“2‘) (2,5) = 5 (Lo) (2, 5) (3.1.10)
on remplace (3.1.9) et (3.1.10) dans (3.1.3), on obtient :
l 52
s*(Lyu)(z,s) = Z P (@) + )\28 5 (L4) (z,5) (3.1.11)

k=1

puis on applique la transformée de Fourier (3.1.6) sur la formule (3.1.11),

Fo(s"Lou) (€, 8) = s"Fo(Lyu) (€, 5) (3.1.12)
et l l
3 (Z sk—lfk@c)) €5) =3 S E@)©) (3..13)
et d’aprés la propriété (1.2k.116) on a: -
£ (g (6)) (09) = € AL E.9), (31.14)
et on remplace (3.1.12),(3.1.13) et (3.1.14) dans (3.1.11),
FuLa(€,s) = 3" Al (€) — 2 € B (Lau) €, 5),
donc : l
RLa)&5) =Y - AR (3.1.15)
si on pose ¢ = *2 et par la proposition (1.2.1) on a :
£ (6_@5%> _2sE/N)  2hsE

() w1 2l
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3.1. Probléme de Cauchy pour I'équation a un-dimension (x € R).

Par conséquent Iexprission (3.1.15) devient sous la forme :

FolLw)(E,s) = (%Za (s’“%e'isg)><g>fz<fk<m>><f>, =12,

en fonction de la propriété de convolution (1.2.9),

!
1 (e} z| . %
FolLow) (€, s) = (a LZ; ﬁs’f—l—ae—%ﬂ o fk(x)] > €), 1=1,2.
Maintenant, nous obtenons la solution explicite u(x,t) en utilisant la transformée inverse de

Fourier pour la variable &, et la transformée inverse de Laplace pour la variable s, on trouve

FF (L) (€, s) = F! (J-"x [Z e L fk(x)]) ©), 1=1,2.

2
k=1
1 : E—1-o _lzlgs
= 525 2e” %k, fr(x), 1=1,2
k=1
et
1 o l=| . §
L Lw)(x,t) = L£71 <ﬁ;sklgeA82 %y fk(x)) ,1=1,2.
1 o EI
= L7 =) S Ee N ) (1) %, falz) 1=1,2
2\ £~
d’ou

u(w,t) = L1 (% Zsk_l_ge_isg) (t) %4 fre(z) 1=1,2.

et avec l'utilisation de la proposition (1.3.3) on obtient finallement :

l
w(z,t) = %;L—l (zt {{5—% (%a,%—kﬂrl;—%t‘g)})(s)*xfk(x) 1=1,2.

!
]. (o] i (e
= T\ E t5*k¢ (—;, % —k+1; ——’i\:|t2) k. fr(x) 1=1,2.
k=1
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3.1. Probléme de Cauchy pour I'équation a un-dimension (x € R).

Corollaire 3.1.1 Si0<a <1 et A >0, alors le probléme de Cauchy :

(Dfs ju)(w,t) = )\282552”’” r € R;t > 0.
(D0+tu)( ,0) = f(=)

admet une solution u(z,t) est donnée par :

u(x,t) = /00 GY(z — 71,t) fr(T)dT

—00

avec :
o 1 oy, (- o x|«
Gl(m_Tvt)_Q)\t ¢( 9 a2a )\t )

Corollaire 3.1.2 Si 1 < a <2 et A > 0, alors le probléme du type de Cauchy

(DG u)(@,t) = N2EUh) -y e R; > 0.

(D0+t“)< 0) = fi(x), ( 0+tu)( z,0) = fo(z), z € R

admet une solution u(z,t) est donnée par :

u(z,t) = /OO G{(x —7,t) fr(r)dT + /00 GS(x — 1,t) fo(T)dT

—00 —00

ot G (z,t) est donné dans (3.1.18), et

1 o o« T _a
G5l t) = ot 2¢( oyl )

Exemple 3.1.1 [e probléme de type de Cauchy (3.1.16) avec ov = %,

DE, ju)(w,t) = NEMeD e R; >0
(1) (2,04) = f(@)

alors d’aprés la corollaire (3.1.1) la solution sous la forme suivant :

u(z,t) = /_OO G%(x —7,t) f(T)dT,

[e.e]

1
ot G3 (z,t) et donné dans (3.1.18) avec a = 3.

Exemple 3.1.2 le probléme de type de Cauchy (3.1.16) avec oo = 3,
O?u(x,t)

(D02+t )(x7 t) = )\2 axQ )

(xeR; t>0).
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3.2. Probléme s de Cauchy pour I'équation a multi-dimension (x € R™).

avec les conditions :

(DE. ,u)(x,04) = fi(x), (101’1@) (2,0,) = folz), (z €R) (3.1.25)
admet une solution par la forme suiv :

u(z,t) = /_ TG — ) (P + /_ TG — ) P, (3.1.26)

o0 o)

3 3
ot G3 (x,t) et G3(x,t) donné par (3.1.18) et (3.1.21) avec v = 3.
Exemple 3.1.3 le probléeme de type de Cauchy pour l’équation de la chaleur :

Ouled) _ N2ty e R; t> 0

u(z,0) = f(x)

, (3.1.27)

admet la solution suivant :

00 1 o2
wat) = [~ Gl =m0 AGIr, Gt = Tt e

C’est une résultat bien connue d’aprés le corollaire (3.1.1) et par la relation de la fonction

Wright (1.3.29)

11 |z, 40 1 P
¢ <__ ———t / = ——e 4)\2t, (3128)
NG

3.2 Probléme s de Cauchy pour I’équation a multi-
dimension (z € R").

De fagon plus générale on a I’équation multidimensionnelle fractionnaire (diffusion-
d’onde) (3.0.1) d’ordre 0 < v < 2 avec les conditions de type Cauchy (3.0.2) la solution de

cette probléme est donnée dans le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1 Si0 < a <2 est A > 0, alors la solution du probléme de Cauchy (3.0.1)-
(3.0.2) est donné par :

! +00
u(z,t) = Z/ Gy (v —7,t) fe(z)dr,

k=1 o0
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3.2. Probléme s de Cauchy pour I'équation a multi-dimension (x € R™).

telle que l =1 pour 0 < a < 1,1 =2 pour 1 < a < 2,

2—n |]}|(2_n)/2 i .
-
k=1

cx(n 2)

2], o | (%
2l

A | Fes ]

4 )
“L1). (- 38

MIS l\Jh—t

AtE <7T)("*1)/2
Preuve. On a le probléme suivant :

(D ju)(x,t) = N2(2p u)(z,t), (z€R™ >0 0<a<2; A>0),

(3.2.1)
(D0+tu>($70+):fk(x)v k:172
pour résoudre ce probléme, on applique la transformée de Laplace par rapport a ¢ :
(Liu) (z,s) = / u(z, t)e dt, (z €R™ s>0) (3.2.2)
0
et le tronsformée de Fourier par rapport a x € R" :
(Feu) (€,t) = / u(z,t)e™dr (€ €R™t>0;1=1,2). (3.2.3)

on applique la transformée de Laplace (3.2.2) a (3.0.1),et d’aprés la formule (3.1.7) avec

x € R" et la condition initial dans (3.0.2), on a :

C(Lyu) ( Zsk N (A L) (2,8), (1=1,2).

k=1

et on applique la transformée de Fourier (3.2.3) et on utilise la formule (1.2.16) donné par :

(Falrgu) (€,8) = — €] (Fou) (&,1), (3.2.4)
on obtient la relation suivant :
l k—1
(Folin) (65) = 3- = 5en () (€) (€€ RNE> 00 =12 (3.2.59)
k=1

Pour obtenir la solution explicite u(z,t) et par l'utilisation la transformée inverse de Fourier

par rapport a & :

(}"glu) (x,t) = ! /n u(é, t)e”®7d¢ (€ € Rt > 0) (3.2.6)

(2m)"? Jr

et la la transformée inverse de Laplace par rapport a s :

1 c+100

(L71u) (z,t) = 2—/ e*u(z, s)ds, (v € Rye=R(s) > a) (3.2.7)
T Je—ioo

Pour appliquer la transformée de Fourier inverse (3.2.3) a (3.2.5a) on a besoin de savoir

exactement la transformée de Fourier de la fonction Macdonald K, _2/2 (|z|) défini par

(1.3.12).
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3.2. Probléme s de Cauchy pour I'équation a multi-dimension (x € R™).

Lemme 3.2.1 (/5]). Pourn € N et ¢ > 0 alors on a :

(Fx [\x!(”m Kin-2)2 (c IIBDD (&) = (21)”/2%, (EeR™ neN). (3.2.8)

¢ ¢+ g

Preuve. On retour dans expression (3.2.5a) et on fait le simplification suivant :
gk—1 gk—1-% ( S
3

_ /A)
s+ NP A (

ol IR

2
=) + [

d’aprés (3.2.8) pour ¢ = %, on obtient cette formule :

gk—1 8k—1+a(n—2)/4 ‘:C] o
= Fo 2|2 Kayo | 52 3.2.9

on remplace (3.2.9) dans (3.2.5a) donc on peut écrire la relation sous la forme suivant :

I k—1+a(n-2)/4 o
(FuLu) (¢ (a [ZSA o 1 K (‘_AWD@ (Fof) €)

1
(EeR", 1=1,2)

et avec l'utilisation de la proposition de convolution (1.2.9),

l Sk—1+a(n—2)/4 (2-n)/2 |JI| o
(FaLaw) (€,5) = (a [ZW 22 Koy (7)] - fk<:c>> (©).

k=1
(3.2.10)
Ainsi, en appliquant la transformée de Fourier inverse (3.2.6), on déduit que :
L k—1+a(n—2)/4 |z
s x| a
L) (x,s) = L— Ol <—52> ¥y [( 3.2.11
(Lew) (7, 5) [; ) |z (n-2)/2 | (z) ( )

avecr € R" s >0t [ =1,2.
L’application de la transformée de Laplace inverse de (3.2.7), on peut obtenir la solution
explicite du probléme de Cauchy (3.2.1). Pour cela nous avons besoin de connaitre la

transformée de Laplace inverse de la fonction

Sk—1+a(n—2)/4K(n_2)/2 (|§ S“) (1=1,2). (3.2.12)
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3.2. Probléme s de Cauchy pour I'équation a multi-dimension (x € R™).

on montre que cette fonction est exprimée dans un terme de la transformée de Laplace de

certains fonction spécial-H (1.3.30) de la forme

H22:;) (a71/2)’(bva/2) . 1 / F(C+T)F(d+7‘/2)
L

(1), (d1/2) | 2mJeT(a+7/2T (b+ %) Zar, (3.2.13)

oua,b,c,deR.
Lemme 3.2.2 (/5]) Si0<a<1l(k=1)oul <a<2(k=1,2), alors on a la relations :

a(n—2)

L, |tF "5 Hy () = (3.2.14)

2n/27r—1/28k—1+@K(n72)/2 (%Sg) ‘

De cette lemme, la réécriture de (3.2.11) sous la forme :

9—n |ZL’|(2_n)/2

(Lou) (2,5) =

X
AtS (W)(nfl)/2

: _poetn=2 oo | 2], _a (%’ %) ’ <1 — k= #7 g)
Et Zt 4 H?,,Q —t *z fk(x) (8)
k=1

finallement par lapplication de transformée inverse de Laplace (3.2.7) on obtient la solution

explicite u(x,t) :

g || st o [lal (2,1), (1— k- o2 %) )
1+2 (n—1)/2 22 | Ty X X
A2 () k=1 (z-1,1),3 -2

u(z,t) =

avecl=1etl =2 dansle cas 0 < a <1 et 1 < a < 2,respectivement.

Corollaire 3.2.1 Si0<a <1, neN et A >0, alors la probléme de Cauchy

(Dg. ju)(z,t) = N (A u)(z,t), z €R™, >0

, (3.2.16)
(Dgy4u)(x,04) = f(x)
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3.2. Probléme s de Cauchy pour I'équation a multi-dimension (x € R™).

admet une solution écrit ce la forme :
u(z,t) = Gy (z — 7,t) fe(z)dr, (3.2.17)
Rn
on :

9—n |$|(2*”)/2

ﬂ l g
_1_MH227’3 |x|t_’ 13) ( 2> (3.2.18)

Aol 1)( ~%3)

Corollaire 3.2.2 Si1 < a < 2,et A > 0, alors la probléme de Cauchy :

GY (x,t) =

A+ (7T)(7”L—1)/2

N3

(Dgy qu)(z,t) = N(pp u)(2,t) v €RYE>0

(3.2.19)
(D0+ tu)(x’ 0+) = fi(z), (D0+t“)($a 0+) = fa()
admet une solution donnée par la relation suivant :
u(z,t) = / GY (v —7,t) fr(x)dr —I—/ GS (v — 7,t) fo(x)dT, (3.2.20)

ot GY (x — 7,t) est donné dans (3.2.18) et :

-n —n 1 1 _ a(n=2)
2" Jo] lol, g | (3), (-1 -2,

A (-11), (3214

Exemple 3.2.1 La solution du probléme de Cauchy (3.2.1),

3

a(n—2) |£L‘|

—2—-=2220 7420
t 4 H272

GS (x,t ) (3.2.21)

~— wQ

)= ALHE ()07

(DY2u)(,t) = XD, u)(2,t),  €R™, >0

, (3.2.22)
(I, ) (2,04) = f (2)
est donné par :
e t) = [ GF @ —r.t) f(r)a,
ot GY (z,t) (3.2.18) avec o = §
Exemple 3.2.2 La solution du probléme de Cauchy (3.2.1),:
D2 u)(x,t) = N2 (0, u)(z,t), 2 € R™ >0
(D32 0)(ast) = (s )0, @ 2

(DY) (2,04) = fi (), (L) (2,04) = fo(z)

est donné par :

u(z,t) = G:{)m (x —7,t) f1(7)dT + G§/2 (x —7,t) fo(r)dT

R Rn

ot G2 (x,t) (3.2.18) et G3/* (2,t) (3.2.21) avec o = g
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3.2. Probléme s de Cauchy pour I'équation a multi-dimension (x € R™).

le résultat du corollaire (3.2.1) est simplifiée pour o« = 1 .ce est basé¢ sur 'affirmation

suivante :

Lemme 3.2.3 La fonction G§ (x,t) pour a = 1 dans (3.2.18) écrit sous la forme :

1 _n _laf?
G(I,t) = Gi (I,t) = Wt 2e 4xZ’, (3224)

Preuve. On a :

n 1 1 _n 1
- — 2t7%7%H22’g |x|t—% (4’ 2) ) (2 4 )
)\ +§ (ﬂ.)(n )/ 1

. . n 1 _a(n=2) «
2 ’ |(2 )/2 1 a(n—2) Hg,o mt,g (Z’ 5) ) 4 ’5>
A () 22 2-1,1), (2 -2}
(5 - 4 ) ’ (5 B 5)
9—n |, |(2—7)/2
2] (3.2.25)

ol GG ] L reorenraogen
e
i Je T Y)
alors
n 1 1 _n 1 n 1
H22§ |§|t1 (4’2)7(21 4’2)1 :Hll:i) |£)\|t; (472) (3.2.26)
(3-11).(G-%3) (5-1.1)

G, t) = G (x,t)=

43 (7) A (% _
n 2—n)/2 n 1
2 |$|( / —3(1-%)-% 1o Mfl (Z?i)
- n n— 1,1
)\1+2 (ﬂ')( 1)/2 )\ (g _ 1’ 1)
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3.2. Probléme s de Cauchy pour I'équation a multi-dimension (x € R™).

et par la proposition (1.53.5) la formule devient :

2_n n 1 n + l 1 -2z 9 l
G($at) = G% (l‘,t) = n (nfl)/gtifﬂllf %tQ (4 2 ( 2) 2)
N () (3-1+1(1-3).1)
finallement on a :
27" a2l (5h2)
Gz, t) =G (x,t) = ———— 72 {0 [ Elgma | 1272 3.2.27
(0.0 =Gl = =t AT | T | (3.2.27)
Avec certaines conditions voir [5] présente ’égalité suivante :
b, 5
Y |- ®:3) | _ & (—g,b; z) (3.2.28)
(0,1 2
alors la forme (3.2.27) prend cette forme :
2_n _n 1 1 |$| _ 1
— 1 — - .=
G(z,t) =G (z,t) = v (W)(nfl)ﬂt 20 ( 59 t 2) (3.2.29)

donc le résultat dans (3.2.24) résulte de (3.1.28) m

Exemple 3.2.3 Le probléme de Cauchy suivant :

ulet) — \2(Auu) (z,t), (z € Rt > 0)

ot
u(z,0) = f(z)
admet une solution bien connue donnée par :
o) = [ Glamr o), et = et
) = - T, T)ar, ) = t.
" 2y
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Chapitre 4

Problémes de Cauchy pour I’équation
de diffusion fractionnaire au sens de

Caputo

Dans le chapitre précédent nous avons établi des solutions explicites des problémes de
Cauchy pour I’équation de diffusion impliquant la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville (Dgi’tu) (x,t) d’ordre o > 0. Dans ce chapitre nous nous intéressons au cas de
I’équation de diffusion impliquant la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la forme

(3.0.1),
(CD(‘)‘WU) (z,t) = A (Ap u) (z,1), (z€R™ t>0;0<a<2; A>0), (4.0.1)

impliquant la dérivée fractionnaire partielle de Caputo <CD(‘)1+ tu) (x,t) par rapport a t >
0,et le Laplacien (A, u) (x,t) par rapport & x € R™ donné par (1.2.15).le dérivé de Caputo

d'ordre a >0et !l —1< a <, €N) donné par :
-1
(CD0+,tu) (l’,t) = <DO+,t [U(ZL‘, T) — E TH (ZL’,t) . (402)

Lorsque, € R fixer, u(x,t) € C'(R,) en fonction de t > 0,alors <CD3+7tu> (z,t) ala

représentation :

O e B 1 t (8lu (x,7) /875) dr
( Douu) (x,t) = )/0

F (n Y (t . 7_)0(71*#1
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4.1. Problémes de Cauchy pour I’équation a un-dimension (z € R).

Suite a le chapitre 3, on applique la transformée de Fourier et de Laplace pour obtenir une

solution explicite de I’équation (3.0.1) avec les conditions initiales :

k
. uaii—’o) =fi(z), (zeR k=0pow0<a<lijk=letl<a<2),  (403)
et
0%u (x,0
% = u(x,0). (4.0.4)

Comme dans le chapitre 3 on commence par le cas de (n = 1)

4.1 Problémes de Cauchy pour I’équation & un-dimension
(z € R).

On considérel’équation aux dérivées partielles fractionnaires (3.0.1) d’ordre 0 < a < 2

suivante :
0*u(z,t)

(CDS“HU) (x,t) = A2 97

(x eR;t>0;A>0), (4.1.1)

avec les coditions de Cauchy (4.0.3).

Théoréme 4.1.1 Si0 < a <2 et A >0, alors la solution du probleme de Cauchy :

<CD8‘+7tu) (0,1) = N2Ued (e Ry ¢>0; A>0)

Pru(e0) , (4.1.2)
= = fr(x), (k=0,1)
écrit ce la forme :
-1 oo
u(x,t):Z/ Gi(r—7,t) fe(r)dr, I=1si0<a<l,etl=2sil<a<?2
k=0Y —°
(4.1.3)
ou :
1, o« a a || _a
O )= —~t"p( —— k41— =St k=0,1). 4.1.4
Preuve. On a le probléme de Cauchy suivant :
D, 1) (@,8) = NTHGD, (2 € R £> 05 A >0
( ot ) (1) o ) (4.1.5)

kum
Lt i (2)

otk
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4.1. Problémes de Cauchy pour I’équation a un-dimension (z € R).

on applique la transformée de Laplace par rapport a la variable de temp ¢ > 0 et transformée

de Fourier par rapport a la variable z € R on utilise la formule (2.2.18) et :

-1

C Nna a a—k—1 aku <£U, 0) .
L (“Dgy u) (x,5) = s* (Lu) (w,s)—;s o (zeR l-1<a<l), (4.1.6)

oul =1et ] =2 dans les cas respectifs 0 < a < 1 et 1 < a < 2, les conditions initiales

(4.0.3) et la formule (3.1.14),0n arrive la relation (3.1.15),
-1

(FoLiu) ( ZO e (Fufa) (€), (E€ER; t>0,1=1,2). (4.1.7)

Par (1.2.10), on a :

(}“ {isg_k_le_isﬂ> (&) = —Sa_k_l (k=0,1)
T2 s 4 N2 |¢]? Y

donc I’équation (4.1.7) s’écrit sous la forme suivante :

Feta) (€)= (7 gt ) © R @ (1=1.2),

par la propriété de convolution (1.2.9),

Fa) 69 = (£ | i ] ) © a=12).

L’application de la transformée de Fourier inverse (3.2.6) a cette formule, on obtient la

relation :
i 1 a |z &
(Lou) ( Zﬁ sT R e R g f(x) (1=1,2). (4.1.8)
k=0
Lorsque 0 < a < 2, les fonctions 55 k—le—5ls® (k= 0,1) sont exprimés par la transfor-

mée de Laplace de la fonction Wright ¢(—a/2,b; z) comme suit :

(L:t [tk_gqﬁ (—%,kﬂ—%;—%t >D (s) = s 157 (k=0,1).  (4.1.9)

Puis 'application de la transformée de Laplace inverse a (4.1.8) et en prenant (4.1.9) et

(1.2.8) en compte, on obtient le résultat suivant :

-1 +00
u(m,t):Z/ Gi(x—71,t) fy(T)dr, l=1si0<a<l,etl=2s11<a<2,
k=0 ~%°

telle que :

1 [e7
Gy (,1) = 55t %0 (—— k1 % %t) (k=0,1).
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4.1. Problémes de Cauchy pour I’équation a un-dimension (z € R).

Corollaire 4.1.1 Si0<a <1 et A>0, alors le probléme de Cauchy :
(CDg“ttu) (z,t) = )\2%, (r € R;t > 0)
u(z,0) = f(z)

a une solution sous la forme :

+oo
u(z,t) = / Gy (x —7,t) f(1)dr,

[e.e]
o :
a |z

1 (07 _a
G?(I,t):ﬁt 2¢<—§,k+1—§,7t 2)

Corollaire 4.1.2 Si1 < a <2 et A >0, alors le probléme de Cauchy
(CD(‘)ﬂ’tu) (2,8) = \222@D (1 e Rt > 0)

Ox?
u(,0) = fo(w), 252 = f (v)

admet une solution sous la forme :

+o0

400
u(z,t) = /_ Gy (x —7,t) fo(T)dr + / GS (v —7,t) f1 (1) dr,

o0 —0o0

ot GY (x,t) est donnée par (4.1.12), et :

1 (e} (o]
GY (x,t) = 5751‘% (—9, [ - mt_z) .

Exemple 4.1.1 Le probléme de Cauchy (4.1.10) avec o = %,
(Cpgi%tu) (,1) = N2ue) (g e R; ¢ > 0)
u(z,0) = f(z)
alors la solution donnée par :
+0o0
uot)= [ GV @ f(r)dr

1

ot Gi/z est donnée par (4.1.12) avec a = 5.

Exemple 4.1.2 Le probléme de Cauchy (4.1.13) avec o = 3

(CDgftu) (z,t) = )\2%, (reR; t>0)
U(I,O) = fO(x)v 8u((9€,0) = fi (l‘)

alors la solution écrit par la forme suivant :

Y

+o0

+oo
u(z,t) = / G?/Z (x —7,t) fo(r)dr + / Gg/Q (x —7,t) f1(7)dr,

o0 —00

ot G‘I’m (x,t) et G3/2 (z,t) sont données par (4.1.12) et (4.1.15) avec o = 2
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4.2. Problémes de Cauchy pour I’équations a multi-dimension (z € R")

4.2 Problémes de Cauchy pour I’équations a multi-

dimension (z € R").

Dans cette section, on expand les résultats de la section 4.1 de I’équation de diffusion

fractionnaire multidimensionnelle (4.0.1) d’ordre 0 < « < 2 avec les conditions (4.0.3)

Théoréme 4.2.1 Si0 < a <2 et A >0, alors la solution du probléeme de Cauchy

CD(?H (z,t) = N (A, u) (2,t), 2€RY >0, 0<a<2; A>0 (1.2.1)
akggfo)sz(x), (k=0pour 0 <a<1l; k=1 pourl <a<2) o
est donnée par :
-1
u(x,t)zz Gi(x—7,t) fe(r)dr, (I=1si 0<a<l,etl=2sil<a<?2),
k=0 R"
(4.2.2)
ou :
—n | ,.|(2-n)/2 (2, 3) 14k — 2t2) o
GO (x )_2 || h— o2 12,0 mt_f 402)> 4 2
g CATEp(-1)/2 22 1A

1 1 k=01
(5-11),G-%3)

Preuve. Application d'une transformée de Laplace (3.1.5) par rapport a ¢ > 0 et la
transformée de Fourier (3.1.6) par rapport a x € R™, et en utilisant la relation (4.1.6) avec

les conditions initiales (4.0.3) et la formule (1.2.16), on arrive la relation de la forme (4.1.7)
suivant :

-1

(FoLlyu) ( 2; - :_AQ 7 (Fafi) (€) (E€R™t>0,1=1,2), (4.2.3)

selon (3.2.14) avec ¢ = % cette formule prend la forme

-1 a(®n+2)
SRRV 2] a/2> l

et la propriété de convolution (1.2.9),

F li&m@—n)m[{ ) 2<m8a/2>* fi ()] (6
M=RYCRURE TR ’

(FaLliu) (&, 9)
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4.2. Probléemes de Cauchy pour I’équations a multi-dimension (z € R™).

Or, en appliquant la transformée de Fourier inverse (3.2.6), on déduit que :

-1 04("+2) —k—1

(L) ( N 1272 K gy o (%so‘/ﬁ o fi (@), (reR%E>0,1=1,2).
k=0 (4.2.4)
les fonctions
R ! O (WTISQ/Q) (h=0,1) (4.2.5)

sont exprimés par la transformée de Laplace de la fonction H. 2222 (3.2.13). Il existe l'affirmation

suivante, qui peut étre prouvé que le lemme 3.2.2.

Lemme 4.2.1 Si0 < a <1 (k=0) oul <a <2 (k=1) alors, il existe les relations

sutvantes :
ain L (mh (1+k— “”*2)%)
Et tkf(T“'z)Hg’g |£)\|t2 (4 Qn) 1 ;41 1 2 (S)
(5-11).,(-%3)
_ zn/zw—l/zsw—1~<:—1K(7H)/2 (%Saﬂ) . (4.2.6)
]

Preuve. en utilisant (4.2.6), la réécriture (4.2.4) sous la forme :

92— n‘x’2 n)/2

(L) (x, s

): )\1+n/2( )(n 1)/2

|z], o (%a%),(uk_w %>
_t 2

4
A (2-11), (524
3

tk_ 0(24‘2)

»Ct H227’22 *z fk (ZL’) (S) )

solution explicite u (z,1) :

_n -n l n 1 a(nt2) o

_ e postesn o |[f2] e (33) 5 (LHE = 3)

U(x,t) - 1+n/2 (n—1)/2 t * 2,2 2
A (m) k=1

(4.2.7)

avec [ = 1 et [ = 2dans les cas respectifs 0 < a < 1et 1 < a < 2. Ainsi on obtient le résultat

suivant. m
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4.2. Probléemes de Cauchy pour I’équations a multi-dimension (z € R™).

Corollaire 4.2.1 Si0<a <1 et A>0, alors la solution du probléme de Cauchy :

CDg‘ttu (z,t) = N (A, u) (z,1), (2 € Rt >0)

, (4.2.8)
u(z,0) = f(z)
est de la forme :
u(x,t) = / Gy (x —7,t) fr (1) dr, (4.2.9)
ou :
_ -n n a(n+2) o
2 n|x|(2 2 e 20 | 12| ,_a (Z?%)’(l_ 1 75)
Gy (v,8) = gt 1 Hyy | ot (4.2.10)
2 (n=1)/2 ’ n n
AT A -11).G-13)
Corollaire 4.2.2 Sil <a <2 et \>0 ,alors le probléme de Cauchy :
CD3+’tu (z,t) = N (A, u) (2,t)  (z € R™t > 0) (4.2.11)
ou (z,0 "
u(z,0) = fo(x), % = fi(z) (zeRY (4.2.12)
admet une solution donné par :
u(x,t) = / Gy (x —71,t) fr (1) dT + / G (x —1,t) f1 (1) dr, (4.2.13)
ot GY (z,t) est donné par (4.2.10), et :
_ —-n n a(nt+2) o
2 n‘5’3|(2 2 et 20 | 12l ,_a (Z?%)’(2 4 >2>
Gy (v, t)= 47 0 TR HY) | e , (4.2.14)
2 (n—1)/2 ’ n n
AT/ A (5-L1).(G-13)
Exemple 4.2.1 Le probléme de Cauchy (4.0.1) avec o = %,
“Dg, u(x,t) = N (g u) (2,t), (v €RY t>0) (4.2.15)
u(z,0) = f(z)
a une solution donnée par :
u(z,t) = / Gy (x—7,0) f (1) dr, (4.2.16)

ou G} (z —7,t) est donnée par (4.2.10) avec o = 3.
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4.2. Probléemes de Cauchy pour I’équations a multi-dimension (z € R™).

Exemple 4.2.2 Le probléme de Cauchy (4.0.1)-(4.2.12) avec a = 3,

D2 (1) = A2 (g ) (2,1), (z€R™E>0)

0+t
’ " , (4.2.17)
U([E,O)ng(l’), %Zfl ([E)
a une solution donnée par :
3/2 3/2
u(x,t) = / Gy (x —71,t) fr (T)dT + / Gy~ (x —7,t) f1 (7)dr, (4.2.18)

ot Gf/z (z,t) et G§/2 (z,t) sont données par (4.2.10) et (4.2.14) avec ov = 3.
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Chapitre 5

Problémes de Cauchy pour les

équations d’évolutions fractionnaires

L’objectif de ce chapitre est d’étudier I’équation différentielle fractionnaire
(CD8+,tu> (SL’, t) =A <D€,xu> (3:7 t) ) (501)

avecr € R, t >0, >0, >0, A € R\{0},et impliquant la dérivée fractionnaire partielle
de Caputo (CDa u) (x,t) par rapport & t > 0 d’ordre « > 0 (I — 1 < a < [; | € N) défini

0+t

par (4.0.2) et la dérivé fractionnaire partielle de Liouville (Dézu> (x,t) telle que :

(Dfmu> (z,t) = ﬁ (%) /; (Z (_T’:;ﬁdT, (8> 0). (5.0.2)

On appliquons la transformée de Fourier et de Laplace pour établir la solution explicite de

I'équation (5.0.1) avec les conditions de Cauchy suivantes de la forme (4.0.3) :

OFu(z,0)

u(z,0) = fo(x), ok fe(x), (k=1,---,l—1; x € R). (5.0.3)

Comme le chapitre 4 on commence a partir du cas le plus simple de ’équation (5.0.1) avec

=1,

ou(x,t)
x

(°Dg. u) (z,t) = A , (r€eR; t>0; a>0). (5.0.4)
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5.1. Solution du probléme le plus simple

5.1 Solution du probléme le plus simple

On considére le probleme de Cauchy :

(CDggt )(a:,t) —A2ED (e R; > 0; o> 0)
U((L’, ):fO(x)7agti0 fk() (k:].7,l—1)

L’application de la transformée de Laplace (3.1.5) par rapport a la variable de temp t > 0

: (5.1.1)

et la formule (4.0.2) on a :

-1

$* (Low) (x,8) = > " fi (2) = N (Lou) (). (5.1.2)

ox
k=0

Et Papplication de la transformée de Fourier (3.1.6) par rapport a la variable z € R et la

transformée de Fourier des fonctions dérivés :

(FuDu) (€, 5) = (—i€)™ (Fou) (E.5). (Dw ~ i me N> (5.13)

avec m = 1, on arrive a la relation pour (F,L:u) (&, s) :

(Fula) €5) = 3 S (R (€) (5.1.4)

puis l'application de la transformée de Fourier inverse (3.2.6) par rapport a ¢, et la trans-

formée de Laplace inverse (3.2.7) par rapport & s, on obtient la solution du probléme (5.1.1)

1 c+ioco +oo -1 ]
o= 5o | (zﬂ/ Zsamg (Fe) <£>e”fd§> s

100

-1
L[ et a, LY Fafi) (6)
_ — a—k=1,stgs = ALTAVAS YN 1.
£ omi /oo ™ /oo e C (5.1.5)
1 -1 +o00 1 c+1i00 Sa—k—l . ot
= — - — —%d e d 5.1.6
2r k:o/_oo Fu) ©x (55 [, wrrmeeie) et 619

donc
) Sa—k—l »
(F. )X L7 | ——— ) e"dE. 5.1.7
Z/ o) ( : (sa+mg)e ¢ (5.1.7)
Sur la base de (5.1.4), on peut donner une autre représentation de la solution u(x,t) en

fonction de la Mittag-Leffter E, 5(z) définie dans (1.3.16). D’aprés la proposition (1.3.2)
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5.1. Solution du probléme le plus simple

avec =k + 1, on a donc :
Safkfl
S

et avec l'utilisation de (5.1.8), la formule (5.1.7) devient sous la forme :

(L [t* Ea i1 (—iXEEY)]) = (|Aes™@ < Lik=1,---31), (5.1.8)

-1
tk‘ +o00 .
=Y — E, —iNELY g @l e, 1.
u(z 1) ;&mﬁm ot (M) X (Ffi) () % (519)
Ainsi, on a établi le résultat suivant.

Théoréme 5.1.1 Soit a > 0 telle que (I — 1 < a <1 ; [ € N) alors le probléme de Cauchy

(CD(C;H )(x,t)zAM, (z€R; t>0; a>0)

(a0 , (5.1.10)
u(@,0) = fo(2), o = fi(z), (k=1,--,1-1)
admet une solution explicite donné par :
-1 pioo
t - « T
u(z,t) = o Ea,k+1 (—iAELY) X (Fufi) (€) e™4dE. (5.1.11)
k=0
Corollaire 5.1.1 5i 0 < a <, alors la probléme de Cauchy :
(Cpg;t ) (2,8) = A2420 (1 e Rt > 0)
u(z,0) = f(z)
admet une solution donné par :
1 c+100 1 +oo (JT f) (5) )
t) = — o~ lests— I et 1.12
u(,t) Qm'/c_m e Szw/_oo o’ & (5:.1.12)
ou de maniére équivalente :
1 e . « T
e t) =5 [ B (<Xt x (Fuf) () € (5.1.13)
Corollaire 5.1.2 Si 1 < a < 2 alors le probléme de Cauchy :
(Cpgﬂ )(:c £ = A2 (e R; ¢ > 0) 5.1

u(w,0) = folw), 252 = f ()

admet une solution donné par :

u(z,t) = 1 /CHOO so‘_les’;dsi /+°° Meixgdf—i—i /CHOO :5‘0‘_268tdsi /+OO Me' dg,

270 J oo 2m J_ o S HIAE 270 Jeioo 2m

ou de maniére équivalente :
+oo

+o0
wat) = 5 [ B S Ffe) © e o [ B (0 x (Fufi) (€) e

—00
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5.2. Solution du probléme général

Exemple 5.1.1 Le probléme de Cauchy :

(C‘D”2 u) (2,8) = A2420 (1 e R; ¢ > 0)

ont , (5.1.15)
u(z,0) = f(z)
a une solution donnée par :
1 [T .
(e 1) = o- / Buja (—iNEt'?) x (Fof) (€) 6. (5.1.16)

Exemple 5.1.2 Le probléme de Cauchy :

(CDg. u) (2, 1) = Aa“g;’ D (peRit>0) (5.1.17)
(2,0) = folz), au(;; 0 _ fi () (5.1.18)

a une solution donnée par :

1 oo

+o0
u(a:, f;) = —/ E3/2 <_Z')\£t3/2) X(]:xfo) (f) eixidé_i_%/ E3/272 (—i/\ft3/2) X(fxf1> (5) ez‘xgdg.

2T

—00 —00

5.2 Solution du probléme général

Dans cette section, nous généralisons les résultats de la section 5.1 pour I’équation différen-
tielle fractionnaire (5.0.1) avec le dérivé fractionnaire de Liouville (D/i xu) (x,t) par rapport
ax € R. d’ordre § > 0. pour cela on a besoin de la formule suivante pour la transformée

de Fourier :

(FoD2 ) (&.5) = (=i) (Fou) (&,5), (8>0), (5.2.1)

Théoréme 5.2.1 Soit o > 0 telle que (I—1<a<[l;leN).et soit B > 0, alors la

probléme de Cauchy :

<0D8‘+7tu> (x,t) = A <D'€xu> (z,t), (xeR;t>0;a>0)

S u(a.0) , (5.2.2)
u(l'?O):fO(x)a ok :fk(x)v (k:1,~~~ 71_1)
admet une solution explicite donné par :
-1 ;
1 c+ico 1 +oo .
u(z,t) = — / so‘_k_le‘gtds—/ Mew&dﬁ (5.2.3)
k=0 2m c—1i00 2m N (—Zg)
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5.2. Solution du probléme général

ou de maniére équivalente :

~

L ik ptoo
o | B (M) x (R @ede (24)
k=0 -

Preuve. D’aprés 'application d’une transformée de Laplace (3.1.5) par rapport a la
variable de temp ¢ > 0, puis application de la transformée de Fourier (3.1.6) par rapport
a la variable x € R a I’équation (5.0.1) et par l'utilisation de les relations (4.0.2) et (5.2.1),
nous arrivons la relation suivante :

-1 akl

(L) i e A ©).

En utilisant I'inverse de la transformée de Laplace et de Fourier, et en appliquant les mémes
arguments que dans la section 5.1, on obtient la solution u(x,t) au probléme (5.2.2) sous la

forme (5.1.5) et (5.1.9) comme suit :

_ = 1 et a—k—1 st 1 e (fsz) (f) 73
U(I,t) = —/ S eds— /_OO me df, (525)

et
(e, t) = t—z /_ m o (A(—ig)ﬁ ta) X (Fufn) (€) e6de. (5.2.6)

Corollaire 5.2.1 57 51 0 < a < I, et § > 0 alors la probléme de Cauchy :

(CDS‘H ) (x,t) = A (Déﬂi) (z,t), (reR; t>0)

(5.2.7)
u(z,0) = f(x)
admet une solution sous la forme :
1 c+ioco 1 +o00 )
u(z,t) = —/ Sa_leStds—/ Me”%{ (5.2.8)
21 Joino 2T ) 8* — N (—i€)
ou de maniére équivalente :
1 e “\B €
ulw,t)= 5= [ Ea (A(—zg) / ) X (Fof) (€) e de (5.2.9)
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5.2. Solution du probléme général

Corollaire 5.2.2 Si1 <a <2 et 8> 0, alors la probléme de Cauchy :

<0D3+t )@,t):(Dﬁ )( 1), (xeR; t>0)
u(x,0) = fo), 250 = £, () |

est résoluble ,et sa solution a la forme :

L L [_ER©
u(z,t) = : s“ e dSZW/—oo Sa—)\(—ig)ﬁe dg

271

1 c+ioo 1 +o0 )

+— s 2 ds— / L)(@ﬁewfdg (5.2.11)
271 21 J_o s® — \ (—i€)

(5.2.10)

c—100

ou, de maniére équivalente :
+oo '
- _/ i) %) < (Fufo) (€) e
5[ (UE) ) (Ff) @ tds (5:2.12)

Corollaire 5.2.3 Si « >0 telle que (I —1 < a <1 ; | € N), alors la probléme de Cauchy

(CDgﬂ )(x,t):AM, (z €R; t>0)

o u(e0) , (5.2.13)
U(I7 ):f0($>7 gt: _fk() ( :1a7l_1)
admet une solution sous la forme :
I L[ (Fafi) (£)
t) @R lestgg— AT IR pind g 2.14
u(@, ZZM/ c S27r/oo sa—i—)\/er & 5 )
ou de maniére équivalente
-1 +oco
3 2« i€
— Eo g1 (—AEY) X (Fofi) (€) €™ dE. (5.2.15)
k=0 <7 /o0
Exemple 5.2.1 Le probléme de Cauchy suivant :
C 1/2 _ B . .
( DY u ) (2,) = A (D_,ru) (2,1), (x€R; t>0; §>0) | 5216
u(z,0) = f(x)
a une solution donnée par :
_ i e _se\B 412 iz
u(z,t) = o Eijp (A (=€)t x (Fof) (€)™ dE. (5.2.17)
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5.2. Solution du probléme général

Exemple 5.2.2 Le probléme de Cauchy suivant :

D ) (x,t)= (D u)(z,t), (x€R; t>0; 8>0)
(0P8 ) (2.6) = (D7.0)

5 0) , (5.2.18)
u(x,0) = fo(z), 250 = f; ()
a une solution donnée par :
_ i e _ s\B 43/2 iz
u(z,t) = 5 Es/o A(—ig)"t X (Fefo) (§) e"~dE
™ (0.0
t oo . T
to- | By (A (—ig)’ t3/2> % (Fufr) (€) eEde. (5.2.19)
Exemple 5.2.3 Le probléme de C’auchy suivant :
e M (x
3 8(,51’t) =22 8$(m’t), (r €R; t>0; I,meN) (5.2.20)
u(@,0) = fo(a), T5r? = fila), (k=1 1-1)
a une solution donnée par :
“+o0o
/ Bugern (M=) 1) x (Fufi) (€) Sde. (5.221)
Exemple 5.2.4 Le probléme de Cauchy suivant :
lu 2mg, (¢
Puat) - \PTuel) (; € Ryt > 0; I,m € N) (5.2.2)
u(@,0) = fo(a), T = fila), (k=1---.1-1)
a une solution donnée par :
-1 tk +o0 )
(@ t) =) o- Epprr (AN(=1)™ (€)™t x (Fufi) (€) e™de. (5.2.23)
k=0 >
En particulier :
1 [T ,
uw,t) = o= By (=A%) x (Fufo) (€) €4dE
to[re :
oo / oz (-AER) x (Fufy) (€) 6. (5.2.24)
est la solution au probléeme de Cauchy sutvant :
0?u(x 0%u(x,t) .
7 =X ) S R t>0
o o (@ ) (5.2.25)

u(z,0) = fo(z), 8u(m0) = fi(z)
Remarque 5.2.1 Si A\ > Oet A est remplacé par X\*, alors les relations (5.2.14), (5.2.15)
avec | = let | = 2, le rendement en forme différente que (4.1.11) et (4.1.12) , des solutions
explicites des problémes de Cauchy, (4.1.10) et (4.1.13). 1l est facile de vérifier que ces

solutions coincident pour les fonctions "appropriées” fo(x) et fi(z).
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Conclusion générale

Dans cette mémoire nous avons présenté une étude intéressante concerne les équations aux
dérivées partielles fractionnaires, dits "Equations de diffusions fractionnaires", nous présen-
tons la solution du probléme de Cauchy pour I’équation de diffusion fractionnaire au sens
de Riemann-Liouville et de sens Caputo dans le cas de deux et n dimensions.

Nous avons également étudions le probléme du Cauchy pour I’équation d’évolution frac-
tionnaire avec la dérivée fractionnaire de Riemann Liouville par rapport a le premier variable
et la dérivée fractionnaire de Caputo par rapport a le deuxiéme variable.

Cette étude ouvert quelques perspectives notamment, la généralisation de tout les résul-

tats pour les équations aux dérivées partielles fractionnaires.
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Reéesume

Dans ce travail on s'intéresse I'équation de diffusion fractionnaire qui sont
liées a plusieurs phénomenes. L'essentiel de ce travail consiste a donné la

solution explicite de cette équation.

Mots clés: l'opérateur fractionnaire de Riemann-Liouvilles, ['opérateur
fractionnaire de Caputo, l'intégrale fractionnaire, 1'équation de diffusion

fractionnaire, fonctions spéciales.

Abstract

In this work we are interested fractional diffusion equation which are
related to a number of phenomena. The essence of this work is given the explicit

solution solutions of this equation.

Keywords: fractional operator Riemann-Liouvilles, the fractional operator

Caputo, fractional integral, the fractional diffusion equation, special functions.






