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Introduction

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul différentiel. Son histoire remonte à

L’Hôpital (1693) qui se pose la question d’interpréter la dérivée d’ordre 1/2. C’est Lacroix

(1879) qui montre que pour f(x) = xa et a > 0,

d
1
2

dx
1
2

f (x) =
Γ (a+ 1)

Γ
(
a+ 1

2

)xa− 1
2

Ensuite, Fourier, Abel, Liouville, Riemann, Weyl, Riez, Marchaud et Caputo, entre

autres, ont contribué au développement du calcul fractionnaire dans lequel on définit les

dérivées et intégrales non entières.

Dans ce cadre et pour notre support bibliographique nous nous sommes appuyés princi-

palement sur les ouvrages de Samko, Kilbas et Marichev ([10], 1993), celui de Rubin ([9],

1996) ainsi que Kilbas, Srivastava et Trujillo ([5], 2006).

Les dérivées fractionnaires sont utilisées par exemple dans certains domaines de la

physique faisant intervenir des phénomènes de diffusion comme l’électromagnétisme, l’acoustique

ou la thermique.

Le sujet de cette mémoire est l’étude mathématique des modèles d’équations aux dérivées

partielles fractionnaires, dits "Equations de diffusions fractionnaires" s’écrit sous trois forme

:

(Dα
0+,tu)(x, t) = λ2(Mx u)(x, t), (x ∈ Rn; t > 0; 0 < α < 2;λ > 0),

où (Dα
0+,tu)(x, t) la dérivée partial fractionnaire de Riemann-Liouville d’order α > 0.

(
CDα

0+,tu
)

(x, t) = λ2 (Mx u) (x, t) , (x ∈ Rn; t > 0; 0 < α < 2;λ > 0) ,

où
(
CDα

0+,tu
)

(x, t) la dérivée fractionnaire partielle de Caputo d’order α > 0. par rapport

à t > 0,et le Laplacien (Mx u) (x, t) par rapport à x ∈ Rn.

1



Introduction

(
CDα

0+,tu
)

(x, t) = λ
(
Dβ
−,xu

)
(x, t) , (x ∈ R, t > 0, α > 0, β > 0, λ ∈ R\{0}) .

Le mémoire se compose de cinq chapitres qui s’articulent de la façon suivante :

Le premier chapitre sera consacré aux élément de base du calcul fractionnaire, un rap-

pel historique et quelques concepts préliminaires seront introduits comme la transformée de

Laplace, la transformée de Fourier la fonction gamma, la fonction Beta, la fonction Bessel, la

fonction hypergéométrique de Gausse, la fonction de Mittag-Leffl er, La fonction Wright, et

la fonction Hm,n
p,q qui joue un rôle important dans la théorie des équations différentielles frac-

tionnaires. Trois approches ( Riemann-Liouville et Caputo) à la généralisation des notions

de dérivation seront ensuite considérés.

Dans le second chapitre, nous nous intéressons aux définitions élémentaires et notions

de base relatives au calcul fractionnaire telles que : l’intégration fractionnaire, la dérivation

fractionnaire au sens Riemann-Liouville, et Caputo, qui sont les plus utilisées.

Dans le troisième chapitre de notre travail, nous présentons la solution de problème de

Cauchy pour l’équation de diffusion fractionnaire au sens de Riemann-Liouville dans le cas

de deux et n dimensions.

Le quatrième chapitre est consacré à l’étude de problème de Cauchy pour l’équation de

diffusion fractionnaire au sens de Caputo

Dans le dernier chapitre de notre travail, nous généralisons les résultats des chapitres

trois et quatre pour l’équation différentielle fractionnaire avec la dérivée fractionnaire de

Riemann Liouville par rapport à le premier variable et la dérivée fractionnaire de Caputo

par rapport à le deuxième variable.
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Chapitre 1

Préliminaires

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives au calcul

fractionnaire telles que : la transformée de Laplace, la transformée de Fourier la fonction

gamma, la fonction Beta, la fonction Bessel, la fonction hypergéométrique de Gausse, la

fonction de Mittag-Leffl er, La fonction Wright, et la la fonction Hm,n
p,q , qui joue un rôle

important dans la théorie des équations différentielles fractionnaires, lemmes et théorèmes

qui seront utilisés à travers les chapitres suivants.

1.1 Transformation de Laplace

La transformé de Laplace intervient dans la résolution des équations et des systèmes dif-

férentiels.

Définition 1.1.1 ([14])La transformée de Laplace d’une fonction f de la variable réelle

t ∈ R+ est défnie par :

Lf(s) =

∫ ∞
0

e−stf(t)dt, s ∈ R (1.1.1)

f(t) est appelée l’originale de Lf(s).la transformée de Laplace d’une fonction existe si

l’intégrale (1.1.1) est convergente, pour cela l’originale doit être d’ordre expontiel a, c’est-

à-dire : il existe M > 0 tel que :

|f(t)| ≤Meat pour t > T

3



1.1. Transformation de Laplace

Dans ce cas la transformée de Laplace existe pour Re(s) > a.l’originale f(t) est appelée la

transformée de Laplace inverse :

L−1(Lf)(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
estLf(s)ds, c > a (1.1.2)

1. L[1](s) = 1
s
.

2. L(cos t)(s) = 1
s2+1

, (pour la démonstration, on applique l’intégration par partie)

3. L(t)(s) = 1
s2
, (on applique intégration par partie :∫ ∞

0

te−stdt = 0 +
1

s

∫ +∞

0

e−stdt =
1

s2

Proposition 1.1.1 La transformée de Laplace est linéaire i.e.

L(f(t))(s) = L
(

n∑
i=0

cifi(t)

)
(s) =

n∑
i=0

ciLfi(s) (1.1.3)

Définition 1.1.2 Lorsque le produit f(x − t)g(t) est intégrable sur tout intérvalle [0;x]de

R+, le produit de convolution de f et g est définie par :

(f ∗ g) (x) =

∫ x

0

f(x− t)g(t)dt (1.1.4)

est commontative

f ∗ g = g ∗ f

Proposition 1.1.2 ([5])Si les transformées de Laplace de f et g existent, alors la transfor-

mée de Laplace du produit de convolution vérifie :

L (f ∗ g) (s) = Lf(s) · Lg(s) (1.1.5)

Proposition 1.1.3 ([5])La transformée de laplace de la dérivée d’ordre n ∈ N∗ de la fonc-
tion f est donnée par :

L(f (n))(s) = snLf(s)−
(n−1)∑
k=0

sn−k−1f (k)(0+) (1.1.6)

= snLf(s)−
(n−1)∑
k=0

skf (n−k−1)(0+)

4



1.2. Transformation de Fourier

1.2 Transformation de Fourier

la transformation de Fourier est une extension, pour les fonctions non périodiques, du

développement en série des fonctions périodiques de Fourier. La transformation de Fourier

associe à une fonction intégrable, définie sur l’ensemble des nombres réels ou celui des

nombres complexes.

—Cas de un dimention (x ∈ R)

Définition 1.2.1 La transformation de Fourier pour une fonction f ∈ L1(R) est donné par

:

F [f ](ξ) = F (ξ) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−iξxdx (1.2.1)

La transformation inverse de Fourier F−1est définie par la formule :

F−1 [f ] (x) = f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (ξ)eiξxdξ (1.2.2)

On a

F−1Ff = FF−1f = f

—Propriétés de la transformation de Fourier :

1. Linéarité :

F [λf(x) + µg(x)](ξ) = λF(f)(ξ) + µF(g)(ξ), ξ ∈ R (1.2.3)

2. Translation :

F [f(x− a)] = e−iξaF(f)(ξ), ξ ∈ R (1.2.4)

3. Changement d’échelle :

F(f(ax)) =
1

|a|F(
ξ

a
) a constant réelle non nul et ξ ∈ R (1.2.5)

4. Transformé de fourier de la fonction dérivée :

F [Dkf(x)] = (−iξ)k(Ff)(ξ) k ∈ N (1.2.6)

5



1.2. Transformation de Fourier

et pour la dérivvation par rapport à la variable ξ :

Dk(Ff)(ξ) = (ix)kF [f(x)](ξ) (1.2.7)

Si f et g deux fonction intégrable on définit le produit de convolution par la forme

suivant :

(f ∗ g) =

∫
R
f(x− y)g(y)dy, x ∈ R (1.2.8)

et (1.1.5) reste vraie pour le transformée de Fourier :

(F(f ∗ g))(ξ) = (Ff)(ξ)(Fg)(ξ) (1.2.9)

Proposition 1.2.1

F
(
e−c|x|

)
(ξ) =

2c

c2 + |ξ|2
, c > 0 (1.2.10)

Preuve.

F
(
e−c|x|

)
(ξ) =

∫ ∞
−∞

e−c|x|e−ixξdx

=

∫ 0

−∞
ex(c−iξ)dx+

∫ ∞
0

e−x(c+iξ)

=
1

(c− iξ)e
x(c−iξ)

∣∣∣∣0
−∞

+
−1

(c+ iξ)
e−x(c+iξ)

∣∣∣∣∞
0

F
(
e−c|x|

)
(ξ) =

2c

c2 + |ξ|2
, c > 0.

—Cas de multi-dimention (x ∈ Rn)

F [f ](ξ) =

∫
Rn
f(x)eiξ·xdx, ξ ∈ Rn (1.2.11)

La transformé inverse de fourier dans Rnest donné par :

F−1[g(ξ)](x) =
1

(2π)n

∫
Rn
e−ix·ξg(ξ)dξ, ξ ∈ Rn (1.2.12)

F [f(x− a)] (ξ) = e−iξa(Ff)(ξ), (ξ, a ∈ Rn),

F [f(λx)] (ξ) =
1

λn
Ff(

ξ

λ
), (ξ ∈ Rn, λ > 0)

6



1.3. Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

La transformation de Fourier pour la fonction dérivée est donné comme la relation(1.2.6) :

F [Dkf(x)] = (−iξ)k(Ff)(ξ), ξ ∈ Rn;k ∈ Nn (1.2.13)

et

Dk(Ff)(ξ) = F
[
(ix)kf(x)

]
(ξ), (ξ ∈ Rn;k ∈ Nn) (1.2.14)

Si M est l’opérateur de Laplace pour n-dimension

M=
∂2

∂x2
1

+ · · ·+ ∂2

∂x2
n

, (1.2.15)

alors on a :

F [4f(x)] (ξ) = − |ξ|2 (Ff)(ξ) ξ ∈ Rn (1.2.16)

la produit de convolution définie par:

g ∗ f = f ∗ g =

∫
Rn
f(x− y)g(y)dy (x ∈ Rn)

et la relation (1.2.9) reste vraie pour multi-dimension.

1.3 Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

1.3.1 La fonction Gamma:

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler Γ(x).

1. La fonction Γ comme fonction de variable réelle

Pour t ∈ [0,+∞[, on pose

Γ(x) =

∫ +∞

0

e−ttx−1dt. (1.3.1)

Théorème 1.3.1 La fonction Γ est définie et de classe c∞ sur ]0,+∞[ ses dérivées succes-

sives sont données par la formule :

Γ(k)(x) =

∫ +∞

0

e−t(ln t)ktx−1dt. (1.3.2)

De plus, la fonction Γ satisfait à l’équation fonctionnelle

Γ(x+ 1) = xΓ(x) (1.3.3)

et à l’égalité Γ(n+ 1) = n! pour tout n ∈ N.

7



1.3. Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

Exemple 1.3.1

Γ(1) = Γ(2) = 1, Γ(3) = 2!, Γ(1/2) =
√
π, Γ(3/2) = 1/2

√
π.

2. La fonction Γ comme fonction de variable complexe

Proposition 1.3.1 L’intégrale

Γ(z) =

∫ +∞

0

e−ttz−1dt. (1.3.4)

est absolument convergente pour Re(z) � 0.

Pour Re(z) � 0 et tout k ∈ N, on a :

Γ(k)(z) =

∫ +∞

0

e−t(ln t)ktz−1dt. (1.3.5)

et

Γ(z + 1) = zΓ(z). (1.3.6)

1.3.2 La fonction Bêta

Définition 1.3.1 La fonction Bêta est un type d’intégrale d’Euler définie pour tout com-

plexes x et y par :

β(x, y) =

∫ 1

0

tx−1(1− t)y−1dt, Re(x) > 0, Re(y) > 0 (1.3.7)

Elle est liée à la fonction Gamma par la relation suivante :

β(x, y) =
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
, ∀x, y : Re(x) > 0, Re(y) (1.3.8)

Remarque 1.3.1 La fonction Bêta est symétrique.

1.3.3 Fonction de Bessel

La fonction de Bessel de premiére espèce est définie par :

Jν(z) =
∞∑
k=0

(−1)k(z/2)2k+ν

k!Γ(ν + k + 1)
, (1.3.9)

8



1.3. Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

telle que z ∈ C\(−∞, 0] et ν ∈ C.
Dans le cas particulier,quand ν = −1

2
et ν = 1

2
, on a:

J−1/2(z) =

(
2

πz

)1/2

cos(z), et J1/2(z) =

(
2

πz

)1/2

sin(z).

D’autre façon on a la fonction de Bessel de deuxième espèce ou bien fonction de

Newmann Yν(z),est définie à partir la fonction de Bessel de premier espèce par :

Yν(z) =
1

sin(νπ)
[cos(νπ)Jν(z)− J−ν(z)] , (ν ∈ C\Z) . (1.3.10)

La fonction de Bessel modifiée est définie par :

Iν(z) =

∞∑
k=0

(z/2)2k+ν

k!Γ(ν + k + 1)
, (z ∈ C\(−∞, 0]) . (1.3.11)

La fonction de Bessel modifié de troisième espèce (fonction de Macdonald) Kν(z),est

définie à partir d’une fonction de Bessel modifié par :

Kν(z) =
π

2 sin(νπ)
[cos(νπ)I−ν(z)− Iν(z)] , (ν ∈ C\Z) . (1.3.12)

Lemme 1.3.1 Pour z ∈ C (|arg(z)| < π) la relation suivante :

Kν(z) =
2−2−ν

i
√
π

∫ γ+i∞

γ−i∞

Γ (ν + s) Γ ([s− ν] /2)

Γ ([ν + 1 + s] /2)
z−sds, (1.3.13)

où le chemin de l’intégration sépare tous les pôles s = −v − n (n ∈ N0) et s = v − 2m

(m ∈ N0) à gauche.

1.3.4 La fonction hypergeométrique de Gauss

On définit la fonction hypergeomètrique sous la forme suivant :

2F1(a, b, c; z) =

∞∑
k=0

(a)k (b)k
(c)k

zk

k!
, |z| < 1; a, b ∈ C; c ∈ C\Z−, (1.3.14)

telle que (a)k est le symbole de pochhammer

(a)k =
Γ(a+ k)

Γ(a)
; (k ∈ N; <(a) > −k; a /∈ Z−)

9



1.3. Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

Quelques proprietés simple pour la fonction hypergéomitrique :

2F1(a, b, c; z) = 2F1(b, a, c; z),

2F1(a, b, c; 0) = 2F1(0, b, c; z) = 1,

2F1(a, b, b; z) = (1− z)−a,

2F1(a, b, c; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− a)Γ(c− b) , (<(c− a− b) > 0),

2F1(a, b, c; z) = (1− z)c−a−b ×2 F1(c− a, c− b, c; z)

La formule de différentiation est donnée par :(
d

dz

)n
2F1(a, b, c; z) =

(a)n (b)n
(c)n

2F1(a+ n, b+ n, c+ n; z), (n ∈ N),

et (
d

dz

)n [
za+n−1

2F1(a, b, c; z)
]

= (a)nz
a−1

2F1(a+ n, b, c; z) (n ∈ N)

1.3.5 Fonction de Mittag-Leffter

Définition 1.3.2 Pour z ∈ C, la fonction de Mittag-Leffter Eα(z) (notée par M-L)est

définie comme suit :

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ (αk + 1)
, (α > 0) (1.3.15)

et la fonction de Mittag-Leffter généralisée Eα,β(z) est définie comme suit :

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ (αk + β)
, (α > 0, β > 0) (1.3.16)

Exemple 1.3.2 Pour des valeurs spéciales de α et β on a :

1. E1(z) = E1,1(z) = ez

2. E1,2(z) = ez−1
z
(on obtient, E1,2(z) =

∑∞
k=0

zk

Γ(k+2)
=
∑∞

k=0
zk

(k+1)!
= 1

z

∑∞
k=0

zk+1

(k+1)!
=

1
z
(ez − 1)

3. E1,3(z) = ez−z−1
z

(on obtient, E1,3(z) =
∑∞

k=0
zk

Γ(k+3)
=
∑∞

k=0
zk

(k+2)!
= 1

z2

∑∞
k=0

zk+2

(k+1)!
=

1
z2

(ez − z − 1)

10



1.3. Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

Théorème 1.3.2 La fonction de Mittag-Leffter possède les proprietés suivantes :

—Pour |z| < 1 la fonction de Mittag-Leffter généralisée satisfait :∫ ∞
0

e−ttβ−1Eα,β(ztα)dt =
1

z − 1
(1.3.17)

—La transformée de Laplace de cette fonction est donnée par :

L
[
zαk+β−1E

(k)
α,β(+azα)

]
(s) =

k!sα−β

(sα − a)k+1
, Re(s) > |a|

1
α , (1.3.18)

où E(k)
α,β(y) = dk

dyk
Eα,β(y).

—Intégration de la fonction de M-L:∫ ∞
0

Eα,β(λtα)tβ−1dt = zβEα,β+1(λzα) (1.3.19)

—La dérivée d’ordre n ∈ N de la fonction de M-L est donnée par :

dn

dzn
=
(
zβ−1Eα,β(λzα)

)
= zβ−n−1Eα,β−n(zα) (1.3.20)

Preuve. voir [5]

Proposition 1.3.2

L
[
tβ−1Eα,β (λtα)

]
(s) =

sα−β

sα − λ
(
Re (s) > 0; λ ∈ C;

∣∣λs−α∣∣ < 1
)

(1.3.21)

Preuve. d’aprés la définition 1.3.2 et 1.1.1

L
[
tβ−1Eα,β (λtα)

]
(s) =

∫ +∞

0

tβ−1

+∞∑
k=0

(λtα)k

Γ (αk + β)

=
+∞∑
k=0

(λ)k

Γ (αk + β)

∫ +∞

0

tβ+αk−1e−stdt

on pose le changement de variable suivant :

st = T ⇒ dt =
1

s
dT (1.3.22)

donc on a

L
[
tβ−1Eα,β (λtα)

]
(s) =

+∞∑
k=0

(λ)k

Γ (αk + β)
s−αk−β

∫ +∞

0

T β+αk−1e−TdT

11



1.3. Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

et avec la formule de la fonction Gamma (1.3.1)

L
[
tβ−1Eα,β (λtα)

]
(s) =

+∞∑
k=0

(λ)k

Γ (αk + β)
s−αk−β × Γ (αk + β)

= s−β
+∞∑
k=0

(
λs−α

)k
et pour |λs−α| < 1

L
[
tβ−1Eα,β (λtα)

]
(s) = s−β

+∞∑
k=0

(
λs−α

)k
= lim

k→+∞
s−β

(
1− (λs−α)

k+1
)

1− λs−α

=
s−β

1− λs−α

donc

L
[
tβ−1Eα,β (λtα)

]
(s) =

sα−β

sα − λ

1.3.6 La fonction Wright

On définie la fonction entiére (de z ) :

φ(α, β; z) =
∞∑
k=0

zk

k!Γ(αk + β)
, α > −1, β ∈ C (1.3.23)

nommé d’après le mathématicien britannique E.M. Wright, est apparu pour la première

fois dans le cas α > 0 dans le cadre de ses recherches sur la théorie asymptotique des

partitions. Plus tard, il a trouvé des nombreuses autres applications, tout d’abord, dans le

Mikusinski opérationnel le calcul et dans la théorie des transformations intégrales de type

Hankel. Récemment cette fonction est apparue dans les documents relatifs à des équations

aux dérivées partielles d’ordre fractionnaire .

si ρ = 1 et β = ν + 1,la fonction φ(1, ν + 1; ±z
2

4
) est exprimée en termes de fonctions de

Bessel Jν(z) et Iν(z) donné par(1.3.9) et(1.3.11) comme suit :

φ

(
1, ν + 1;

−z2

4

)
=

(
2

z

)ν
Jν(z), φ

(
1, ν + 1;

z2

4

)
=

(
2

z

)ν
Iν(z). (1.3.24)

12



1.3. Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

La formule de différentiation suivante pour φ(α, β; z) est :(
d

dz

)n
φ(α, β; z) = φ(α, α + nβ; z), (n ∈ N) . (1.3.25)

La transformation de Laplace (1.1.1) pour (1.3.23) est exprimée en termes de la fonction de

Mittag-Leffl er

L [φ(ρ, β; z)] (s) =
1

s
Eρ,β

(
1

s

)
, (ρ > −1; β ∈ C; Re(s) > 0)

En particulier

φ

(
−1

2
,−n; z

)
=

(−1)n+1 z

π
Γ

(
3

2
+ n

)
×1 F1(

3

2
+ n;

3

2
;−z

2

4
), n = 0, 1, · · · , (1.3.26)

φ

(
−1

2
,
1

2
− n; z

)
=

(−1)n

π
Γ

(
1

2
+ n

)
×1 F1(

1

2
+ n;

1

2
;−z

2

4
), n = 0, 1, · · · , (1.3.27)

Si n = 0 on a

φ

(
−1

2
, 0; z

)
= − z

2
√
π
e−z

2/4, (1.3.28)

φ

(
−1

2
,
1

2
; z

)
=

1√
π
e−z

2/4. (1.3.29)

Proposition 1.3.3

Lt
[
t
α
2
−kφ

(
−α
2
,
α

2
− k + 1;−|x|

λ
t
−α
2

)]
(s) = sk−1−α

2 e−
|x|
λ
s
α
2 .

Preuve. à partir de (1.1.1) et (1.3.23) on a:

Lt
[
t
α
2
−kφ

(
−α
2
,
α

2
− k + 1;−|x|

λ
t
−α
2

)]
(s) =

∫ ∞
0

t
α
2
−k

∞∑
k=0

(
− |x| /λt−α2

)k
k!Γ(−α

2
k + α

2
− k + 1)

e−stdt,

=
∞∑
k=0

(− |x| /λ)k

k!Γ(−α
2
k + α

2
− k + 1)

∫ ∞
0

t
α
2
−k−kα

2 e−stdt,

13



1.3. Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

on fait la changement de variable (1.3.22).

Ainsi, l’expression devient comme suite :

Lt
[
t
α
2
−kφ

(
−α
2
,
α

2
− k + 1;−|x|

λ
t
−α
2

)]
(s) =

∞∑
k=0

(− |x| /λ)k

k!Γ(−α
2
k + α

2
− k + 1)

sk+kα
2
−α
2
−1

×
∫ ∞

0

T (α2−k−k
α
2

+1))−1e−TdT

=
∞∑
k=0

(− |x| /λ)k

k!Γ(−α
2
k + α

2
− k + 1)

sk+kα
2
−α
2
−1

×Γ
(α

2
− k − kα

2
+ 1)

)
=

∞∑
k=0

(
− |x| /λsα2

)k
k!

sk−
α
2
−1 = sk−

α
2
−1e−

|x|
λ
s
α
2 ,

Lt
[
t
α
2
−kφ

(
−α
2
,
α

2
− k + 1;−|x|

λ
t
−α
2

)]
(s) = sk−

α
2
−1e−

|x|
λ
s
α
2 .

1.3.7 La fonction-H

Pour les nombres entiers m,n, p, et q telle que 0 ≤ m ≤ q et 0 ≤ n ≤ p et pour

aI , bj ∈ C,et αI , βj ∈ R+ (I = 1, ..., p; j = 1, ..., q), la fonction Hm,n
p,q (z) est définie par :

Hm,n
p,q (z) = Hm,n

p,q

z
∣∣∣∣∣∣ (aI , αI)1,p(
bj, βj

)
1,q



= Hm,n
p,q

z
∣∣∣∣∣∣ (a1, α1), · · · , (ap, αp)

(b1, β1) , · · · ,
(
bq, βq

)
 =

1

2πi

∫
L
hm,np,q (s)z−sds (1.3.30)

avec

hm,np,q (s) =
Πm
j=1Γ

(
bj + βjs

)
Πn
l=1Γ (1− αl − αls)

Πr
l=n+1Γ (αl + αls) Πq

j=m+1Γ
(
1− bj − βjs

) . (1.3.31)

où L est possède les formes suivantes:

1. L = L−∞ est une boucle gauche située dans une bande horizontale commence au

point −∞+ iϕ1 et se terminant au point −∞+ iϕ2 avec −∞ < ϕ1 < ϕ2 <∞;

2. L = L+∞est une boucle gauche située dans une bande horizontale commence au point

+∞+ iϕ1 et se terminant au point +∞+ iϕ2 avec −∞ < ϕ1 < ϕ2 <∞;

14



1.3. Fonctions spéciales pour la dérivation fractionnaire

3. L = (γ − i∞, γ + i∞) (γ ∈ R) est un contour à partir du point γ− i∞ et se terminant

au point γ + i∞.

Les propriétés de la fonction-H (1.3.30) dépendent des nombres 4, δ,and µ,voir [5]
pour le plus détail sur l’ensemble L voir [6],[11]

Proposition 1.3.4 le résultat suivant :

Hm,n
p,q

z
∣∣∣∣∣∣ (ap, αp)(
bq, βq

)
 = kHm,n

p,q

zk
∣∣∣∣∣∣ (ap, αp)(
bq, βq

)
 , (1.3.32)

où k > 0.

Proposition 1.3.5 On a la formule suivant :

zσHm,n
p,q

z
∣∣∣∣∣∣ (ap, αp)(
bq, βq

)
 = Hm,n

p,q

z
∣∣∣∣∣∣ (ap + σαp, αp)(
bq + σβq, βq

)
 , (1.3.33)

où σ ∈ C
La plupart des fonctions peuvent être exprimées dans termes de la fonction-H.la fonctions

hypergéométriques de Gauss et Kummer sont représentés par:

2F1 (a, b, c; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)
H1,2

2,2

−z
∣∣∣∣∣∣ (1− a, 1) , (1− b, 1)

(0, 1) , (1− c, 1)

 (1.3.34)

la fonction de Bessel du premier espèce, la fonction de Bessel modifiée, et la fonction Mac-

donald donné par:

Jν (z) = 2−ν
√
πH1,0

1,2

z
∣∣∣∣∣∣ ([1 + ν] /2, 1/2)

(ν, 1) , (−ν/2, 1/2)

 , (1.3.35)

Yν (z) =
√
πH1,1

2,3

z
∣∣∣∣∣∣ (1− ν/2, 1/2), ([1 + ν] /2, 1/2)

(ν, 1) , (−ν/2, 1/2) , ((1− ν)/2, 1/2)

 (1.3.36)

et

Kν (z) = 2−ν−1
√
πH2,0

1,2

z
∣∣∣∣∣∣ ([1 + ν] /2, 1/2)

(ν, 1) , (−ν/2, 1/2)

 (1.3.37)

pour plus détail voir [4]
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Chapitre 2

Eléments de Calcul Fractionnaire

Ce chapitre sera consacré aux définitions élémentaires et notions de base relatives au calcul

fractionnaire telles que : l’intégration fractionnaire, la dérivation fractionnaire au sense

Riemann-Liouville, et Caputo, qui sont les plus utilisées.

2.1 Intégrales fractionnaires

Nous allons proposer une première définition d’intégrale fractionnaire, l’intégrale de Rie-

mann Liouville (RL).

Définition 2.1.1 Soit α ∈ R∗+,l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville (notée par
R-L) d’ordre α d’une fonction f est définie par:

Iαa+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, x > a (2.1.1)

et

Iαb−f(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

(t− x)α−1f(t)dt, x < b. (2.1.2)

Pour α = 0, on a :

I0
a+ = I (l’opérateur identité)

et pour α = n ∈ N∗, Iαa coincide avec l’intégrale répétée n−fois de la forme :

(Iαa+f)(x) =

∫ x

a

dt1

∫ t1

a

dt2 · · ·
∫ tn−1

a

f(tn)dtn

=
1

(1− n)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt.
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2.1. Intégrales fractionnaires

On a aussi l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville sur le demi-axe R+

Iα0+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, x > 0 (2.1.3)

et

Iα−f(x) =
1

Γ(α)

∫ ∞
x

(t− x)α−1f(t)dt, x > 0 (2.1.4)

Exemple 2.1.1 Soit f(x) = (x− a)c avec c > −1,alors

Iαa f(x) =
Γ(c+ 1)

Γ(α + c+ 1)
(x− a)α+c

En effet

Iαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(t− a)cdt,

En utilisant le changement de variable et la fonction Bêta on obtient:

t− a = s(x− a), 0 ≤ s ≤ 1 (2.1.5)

dt = (x− a)ds

Iαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

[x− a− s(x− a)]α−1sc(x− a)c+1ds

=
1

Γ(α)
(x− a)α+c

∫ 1

0

(1− s)α−1scds

=
1

Γ(α)
(x− a)α+cβ(α, c+ 1)

Iαa f(x) =
Γ(c+ 1)

Γ(α + c+ 1)
(x− a)α+c

Pour α = 1
2
, c = 1 et a = 0 donc f(x) = x on aura

I
1
2
0+(x) =

Γ(2)

Γ(2.5)
x
3
2 =

4

3

√
x3

π

Théorème 2.1.1 ([14]) Si f ∈ L1[a, b] et α > 0, alors Iαa f(x) existe pour tout x ∈ [a, b] et

on a :

Iαa f ∈ L1[a, b] (2.1.6)
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2.1. Intégrales fractionnaires

Preuve. Soit f ∈ L1[a, b], on a :

Iαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt =

∫ +∞

−∞
ϕ1(x− t)ϕ2(t)dt

avec

ϕ1(u) =

 uα−1

Γ(α)
pour 0 ≤ u ≤ b− a

0 pour u ∈ R\(0, b− a]

et

ϕ1(u) =

 f(u) 0 ≤ u ≤ b

0 u ∈ R\(0, b]
.

Par constraction, ϕj ∈ L1(R) pour j ∈ {1, 2}, on a : Iαa f ∈ L1[a, b]

Théorème 2.1.2 ([5],[14]) Soit α, β > 0,pour toute fonction f ∈ L1[a, b], on a :

Iαa I
β
a f(x) = Iα+β

a f(x) = Iβa I
α
a f(x) (2.1.7)

pour presque tout x ∈ [a, b], et f ∈ C[a, b],alors (2.1.7) est vraie pour tout x ∈ [a, b].

Preuve. Soit f ∈ L1[a, b], on a :

Iαa I
β
a f(x) =

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

(x− t)α−1

∫ x

τ

(t− τ)β−1f(τ)dτdt

D’aprés le théorème (2.1.1) les intégrales existent et par le théorème de Fubini on a :

Iαa I
β
a f(x) =

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(τ)

∫ x

τ

(x− t)α−1(t− τ)β−1dtdτ

En utilisant le changement de variable(2.1.5), on obtient :

Iαa I
β
a f(x) =

1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(τ)(x− t)α+β−1

∫ 1

0

(1− s)α−1sα−1dsdτ

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(τ)(x− t)α+β−1 Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
dτ

=
1

Γ(α)Γ(β)

∫ x

a

f(τ)(x− t)α+β−1dτ = Iα+
a

βf(x)

presque partout sur [a, b].

Si f ∈ C[a; b] , alors Iαa f(x) ∈ C[a; b], et par suite Iαa I
β
a f ∈ C[a; b], et aussi : Iα+

a
βf ∈ C[a; b]
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Lemme 2.1.1 ([5]) Soit α > 0, n = [α] + 1 et f ∈ L1(0, b) pour tout b > 0, alors la

transformée de Laplace de l’intégral fractionnaire de R-L est formulée comme suit :

L(Iα0+f)(s) = s−αLf(s) (2.1.8)

Preuve. On peut écrire Iαa f comme une convolution de deux fonctions g(x) = 1
Γ(α)

xα−1

et f(t)

Iαa f(x) =
1

Γ(α)

∫ ∞
0

(x− t)α−1f(t)dt =
xα−1

Γ(α)
∗ f(t)

Alors

L
[
Iα0+f

]
(s) = L

[
xα−1

Γ(α)

]
(s) · Lf(s)

comme

L
[
xα−1

]
(s) = Γ(α)s−α

d’où le résultat.

2.2 Dérivées fractionnaires

Il existe plusieurs définitions de dérivées fractionnaires, malheureusement elles ne sont pas

toutes équivalentes. Nous présentons dans cette parties les définitions de Riemann-Liouville,

Caputo qui sont les plus utilisées.

2.2.1 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 2.2.1 Pour α ∈ R+ et n ∈ N∗ tel que n− 1 ≤ α ≤ n, la dérivée fractionnaire

de Riemann-Liouville d’ordre α d’une fonction f est définie par :

Dα
a f(x) =

 DnIn−αa f(x) = 1
Γ(n−α)

dn

dxn

∫ x
a

(x− t)n−α−1f(t)dt, x > a, si α ∈ R+

dn

dxn
f(x) si α = n, n ∈ N

, (2.2.1)

En particulier ,

1) Pour α = 0, on a :

D0
αf(x) = DI1

af(x) = If(x) = f(x) (2.2.2)
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2.2. Dérivées fractionnaires

Exemple 2.2.1 Soit f(x) = (x− a)c avec c > −1, et α ≥ 0 tel que n− 1 ≤ α ≤ n, d’aprés

(2.1.5) on a

Dα
a f(x) = DnIn−αa f(x) =

1

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ x

a

(x− t)n−α−1(t− a)cdt, x > a

=
1

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ 1

0

(x− a− s(x− a))n−α−1sc(x− a)c+1ds

=
1

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ 1

0

(1− s)n−α−1scds(x− a)n−α+c

=
1

Γ(n− α)

dn

dxn
β(c+ 1, n− α)(x− a)n−α+c

=
Γ(c+ 1)Γ(n− α)

Γ(n− α)Γ(c+ n− α + 1)
Dn(x− a)n−(α−c)

Dα
a f(x) =

Γ(c+ 1)

Γ(c+ n− α + 1)
Dn(x− a)n−(α−c).

—Pour le cas (α− c) ∈ N, on a :

Dα
a f(x) = 0, (α− c) ∈ {1, 2, · · · , n} . (2.2.3)

—Par ailleurs si (α− c) /∈ N, on a :

Dα
a f(x) =

Γ(c+ 1)

Γ(c+ n− α + 1)
Dn(x− a)n−(α−c)

=
Γ(c+ 1)

Γ(c+ n− α + 1)
(n− α + c)Dn−1(x− a)n−(α−c)−1

=
Γ(c+ 1)

(n− α + c)Γ(c+ n− α)
(n− α + c)Dn−1(x− a)n−(α−c)−1

=
Γ(c+ 1)

Γ(c+ n− α)
Dn−1(x− a)n−(α−c)−1

=
Γ(c+ 1)

Γ(c+ n− α− 1 + 1)
(n− (α− c)− 1)Dn−2(x− a)n−(α−c)−2

=
Γ(c+ 1)

Γ(c+ n− α− 1)
Dn−2(x− a)n−(α−c)−2

= · · · = Γ(c+ 1)

Γ(c− α + 2)
(−(α− c) + 1)(x− a)−(α−c)

Dα
a f(x) =

Γ(c+ 1)

Γ(c+ n− α + 1)
Dn(x− a)n−(α−c) =

Γ(c+ 1)

Γ(c− α + 1)
(x− a)(c−α)
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On prend α = 1
2
, c = 0, a = 0 et f(x) = 1, alors on obtient :

Dα
0 (1) =

Γ(c+ 1)

Γ(c− α + 1)
(x− a)(c−α)

D
1
2
0 (1) =

Γ(1)

Γ(1
2
)
√
x

=
1√
πx

et pour α = 1
2
, c = 1, a = 0 et f(x) = x, alors on obtient:

D
1
2
0 (x) =

Γ(1 + 1)

Γ(1− 0.5 + 1)
(x)(1− 1

2
) =

Γ(2)

Γ(1.5)
(x)( 1

2
)

D
1
2
0 (x) =

1
1
2
(
√
π)

√
x = 2

√
x

π

Proposition 2.2.1 ([5],[14]) Soit α > 0 et n = [α] + 1 alors pour tout entier m ∈ N∗, on
a :

Dα
a f(x) = DmIm−αa f(x), m > α (2.2.4)

Preuve. Comme m ≥ n, on a :

DmIm−αa f(x) = DnDm−nIm−na In−αa f(x)

= DnIn−αa f(x)

= Dn
af(x)

car Dm−nIm−na = I.

Théorème 2.2.1 ([14]) Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de

R-L existent, pour c1 et c2 ∈ R, alors : Dα
a (c1f + c2g) exixte,et on a :

Dα
a (c1f(x) + c2g(x)) = c1D

α
a f(x) + c2D

α
a g(x) (2.2.5)

Remarque 2.2.1 ([12]) Supposons que f ∈ C(0, 1) ∩ L(0, 1), tel que Dαf ∈ C(0, 1)∩
L(0, 1), alors :

IαDαf(x) = f(x)−
n∑
k=1

Ckt
α−k, Ck ∈ R, n = [α] + 1 (2.2.6)

Lemme 2.2.1 ([14]) Soient α > 0 et f ∈ L1[a; b], alors l’égalité :

Dα
a I

α
a f(x) = f(x), (2.2.7)

est vraie pour presque tout x ∈ [a; b]
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2.2. Dérivées fractionnaires

Preuve. En utilisant la définition (2.2.1) on a :

Dα
a I

α
a f(x) = DnIn−αa Iαa f(x) = DnIna f(x) = f(x)

Théorème 2.2.2 ([14]) Soient α, β > 0 et n − 1 ≤ α ≤ n,m − 1 ≤ β ≤ m tel que

(n,m ∈ N∗) alors :

(1)- Si α > β > 0, alors pour f ∈ L1[a, b], l’égalité :

Dβ
a (Iαa f)(x) = Iα−βa f(x) (2.2.8)

est presque partout sur [a, b] .

(2)- S’il existe une fonction ϕ ∈ L1[a, b], tel que f = Iαa ϕ, alors :

IαaD
α
a f(x) = f(x) (2.2.9)

pour presque tout x ∈ [a; b].

(3)- pour α > 0, k ∈ N∗. Si les dérivées fractionnaires Dα
a f et D

k+α
a f existes, alors :

Dk(Dα
a f(x)) = Dk+α

a f(x) (2.2.10)

(4)- Si β ≥ α > 0 et la dérivée fractionnaire Dβ−α
a f(x) existe, alors :

Dβ
a (Iαa f)(x) = Dβ−α

a f(x) (2.2.11)

Preuve. En utilisant la définition (2.2.1) et la relation (2.1.7) on obtient

(1)- Pour α > β > 0, alors n ≥ m, on a :

Dβ
a (Iαa f)(x) = DnIn−βa (Iαa f)(x)

= Dn(In+α−β
a f)(x)

= DnIna (Iα−βa f)(x)

= Iα−βa f(x)

presque pour tout x ∈ [a; b].
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2.2. Dérivées fractionnaires

(2)- Par la relation (2.2.7), on obtient :

IαaD
α
a f(x) = Iαa (Dα

a I
α
a ϕ(x)) = Iαa (ϕ(x)) = f(x)

(3)- on a :

Dk(Dα
a f(x)) = DkDnIn−αa f(x)

= Dk+nIn−α+k−k
a f(x)

= Dk+nIk+n−(α+k)
a f(x)

= Dk+α
a f(x)

d’où la résultat .

(4)- on a :

Dβ
a (Iαa f)(x) = DmIm−βa (Iαa f)(x) = DmIm−(β−α)f(x) = Dβ−α

a f(x)

existe pour i− 1 ≤ β − α < i et i ≤ m

Théorème 2.2.3 Si f ∈ L1[a, b], b > 0, la transformée de Laplace de la dérivée fraction-

naire de R-L de f est :

L(Dα
0 f)(s) = sα(Lf)(s)−

n−1∑
k=0

sk[Dα−k−1f(t)]t=0 (2.2.12)

avec n− 1 < α < n, cette transformée de Laplace est bien connue.

Preuve. Par la définition (2.2.1), on trouve

L(Dα
0+f)(s) = L(DnIn−α0+ f)(s) = snL(In−α0+ f)(s)−

n−1∑
k=0

sk−n−1[Dk(In−α0+ f)(t)]t=0

= sα(Lf)(s)−
n−1∑
k=0

sk−n−1[Dk(In−α0+ f)(t)]t=0

Remarque 2.2.2 On a :(
Dα−n
a+ f

)
(a+) = lim

x→a+

(
In−αa+ f

)
(x) (α 6= n) ;

(
D0
a+f
)

(a+) = f(a) (α = n) ,

où Iαa+ l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville.
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2.2. Dérivées fractionnaires

2.2.2 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 2.2.2 On suppose que α > 0, x > a, α, a, x ∈ R. L’opérateur fractionnaire

CDα
a f(x) =

 1
Γ(n−α)

∫ x
a

(x− t)n−α−1 f (n) (t) dt , n− 1 < α ≤ n, n ∈ N.
dn

dtn
f(x), α = n ∈ N,

(2.2.13)

est appelée la dérivée fractionnaire de Caputo ou opérateur différentiel fractionnaire de Ca-

puto d’ordre α. Cet opérateur est introduit par le mathématicien italien Caputo en 1967

([1]).

1—La dérivée d’une fonction constante au sens de Caputo est nulle

CDαc = 0

2— Soit f(x) = (x− a)γ , γ > 0, pour (0 < α ≤ 1), on utilisant le changement de variable

(2.1.5) on a :

CDα
a f(x) = I1−α

a f́ (x) = γI1−α
a (x− a)γ−1

=
γ

Γ (1− α)

∫ x

a

(x− t)−α (t− a)γ−1 dt

=
γ

Γ (1− α)
(x− a)−α+γ

∫ 1

0

sγ−1 (1− s)−α ds

=
1

Γ (1− α)
(x− a)−α+γ β (γ, 1− α)

CDα
a f(x) =

Γ (γ + 1)

Γ (1− α + γ)
(x− a)−α+γ .

3— Soit a = 0, α = 1
2
, (n = 1) , f(x) = x, l’application de fourmule (2.2.13) on a

CD1/2
a x =

1

Γ (1/2)

∫ x

0

1

(x− t)1/2
dt.

alors la dérivée fractionnaire de Caputo pour la fonction f(x) = x est :

on pose u = (x− t)1/2 ⇒ du2 = −dt alors

CD1/2
a x = − 1

Γ (1/2)

∫ 0

√
x

1

u
du2 =

1√
π

∫ √x
0

2u

u
du

=
2
√
x√
π
.
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2.2. Dérivées fractionnaires

Lemme 2.2.2 Soit n− 1 < α ≤ n, n ∈ N, α ∈ R et f(t) telle que CDα
a f(x) existe. alors

CDα
a f(x) = In−αa Dnf(t). (2.2.14)

Théorème 2.2.4 ([12]) Soient α ≥ 0, n = [α] + 1,si f possède n − 1 dérivées en α et si

Dα
a f existe, alors :

CDα
a f(x) = Dα

a

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k

]
(2.2.15)

pour presque tout x ∈ [a, b] .

Preuve. D’aprés la définition on a :

Dα
a

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k

]
= DnIn−αa

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k

]

=
dn

dxn

∫ x

a

(x− t)n−α−1

Γ (n− α)

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(t− a)k

]
dt,

en utilisant l’intégration par partie on obtient :

In−αa

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k

]
=

∫ x

a

(x− t)n−α−1

Γ (n− α)

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(t− a)k

]
dt

= − 1

Γ (n− α + 1)

[(
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(t− a)k

)
(x− t)n−α

]t=x
t=a

+
1

Γ (n− α + 1)

∫ x

a

(x− t)n−α
[
Df (t)−D

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(t− a)k

]
dt,

où :

In−αa

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k

]
= In−α+1

a D

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k

]
.

De la même façon pour n-fois alors :

In−αa

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k

]
= In−α+n

a Dn

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k

]

= Ina I
n−α
a Dn

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k

]
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2.2. Dérivées fractionnaires

or
∑n−1

k=0
f (k)(a)
k!

(x− a)k est un pollynôme de dégré n− 1, alors :

In−αa

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k

]
= Ina I

n−α
a Dnf(x)

Donc

Dα
a

[
f(x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k

]
= DnInIn−αa Dnf(x)

= In−αa Dnf(x) =C Dα
a f (x)

pour presque tout x ∈ [a, b] .

Corollaire 2.2.1 ([14]) Soient α ≥ 0 et n = [α] + 1, si CDα
a f (x) et Dα

a f (x) existent, on

suppose que Dkf (a) = 0 pour tout k ∈ {0, 1, · · · , n− 1} ,alors :

CDα
a f (x) = Dα

a f (x) (2.2.16)

Théorème 2.2.5 Si f ∈ C [a, b] et α > 0 (n− 1 < α ≤ n) , alors

CDα
a I

α
a f (x) = f(x) (2.2.17)

Preuve. Soit g = Iαa f et par le corollaire precédent
(
Dkf(a) = 0, pour k ∈ {0, 1, · · · , n− 1}

)
et d’aprés l’égalité (2.2.7), on a :

CDα
a I

α
a f =C Dα

a g = Dα
a g = Dα

a I
α
a f = f

Il a aussi la propriété de la linéarité comme la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

théorème 2.2.1

Théorème 2.2.6 Si f ∈ C [0, b] , pour tout b > 0, alors, la transformée de Laplace de la

dérivée fractionnaire de Caputo de f est :

L
(
CDα

0 f
)

(s) = sα (Lf) (s)−
n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0+) (2.2.18)
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2.2. Dérivées fractionnaires

Preuve. Pour n− 1 < α ≤ n, n ∈ N∗, x > 0 alors :

CDα
0 f(x) = In−α0 f (n) (x)

donc d’aprés (2.1.8)

L
(
CDα

0 f
)

(s) = L
(
In−α0 f (n)

)
(s) = s−n+α

(
Lf (n)

)
(s)

et d’aprés (1.1.5)

L
(
CDα

0 f
)

(s) = sα (Lf) (s)−
n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0+)
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Chapitre 3

Problèmes de Cauchy pour l’équation

de diffusion fractionnaire au sens de

Riemann-Liouvilles.

Dans ce chapitre, on va étudier l’existence de la solution de problème de Cauchy pour

l’équation de diffusion fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la forme suivant :

(Dα
0+,tu)(x, t) = λ2(Mx u)(x, t) (x ∈ Rn; t > 0; 0 < α < 2;λ > 0), (3.0.1)

où (Dα
0+,tu)(x, t) la dérivée partial fractionnaire de Riemann-Liouville de order α > 0 pour

t > 0 est définie dans la définition (2.2.1) et l’opérateur Laplacien (Mx u)(x, t) pour la

variable x ∈ Rn

On applique transformation de Fourier et Laplace pour obtenir la solution explicite

de l’équation (3.0.1) avec la condition initial type de Cauchy

(Dα−k
0+,tu)(x, 0+) = fk(x) (3.0.2)

où x ∈ Rn, k = 1 pour 0 < α ≤ 1, et k = 2 pour 1 < α < 2.

D’abord, nous considérons le cas de n = 1, alors on a le problème de Cauchy suivant

:  (Dα
0+,tu)(x, t) = λ2 ∂2u(x,t)

∂x2
, (x ∈ R; t > 0; λ > 0)

(Dα−k
0+,tu)(x, 0+) = fk(x), x ∈ R, k = 1, 2

. (3.0.3)
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3.1. Problème de Cauchy pour l’équation à un-dimension (x ∈ R).

3.1 Problème de Cauchy pour l’équation à un-dimension

(x ∈ R).

Théorème 3.1.1 Si 0 < α < 2 et (λ > 0) , alors le problème du type de Cauchy (3.0.3)

admet une solution u(x, t) donnée par :

u(x, t) =

l∑
k=1

∫ ∞
−∞

Gα
k (x− τ , t)fk(τ)dτ l = 1 pour 0 < α ≤ 1; l = 2 pour 1 < α < 2.

(3.1.1)

où :

Gα
k (x, t) =

1

2λ
t
α
2
−kφ

(
−α
2
,
α

2
− k + 1;−|x|

λ
t−

α
2

)
(k = 1, 2) (3.1.2)

Preuve. Soit l’équation différentielle partielle de l’ordre 0 < α < 2,

(Dα
0+,tu)(x, t) = λ2∂

2u(x, t)

∂x2
(x ∈ R; t > 0;λ > 0), (3.1.3)

avec la condition initial de la forme (3.0.2) pour n = 1,

(Dα−k
0+,tu)(x, 0+) =

 f1(x) 0 < α ≤ 1

f2(x) 1 < α < 2
, (3.1.4)

où x ∈ R, k = 1 pour 0 < α ≤ 1, et k = 2 pour 1 < α < 2.

pour résoudre ce problème,on applique transformée de Laplace par rapport à la variable de

temp t :

(Ltu)(x, s) =

∫ ∞
0

u(x, t)e−stdt (x ∈ R; s > 0) (3.1.5)

et transformation de Fourier par rapport à la variable spatiale x ∈ R :

(Fxu)(ξ, t) =

∫ ∞
−∞

u(x, t)eixξdx (ξ ∈ R; t > 0). (3.1.6)

on applique transformée de Laplace (3.1.5) sur (3.1.3),et d’àprés la formule (2.2.12) on

obtient :

Lt(Dα
0+,tu)(x, s) = sα(Ltu)(x, s)−

l∑
j=1

sj−1(Dα−j
0+,tu)(x, 0+) (3.1.7)

telle que x ∈ R, l − 1 < α ≤ l, l ∈ N (3.1.8)
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3.1. Problème de Cauchy pour l’équation à un-dimension (x ∈ R).

Si

l = 1⇒ 0 < α ≤ 1⇒ (Dα−1
0+,tu)(x, 0) = f1(x)

l = 2⇒ 1 < α < 2⇒ (Dα−2
0+,tu)(x, 0) = f2(x)

d’où :

Lt(Dαu)(x, s) = sα(Ltu)(x, s)−
l∑

k=1

sk−1fk(x) (3.1.9)

et

Lt
(
∂2u

∂x2

)
(x, s) =

∂2

∂x2
(Ltu) (x, s) (3.1.10)

on remplace (3.1.9) et (3.1.10) dans (3.1.3), on obtient :

sα(Ltu)(x, s) =
l∑

k=1

sk−1fk(x) + λ2 ∂
2

∂x2
(Lt) (x, s) (3.1.11)

puis on applique la transformée de Fourier (3.1.6) sur la formule (3.1.11),

Fx(sαLtu)(ξ, s) = sαFx(Ltu)(ξ, s) (3.1.12)

et

Fx

(
l∑

k=1

sk−1fk(x)

)
(ξ, s) =

l∑
k=1

sk−1Fx(fk(x))(ξ) (3.1.13)

et d’àprés la propriété (1.2.16) on a :

Fx
(
∂2

∂x2
(Ltu)

)
(x, s) = − |ξ|2Fx(Ltu)(ξ, s), (3.1.14)

et on remplace (3.1.12),(3.1.13) et (3.1.14) dans (3.1.11),

sαFx(Ltu)(ξ, s) =
l∑

k=1

sk−1Fx(fk(x))(ξ)− λ2 |ξ|2Fx(Ltu)(ξ, s),

donc :

Fx(Ltu)(ξ, s) =

l∑
k=1

sk−1

sα + λ2 |ξ|2
Fx(fk(x))(ξ), (3.1.15)

si on pose c = s
α
2

λ
et par la proposition (1.2.1) on a :

Fx
(
e−
|x|
λ
s
α
2

)
=

2(s
α
2 /λ)(

s
α
2

λ

)2

+ |ξ|2
=

2λs
α
2

s2 + λ2 |ξ|2
.
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3.1. Problème de Cauchy pour l’équation à un-dimension (x ∈ R).

Par conséquent l’exprission (3.1.15) devient sous la forme :

Fx(Ltu)(ξ, s) =

(
1

2λ

l∑
k=1

Fx
(
sk−1−α

2 e−
|x|
λ
s
α
2

))
(ξ)Fx(fk(x))(ξ), l = 1, 2,

=

(
Fx

[
1

2λ

l∑
k=1

sk−1−α
2 e−

|x|
λ
s
α
2

])
Fx(fk(x))(ξ), l = 1, 2,

en fonction de la propriété de convolution (1.2.9),

Fx(Ltu)(ξ, s) =

(
Fx

[
l∑

k=1

1

2λ
sk−1−α

2 e−
|x|
λ
s
α
2 ∗x fk(x)

])
(ξ), l = 1, 2.

Maintenant, nous obtenons la solution explicite u(x, t) en utilisant la transformée inverse de

Fourier pour la variable ξ, et la transformée inverse de Laplace pour la variable s, on trouve

:

F−1Fx(Ltu)(ξ, s) = F−1

(
Fx

[
l∑

k=1

1

2λ
sk−1−α

2 e−
|x|
λ
s
α
2 ∗x fk(x)

])
(ξ), l = 1, 2.

=
1

2λ

l∑
k=1

sk−1−α
2 e−

|x|
λ
s
α
2 ∗x fk(x), l = 1, 2.

et

L−1(Ltu)(x, t) = L−1

(
1

2λ

l∑
k=1

sk−1−α
2 e−

|x|
λ
s
α
2 ∗x fk(x)

)
, l = 1, 2.

= L−1

(
1

2λ

l∑
k=1

sk−1−α
2 e−

|x|
λ
s
α
2

)
(t) ∗x fk(x) l = 1, 2.

d’où :

u (x, t) = L−1

(
1

2λ

l∑
k=1

sk−1−α
2 e−

|x|
λ
s
α
2

)
(t) ∗x fk(x) l = 1, 2.

et avec l’utilisation de la proposition (1.3.3) on obtient finallement :

u (x, t) =
1

2λ

l∑
k=1

L−1

(
Lt
[
t
α
2
−kφ

(
−α
2
,
α

2
− k + 1;−|x|

λ
t−

α
2

)])
(s) ∗x fk(x) l = 1, 2.

=
1

2λ

l∑
k=1

t
α
2
−kφ

(
−α
2
,
α

2
− k + 1;−|x|

λ
t−

α
2

)
∗x fk(x) l = 1, 2.
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3.1. Problème de Cauchy pour l’équation à un-dimension (x ∈ R).

Corollaire 3.1.1 Si 0 < α ≤ 1 et λ > 0 , alors le problème de Cauchy : (Dα
0+,tu)(x, t) = λ2 ∂2u(x,t)

∂x2
x ∈ R; t > 0.

(Dα−1
0+,tu)(x, 0) = f(x)

(3.1.16)

admet une solution u(x, t) est donnée par :

u(x, t) =

∫ ∞
−∞

Gα
1 (x− τ , t)fk(τ)dτ , (3.1.17)

avec :

Gα
1 (x− τ , t) =

1

2λ
t
α
2
−1φ

(
−α
2
,
α

2
;−|x|

λ
t−

α
2

)
(3.1.18)

Corollaire 3.1.2 Si 1 < α < 2 et λ > 0, alors le problème du type de Cauchy (Dα
0+,tu)(x, t) = λ2 ∂2u(x,t)

∂x2
, x ∈ R; t > 0.

(Dα−1
0+,tu)(x, 0) = f1(x), (Dα−2

0+,tu)(x, 0) = f2(x), x ∈ R
, (3.1.19)

admet une solution u(x, t) est donnée par :

u(x, t) =

∫ ∞
−∞

Gα
1 (x− τ , t)f1(τ)dτ +

∫ ∞
−∞

Gα
2 (x− τ , t)f2(τ)dτ , (3.1.20)

où Gα
1 (x, t) est donné dans (3.1.18), et

Gα
2 (x, t) =

1

2λ
t
α
2
−2φ

(
−α
2
,
α

2
− 1;−|x|

λ
t−

α
2

)
(3.1.21)

Exemple 3.1.1 le problème de type de Cauchy (3.1.16) avec α = 1
2
, D

1
2

0+,tu)(x, t) = λ2 ∂2u(x,t)
∂x2

, x ∈ R; t > 0(
I
1
2
0+,tu

)
(x, 0+) = f(x)

, (3.1.22)

alors d’àprés la corollaire (3.1.1) la solution sous la forme suivant :

u(x, t) =

∫ ∞
−∞

G
1
2
1 (x− τ , t)f(τ)dτ , (3.1.23)

où G
1
2
1 (x, t) et donné dans (3.1.18) avec α = 1

2
.

Exemple 3.1.2 le problème de type de Cauchy (3.1.16) avec α = 3
2
,

(D
3
2

0+,tu)(x, t) = λ2∂
2u(x, t)

∂x2
, (x ∈ R; t > 0) . (3.1.24a)
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avec les conditions :

(D
1
2

0+,tu)(x, 0+) = f1(x),
(
I
1
2
0+,tu

)
(x, 0+) = f2(x), (x ∈ R) (3.1.25)

admet une solution par la forme suiv :

u(x, t) =

∫ ∞
−∞

G
3
2
1 (x− τ , t)f1(τ)dτ +

∫ ∞
−∞

G
3
2
2 (x− τ , t)f2(τ)dτ , (3.1.26)

où G
3
2
1 (x, t) et G

3
2
2 (x, t) donné par (3.1.18) et (3.1.21) avec α = 3

2
.

Exemple 3.1.3 le problème de type de Cauchy pour l’équation de la chaleur :
∂u(x,t)
∂t

= λ2 ∂2u(x,t)
∂x2

, x ∈ R; t > 0

u(x, 0) = f(x)
, (3.1.27)

admet la solution suivant :

u(x, t) =

∫ ∞
−∞

G(x− τ , t)f1(τ)dτ , G(x, t) =
1

2λ
√
π
t−1/2e−

|x|2

4λ2t .

C’est une résultat bien connue d’aprés le corollaire (3.1.1) et par la relation de la fonction

Wright (1.3.29)

φ

(
−1

2
,
1

2
;−|x|

λ
t−1/2

)
=

1√
π
e−
|x|2

4λ2t . (3.1.28)

3.2 Problème s de Cauchy pour l’équation à multi-

dimension (x ∈ Rn) .

De façon plus générale on a l’équation multidimensionnelle fractionnaire (diffusion-

d’onde) (3.0.1) d’ordre 0 < α < 2 avec les conditions de type Cauchy (3.0.2) la solution de

cette problème est donnée dans le théorème suivant :

Théorème 3.2.1 Si 0 < α < 2 est λ > 0, alors la solution du probléme de Cauchy (3.0.1)-

(3.0.2) est donné par :

u(x, t) =
l∑

k=1

∫ +∞

−∞
Gα
k (x− τ , t) fk(x)dτ ,
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3.2. Problème s de Cauchy pour l’équation à multi-dimension (x ∈ Rn) .

telle que l = 1 pour 0 < α ≤ 1, l = 2 pour 1 < α < 2,

Gα
k (x, t) =

2−n |x|(2−n)/2

λ1+n
2 (π)(n−1)/2

l∑
k=1

t−k−
α(n−2)

4 H2,0
2,2

 |x|
λ
t−

α
2

∣∣∣∣∣∣
(
n
4
, 1

2

)
,
(

1− k − α(n−2)
4

, α
2

)
(
n
2
− 1, 1

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)
 , (k = 1, 2) .

Preuve. On a le probléme suivant : (Dα
0+,tu)(x, t) = λ2(Mx u)(x, t), (x ∈ Rn; t > 0; 0 < α < 2; λ > 0),

(Dα−k
0+,tu)(x, 0+) = fk(x), k = 1, 2.

(3.2.1)

pour résoudre ce problème, on applique la transformée de Laplace par rapport à t :

(Ltu) (x, s) =

∫ ∞
0

u(x, t)e−stdt, (x ∈ Rn; s > 0) (3.2.2)

et le tronsformée de Fourier par rapport à x ∈ Rn :

(Fxu) (ξ, t) =

∫
Rn
u(x, t)eixξdx (ξ ∈ Rn; t > 0; l = 1, 2) . (3.2.3)

on applique la transformée de Laplace (3.2.2) à (3.0.1),et d’àprés la formule (3.1.7) avec

x ∈ Rn et la condition initial dans (3.0.2), on a :

sα (Ltu) (x, s) =
l∑

k=1

sk−1fk(x) + λ2 (4xLtu) (x, s), (l = 1, 2) .

et on applique la transformée de Fourier (3.2.3) et on utilise la formule (1.2.16) donné par :

(Fx4xu) (ξ, t) = − |ξ|2 (Fxu) (ξ, t) , (3.2.4)

on obtient la relation suivant :

(FxLtu) (ξ, s) =

l∑
k=1

sk−1

sα + λ2 |ξ|2
(Fxfk) (ξ) (ξ ∈ Rn; t > 0; l = 1, 2) (3.2.5a)

Pour obtenir la solution explicite u(x, t) et par l’utilisation la transformée inverse de Fourier

par rapport à ξ :(
F−1
ξ u

)
(x, t) =

1

(2π)n/2

∫
Rn
u(ξ, t)e−iξ·xdξ (ξ ∈ Rn; t > 0) (3.2.6)

et la la transformée inverse de Laplace par rapport à s :(
L−1
s u
)

(x, t) =
1

2π

∫ c+i∞

c−i∞
estu(x, s)ds, (x ∈ R; c = <(s) > a) (3.2.7)

Pour appliquer la transformée de Fourier inverse (3.2.3) à (3.2.5a) on a besoin de savoir

exactement la transformée de Fourier de la fonction Macdonald K(n−2)/2 (|x|) défini par
(1.3.12).
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3.2. Problème s de Cauchy pour l’équation à multi-dimension (x ∈ Rn) .

Lemme 3.2.1 ([5]). Pour n ∈ N et c > 0 alors on a :

(
Fx
[
|x|(2−n)/2K(n−2)/2 (c |x|)

])
(ξ) =

(
2π

c

)n/2
c

c2 + |ξ|2
, (ξ ∈ Rn; n ∈ N) . (3.2.8)

Preuve. On retour dans expression (3.2.5a) et on fait le simplification suivant :

sk−1

sα + λ2 |ξ|2
=
sk−1−α

2

λ

(s
α
2 /λ)(

s
α
2

λ

)2

+ |ξ|2

d’aprés (3.2.8) pour c = s
α
2

λ
, on obtient cette formule :

sk−1

sα + λ2 |ξ|2
=
sk−1+α(n−2)/4

λ (2λπ)n/2

(
Fx
[
|x|(2−n)/2K(n−2)/2

(
|x|
λ
s
α
2

)])
(ξ) (3.2.9)

on remplace (3.2.9) dans (3.2.5a) donc on peut écrire la relation sous la forme suivant :

(FxLtu) (ξ, s) =

(
Fx

[
l∑

k=1

sk−1+α(n−2)/4

λ (2λπ)n/2
|x|(2−n)/2K(n−2)/2

(
|x|
λ
s
α
2

)])
(ξ) (Fxfk) (ξ)

(ξ ∈ Rn, l = 1, 2)

et avec l’utilisation de la proposition de convolution (1.2.9),

(FxLtu) (ξ, s) =

(
Fx

[
l∑

k=1

sk−1+α(n−2)/4

λ (2λπ)n/2
|x|(2−n)/2K(n−2)/2

(
|x|
λ
s
α
2

)]
∗x fk(x)

)
(ξ) ,

(3.2.10)

Ainsi, en appliquant la transformée de Fourier inverse (3.2.6), on déduit que :

(Ltu) (x, s) =

[
l∑

k=1

sk−1+α(n−2)/4

λ (2λπ)n/2
|x|(2−n)/2K(n−2)/2

(
|x|
λ
s
α
2

)]
∗x fk(x) (3.2.11)

avec x ∈ Rn, s > 0,et l = 1, 2.

L’application de la transformée de Laplace inverse de (3.2.7), on peut obtenir la solution

explicite du problème de Cauchy (3.2.1). Pour cela nous avons besoin de connaître la

transformée de Laplace inverse de la fonction

sk−1+α(n−2)/4K(n−2)/2

(
|x|
λ
s
α
2

)
(l = 1, 2) . (3.2.12)
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3.2. Problème s de Cauchy pour l’équation à multi-dimension (x ∈ Rn) .

on montre que cette fonction est exprimée dans un terme de la transformée de Laplace de

certains fonction spécial-H (1.3.30) de la forme

H2,0
2,2

z
∣∣∣∣∣∣ (a, 1/2), (b, α/2)

(c, 1) , (d, 1/2)

 =
1

2πi

∫
L

Γ (c+ τ) Γ (d+ τ/2)

Γ (a+ τ/2) Γ
(
b+ ατ

2

)z−τdτ , (3.2.13)

où a, b, c, d ∈ R.

Lemme 3.2.2 ([5]) Si 0 < α ≤ 1 (k = 1) ou 1 < α < 2 (k = 1, 2) , alors on a la relations :

Lt

t−k−α(n−2)4 H2,0
2,2

 |x|
λ
t−

α
2

∣∣∣∣∣∣
(
n
4
, 1

2

)
,
(

1− k − α(n−2)
4

, α
2

)
(
n
2
− 1, 1

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)
 (s) = (3.2.14)

2n/2π−1/2sk−1+
α(n−2)

4 K(n−2)/2

(
|x|
λ
s
α
2

)
.

De cette lemme, la réécriture de (3.2.11) sous la forme :

(Ltu) (x, s) =
2−n |x|(2−n)/2

λ1+n
2 (π)(n−1)/2

×

Lt

 l∑
k=1

t−k−
α(n−2)

4 H2,0
2,2

 |x|
λ
t−

α
2

∣∣∣∣∣∣
(
n
4
, 1

2

)
,
(

1− k − α(n−2)
4

, α
2

)
(
n
2
− 1, 1

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)
 ∗x fk(x)

 (s)

finallement par l’application de transformée inverse de Laplace (3.2.7) on obtient la solution

explicite u(x, t) :

u(x, t) =
2−n |x|(2−n)/2

λ1+n
2 (π)(n−1)/2

l∑
k=1

t−k−
α(n−2)

4 H2,0
2,2

 |x|
λ
t−

α
2

∣∣∣∣∣∣
(
n
4
, 1

2

)
,
(

1− k − α(n−2)
4

, α
2

)
(
n
2
− 1, 1

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)
∗x fk(x)

(3.2.15)

avec l = 1 et l = 2 dans le cas 0 < α ≤ 1 et 1 < α < 2,respectivement.

Corollaire 3.2.1 Si 0 < α ≤ 1, n ∈ N et λ > 0, alors la probléme de Cauchy (Dα
0+,tu)(x, t) = λ2(Mx u)(x, t), x ∈ Rn, t > 0

(Dα−1
0+,tu)(x, 0+) = f(x)

, (3.2.16)
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3.2. Problème s de Cauchy pour l’équation à multi-dimension (x ∈ Rn) .

admet une solution écrit ce la forme :

u(x, t) =

∫
Rn
Gα

1 (x− τ , t) fk(x)dτ , (3.2.17)

où :

Gα
1 (x, t) =

2−n |x|(2−n)/2

λ1+n
2 (π)(n−1)/2

t−1−α(n−2)
4 H2,0

2,2

 |x|
λ
t−

α
2

∣∣∣∣∣∣
(
n
4
, 1

2

)
,
(
−α(n−2)

4
, α

2

)
(
n
2
− 1, 1

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)
 (3.2.18)

Corollaire 3.2.2 Si 1 < α < 2,et λ > 0, alors la probléme de Cauchy : (Dα
0+,tu)(x, t) = λ2(Mx u)(x, t) x ∈ Rn, t > 0

(Dα−1
0+,tu)(x, 0+) = f1(x), (Dα−2

0+,tu)(x, 0+) = f2(x)
(3.2.19)

admet une solution donnée par la relation suivant :

u(x, t) =

∫
Rn
Gα

1 (x− τ , t) f1(x)dτ +

∫
Rn
Gα

2 (x− τ , t) f2(x)dτ , (3.2.20)

où Gα
1 (x− τ , t) est donné dans (3.2.18) et :

Gα
2 (x, t) =

2−n |x|(2−n)/2

λ1+n
2 (π)(n−1)/2

t−2−α(n−2)
4 H2,0

2,2

 |x|
λ
t−

α
2

∣∣∣∣∣∣
(
n
4
, 1

2

)
,
(
−1− α(n−2)

4
, α

2

)
(
n
2
− 1, 1

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)
 (3.2.21)

Exemple 3.2.1 La solution du problème de Cauchy (3.2.1), (D
1/2

0+,tu)(x, t) = λ2(Mx u)(x, t), x ∈ Rn, t > 0

(I
1/2

0+,tu) (x, 0+) = f (x)
, (3.2.22)

est donné par :

u(x, t) =

∫
Rn
Gα

1 (x− τ , t) f(τ)dτ ,

où Gα
1 (x, t) (3.2.18) avec α = 1

2

Exemple 3.2.2 La solution du problème de Cauchy (3.2.1), : (D
3/2

0+,tu)(x, t) = λ2(Mx u)(x, t), x ∈ Rn, t > 0

(D
1/2

0+,tu)(x, 0+) = f1 (x) , (I
1/2

0+,tu) (x, 0+) = f2 (x)
, (3.2.23)

est donné par :

u(x, t) =

∫
Rn
G

3/2
1 (x− τ , t) f1(τ)dτ +

∫
Rn
G

3/2
2 (x− τ , t) f2(τ)dτ

où G3/2
1 (x, t) (3.2.18) et G3/2

2 (x, t) (3.2.21) avec α = 3
2
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le résultat du corollaire (3.2.1) est simplifiée pour α = 1 .ce est basé sur l’affi rmation

suivante :

Lemme 3.2.3 La fonction Gα
1 (x, t) pour α = 1 dans (3.2.18) écrit sous la forme :

G (x, t) = G1
1 (x, t) =

1

(2λ
√
π)

n t
−n
2 e−

|x|2

4λ2t
.. (3.2.24)

Preuve. On a :

G (x, t) = G1
1 (x, t)

=
2−n |x|(2−n)/2

λ1+n
2 (π)(n−1)/2

t−1−α(n−2)
4 H2,0

2,2

 |x|
λ
t−

α
2

∣∣∣∣∣∣
(
n
4
, 1

2

)
,
(
−α(n−2)

4
, α

2

)
(
n
2
− 1, 1

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)


=
2−n |x|(2−n)/2

λ1+n
2 (π)(n−1)/2

t−
1
2
−n
4H2,0

2,2

 |x|
λ
t−

1
2

∣∣∣∣∣∣
(
n
4
, 1

2

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)(
n
2
− 1, 1

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)
 (3.2.25)

d’aprés la définition de la fonction-H dans les formules (1.3.31) et (1.3.30)

H2,0
2,2

 |x|
λ
t−

1
2

∣∣∣∣∣∣
(
n
4
, 1

2

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)(
n
2
− 1, 1

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)
 =

1

2πi

∫
L

Γ
(
n
2
− 1 + τ

)
Γ
(

1
2
− n

4
+ τ

2

)
Γ
(
n
4

+ τ
2

)
Γ
(

1
2
− n

4
+ τ

2

) z−τdτ

=
1

2πi

∫
L

Γ
(
n
2
− 1 + τ

)
Γ
(
n
4

+ τ
2

) z−τdτ

alors

H2,0
2,2

 |x|
λ
t−

1
2

∣∣∣∣∣∣
(
n
4
, 1

2

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)(
n
2
− 1, 1

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)
 = H1,0

1,1

 |x|
λ
t−

1
2

∣∣∣∣∣∣
(
n
4
, 1

2

)(
n
2
− 1, 1

)
 (3.2.26)

et on remplace la relation (3.2.26) dans (3.2.25),

G (x, t) = G1
1 (x, t) =

2−n |x|(2−n)/2

λ1+n
2 (π)(n−1)/2

t−
1
2
−n
4H2,0

2,2

 |x|
λ
t−

1
2

∣∣∣∣∣∣
(
n
4
, 1

2

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)(
n
2
− 1, 1

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)


=
2−n |x|(2−n)/2

λ1+n
2 (π)(n−1)/2

t−
1
2(1−n

2 )−n2H1,0
1,1

 |x|
λ
t−

1
2

∣∣∣∣∣∣
(
n
4
, 1

2

)(
n
2
− 1, 1

)


=
2−n

λn (π)(n−1)/2
t−

n
2

(
|x|
λ
t−

1
2

)1−n
2

H1,0
1,1

 |x|
λ
t−

1
2

∣∣∣∣∣∣
(
n
4
, 1

2

)(
n
2
− 1, 1

)


38
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et par la proposition (1.3.5) la formule devient :

G (x, t) = G1
1 (x, t) =

2−n

λn (π)(n−1)/2
t−

n
2H1,0

1,1

 |x|
λ
t−

1
2

∣∣∣∣∣∣
(
n
4

+ 1
2

(
1− n

2

)
, 1

2

)(
n
2
− 1 + 1

(
1− n

2

)
, 1
)


finallement on a :

G (x, t) = G1
1 (x, t) =

2−n

λn (π)(n−1)/2
t−

n
2H1,0

1,1

 |x|
λ
t−

1
2

∣∣∣∣∣∣
(

1
2
, 1

2

)
(0, 1)

 (3.2.27)

Avec certaines conditions voir [5] présente l’égalité suivante :

H1,0
1,1

z
∣∣∣∣∣∣
(
b, α

2

)
(0, 1)

 = φ
(
−α

2
, b; z

)
(3.2.28)

alors la forme (3.2.27) prend cette forme :

G (x, t) = G1
1 (x, t) =

2−n

λn (π)(n−1)/2
t−

n
2 φ

(
−1

2
,
1

2
;
|x|
λ
t−

1
2

)
(3.2.29)

donc le résultat dans (3.2.24) résulte de (3.1.28)

Exemple 3.2.3 Le problème de Cauchy suivant :
∂u(x,t)
∂t

= λ2 (4xu) (x, t) , (x ∈ Rn; t > 0)

u(x, 0) = f(x)
,

admet une solution bien connue donnée par :

u(x, t) =

∫
Rn
G(x− τ , t)f(τ)dτ , G(x, t) =

1

(2λ
√
π)

n/2
t−

n
2 e−

|x|2

4λ2t
..
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Chapitre 4

Problèmes de Cauchy pour l’équation

de diffusion fractionnaire au sens de

Caputo

Dans le chapitre précédent nous avons établi des solutions explicites des problèmes de

Cauchy pour l’équation de diffusion impliquant la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville
(
Dα

0+,tu
)

(x, t) d’ordre α > 0. Dans ce chapitre nous nous intéressons au cas de

l’équation de diffusion impliquant la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la forme

(3.0.1),(
CDα

0+,tu
)

(x, t) = λ2 (Mx u) (x, t) , (x ∈ Rn; t > 0 ; 0 < α < 2; λ > 0) , (4.0.1)

impliquant la dérivée fractionnaire partielle de Caputo
(
CDα

0+,tu
)

(x, t) par rapport à t >

0,et le Laplacien (Mx u) (x, t) par rapport à x ∈ Rn donné par (1.2.15).le dérivé de Caputo
d’ordre α > 0 et l − 1 < α < l ,(l ∈ N) donné par :

(
CDα

0+,tu
)

(x, t) =

(
Dα

0+,t

[
u(x, τ)−

l−1∑
k=0

∂ku(x, 0)

∂tk
τ k

k!

])
(x, t) . (4.0.2)

Lorsque, x ∈ R fixer, u(x, t) ∈ C l (R+) en fonction de t > 0,alors
(
CDα

0+,tu
)

(x, t) a la

représentation : (
CDα

0+,tu
)

(x, t) =
1

Γ (n− α)

∫ t

0

(
∂lu (x, τ) /∂τ l

)
dτ

(t− τ)α−l+1
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4.1. Problèmes de Cauchy pour l’équation à un-dimension (x ∈ R) .

Suite à le chapitre 3, on applique la transformée de Fourier et de Laplace pour obtenir une

solution explicite de l’équation (3.0.1) avec les conditions initiales :

∂ku (x, 0)

∂tk
= fk (x) , (x ∈ Rn; k = 0 pour 0 < α ≤ 1; k = 1 et l < α < 2) , (4.0.3)

et
∂0u (x, 0)

∂t0
= u (x, 0) . (4.0.4)

Comme dans le chapitre 3 on commençe par le cas de ( n = 1)

4.1 Problèmes de Cauchy pour l’équation à un-dimension

(x ∈ R) .

On considèrel’équation aux dérivées partielles fractionnaires (3.0.1) d’ordre 0 < α < 2

suivante : (
CDα

0+,tu
)

(x, t) = λ2∂
2u(x, t)

∂x2
(x ∈ R; t > 0;λ > 0) , (4.1.1)

avec les coditions de Cauchy (4.0.3).

Théorème 4.1.1 Si 0 < α < 2 et λ > 0, alors la solution du problème de Cauchy :
(
CDα

0+,tu
)

(x, t) = λ2 ∂2u(x,t)
∂x2

, (x ∈ R; t > 0; λ > 0)

∂ku(x,0)
∂tk

= fk (x) , (k = 0, 1)
, (4.1.2)

écrit ce la forme :

u(x, t) =
l−1∑
k=0

∫ +∞

−∞
Gα
k (x− τ , t) fk (τ) dτ , l = 1 si 0 < α ≤ 1, et l = 2 si 1 < α < 2

(4.1.3)

où :

Gα
k (x, t) =

1

2λ
tk−

α
2 φ

(
−α

2
, k + 1− α

2
;
|x|
λ
t−

α
2

)
, (k = 0, 1) . (4.1.4)

Preuve. On a le probléme de Cauchy suivant :
(
CDα

0+,tu
)

(x, t) = λ2 ∂2u(x,t)
∂x2

, (x ∈ R; t > 0; λ > 0)

∂ku(x,0)
∂tk

= fk (x)
(4.1.5)
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4.1. Problèmes de Cauchy pour l’équation à un-dimension (x ∈ R) .

on applique la transformée de Laplace par rapport à la variable de temp t > 0 et transformée

de Fourier par rapport à la variable x ∈ R on utilise la formule (2.2.18) et :

Lt
(
CDα

0+,tu
)

(x, s) = sα (Lu) (x, s)−
l−1∑
k=0

sα−k−1∂
ku (x, 0)

∂tk
, (x ∈ R; l − 1 < α ≤ l) , (4.1.6)

où l = 1 et l = 2 dans les cas respectifs 0 < α ≤ 1 et 1 < α < 2, les conditions initiales

(4.0.3) et la formule (3.1.14),on arrive la relation (3.1.15),

(FxLtu) (ξ, s) =
l−1∑
k=0

sα−k−1

sα + λ2 |ξ|2
(Fxfk) (ξ) , (ξ ∈ R; t > 0, l = 1, 2) . (4.1.7)

Par (1.2.10), on a :(
Fx
[

1

2λ
s
α
2
−k−1e−

|x|
λ
s
α
2

])
(ξ) =

sα−k−1

sα + λ2 |ξ|2
(k = 0, 1) ,

donc l’équation (4.1.7) s’écrit sous la forme suivante :

(FxLtu) (ξ, s) =

(
Fx
[

1

2λ
s
α
2
−k−1e−

|x|
λ
s
α
2

])
(ξ) (Fxfk) (ξ) , (l = 1, 2) ,

par la propriété de convolution (1.2.9),

(FxLtu) (ξ, s) =

(
Fx
[

1

2λ
s
α
2
−k−1e−

|x|
λ
s
α
2 ∗x fk

])
(ξ) (l = 1, 2) ,

L’application de la transformée de Fourier inverse (3.2.6) à cette formule, on obtient la

relation :

(Ltu) (x, s) =
l−1∑
k=0

1

2λ
s
α
2
−k−1e−

|x|
λ
s
α
2 ∗x fk (x) (l = 1, 2) . (4.1.8)

Lorsque 0 < α < 2, les fonctions s
α
2
−k−1e−

|x|
λ
s
α
2 (k = 0, 1) sont exprimés par la transfor-

mée de Laplace de la fonction Wright φ(−α/2, b; z) comme suit :(
Lt
[
tk−

α
2 φ

(
−α

2
, k + 1− α

2
;−|x|

λ
t
α
2

)])
(s) = s

α
2
−k−1e−

|x|
λ
s
α
2 (k = 0, 1). (4.1.9)

Puis l’application de la transformée de Laplace inverse à (4.1.8) et en prenant (4.1.9) et

(1.2.8) en compte, on obtient le résultat suivant :

u(x, t) =
l−1∑
k=0

∫ +∞

−∞
Gα
k (x− τ , t) fk (τ) dτ , l = 1 si 0 < α ≤ 1, et l = 2 si 1 < α < 2,

telle que :

Gα
k (x, t) =

1

2λ
tk−

α
2 φ

(
−α

2
, k + 1− α

2
;
|x|
λ
t−

α
2

)
, (k = 0, 1) .
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4.1. Problèmes de Cauchy pour l’équation à un-dimension (x ∈ R) .

Corollaire 4.1.1 Si 0 < α < 1 et λ > 0, alors le probléme de Cauchy :
(
CDα

0+,tu
)

(x, t) = λ2 ∂2u(x,t)
∂x2

, (x ∈ R; t > 0)

u(x, 0) = f(x)
, (4.1.10)

a une solution sous la forme :

u(x, t) =

∫ +∞

−∞
Gα

1 (x− τ , t) f (τ) dτ , (4.1.11)

où :

Gα
1 (x, t) =

1

2λ
t−

α
2 φ

(
−α

2
, k + 1− α

2
;
|x|
λ
t−

α
2

)
. (4.1.12)

Corollaire 4.1.2 Si 1 < α < 2 et λ > 0, alors le probléme de Cauchy
(
CDα

0+,tu
)

(x, t) = λ2 ∂2u(x,t)
∂x2

, (x ∈ R; t > 0)

u(x, 0) = f0(x), ∂u(x,0)
∂t

= f1 (x)
(4.1.13)

admet une solution sous la forme :

u(x, t) =

∫ +∞

−∞
Gα

1 (x− τ , t) f0 (τ) dτ +

∫ +∞

−∞
Gα

2 (x− τ , t) f1 (τ) dτ , (4.1.14)

où Gα
1 (x, t) est donnée par (4.1.12), et :

Gα
2 (x, t) =

1

2λ
t1−

α
2 φ

(
−α

2
, k + 1− α

2
;
|x|
λ
t−

α
2

)
. (4.1.15)

Exemple 4.1.1 Le problème de Cauchy (4.1.10) avec α = 1
2
,

(
CD

1/2

0+,tu
)

(x, t) = λ2 ∂2u(x,t)
∂x2

, (x ∈ R; t > 0)

u(x, 0) = f(x)
(4.1.16)

alors la solution donnée par :

u(x, t) =

∫ +∞

−∞
G

1/2
1 (x− τ , t) f (τ) dτ , (4.1.17)

où G1/2
1 est donnée par (4.1.12) avec α = 1

2
.

Exemple 4.1.2 Le problème de Cauchy (4.1.13) avec α = 3
2

(
CD

3/2

0+,tu
)

(x, t) = λ2 ∂2u(x,t)
∂x2

, (x ∈ R; t > 0)

u(x, 0) = f0(x), ∂u(x,0)
∂t

= f1 (x)
, (4.1.18)

alors la solution écrit par la forme suivant :

u(x, t) =

∫ +∞

−∞
G

3/2
1 (x− τ , t) f0 (τ) dτ +

∫ +∞

−∞
G

3/2
2 (x− τ , t) f1 (τ) dτ , (4.1.19)

où G3/2
1 (x, t) et G3/2

2 (x, t) sont données par (4.1.12) et (4.1.15) avec α = 3
2
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4.2. Problèmes de Cauchy pour l’équations à multi-dimension (x ∈ Rn) .

4.2 Problèmes de Cauchy pour l’équations à multi-

dimension (x ∈ Rn) .

Dans cette section, on expand les résultats de la section 4.1 de l’équation de diffusion

fractionnaire multidimensionnelle (4.0.1) d’ordre 0 < α < 2 avec les conditions (4.0.3).

Théorème 4.2.1 Si 0 < α < 2 et λ > 0, alors la solution du problème de Cauchy : CDα
0+,tu (x, t) = λ2 (Mx u) (x, t) , x ∈ Rn; t > 0; 0 < α < 2; λ > 0

∂ku(x,0)
∂tk

= fk (x) , (k = 0 pour 0 < α ≤ 1; k = 1 pour l < α < 2)
(4.2.1)

est donnée par :

u(x, t) =
l−1∑
k=0

∫
Rn
Gα
k (x− τ , t) fk (τ) dτ , (l = 1 si 0 < α ≤ 1, et l = 2 si 1 < α < 2) ,

(4.2.2)

où :

Gα
k (x, t) =

2−n |x|(2−n)/2

λ1+n
2 π(n−1)/2

tk−
α(n+2)

4 H2,0
2,2

 |x|
λ
t−

α
2

∣∣∣∣
(
n
4
, 1

2

)
,
(

1 + k − α(n+2)
4

, α
2

)
(
n
2
− 1, 1

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)
 , k = 0, 1.

Preuve. Application d’une transformée de Laplace (3.1.5) par rapport à t > 0 et la

transformée de Fourier (3.1.6) par rapport à x ∈ Rn, et en utilisant la relation (4.1.6) avec
les conditions initiales (4.0.3) et la formule (1.2.16), on arrive la relation de la forme (4.1.7)

suivant :

(FxLtu) (ξ, s) =
l−1∑
k=0

sα−k−1

sα + λ2 |ξ|2
(Fxfk) (ξ) (ξ ∈ Rn; t > 0, l = 1, 2) , (4.2.3)

selon (3.2.14) avec c = s
α
2

λ
cette formule prend la forme :

(FxLtu) (ξ, s) =

(
Fx

[
l−1∑
k=0

s
α(n+2)

4
−k−1

λ (2λπ)n/2
|x|(2−n)/2K(n−2)/2

(
|x|
λ
sα/2

)])
(ξ) (Fxfk) (ξ) , l = 1, 2,

et la propriété de convolution (1.2.9),

(FxLtu) (ξ, s) = Fx

[
l−1∑
k=0

s
α(n+2)

4
−k−1

λ (2λπ)n/2
|x|(2−n)/2K(n−2)/2

(
|x|
λ
sα/2

)
∗x fk (x)

]
(ξ) .
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4.2. Problèmes de Cauchy pour l’équations à multi-dimension (x ∈ Rn) .

Or, en appliquant la transformée de Fourier inverse (3.2.6), on déduit que :

(Ltu) (x, s) =

l−1∑
k=0

s
α(n+2)

4
−k−1

λ (2λπ)n/2
|x|(2−n)/2K(n−2)/2

(
|x|
λ
sα/2

)
∗xfk (x) , (x ∈ Rn; t > 0, l = 1, 2) .

(4.2.4)

les fonctions

s
α(n+2)

4
−k−1K(n−2)/2

(
|x|
λ
sα/2

)
(k = 0, 1) (4.2.5)

sont exprimés par la transformée de Laplace de la fonctionH2,2
2,2 (3.2.13). Il existe l’affi rmation

suivante, qui peut être prouvé que le lemme 3.2.2.

Lemme 4.2.1 Si 0 < α ≤ 1 (k = 0) ou 1 < α < 2 (k = 1) alors, il existe les relations

suivantes : Lt
tk−α(n+2)4 H2,2

2,2

∣∣∣∣ |x|λ t−α2
(
n
4
, 1

2

)
,
(

1 + k − α(n+2)
4

, α
2

)
(
n
2
− 1, 1

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)
 (s)

= 2n/2π−1/2s
α(n+2)

4
−k−1K(n−2)/2

(
|x|
λ
sα/2

)
. (4.2.6)

Preuve. en utilisant (4.2.6), la réécriture (4.2.4) sous la forme :

(Ltu) (x, s) =
2−n |x|(2−n)/2

λ1+n/2 (π)(n−1)/2
×

Lt
tk−α(n+2)4 H2,2

2,2

∣∣∣∣ |x|λ t−α2
(
n
4
, 1

2

)
,
(

1 + k − α(n+2)
4

, α
2

)
(
n
2
− 1, 1

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)
 ∗x fk (x)

 (s) ,

et l’application de la transformée de Laplace inverse (3.2.7), nous sommes amenés à la

solution explicite u (x, t) :

u(x, t) =
2−n |x|(2−n)/2

λ1+n/2 (π)(n−1)/2

l∑
k=1

tk−α(n+2)4 H2,2
2,2

∣∣∣∣ |x|λ t−α2
(
n
4
, 1

2

)
,
(

1 + k − α(n+2)
4

, α
2

)
(
n
2
− 1, 1

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)
 ∗x fk (x)


(4.2.7)

avec l = 1 et l = 2dans les cas respectifs 0 < a ≤ 1 et 1 < a < 2. Ainsi on obtient le résultat

suivant.
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4.2. Problèmes de Cauchy pour l’équations à multi-dimension (x ∈ Rn) .

Corollaire 4.2.1 Si 0 < α < 1 et λ > 0, alors la solution du probléme de Cauchy : CDα
0+,tu (x, t) = λ2 (Mx u) (x, t) , (x ∈ Rn; t > 0)

u(x, 0) = f(x)
, (4.2.8)

est de la forme :

u (x, t) =

∫
Rn
Gα

1 (x− τ , t) fk (τ) dτ , (4.2.9)

où :

Gα
1 (x, t) =

2−n |x|(2−n)/2

λ1+n
2 π(n−1)/2

t−
α(n+2)

4 H2,0
2,2

 |x|
λ
t−

α
2

∣∣∣∣
(
n
4
, 1

2

)
,
(

1− α(n+2)
4

, α
2

)
(
n
2
− 1, 1

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)
 . (4.2.10)

Corollaire 4.2.2 Si 1 < α < 2 et λ > 0 ,alors le probléme de Cauchy :

CDα
0+,tu (x, t) = λ2 (Mx u) (x, t) (x ∈ Rn; t > 0) (4.2.11)

u(x, 0) = f0(x),
∂u (x, 0)

∂t
= f1 (x) (x ∈ Rn) (4.2.12)

admet une solution donné par :

u (x, t) =

∫
Rn
Gα

1 (x− τ , t) fk (τ) dτ +

∫
Rn
Gα

2 (x− τ , t) f1 (τ) dτ , (4.2.13)

où Gα
1 (x, t) est donné par (4.2.10), et :

Gα
2 (x, t) =

2−n |x|(2−n)/2

λ1+n
2 π(n−1)/2

t1−
α(n+2)

4 H2,0
2,2

 |x|
λ
t−

α
2

∣∣∣∣
(
n
4
, 1

2

)
,
(

2− α(n+2)
4

, α
2

)
(
n
2
− 1, 1

)
,
(

1
2
− n

4
, 1

2

)
 , (4.2.14)

Exemple 4.2.1 Le problème de Cauchy (4.0.1) avec α = 1
2
, CDα

0+,tu (x, t) = λ2 (Mx u) (x, t) , (x ∈ Rn; t > 0)

u(x, 0) = f(x)
(4.2.15)

a une solution donnée par :

u (x, t) =

∫
Rn
G

1/2
1 (x− τ , t) f (τ) dτ , (4.2.16)

où G1/2
1 (x− τ , t) est donnée par (4.2.10) avec α = 1

2
.
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4.2. Problèmes de Cauchy pour l’équations à multi-dimension (x ∈ Rn) .

Exemple 4.2.2 Le problème de Cauchy (4.0.1)-(4.2.12) avec α = 3
2
, CD

3/2

0+,tu (x, t) = λ2 (Mx u) (x, t) , (x ∈ Rn; t > 0)

u(x, 0) = f0(x), ∂u(x,0)
∂t

= f1 (x)
, (4.2.17)

a une solution donnée par :

u (x, t) =

∫
Rn
G

3/2
1 (x− τ , t) fk (τ) dτ +

∫
Rn
G

3/2
2 (x− τ , t) f1 (τ) dτ , (4.2.18)

où G3/2
1 (x, t) et G3/2

2 (x, t) sont données par (4.2.10) et (4.2.14) avec α = 3
2
.
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Chapitre 5

Problèmes de Cauchy pour les

équations d’évolutions fractionnaires

L’objectif de ce chapitre est d’étudier l’équation différentielle fractionnaire

(
CDα

0+,tu
)

(x, t) = λ
(
Dβ
−,xu

)
(x, t) , (5.0.1)

avec x ∈ R, t > 0, α > 0, β > 0, λ ∈ R\{0},et impliquant la dérivée fractionnaire partielle
de Caputo

(
CDα

0+,tu
)

(x, t) par rapport à t > 0 d’ordre α > 0 (l − 1 < α ≤ l; l ∈ N) défini

par (4.0.2) et la dérivé fractionnaire partielle de Liouville
(
Dβ
−,xu

)
(x, t) telle que :

(
Dβ
−,xu

)
(x, t) =

1

Γ (1− β)

(
∂

∂x

)∫ x

−∞

u (τ , t)

(x− τ)β
dτ , (β > 0) . (5.0.2)

On appliquons la transformée de Fourier et de Laplace pour établir la solution explicite de

l’équation (5.0.1) avec les conditions de Cauchy suivantes de la forme (4.0.3) :

u(x, 0) = f0 (x) ,
∂ku(x, 0)

∂tk
= fk(x), (k = 1, · · · , l − 1; x ∈ R) . (5.0.3)

Comme le chapitre 4 on commence à partir du cas le plus simple de l’équation (5.0.1) avec

β = 1, (
CDα

0+,tu
)

(x, t) = λ
∂u(x, t)

∂x
, (x ∈ R; t > 0; α > 0) . (5.0.4)
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5.1. Solution du problème le plus simple

5.1 Solution du problème le plus simple

On considére le problème de Cauchy :
(
CDα

0+,tu
)

(x, t) = λ∂u(x,t)
∂x

, (x ∈ R; t > 0; α > 0)

u(x, 0) = f0 (x) , ∂
ku(x,0)
∂tk

= fk(x), (k = 1, · · · , l − 1)
, (5.1.1)

L’application de la transformée de Laplace (3.1.5) par rapport à la variable de temp t > 0

et la formule (4.0.2) on a :

sα (Ltu) (x, s)−
l−1∑
k=0

sα−k−1fk (x) = λ
∂

∂x
(Ltu) (x, s) . (5.1.2)

Et l’application de la transformée de Fourier (3.1.6) par rapport à la variable x ∈ R et la
transformée de Fourier des fonctions dérivés :

(FxDm
x u) (ξ, s) = (−iξ)m (Fxu) (ξ, s) ,

(
Dx =

∂

∂x
; m ∈ N

)
(5.1.3)

avec m = 1, on arrive à la relation pour (FxLtu) (ξ, s) :

(FxLtu) (ξ, s) =
l−1∑
k=0

sα−k−1

sα + iλξ
(Fxfk) (ξ) . (5.1.4)

puis l’application de la transformée de Fourier inverse (3.2.6) par rapport à ξ, et la trans-

formée de Laplace inverse (3.2.7) par rapport à s, on obtient la solution du problème (5.1.1)

:

u(x, t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

(
1

2π

∫ +∞

−∞

l−1∑
k=0

sα−k−1

sα + iλξ
(Fxfk) (ξ) eixξdξ

)
estds

=

l−1∑
k=0

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
sα−k−1estds

1

2π

∫ +∞

−∞

(Fxfk) (ξ)

sα + iλξ
eixξdξ (5.1.5)

=
1

2π

l−1∑
k=0

∫ +∞

−∞
(Fxfk) (ξ)×

(
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

sα−k−1

sα + iλξ
estds

)
eixξdξ (5.1.6)

donc

u(x, t) =
1

2π

l−1∑
k=0

∫ +∞

−∞
(Fxfk) (ξ)× L−1

s

(
sα−k−1

sα + iλξ

)
eixξdξ. (5.1.7)

Sur la base de (5.1.4), on peut donner une autre représentation de la solution u(x, t) en

fonction de la Mittag-Leffter Eα,β(z) définie dans (1.3.16). D’après la proposition (1.3.2)
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5.1. Solution du problème le plus simple

avec β = k + 1, on a donc :(
Lt
[
tkEα,k+1 (−iλξtα)

])
=

sα−k−1

sα + iλξ

(∣∣λξs−α∣∣ < 1; k = 1, · · · ; l
)
, (5.1.8)

et avec l’utilisation de (5.1.8), la formule (5.1.7) devient sous la forme :

u(x, t) =
l−1∑
k=0

tk

2π

∫ +∞

−∞
Eα,k+1 (−iλξtα)× (Fxfk) (ξ) eixξdξ. (5.1.9)

Ainsi, on a établi le résultat suivant.

Théorème 5.1.1 Soit α > 0 telle que (l − 1 < α ≤ l ; l ∈ N) alors le probléme de Cauchy

: 
(
CDα

0+,tu
)

(x, t) = λ∂u(x,t)
∂x

, (x ∈ R; t > 0; α > 0)

u(x, 0) = f0 (x) , ∂ku(x,0)
∂tk

= fk(x), (k = 1, · · · , l − 1)
, (5.1.10)

admet une solution explicite donné par :

u(x, t) =
l−1∑
k=0

tk

2π

∫ +∞

−∞
Eα,k+1 (−iλξtα)× (Fxfk) (ξ) eixξdξ. (5.1.11)

Corollaire 5.1.1 Si 0 < α ≤ l, alors la probléme de Cauchy :
(
CDα

0+,tu
)

(x, t) = λ∂u(x,t)
∂x

, (x ∈ R ; t > 0)

u(x, 0) = f(x)
,

admet une solution donné par :

u(x, t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
sα−1estds

1

2π

∫ +∞

−∞

(Fxf) (ξ)

sα + iλξ
eixξdξ (5.1.12)

ou de manière équivalente :

u(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
Eα (−iλξtα)× (Fxf) (ξ) eixξdξ (5.1.13)

Corollaire 5.1.2 Si 1 < α ≤ 2 alors le probléme de Cauchy :
(
CDα

0+,tu
)

(x, t) = λ∂u(x,t)
∂x

, (x ∈ R; t > 0)

u(x, 0) = f0(x), ∂u(x,0)
∂t

= f1 (x)
, (5.1.14)

admet une solution donné par :

u(x, t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
sα−1estds

1

2π

∫ +∞

−∞

(Fxf0) (ξ)

sα + iλξ
eixξdξ+

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
sα−2estds

1

2π

∫ +∞

−∞

(Fxf1) (ξ)

sα + iλξ
eixξdξ,

ou de manière équivalente :

u(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
Eα (−iλξtα)×(Fxf0) (ξ) eixξdξ+

t

2π

∫ +∞

−∞
Eα,2 (−iλξtα)×(Fxf1) (ξ) eixξdξ.
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5.2. Solution du problème général

Exemple 5.1.1 Le problème de Cauchy :
(
CD

1/2

0+,tu
)

(x, t) = λ∂u(x,t)
∂x

, (x ∈ R; t > 0)

u(x, 0) = f(x)
, (5.1.15)

a une solution donnée par :

u(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
E1/2

(
−iλξt1/2

)
× (Fxf) (ξ) eixξdξ. (5.1.16)

Exemple 5.1.2 Le problème de Cauchy :

(
CDα

0+,tu
)

(x, t) = λ
∂u(x, t)

∂x
(x ∈ R; t > 0) (5.1.17)

u(x, 0) = f0(x),
∂u(x, 0)

∂t
= f1 (x) (5.1.18)

a une solution donnée par :

u(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
E3/2

(
−iλξt3/2

)
×(Fxf0) (ξ) eixξdξ+

t

2π

∫ +∞

−∞
E3/2,2

(
−iλξt3/2

)
×(Fxf1) (ξ) eixξdξ.

5.2 Solution du problème général

Dans cette section, nous généralisons les résultats de la section 5.1 pour l’équation différen-

tielle fractionnaire (5.0.1) avec le dérivé fractionnaire de Liouville
(
Dβ
−,xu

)
(x, t) par rapport

à x ∈ R. d’ordre β > 0. pour cela on a besoin de la formule suivante pour la transformée

de Fourier : (
FxDβ

−,xu
)

(ξ, s) = (−iξ)β (Fxu) (ξ, s) , (β > 0) , (5.2.1)

Théorème 5.2.1 Soit α > 0 telle que (l − 1 < α ≤ l ; l ∈ N) .et soit β > 0, alors la

probléme de Cauchy :(
CDα

0+,tu
)

(x, t) = λ
(
Dβ
−,xu

)
(x, t) , (x ∈ R; t > 0;α > 0)

u(x, 0) = f0 (x) , ∂ku(x,0)
∂tk

= fk(x), (k = 1, · · · , l − 1)
, (5.2.2)

admet une solution explicite donné par :

u(x, t) =
l−1∑
k=0

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
sα−k−1estds

1

2π

∫ +∞

−∞

(Fxfk) (ξ)

sα − λ (−iξ)β
eixξdξ (5.2.3)
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5.2. Solution du problème général

ou de manière équivalente :

u(x, t) =
l−1∑
k=0

tk

2π

∫ +∞

−∞
Eα,k+1

(
λ (−iξ)β tα

)
× (Fxfk) (ξ) eixξdξ. (5.2.4)

Preuve. D’aprés l’application d’une transformée de Laplace (3.1.5) par rapport à la

variable de temp t > 0, puis l’application de la transformée de Fourier (3.1.6) par rapport

à la variable x ∈ R à l’équation (5.0.1) et par l’utilisation de les relations (4.0.2) et (5.2.1),
nous arrivons la relation suivante :

(FxLtu) (ξ, s) =
l−1∑
k=0

sα−k−1

sα − λ (−iξ)β
(Fxfk) (ξ) .

En utilisant l’inverse de la transformée de Laplace et de Fourier, et en appliquant les mêmes

arguments que dans la section 5.1, on obtient la solution u(x, t) au problème (5.2.2) sous la

forme (5.1.5) et (5.1.9) comme suit :

u(x, t) =

l−1∑
k=0

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
sα−k−1estds

1

2π

∫ +∞

−∞

(Fxfk) (ξ)

sα − λ (−iξ)β
eixξdξ, (5.2.5)

et

u(x, t) =
l−1∑
k=0

tk

2π

∫ +∞

−∞
Eα,k+1

(
λ (−iξ)β tα

)
× (Fxfk) (ξ) eixξdξ. (5.2.6)

Corollaire 5.2.1 Si Si 0 < α ≤ l, et β > 0 alors la probléme de Cauchy :
(
CDα

0+,tu
)

(x, t) = λ
(
Dβ
−,xu

)
(x, t) , (x ∈ R; t > 0)

u(x, 0) = f(x)
, (5.2.7)

admet une solution sous la forme :

u(x, t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
sα−1estds

1

2π

∫ +∞

−∞

(Fxf) (ξ)

sα − λ (−iξ)β
eixξdξ (5.2.8)

ou de manière équivalente :

u(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
Eα

(
λ (−iξ)β tα

)
× (Fxf) (ξ) eixξdξ (5.2.9)

52



5.2. Solution du problème général

Corollaire 5.2.2 Si 1 < α ≤ 2 et β > 0, alors la probléme de Cauchy :
(
CDα

0+,tu
)

(x, t) =
(
Dβ
−,xu

)
(x, t) , (x ∈ R; t > 0)

u(x, 0) = f0(x), ∂u(x,0)
∂t

= f1 (x)
, (5.2.10)

est résoluble ,et sa solution a la forme :

u(x, t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
sα−1estds

1

2π

∫ +∞

−∞

(Fxf0) (ξ)

sα − λ (−iξ)β
eixξdξ

+
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
sα−2estds

1

2π

∫ +∞

−∞

(Fxf1) (ξ)

sα − λ (−iξ)β
eixξdξ (5.2.11)

ou, de manière équivalente :

u(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
Eα

(
λ (−iξ)β tα

)
× (Fxf0) (ξ) eixξdξ

+
t

2π

∫ +∞

−∞
Eα,2

(
λ (−iξ)β tα

)
× (Fxf1) (ξ) eixξdξ (5.2.12)

Corollaire 5.2.3 Si α > 0 telle que (l − 1 < α ≤ l ; l ∈ N) , alors la probléme de Cauchy

: 
(
CDα

0+,tu
)

(x, t) = λ∂
2u(x,t)
∂x2

, (x ∈ R; t > 0)

u(x, 0) = f0 (x) , ∂ku(x,0)
∂tk

= fk(x), (k = 1, · · · , l − 1)
, (5.2.13)

admet une solution sous la forme :

u(x, t) =
l−1∑
k=0

1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
sα−k−1estds

1

2π

∫ +∞

−∞

(Fxfk) (ξ)

sα + λξ2 e
ixξdξ, (5.2.14)

ou de manière équivalente

u(x, t) =
l−1∑
k=0

tk

2π

∫ +∞

−∞
Eα,k+1

(
−λξ2tα

)
× (Fxfk) (ξ) eixξdξ. (5.2.15)

Exemple 5.2.1 Le problème de Cauchy suivant :
(
CD

1/2

0+,tu
)

(x, t) = λ
(
Dβ
−,xu

)
(x, t) , (x ∈ R; t > 0; β > 0)

u(x, 0) = f(x)
, (5.2.16)

a une solution donnée par :

u(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
E1/2

(
λ (−iξ)β t1/2

)
× (Fxf) (ξ) eixξdξ. (5.2.17)
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5.2. Solution du problème général

Exemple 5.2.2 Le problème de Cauchy suivant :
(
CDα

0+,tu
)

(x, t) =
(
Dβ
−,xu

)
(x, t) , (x ∈ R; t > 0; β > 0)

u(x, 0) = f0(x), ∂u(x,0)
∂t

= f1 (x)
, (5.2.18)

a une solution donnée par :

u(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
E3/2

(
λ (−iξ)β t3/2

)
× (Fxf0) (ξ) eixξdξ

+
t

2π

∫ +∞

−∞
E3/2,2

(
λ (−iξ)β t3/2

)
× (Fxf1) (ξ) eixξdξ. (5.2.19)

Exemple 5.2.3 Le problème de Cauchy suivant :
∂lu(x,t)
∂tl

= λ∂
mu(x,t)
∂xm

, (x ∈ R; t > 0; l,m ∈ N)

u(x, 0) = f0 (x) , ∂ku(x,0)
∂tk

= fk(x), (k = 1, · · · , l − 1)
, (5.2.20)

a une solution donnée par :

u(x, t) =

l−1∑
k=0

tk

2π

∫ +∞

−∞
El,k+1

(
λ (−iξ)m tl

)
× (Fxfk) (ξ) eixξdξ. (5.2.21)

Exemple 5.2.4 Le problème de Cauchy suivant :
∂lu(x,t)
∂tl

= λ∂
2mu(x,t)
∂x2m

(x ∈ R; t > 0; l,m ∈ N)

u(x, 0) = f0 (x) , ∂ku(x,0)
∂tk

= fk(x), (k = 1, · · · , l − 1)
, (5.2.22)

a une solution donnée par :

u(x, t) =
l−1∑
k=0

tk

2π

∫ +∞

−∞
El,k+1

(
λ (−1)m (ξ)2m tl

)
× (Fxfk) (ξ) eixξdξ. (5.2.23)

En particulier :

u(x, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
E2

(
−λξ2t2

)
× (Fxf0) (ξ) eixξdξ

+
t

2π

∫ +∞

−∞
E2,2

(
−λξ2t2

)
× (Fxf1) (ξ) eixξdξ. (5.2.24)

est la solution au problème de Cauchy suivant :
∂2u(x,t)
∂t2

= λ∂
2u(x,t)
∂x2

, (x ∈ R; t > 0)

u(x, 0) = f0 (x) , ∂u(x,0)
∂t

= f1(x)
(5.2.25)

Remarque 5.2.1 Si λ > 0et λ est remplacé par λ2, alors les relations (5.2.14), (5.2.15)

avec l = 1et l = 2, le rendement en forme différente que (4.1.11) et (4.1.12) , des solutions

explicites des problèmes de Cauchy, (4.1.10) et (4.1.13). Il est facile de vérifier que ces

solutions coïncident pour les fonctions "appropriées" f0(x) et f1(x).
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Conclusion générale

Dans cette mémoire nous avons présenté une étude intéressante concerne les équations aux

dérivées partielles fractionnaires, dits "Equations de diffusions fractionnaires", nous présen-

tons la solution du problème de Cauchy pour l’équation de diffusion fractionnaire au sens

de Riemann-Liouville et de sens Caputo dans le cas de deux et n dimensions.

Nous avons également étudions le problème du Cauchy pour l’équation d’évolution frac-

tionnaire avec la dérivée fractionnaire de Riemann Liouville par rapport à le premier variable

et la dérivée fractionnaire de Caputo par rapport à le deuxième variable.

Cette étude ouvert quelques perspectives notamment, la généralisation de tout les résul-

tats pour les équations aux dérivées partielles fractionnaires.
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  صملخ
 

و الجزء  .و التي ترتبط بعد ظواھر في ھذا العمل نحن مھتمون بدراسة معادلة الانتشار الكسریة    

 .ه المعادلةضح لھذا الحل الو إعطاءمن ھذا العمل ھو  الأكبر

مشغل التفاضلیة ,لیوفیل - مشغل التفاضلیة الكسریة ریمان, ة الانتشار الكسریةلعادم   : المفتاحیة كلماتال

 . المعادلات الخاصة ,الكسریة كابوتو

 

------------------------------------------------------------------------------------------------ 

 Résumé 

       Dans ce travail on s'intéresse l'équation de diffusion fractionnaire qui sont 

liées à plusieurs phénomènes. L'essentiel de ce travail consiste à donné la 

solution explicite de cette équation. 

Mots clés: l'opérateur fractionnaire de Riemann-Liouvilles, l'opérateur 

fractionnaire de Caputo, l'intégrale fractionnaire, l'équation de diffusion 

fractionnaire, fonctions spéciales. 

------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 Abstract 

       In this work we are interested fractional diffusion equation which are 

related to a number of phenomena. The essence of this work is given the explicit 

solution solutions of this equation. 

 

Keywords: fractional operator Riemann-Liouvilles, the fractional operator 

Caputo, fractional integral, the fractional diffusion equation, special functions.  




