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Introduction

L’objectif dans cette thése est I’étude de le probléme suivant :
La détermination des conditions nécessaires et suffisantes sur les parameétres s, p, q, p1,

P2, q1, g2, T tels que l'inégalité suivante:

1f gl

B, <c ||f||B§1vql 9|

s
BP2 42

/////

soient vérifiée . Ceci a été étudié par pleusieurs auteurs , W.Sikel , H . Triebel ,

J . Franke ,...

Notre travail est organisé en quatre chapitres:

e Dans le premier chapitre on rappelle des définitions de quelque notions en analyse
harmonique comme ’espace de Schwartz , la décomposition de Littwood- paley et la décom-
position du produit f ¢g . qu’on va utiliser dans la suite .

e Dans le deusiéme chapitre on donne la définition et les propriétés de ’espace de Besov
et quelque exemples de fonctions dans cet espace .

e Dans le troisiéme chapitre on rappéle quelque définitions et lemmes qu’on va utiliser
dans I’étude de la multiplication ponctuelle dans ’espace de Besov, il ya certains auteurs qui
travaillent sur ce point par exemple Franke, Sikel, Sikel- Triebel,...

pour plus en détail , on traite le cas B.B — B et aussi B. (B N L*>®) — B pour r = pﬂz .

e Dans le quatrieme chpitre on va donne un exemple d’application de ’espace de Besov

en equation d’ondes .



Chapitre 1

Série de Littlewood-Paley

Dans ce chapitre on va rappeler des définitions de quelque notions en analyse harmonique
comme 'espace de schwarts, la Décomposition de Littlewood-Paley et la Décomposition du

produit fg qu’on va utiliser dans la suite .

1.1 Décomposition de Littlewood-Paley

Définition 1.1 On dit qu’'une fonction ¢ : Q0 — C est a decroissance rapide si pour tout
m € N, lim; o |2|™ ¢ () = 0 .On dit que la fonction ¢ € C* (R") appartient & | ‘espace
S (R™) de Schwartz si pour tout o € N, 0%p est a décroissance rapide . Il est équivalent a

dire que les quantités suivates

Np(p)= Y supla®d’p(a)]

|| <p,|B|<p

Sont finies pour tout p € N .

Remarque 1.1 on peut demontrer que o € S (R"™) si seulement si

ol = sup (142" |0%0 (2)] (oo

|8|<k,xeR™

Définition 1.2 Une forme linéaire T' défine sur l’espace S (R™) est dite une distribution

temperée , ce quun note T € S’ (R™) s’il existe p € N | tel que pour tout ¢ € S (R") , on a

(T, )| < cNp ()



Exemple 1.1  Soit 1 <p < oo . Alors L” (RY) c S (RV) .

Théoréme 1.1 La transformation de fourier applique l’espace S (R™) dans lui-méme et il

existe une constante c, , telle que

Ny (@) < pNprng1 () -

Maintenant, nous allors rappeller la définition de la décomposition de

Littlewood -Paley d’une distribution temperée .

Définition 1.3 (La décomposition de Littlewood-Paley)
Soit ¢ € S (R™) telle que
(1) supp ¢ C{e€R" 1< [ef <3}
(i4) 6 (€) > 0 pour 1< |e] < 3
(iii) > ¢ (279€) = 1 pour € € R™\ {0} .

jET

On pose ¢ (€ Z qb ,on obtient une fonction ¢ € C* (R"™) telle que
k=1

supp ¢ C{e € R" : |e] < 3}.
Alors, pour tout ¢ € R, on a

e+ Y o(27Fe) =1 (1.1)

La relation 1.1 est appellé la partition de 'unité . A cette partition on associe une suite

d’opérateurs de convlutions

Ay S"(R") — C™(R")

et
Qs: 8" (R") — C™(R")
telle que
(Arf) (x) = F (o (27%)) » f (keN)
(Qif) (x) = F (0 (277€) x f ( j€No=NU{0})
on bien



(Qif)"(e) = @ (277¢) f(e) j=0

avec la notation Ay = Qg .

Ecrivons la relation  ou point 27 7¢,alors

o0

% (Q_je) + Z ) (Q_ke) =1.

k=j+1

En multipliant par f , donc

pour j=0, on obtient

k=1
1,€
Qof +Y Apf=f.
k=1
FEt alors

F=Y Af .
k=0

En appliquant Uapplication F~1 sur 1.2 , on obtient

Qif + > Af=1f,

k=j+1

alors

00 i 0o
Qif + > Mf =) Auf+ > Ayf
k k=0 k

=j+1 =j+1

donc

(1.2)

(1.3)



Qif =) Avf .
k=0

La serie 1.3 est la décomposition de Littlewood-Paley , et elle converge dans S'.

1.2 Décomposition du produit fg

Pour toute f et g dans 5" (R"), on a

= ZZZAMAJ‘ [ g).

k=0 j=0 I=

o

Calculons maintenant (A, (A;f.A;9))"

(Ap (D) FA09) () = (6 (27Fe) (A F.019)" ()
= ¢ (27%) (A fxA1 g)(e)
= ¢(27%) /Ajf(e—n) (A g) (n)dn

R

_ / 6 (2*) b (27 (c—m) ¢ (27n) F (e —n)§ (n) dn.

Rn

donc , il ya 3 cas ot le suort de (Ag (A, f.A9))" n’est pas vide



| < ket k—2<j<k+4
j < ket k—2<I<k+4

Il > kj>ket k—1<I<k+1

Vf,g €S (R"),on a

Fa=> Av(fg),
k=0

ou
Ai (f-9) = Ak (f-9) + D) (f-9) + D) (-9)

avec

Apay (f9) = A (Qk+1 9.A, f)

Ape) (f9) = Ay (Ak 9-Qry1 f)

Ak(g) (f.g9) = Z Ay, (Aj /Ay f) )

=k
k+4 k+1
tel que Aj, = Z Ajet Aj = Z AV
j=k—2 j=k—1



Chapitre 2

Espace de Besov

Dans ce chapitre on donne définition et propriétés de ’espace de Besov et l'interpolation
dans cet espace et quelque inégalité essentelle comme celle de Holder, Young et Bernstien

aussi certain exemples de fonction dans Besov .

2.1 Définition et propriétés

Définition 2.1 ( Espace de Besov).

Soit s € R et p,q € ]0,00] . L’espace de Besov noté B; , est Uensemble de toute les

fonctions f € S"(R™) telle que || f|

< o0
B .q

ou

1
q

(Z (27 IIAjfllp)q> si q# 00

>0

Il =4 7

SUP;> <2Sj ||Ajf||p> st q =00

e B, est un espace Banach .

. oS =C° sis € RT\N (C° est l'espace de Holder) .
Proposition 2.1 ’
e By, = H® espace de Sobolev .

e B, = H, espace de Bessel .



o B < Bl si(s>1) .
si (gl <q2) .

o St s—2t=1—2 et (0<pl<p2<oo).

Proposition 2.2 o By — By

t
—
Bp2,q

e B

plql
Proposition 2.3 Soit m € N.si 0 < s < m l’'espace de Besov B, (R") admet une norme

equivalente :

Q=

If]

o = 181, [ [ 1B 122 ) < +oc
Preuve.voir Triebel [21] =

Remarque 2.1 L’intégrale par rapport a h peut étre changer par / T I | VAV A S %

h|<e
pour tout € > 0 (en particulier ¢ = 1), car la partie de I'intégrale lorsque

|h| > € est facilement magjorée par || f|| .

Q=

e dh
by = I, | [ AR e

<1

I.f]

avec la modification habutuelle pour ¢ = 400 .

2.2 L’interpolation dans ’espace de Besov

Proposition 2.4 wvoir Peetre [11]:

Soient 1 < pg,p1,q0 < 00 et 1< g < oo,alors

(B2 0 Bt ], = B

0,907 "~ P1,q1 D9’

avec

s = (1—0)so+0s

1 1-60 0

— = +_

q do T

1 1-60 0

- = +—, (0<f<1) .
p Do b1



2.3 Inégalité de Holder ,Young et Bernstein

Théoréme 2.1 (Inégalité de Holder )
Soient f € L? (R") et g € L1 (R") avec 1 < p,q < o0 alors f.g € L et

1 1 1
fall, < £, llg -'(—+—=—) :
1£-gll, < £, gl P

Théoréme 2.2 (Inégalité de Young )
Soient p, q, r € [1,00] tel que 1 + % = }D + %, alors pour toute f € LP (R") et g € L1 (R™)
et,onafxge L (R") et

ILF* gll, < W f1l, llglly -

Preuve.On fixe g € L7 (R™) et on considére 'opérateur Tf = fx g . On a

En utilisant I'inegalite de Holder, on obtient d’une part

17 f @), < ILF1 gl

D’autre part I'inégalite de Holder donne

T f @) <fl4lall,

alors on applique le théoreme de I'interpolation, i.e

T : L'R") — LR

T : LY(R") — L®(R") ,



il vient

1 1 1
T:LP(R") — L"(R"), avec —+1=—-+—.
r p q

Théoréme 2.3 (Inégalite de Bernstien)
Soient 1 < p < q < oo et a« € N, il existe c = c(a,p,q,n) > 0, telle que pour toute
f e L?(R"), avec suppf C {e € R"/ |e] <r}, on

If @, <e R G g,

Preuve.Soit 1) € S (R™) telle que ¥ (¢) = 1 pour |g] < 1.
On pose g () = ¢ (5) , on a f = fu

J O = (Fp) " x f,

Par I'inegalite de Young, on obtient

1 1

a 1
7 @, < [ en) | 171 aveer + - =~ 2

r

Comme pour tout z € R”

(Fwp) (@) = R (F4)" (Rx) .

il vient

H (F_1¢R)(a) (x)

— RrHlal-% H (F 1)

T s

Ce qui donne le résultat . m

2.4 Exemples de fonctions dans Besov

Exemple 2.1 f(z)=wp % (la valeur principale de %) .
On a

10



Ff(e) = —imsgn €

supp (AL f) C {eeR/|e| <271}

d’aprés 'inégalite de Bernstien on obtient

18 £1, < 2G5 a7, (p=2) .

D’autre part on a

1A fll, = (2#)_% HAJAsz (Plancherel)

car o € D (R).
En remlacant dans on obtient
1A f]l, < 2’ (173) , =103 constante

d’ou

1 (s l
29 | Ay, < 2/ )

(s +1 . .
La serie Z 9i (s +p)q, 1 < g < +o0 converge si s < —%,ce qui donne

320
vpt € B;, (R) dans les deux cas suivants :

1
1)32—%, 1<p<oo,qg=-+ocoet|f] _1 = SUpP,>q 2 7 HAijp
B

P

p,00
2) s < —35,1<p,q<+oo et 1/l < +oo .

Preuve.de 2.1

11

(2.1)

(2.2)



Soient g € S(R) , ¢ € S(R), on a F (zy) (€) = iLFg(e) et

1z0

(@ fip) = (o fe)=lm [ e (@) do

|z|>e

= 2nF 1% (0)
= 2mp(0)

= 2m(d,p)
d’ou

F(zf)(e) = i%]—"f () =2m6 (6 mesure de dirac ),

ce qui donne

Ff(e) =—2irH (¢) + a , a constante

H est la fonction de Hovisiede

puisque 6 = H’ en effet

o0

(o) =~Hg) = [¢(0) dr=0(0) , e D®) .

f est impaire donc f est impaire (Ff (¢) = —F f(—€) , e € D(R)),

d’ou

a=1ir (H () + H(—¢)) =in ,avec H (¢) =

donc

12



—im,e>0
Ffe) =—2irH (¢) +im = = —imsgn €
im,e<0

Exemple 2.2 f =§ (mesure de Dirac)
Soit o € S(R) on a

d’on

Aj=p(27) .

Comme dans l'exemple 2.6 on obtient 257 HAjéHp < 2i(s+3)

La serie ZZj (s+5)a converge st s < <*, 1 < q < +00, ce qui donne
j=0

6 € By (R") dans les cas suivants :

1)32—%,1§p§+oo, q = +o0 .
2)s<—=2,1<pqg<+4o00.

i) )

Ezemple 2.3 f=F g telle queg(x)=|z| 7.

On a
(A1) ()= (27%€) f(e) = |e| T (27¢) .

supp ¢ (277.) C {e € R"/2771 < |e| < 271} alors on peut pose |e| = 27,
d’ot
Aif=¢(277.)2797.

Comme dans ’ezemple 2.6 on obtient

n

2% 1A f]l, < 2 (3) avec ¢ > 0,

ce qui donne

13



f € B, (R") dans les cas suivants:

1)s=-%,1<p<+00,q=+00

2)3<—%,1§p,q§+oo

14



Chapitre 3

La multiplication ponctuelle dans

I’espace de Besov

Ce chapitre contient des définitions, lemmes puis on etude la multiplication ponctuelle de

type B.B — B aussi un cas limite .

Définition 3.1 Soient Ay, Ay et As trois espace de Banach, On dit que Ag.A; — Ay si
pour toute fonction [ appartient a Ay et g appartient & Ay on a f.g appartient & Ay de plus

il existe ¢ > 0 telle que

1f-9lla, < cllfllag llglla, -

Définition 3.2 (Multiplicateurs ponctuels)
Soit A € D , A est dite multiplicateur ponctuel de E s’il existe co > 0, tel que

[Aell < collelly (Vo e DRY)) .

L’espace linéaire des multiplicateurs sera note M (E), défini par la norme

sup{[[A ¢l ;llelly =1} -

Définition 3.3 (Espace de Lizorkin-Triebel)
Soient s € R, p €]0,00[ et q € ]0,00)

Fo={res ®): |y, <o}

15



ou

Q=

320

£l = g

sup;0 127 1A 1) 1|, si g = o

Lemme 3.1 (i) soient se R, 0 <p < oo et0<q<oo, alors

BS

S S
. [N [N
p,min(p,q) Fp,q B

p,max(p,q)

(17) soient 0 <p <py <00 el s — = 51— .-, alors

F Sq [N BSl

p p1,p

Enplusdecasi@<u<p§v§ooetso—pﬁozs—%:sl—pﬁl,alors

By, — F,; — B,
b

p07u pl?v

Définition 3.4 Soient s e R, 0 <p < o0 et 0 < ¢ < 00, alors L’espace L (£ *7) est

LP(¢>9) = {{fk} C S supp fir C {eceR": || < ch}},

ol

1t vy = (25 o) = (Z 2%k |fk|q>
k=0

p

Soient s € R,0 < p < o0 et 0 < q < oo,alors L'espace (5% (LP) est

9 (LP) = {{fk} C S supp fi C {eeR":|¢ < 02’“}},

ou

I{/}|

1
o0 q
oo = 125 s = (z o ufkug) |

k=0

16



Lemme 3.2 Soit 0 < a <1 et 0 < g < 00, alors pour toute suite réelle positive {e} € 19,

on a

+ < cllerlle

K

o
ka:j .
a a’e;

j=k

k
k§ —Jg.
a a ‘€
J=0

04

avec
<C —9 (1 o amin(l,q)>_m) )

Lemme 3.3 Soit 0 < p < oo et v > 0, pour toute suite {f;} C L, telle que

supp fj C {6 ER":|e| < 72j} ;

alors
1A, < 2977 || £

Aveck§j<ooetp:max(0,%—n), avec ¢ dépend de n, p ety .

Proposition 3.4 Soite la fonction de Fefferman-Stein qui définit par

*,a A xr — n
(A f) (z) = sup w . (z € R" et k=0,1,2...) .
y n

(1) Pour tout a > )  On o

H2SkAz7afHLp(eq) ~ Hf”prq :

(17) Pour touta> %, ona

||25kAl?af”éq(LP) ~ Hﬂ Bs, -

Preuve.voir Triebel[21] m

3.1 Multiplication du type B.B —B

Théoréme 3.1 Sotent 1 < py, pa, ¢ < 00 et pﬂl —n < § < min (pﬁl, 1%) , alors

P1,9

By, (BienL®) < By,

17



Preuve.Estimation de Ayq) (f.9)

| Ay (f.9) (2)]

= ‘Ak (Qk+lg~Akf) (1/’)‘

_ g / (F0) (2%9) Arf (x — y) Qurg (x—y)dy

n

< 2 [1(719) @)l [Af - 0)]1Qung (- w)ldy
R’n
< 2k ||Qk+1gHoo/ ‘(f_léb) (Zky)‘ ‘Akf (x —y)‘ dy
< clQuagl (i) (3.1)

Puisque [ Quirgl., < 21l gl salors on a

donc

[Ae (129) @)] < el (Bi)

2 || Ak (f.9) @], < cllglle 25 185" £, - (3.2)

On prend la relation 3.2 en norme de ¢4,alors

1280 (£-0) ) < €Nl 112257 g, - (33)

Choisissons a; > pﬂl, alors d’apres la proposition 3.4, on a

HkaAk(l) (f-g)ng(Lm) <c HgHoo Hf‘

s .
Bpl,q

Estimation de Ay (f.9).

Soient u,v, 5 et o tel que

18



n n
max | pi, o < u<
m° max(O,ﬂ—1>
1 P2

(1 1)_1 n o n n n
v o= | —+- , f=s——+—eto=5——+—
P2 u 4! u P1 v
| Ay (f9)]], = HAk <Qk+1f-Akg> (x)

v

< cf@unfdug

J
v

en appliquant [inégalité de Holder, <% = p% + %) , on a

H A16(2) (fg)HU Akf

IN
o

NQr+1 1L,
p2

k+1

Bugl| 1A, -
j=0

INA
o

donc

k>0

k+1
2| Ak (f-9)l, < 2" |Arg mZIIAijIu
§=0
i k+1
< ¢ (ka Akg ) ) <2k,8 szjﬁ (2j6 HAiju))
2 =0
— E+1
< csup <2k?’2 Akg ) (2% Z 2777 (21'6 ||A]f||u)> )
p2 j=0

alors

2| uw (£, < e (ol o

P2+

) (gwkjfg—fﬁ (277 ||Ajfuu)> -

j=0

D’aprés le lemme 3.2 (car B < 0), donc

19
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k+1
P Gy < e (Mol ) 2327 (2151
P20 % j=0 I
< clgll g flsz - (3.5)

P2

Le choix des paramétres u, v, 3, o donne

(79 (LY) — (*9etBf  — BS

P1,9 u,q

1.e.

HZkSAk@) (f-g)qu(Lm) sc HQkUAk(Q) (f'g)”fq(L“) ’

et

1l <ellf]

s Y
Bpl 2q

alors, la relation 3.5 donne

H2k8Ak(2) (f-g)“eq(/;m) <c ||9||B;%2 /]
2 oo

Bp1.q
Estimation de Ays) (f.9).

D’apres 'inclusion suivante

n
s+
+p2

By o — B?

P1,9 ’

alors

<c
Bi1a

Z Ak(s) (f-g) Z AI~::(3) (f-g)
k=0 k=0

P2
Bt,oo

Donc

C<elgl 5 1]
+7

P2
P2 Bps.c0

, voir Rumst-Sickel [13].

s
Bpla

Z Ak(s) (f-g>
k=0

s
B

t,00

y 1 -1 4 1 o no4on
Out_p1+p2 ets—i—m>max<(),pl—l—p2 n),donc

20



A ) < n
Z k(3) (f.9) >cC HQHB%Q’OO £ By g
k=0 Bj g
et alors
12245y (F Dl gy < Mol g 51, m
P2 ,00 ’

3.2 Un cas limite

Théoréme 3.2 Soient 0 < py, p2, q1, g2 < O, qil—i—q% >1, r>0ets+r= 1%+11£2_n >0
N n
(1) Sir <, alors

B . .B . — B

P1,91° " P2,q2 pq

1_ 1,1 _ r i n < _n —
avec o = -+ - n,s<m1n<7“,p1),(h_n et g = 0o

ou
1 1

1
-—=—+—, s<retq=q .
p P P2

(17) Sir= =2, (i.e. §s==1— n> , alors
p2 P1

P1,q1 pq 7

B (Bg{% N L°°) B

avec s<min(ﬂ,ﬂ> et q =00 .
p1’ p2

Preuve.de (i)

Soit g € B, ,, et [ € B,

p2,q2 1,91°

Estimation de Ay (f.9).

_ o (o111
Onposeu—%fr (z.e.p—pl—l—u),alors

21



[Bay (F-0) @] = |8k (Quirg-Bef) (@)

n

— gkn L/ (F7'¢) (%) Anf (x—y) Quirg (z—y)dy

< 2 [1(719) @) [Bes (= 0)[1Qung (@)l dy
< 2 (@iti0) (305 ) [1719) (R9)] (1 [274]") (1-+ (28] dy
< c(Qith) (A37).

Donc

|8k (F9) @], < | (@iho) (A27)]| -

d’apres 'inegalité de Holder |, (119 = pil + %) , alors

2 [| Ak (F9)l, = 2™

Qi |,

(52%)

)
1

donc

2| Acy (F9)], < e

*,a1
sup Qg
JENo

(3 )

p1

On prend la relation 3.6 en norme de ¢9', alors on a

H2kSAk(1) (f’g)Hztn(LP) <c

e (80)

*,a1
sup Q;"'g
j €No u

Choisissons ay > 7, alors d’apreés la proposition 3.4

127 (A )l os gy < N

p1,491

Choisissons a; > %, alors on a

22

091 (Lm) )

(3.6)

(3.7)



sup Q;’alg < cllg|lpo , voir Runst-Sickel [13] .
j GN() ” u,2
Nous avons aussi % =Ll _ I =3y _()_2et(<q < 2 =u, alors d’aprés le
p2 n P2 u T
lemme 3.1/(ii), on a
Byl FSie alp, <clols, .

alors, la relation3.7 devient

127 Ay (f-g)qul(LP) = C”g”Bpgﬂ HfHBpsl’ql

Estimation de Ay (f.9).

Soient u, v, 3 et o tel que

n n
max | p1, 57— < u<
o S 0. —
P1 max(,p1 r)

1 1\ ! n n n n
v o= | —+- PB=s——+—eto=5——+—,
D2 U D1 U D1 v

on a d’apres le lemme 3.3

| A (F)l, = | ae (Quanf-Aug) (@)

v

< c|@unf A

en appliquant 'inégalité de Holder, (% = p% + %) , alors

| Ay (f-9)|, < cllQuirfll, || Arg N
~ k+1
< c|Bug| DlA, -
2 j=0
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Donc

k+1
2ka” A2) (f-g)HU < 2" ||Agg , Z“Ajfnu
2]:0
k+1
< ok || A okB 9=iB (938 || A -
< o(2]au] ) ( pacallcyl gfllu))
k+1
< c¢ sup (QkUHAkQ ) (2]“622—2'5 (2jﬂ HAJfHu)) 7
P2 =

k>0

donc

k+1
27| Ay (f9)ll, <elall,, ((2’“5 > 2797 (27 llAiju))) (38)
| g

D’aprés le lemme 3.2 <6 <0 cars < ;%) , on obtient

k+1
|27 8y (Flmry < el {27327 (27 1801))
' Jj=0 ¢
< . 3.9
< clall,, HfHqul (3.9)

Nous avons

(70 (LYY e (59 (LP) et B, < Bp

P1,q91 u,q1 7

donc la relation 3.9 devient

ko
127 Sy U)oy < el W1,

IN

cligl,, 71,
P2,92 P1,91

Estimation de A3 (f.9).
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HAk(:a) (fg>Hu <

Jj=k

D’apres I'inégalité de Holder ,<% =

Ak (ol <

<
<
alors
sup 2k: s +r) HAk
k>0
Puisque ¢¢ < ¢! pour (d = <q1 +

[125C 0 Ayay (£-9)]] g oy < €

D’apres I'inégalité de Holder, on a

||2k(s +r)A

< clglls,

u

S A £ A,

1 1
o — | ,0n a
p1 +p2>’

256+ N0 =G A £ 14 9]l

j=k

k(s +7) Z o —k)(s +7) 128 £1L, 1|12 gHm

j=k
Y (2718, a,) (2 1871,.).
=k
<o 3 (2718 0l,) (21811,
Jj=
. ) donc

(32 (71, o) (2112

j=0

£l 55
a2 Bplvql

Puisque ¢517%° (L") < ¢ 5% (LP) , donc

25

d’apres le lemme 3.2 .

=

DG < C<ZW HAngZZ) (22“‘” llAjfllii)
j=0 Jj=0

(3.10)



127 As) (f-g)Heoo(Lp) < cliolsg, , 1 ls;,.,, -

On considére maintenant le deuxiéme cas ot (% = pil + p%, s<retqg= q1> .

Estimation de Ay (f.9).

|2y (F9)], = HAk <Qk+lg-Akf> ,
< ¢ HQng.Akf , d’aprés le lemme 3.3
p
< c||@r+19ll,, Aif|l , dapres T'inégalité de Holder
P1
k41

IA

c|der] D11, ll,.
1 j=0

alors
~ k+1 A ‘
2 [ Awy (F9), < (2 Bef| Soomm (27, g||m))
1].:0
< ¢ sup (2”"‘||Aj gllm) (2’“ Avf >Z2‘”-
7=0 p1 =0
Donc

2% || Ak (F-9)|, < cllgl Ayf

ks
, 2
Bpg,00 (

On prend la relation 3.11 en norme de ¢9'; alors

pl) . (3.11)

szsAk(l) (f'g)Hgtn(Lp) <c HgHB;%w ||f|

s .
BPl‘Zl

donc

||2ksAk(1) (f-g)Hg«n(Lp) < CHgHB{)Q,qQ H‘ﬂ

s
BP1L11
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Estimation de Ay« (f.9).

HAk(Q) (f.g)Hp HAk (Qk+1f~Ak9)

p

< ¢ HQkﬂf.AkgH ,d’apérs le lemme 3.3
p

IN

c||Qr1 fll,, Awgll , d’apres Tinégalité de Holder

P2

IN

s

k+1
> 14y £, -
P i D1

donc

Akg

b (o), < (2

c (21”

k+1
A
)28,

IN

Akg

P2

k+1
)2 Y2 (20 11,
=0

alors
k+1
25| Awe) (FOI, < elllgy, (2“8—” > 27960 (2 | f||p1)) .
7=0

On prend la relation 3.12 en norme de ¢', donc

k+1

e N9 (9004 1], )

J=0

)

HQ’“SA,C(Q) (fg)H < CHgHBg2m

¢ 91(LP)

¢ 91

d’apres le lemme 3.2 (car s — r < 0), alors

H2kSAk(2) (fg)Hg a1 (Lp) <c HQHB;,%oo ”fH351q1 .

Donc
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(3.12)



||2k5Ak(2) (fg)Hg a1 (Lp) <c HQHngz HfHBS

p141

Estimation de Ays) (f.9).

12w (£-9), =

Z Ay (A f.49)
j=k

p

IN

e 1A 1A,
=k

IN

> 1211, [As9ll,, -
j=k

alors

2314 f1,, 1859l

2| Ay (1), <
j=k
< g 3 g (o) <2jr [ Aa‘g”pz) (2]-3 1A, me)
j=k
< CQikT 2k(s+7“) Z 9—J (s+7) <2j7“ HAngm) <2js HAJme) (313)
j=k s
En appliquant le lemme 3.2 sur 3.13 , donc
2| Auey F-9l, < 2 gy, 171y
< CHQHB;Q,Z)Z HfHB;;lq1 . (3.14)

On prend la relation 3.14 en norme de ¢4, alors

H2ksAk(3) (fg)Hg a1 (Lp) <c HgHBgz,p2 ||fHB;,‘1q1 :

Preuve.de (i) .

Estimation de Ay (f.g). =
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Ay (£-9) @] = | Ak (Quag Aef) ()

n

— 9kn L/ (.7-"’1<b) (Zky) At (x —y) Qrrr9 (z —y) dy

IN

gk / (F710) @) [Arf (@ = )| 1Qkerg (@ = )l dy

IA

2" Qe [ (776 (2°9))] [Bes (o = )] dy
J

IN

2 |Quigll ( B3°F) [ (7700 (29)) (1+[2%9]") ay

R

IN

¢l Qungl (A7)

alors, on a
[Aun (F9)] < elallc ( 57 - (3.15)
Donc
2 A (£9)ll,, < cllglle 2™ A7)

donc

sup <2ks HAk(l) (f.g)Hm) < c|lgll., sup <2k5 AZ’af ) |

k>0 Sup §
i.e.

125 Aty (F-0) gy < € lloo 125 Fll e 1y

Choisissons a > 5, alors d’aprés la proposition 3.4

HZkSA:af“goo(Lpl) S c ||f||B;S71,oo :

Donc
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HQkSAk(l) (fg)”g oo (LP1) S C HgHoo ”fHstn,tn ) (COJT B;Mh - B;hoo) :

Par la méme méthode on éstime Ay (f.9) et Ags) (f.g) . =
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Chapitre 4

Application d’espace de Besov

Dans ce dernier chapitre on va donner un exemple d’application générale dans I’espace de

Besov en équation dispersives géométriqge .

4.1 Equation dispersives géométrique

L’équation dispersives géométrique est utilisé dans les applications d’onde .

4.1.1 L’équation des applications d’onde
Présentation de I’éqution et résultats connus

Forme générale : soit une varié riemannienne N . Par le théoréme de Nash , N s’injecte
isométriquement dans un espace eulidien de dimension suffisamment , et nous considérons
dans la suite N comme une sous variété de ’espace eulidien .

une application u (¢,z) (ou (¢,z) € R x R?) & valeurs dans N est appelée une application

d’onde avec données de Cauchy (ug, u1) s’elle vérifie

2 2
u [(@u) — (Vu) } 1 Ty N
(4) :
(u, 1), = (U0, u1)

ou l'on a noté T, N D'espace tangent a N au point y .

Les solutions de cette équation sont invariantes par le scaling

(pour A € R) g (z) — ug (Az) et u(z,t) — u(Az, At)
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Caractére bien posé : Rapplons tout d’abord que équation d’onde semi-linéaires générales
sont bien posées pour (ug,u;) € H St [s Cependant, la non-linéarité de (A) présente
une structure de forme nulle ; en utilisant ce fait

et des espaces de type X*?, Klainerman(voir par exemple l'article de revue avec Selberg [8])

a pu montrer que l'équation est bien posée dans H3+¢ x H5+1+¢ . Ce seuil a été abaissé
par Tataru [16] & Bil X Bi L 1, qui est au scaling de ’équation, mais qu’il semble naturel de
vouloir remplacer par H 5 x H57! . Ceci est particulierement vrai en dimension

2 puisqu’alors il s’agit de 'espace d’énergie . L’équation (A) n’est en fait pas bien posée
au niveau de H? x H3 1 , mais on peut obtenir des solutions globales qui préservent la
régularité . Ceci est dit & Tao [18] [19] pour la sphére , en dimension quelconque , et grace
l'utilisation d’une jauge microocale ; Shatah et Struwe[15] ont, en utilisant 1’outil des moving
frames, étendu ce résultat a des variétés cibles arbitraires en

dimension d >4 .

Réduction équivariante : la réduction équivariante qui va étre présentée de permet de
réduire (A) a un probléme en 141 dimensions . Supponsons que la métruque de N peut

sécrire, dans des coordonnées (¢, y) € R x S4-1

ds® = dv® + g (¢)* dx

(ceci signifie que N présente une symétrie par rolation ; si par exemple N=S? on peut
prendre pour v et y les coordonnées sphériques classique).

Notons d’autre part (7,w) pour les coordonnées polaires du plan euclidien R? .

Soit enfin y : S9! —SM (M est un entier , a priori grand ) une application har-

monique propre, c’est & dire que (pour une constante k)

Vx> =Fk et Agaix+Kx=0.

On dit alors que 'application u est équivariante s’elle s’écrit, dans les systémes de coor-

données (7,w) et (¥, x)

u (1,0) = (¥ (1), x (W)

(le cas le plus simple est celui ol y est I'identité et u une application de R? dans S? telle
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que u (1,w) = (¢ (1),w)

L’équation (A) devient alors I’équation suivante pour ¢ (¢, T)

O — 02 = 20 + g () § (V) =0
(wal/}t)t:o = (Yo, ¥1)

(0)

Formation de singularités : Les investigations sur la formation de singlarités sont pour
I'instant limitées au cadre équivariant . Les résultats connus sont les suivants .

eEn dimension 2, (A) critique. Il a récemment été prouvé par Rondnianski et Sterbenz[12]
et Krieger , Tataru et Schlag [9] que si N=S? L’équation (O) développe des singularités a
partir de soultions réguliéres.

eEn dimension d > 3, on doit & Shatah [14] et Cazenave , Shatah et Tahvildar-Zadeh

[2] des exemple de solution autosimilaires , c’est a dire du type ¢ (¢,7) = ¢ (?) , ou ¢ est de

classe C* ; ces solutions présentent bien sur une singularité pour t=0 .

/2 pd/2

Données initiales (ug,u;) € B, [ 9,00

Nous avons vu plus haut que (A) a une solution globale et unique pour données initiales

(ug,u1) € H% x H2! . on peut aussi prouve que (O) est bien posée pour ce type de
données .

Comme BQ%Oo X BQ%O_OI est un espace plus grand que H 8 x Ho , montrer que (O) est
bien posée dans BiOo X BQ% ;1 représente une amélioration technique ; cela a aussi un intérét
intrinseque comme nous allons le voir.

Une queston complétement ouverte est la stabilité des solutions sxplosives auto-similaires
de Shatah [14] et Cazenave , Shatah et Tahvildar-Zadeh [2] présenté plus la suivante : au
lien de perturber une telle solution avant ’explosion et d’essayer de comrendre comment la
dynamique est affectée , pourquoi ne pas résoudre & partir du temps d’explosion 7

Soit u=¢ (%) une solution auto-similaire . Il est facile de voir que sa trace a t=0 est du
type (co, %) , pour des constantes cg et c¢;. Réciproquement , les solution issues de telles
données initiales sont , au moins formellement auto-similaires . Cependant , ce type de
données n’appartient pas & H2 x H2~! | mais a BiC>O X Bé;} : il apparait donc naturel de
s'intéresser & de telles donnees .

Notre premier théoréeme concerne le cas de données petites dans un espace trés proche

d d
d d_9q . . .
B; . x B ; afin de ne pas sombrer dans de trop grandes complications techniques, nous
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énoncons le théoréme pour cet espacede Besov , et renvoyons a l'article correspondant pour

I’énoncé exact .

d
Théoréme 4.1 L’équation (O) est bien posée globalement pour (uo,u1) petit dans By ., X

d_ d
Bf,ool. La solution u correspondante appartient a L™ <] — 00,00 Bﬁoo) .

Preuve.La preuve de ce théoréme repose sur un argument de point fixe standard ,et les
inégalites de Strichartz .La preuve requiert cependant une analyse en fréquence assen fine .
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