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Résumeé :

L'objectif de ce mémoire est de trouver des solutions approximatives
a 1'équation intégro-différentielle de Volterra du deuxiéme ordre en
utilisant la méthode collocation -d'Euler et la méthode Galerkin-
d'Euler . Ce mémoire preésente differents exemples pour illustrer la
precision des méthodes proposées.

Mots clés :

Equations intégro-différentielles de Volterra -€quations intégrales de
Volterra - Polynome d'Euler - Méthode de collocation - Méthode de
Galerkin.

Abstract:

The objective of this dissertation is to find approximate solutions
to the second order of Volterra integro-differential equation using
the Euler collocation method and the Euler Galerkin method.
This memory present various examples to illustrate the accuracy
of the proposed methods.

Key words :

Volterra integro-differential equation,Volterra integral
equation,Euler polynomial,collocation Method-Galerkin Method.
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Introduction

Introduction

Les équations intégro-différentielles de Volterra sont des équations fonctionnelles qui
jouent un role important dans de nombreux domaines scientifiques et d’ingénierie, tels que
la physique, la biologie, I’économie etc...

L’équation intégro-différentielle de Volterra prend généralement la forme suivante :

> (@) = o) + | k(e ) (1) dt

Elle combinent a la fois des termes différentiels et des termes intégraux, ce qui les rend
plus complexes a résoudre analytiquement. Par conséquent, la résolution numérique est
souvent nécessaire pour obtenir des solutions approximatives.

L’objectif de ce mémoire est de présenter différentes approches de résolution numérique
pour les équations intégro-différentielles de Volterra. Nous nous concentrerons particuliére-
ment sur les méthodes de collocation d’Euler et de Galerkin d’Euler.

Ce mémoire se compose de quatre chapitres qui couvrent différents aspects de la résolu-
tion numérique des équations intégro-différentielles de Volterra.

Le premier chapitre établit les bases nécessaires a la compréhension des problémes abor-
dés. Il présente les définitions clés et les outils mathématiques fondamentaux qui seront
utilisés tout au long de 1’étude.

Dans le deuxiéme chapitre, nous abordons les équations intégrales linéaires et les équa-
tions intégro-différentielles. Nous fournissons des définitions précises de ces types d’équations,
ainsi que des exemples pour illustrer leur utilisation dans divers domaines. Une attention
particuliere est accordée aux propriétés et aux caractéristiques spécifiques de ces équations,
qui nécessitent des méthodes de résolution particuliéres.

Le troisiéme chapitre se concentre sur les méthodes analytiques pour résoudre les équa-
tions intégro-différentielles de Volterra. Nous présentons différentes approches analytiques
pour obtenir des solutions exactes. En outre, nous introduisons les polynémes de Bernoulli
et d’Euler.

Le quatriéme chapitre est consacré a la résolution numérique des équations intégrao-
différentielles de Volterra. Nous proposons deux méthodes numériques spécifiques pour

obtenir des solutions approchées : la méthode de collocation d’Euler et la méthode de

iii



Introduction

Galerkin-d’Euler. Ces méthodes ont été choisies pour leur efficacité et leur précision dé-
montrées dans la littérature. Nous décrivons en détail les étapes de mise en ceuvre de
ces méthodes et discutons de leurs performances en les appliquant & plusieurs exemples

représentatifs.
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Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre est consacré essentiellement & I'introduction de quelques notions fondamentales

et certaines défnitions et théorémes que nous utiliserons dans les autres chapitres.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espase vectoriel normé

Les espaces vectoriels normés sont largement utilisés en mathématiques et en physique .Ils
permettent de définir des concepts tels que la convergence de suites de vecteurs , la continuité
des fonctions et la notion de distance .Les espaces vectoriels normés sont également la base

de la théorie de I'analyse fonctionnelle.

Définition 1.1.1 Soit V' un espace vectoriel sur un corps k (k =R ou C). Une norme sur

V' est une fonction || . ||: V — Ry qui satisfait les propriétés suivantes :
Pour tout x, y de V et A\ de k
1. Positivité: ||z|| > 0 et ||z|| = 0 si et seulement si x = 0.
2. Homgeénéité absolue : [|Az|| = || ||z|| -

3. Inégalité trianglaire:||z + y|| < ||z]| + ||y||

Un espace vectoriel V' muni d’une norme est appelé un espace vectoriel normé.



1.1. Espaces fonctionnels

1.1.2 Espace de Banach:

Définition 1.1.2 (suite de cauchy)Soit V un espace vectoriel normé on dit que (x,,)nen est

une suite de cauchy st
Ve >0 3ng € N,Vp,q > ng, ||z, —z4]| <e

Définition 1.1.3 Un espace vectoriel normé V' est dit complet si tout les suites de cauchy
convergent dans V.

Un espace de Banach est un espace vectoriel normé et complet.

Exemple 1.1.1 Tout espace véctoriel normé de dimension finie (en particulier R™) est un

espace de Banach.

1.1.3 Espaces de Hilbert

Définition 1.1.4 Soit H un espace vectoriel normé. On appelle produit scalaire sur H
toute fonction (.,.) : H x H — k qui satisfait les propriétés suivantes :

Pour tout x,y,z de H, et o, 3 de k.

1. (ax+ Py, 2) =alz,z) + By, 2).

2. (z,y) = (y,v)

3. (x,z) > 0et (x,z) =0 si et seulement si x =0
Définition 1.1.5 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.
Remarque 1.1.1 A partir du produit scalaire on peut définir une norme induite par :

]l = vz, z).
qui est appellée norme euclidienne ou norme de Hilbert.

Exemple 1.1.2 L?([a,b]) ’espace des fonctions de carées intégrables est un espace de Hilbert

muni d’un produit scalaire:

Vg e L(ab)): (f.g) = / f(2)g(x)da.



1.2. Notions sur les opérateurs:

1.2 Notions sur les opérateurs:

1.2.1  Opérateurs linéaires

Définition 1.2.1 Soit E et F deux espaces vectoriels, une application A : E — F est
appelée opérateur linéaire si

Pour tout o, € E et o, €k (k=R ou C)

Alap + B¢) = aA(p) + BA(Y)

Rappelons les deux sous espaces fondamentaux associés & un opérateur linéaire A :
-Le noyau de A est le sous-espace de E : N(A) ={¢ € E, Ap = 0}.
- L’image de A est le sous-espace de F' : R(A) ={¢ € F,3p € E, Ap = }.

Remarque 1.2.1 Un opérateurA : E — F est dit de rang fini si et seulement si son image

R(A) est de dimension finie .

1.2.2 Opérateurs bornés

Définition 1.2.2 Soient E et F' deux espaces normés. Un opérateur linéaire A : E — F

est dit borné s’il existe une constante M > 0, telle que:
|Az|| , < M ||z|| 5, pour tout x € E

Définition 1.2.3 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. On définit une norme sur
I’espace vectoriel de tout les opérateurs linéaires bornés de E dans F' par:
A
|A]l = sup ———F = sup [A(z)]| = sup [A(2)]p
leli=0 12z o= Jall<1

L’espace des opérateurs linéaires bornés de E dans F' muni de cette norme est noté par

L(E,F), et L(E) si E=F.

Proposition 1.2.1 Pour tout opérateur linéaire continu la norme ||A| = sup ||A(z)]
[lz]|<1

(sur la boule unité) est finie .



1.2. Notions sur les opérateurs:

Théoréme 1.2.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et A :E — F un opérateur
linéaire. Alors les assertions suivantes sont équivalentes:

1) A est borné.

2) A est continu sur E.

3) A est continu a l'origine.

Théoréme 1.2.2 Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet et par con-

séquent tout sous espace de dimension finie d’un espace vectoriel normé est fermé.

1.2.3 Opérateurs compacts

Les opérateurs compacts jouent un réle essentiel dans divers domaines de matématiques

,tels que I'analyse fonctionnelle,I’équation aux dérives partielles ,la théorie des opérateurs.

Définition 1.2.4 (Relativement compact ).Soit E un espace vectoriel normé et G C E. G
est relativement compact si pour toute suite (u,) de G, il existe une sous suite (un(k)) qui

converge dans E.

Définition 1.2.5 Soit E et F' deux espaces vectoriels normés et A : E — F un opérateur
linéaire. A est dit compact si et seulement si l'une des trois propositions suivantes est
vérifiée:

1) Pour tout ensemble borné G C E, A(G) est relativement compact dans F'.

2) L’image de la boule unitaire ouverte A (B) est relativement compacte dans F' .

3) Pour toute suite bornée (u,) dans F, il existe une sous-suite (Au,i) de (Au,) qui

converge dans F.

Théoréme 1.2.3 Soit A, une suite des opérateurs compacts définis d’un espace normé E

dans un espace normé F . Si A, converge uniformément vers un opérateur A.i.e
lim |4, — A||=0
n—oo
alors l'opérateur A est compact.

Théoréme 1.2.4 ['opérateur identique I, de E dans E est compact si et seulement si E

est de dimension finie.



1.2. Notions sur les opérateurs:

1.2.4 Opérateurs intégraux

Les opérateurs intégraux constituent des objets fondamentaux en analyse fonctionnelle, ot
ils permettent notamment de transformer les équations fonctionnelles en une version plus

simple afin de les résoudre facilement.

Opérateurs intégrals

Définition 1.2.6 On appelle opérateur intégral tout opérateur linéaire A défini sur un

espace normé E o valeurs dans un espace normé F donné sous la forme

Ap (x) = /G k(z,t)p (t)dt, x€ Gy

ou k(x t) une fonction mesurable définie sur un ensemble mesuré G; x G, dite noyau de

I'opérateur intégral A, et ¢ (t) est une fonction mesurable définie sur Gj.

Exemple 1.2.1 (Opérateur intégral de volterra). Soit ¢ une fonction continue sur un in-

tervalle [a, b] . Uopérateur intégral de volterra défini comme suit :

Agp(w):/ k(x,t)p(t)dt, a<t<z<b

Norme d’un opérateur intégral

Soit A un opérateur intégral défini sur LP(G1), alors pour tout p et ¢ conjugués (i + % = 1>

avec (1 < p,q < o0) la norme de l'opérateur A est donnée par:

<fG1(fGQ |k, t)|* dt) e dzx)?, l<p<oo
| All, = Jo, esssup [k(z,t)|dv, pour p=1
esssup [ |k(z,t)[dt,  pour p= oo

ou k(x,t) une fonction mesurable défnie sur un ensemble mesuré Gy x Gy .
Théoréme 1.2.5 Soit A un opérateur intégral de norme finie
4], < oo
alors A est un opérateur linéaire continu de LP(G1) dans LP(G3) De plus, on a:

[Apll, < 1A, lll,



1.3. Notions d’analyse numérique

Théoréme 1.2.6 L’opérateur intégral A de C (G) dans C(G) & noyau continue est un

opérateur compact .

Preuve. En effet, soit £ un ensemble borné de C (G), (||¢|| < M, pour tout ¢ € F) |
on a:

|Ap (z)| < M |G| maemé|k:(x,t)|a VeeGetpe E
':L"y

D’ou 'ensemble A(F) est borné. L’ouprateur k est uniformément continu sur le compact,
G x G.

D’ou

Ve > 0,30 >0,V t,z € G, |z —y| < d = |k(z,2) — k(t,2)| <

€
MG
|Ap () — A (t)] < €, pour tout ¢ € E,Vx,t € G avec |z —t| < d

Ceci exprime que l’ensemble A(F) est équicontinu, d’ou A(F) est relativement compact

par le théoréme d’Arzela-Ascoli. Alors A est compact . =

1.3 Notions d’analyse numérique

1.3.1 Meéthodes spectrales

L’objectif de cette section est de présenter des méthodes numériques basées sur une approx-

imation spectrale pour les équations intégro-différentielles.

Meéthode de collocation

o(x) — \ / i (D)l = () (1.3.1)

L’équation (1.3.1) peut étre mise sous la forme d’une équation fonctionnelle linéaire.

() — Ap(r) = () (1.3.2)
Pour la solution de 'équation (1.3.1) dans 'espace fonctionnel complet , C([a b]), ou

L?([a b]) est généralement pris.



1.3. Notions d’analyse numérique

On choisit une suite de sous-espaces de dimension finie V,, (dim V;, = n.), n > 1, et soit

{11, ......10,, } une base de V.

On cherche la fonction approximative ¢, (z) € V,, de la fonction ¢(z) donnée par.

pul@) = Y awt(@), v € la

(1.3.3)

Pour déterminer les coefficients (o), on substituant, cette fonction dans ’équation (1.3.3)

et on exigeant que I’équation soit exacte dans le sens ou le résidu r,(z) est nul.

avec

r(2) = o(z) — Ap(z) - f(z)
() = (@) — A / ko, O(t)dt — f(x)

= a0 =D [ w0 @

= X [wle) - [ b ow0a] o s

i=1

Choisissant les points distincts, 1, xs......x, € [a b] et exiger.

r(z;) =0, j=1..n

La condition (1.3.4) nous conduit a déterminer les coefficients {ay, as,

du systeme linéaire.

n

S [t = [ ket = 1@ =L

i=1
qui s’écrit sous la forme Ua = F
ou

n

U = Z |:wi<$j) _/ g k(g;j,t)wi(t)dt] L ji=1,..n,
i=1 a
a = o, 1=1,...,n,

F(z;) = f(z), j=1,...,n

Evidemment, ce systéme admet une solution unique si det(U) # 0.

(1.3.4)

a,} solution

(1.3.5)



1.3. Notions d’analyse numérique

Meéthode de Galerkin

Soit V' un espcace de Hilbert on se donne une suite de sous espace V,, C V de dimension
finie. Soit {¢,....,7,,} une base orthonormale de V},, on cherche une fonction ¢ (z) € V,
proche de la solution exacte du probléme original (1.3.3).

Donc pour le probléme (1.3.3), 'idée est de minimiser ’erreur:
T () = i&i (I = At (z) = [ () (1.3.6)
i=1
d’ott on impose la condition d’orthogonalité suivante
) = (o (1= Ay (1) — F(@) s () =0, j=1.m  (L37)
i=1
ce qui implique

Ol = A0, @) vy (@) = (F (@) 0y @) =0, j=Len  (138)

ou

n

D[ (@) 0y (@) = (AY, (2) 05 (@) s = (f ()¢5 (2)),  j=1.m (1.3.9)

i=1
Ainsi, on obtient le systéme linéaire:

n

> l/ab[% (x) = A¢; ()] (w) dw} a; = /abf (2); (z) da (1.3.10)

i=1
de la forme Ua=F

ou,

U = ZUab[w:ﬁ)—wa)m(z)dx}, j=1n,

=1
a;, 1=1,...,n,
b
F= [ 7@,@dn j=1n

Evidemment, ce systéme admet une solution unique si le det(U) # 0.



Chapitre 2

Equations intégrales et

intégro-différentielles

Dans ce chapitre, on donne des défnitions sur des équations intégrales linéaires et équations

intégro-différentielles linéaires.

2.1 Classifcation des équations intégrales

2.1.1 Equations intégrales linéaires de Fredholm
Définition 2.1.1 Les équations intégrales linéaires de Fredholm, sont données par la forme:

() o (2) — /\/ ko) () dt = f(x), a<mt<b. (2.1.1)

ot k(x,t) et f (z) sont des fonctions connues et A\ un paramétere non nul, et (x) la
fonction inconnue.

1) Siv (z) = 0 l’équation (2.1.1) s’écrit sous la forme:

b
)\/ kE(x,t)p(t)dt = f (). (2.1.2)
appelée équation intégrale de Fredholm du premier espéce.

2) Si (x) =1 léquation (2.1.1) s’écrit sous la forme:

b
o (x) — /\/ k(x,t)p(t)dt = f () (2.1.3)

appelée équation intégrale de Fredholm du second espéce.



2.1. Classifcation des équations intégrales

2.1.2 Equations intégrales de Volterra

Définition 2.1.2 Les équations intégrales linéaires de Volterra, sont données par la forme:

() o (2) — )\/x k(oo () dt = f(x), a<zt<b (2.1.4)

ot k(z,t) et f(x) sont des fonctions connues et \ un paramétere non nul, et p(z) la
fonction inconnue.

Il convient de noter que (2.1.4) peut étre considéré comme un cas spécial d’équation
intégrale de Fredholm lorsque le noyau k(z,t) = 0 pourt > .

Comme pour les équations de Fredholm, les équations intégrales de Volterra sont de deux

types, selon la valeur de v (x) & savoir :

1) Si v (z) = 0 léquation (2.1.4) s’écrit sous la forme:

)\/r k(x,t)p(t)dt = f (2) (2.1.5)

appelée équation intégrale de Volterra du premier espéce.

2) Si (x) =1 léquation (2.1.4) s’écrit sous la forme:

o (2) — )\/mk:(x,t)gp(t) dt = f (x) (2.1.6)

appelée équation intégrale de Volterra de second espéce.

2.1.3 Equation intégrale de Volterra-Fredholm

Une équation intégrale de Volterra -Fredholm est une combinaison des intégrales de Volterra

et Fredholm disjoints, apparait dans une équation intégrale.

Définition 2.1.3 On appelle équation intégrale de Volterra-Fredholm une équation de la

forme:

o(x)=f(x)+ X\ /w ki(z,t)p (t) dt + >\2/ ko(z,t)p (t)dt, x €a b (2.1.7)

ot les fonctions ki (z,t), ko (z,t) et f(x)sont connues et ¢ (x) la fonction inconnue et

A1 et Ay sont des paraméteres non nuls.

10



2.2. Classification des équations intégro-différentielles

2.2 Classification des équations intégro-différentielles

2.2.1 Equations intégo-différentielles de Fredholm

Définition 2.2.1 Les équations intégro-différentielles de Fredholm, sont données par :

S @™ (@) = f (@) + A [ k(e (1) dt

" (2.2.1)
e (a)=ar, 0<k<m-—1

ot '™ () indique la m*™¢ dérivée de ¢ (v) et k(z,t) et f(x) sont des fonctions connues
et A un paramétere non nul,et p(x) la fonction inconnue.

Exemple 2.2.1 L’équation

O (2) =1— 1o+ [Tap(t)dt

(2.2.2)
(0) =0.
est une équation intégro-différentielle de Fredholm du premier ordre
et I’équation
"(3) + ¢ (2) =z — sin(z) + [2 wto(t)dt
" (z) +¢' (z) (z) + i wte (t) (2.2.3)

p(0)=0, ¢'(0)=1

est une équation intégro-différentielle de Fredholm du second ordre.

2.2.2 Equations Integro-différentielles de Volterra
Définition 2.2.2 Les équations intégro-différentielles de Volterra se présentent sous la forme

Dm0 @ (@) = f () + A [ k(@ t)p () dt

" (2.2.4)
e (a)=ar, 0<kE<m-—1

ot o™ (x) indique la m**™ dérivée de o (x) et k(x,t) et f(x) sont des fonctions connues
et A un parameétere non nul, et ¢(x) la fonction inconnue.

Exemple 2.2.2 L’équation

¢ () =z = Jy (@ —t)p(t)di

)0 (2.2.5)
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2.3. Conversion d’une équation intégro-différentielle de Volterra a une équation intégrale
de Volterra de second espéce

est une équation intégro-différentielle de Volterra du premier ordre, et I’équation

" (x) = —x + [ (x —t)p (t)dt

¢ (0) =0, ¢ (0) = —1. (2.2.6)

est une équation intégro-différentielle de Volterra du second ordre.

2.2.3 Equation intégro-différentielle de Volterra-Fredholm

L’équation intégro-différentielle de Volterra-Fredholm, est une combinaison d’intégrales dis-
jointes de Volterra et de Fredholm et d’un opérateur différentiel, peut apparaitre dans une

seule intégrale.

Définition 2.2.3 On appelle équation intégro-différentielle de Volterra-Fredholm une équa-

tion de la forme

S 0@ ™ () = f(z) + M [ ka(z, O (8) dE + Ao fab ko(w, ) (t)dt

) (2.2.7)
go()(a):ak, 0<k<m-1

ot ™) (1) indique la m*™e dérivée de p (z) et ki(z,t), ko (x,1) et f(z) sont des fonctions
connues et Ay et Ay sont des paraméteres non nuls, et p(z) la fonction inconnue.

Exemple 2.2.3 L équation intégro-différentielle :

O (2) =1+ [T —t)p(t)dt+ [ ate (t)dt
©(0)=1

est une équation intégro-différentielle de Volterra-Fredholm du premier ordre.

2.3 Conversion d’une équation intégro-différentielle de
Volterra a une équation intégrale de Volterra de

second espéce

Nous pouvons convertir I’équation intégro-différentielle de Volterra en une équation intégrale

de Volterra équivalente, & condition que le noyau k(z,t) = k(x—t). Ceci peut étre réalisé en

12



2.3. Conversion d’une équation intégro-différentielle de Volterra a une équation intégrale
de Volterra de second espéce

intégrant les deux cotés de ’équation et en utilisant les conditions initiales.Pour déterminer

la solution exacte, on utilisant la formule suivante:

// t)dtdt = /Ow(x—t)gp(t)dt

/;(/0 (/0 o (t) dt)dt)dt = % Ox(:c—t)%p(t)dt

/Ox/ox..../oxso(t)@ﬁzﬁ/Ox(a:—t)m1<p(t) dt (2.3.1)

Exemple 2.3.1 Pour résoudre ’équation intégro-différentielle de Volterra suivante:
(2.3.2)

en la convertissant en une équation intégrale de Volterra. En intégrant les deux cotés
de léquation (2.3.2) de 0 & x et en utilisant la condition initiale, ainsi qu’en convertissant

'intégrale double en intégrale simple. De la formule (2.3.1) on obtient

/Owgo'(x)dx = /( dx—i— // t) dtdt

o (z) —p(0) = 2x—f—2+i/0(a:—t) (t) dt
d’oll ,
gp(m):2x—f—2+i/0 (x — t)p () dt
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Chapitre 3

Résolution analytique des E.I.D de

Volterra de second ordre

Dans ce chapitre, nous allons présenter quelques méthodes Analytiques pour obtenir la

solution de I’équations intégro-différentielle de Volterra.

3.1 La méthode de solution sous forme de série

Considérons I'équation intégro-différentielle de Volterra d’ordre m :

o @) = S gl [ “ht) e @ dr, (3.1.1)
p*(a) = ar, 0<k<m-—1 (3.1.2)

supposons que
k(o) =) gi(a)hi(t)
=1

ou les fonctions g;(x) et h;(t), (i = 1,...,n) sont continues et linéairement indépendantes.

et la solution ¢ (x) de (3.1.1) est une fonction analytique, telleque
o (z) = Z apz® (3.1.3)
k=0

ou a; sont des constantes & déterminés.
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3.2. La méthode de décomposition d’Adomian

Exemple 3.1.1 Soit I’équation intégro-différentielle de Volterra de second ordre

T

o'(r)=1+x —I—/O (x —1t) @ (t)dt, ¢ (0)=¢' (0) =1. (3.1.4)

En dérivant les deux cotés de l’équation,(3.1.3) on trouve:

= k(k—1)a? (3.1.5)

k=2

En remplagant léquation (3.1.5) et (3.1.3) dans l’équation, (3.1.4) on obtient

Zk — 1) apa? = 1+93+/ (x—t)zaktkdt (3.1.6)
0 k=0

Utilisons les conditions initiales,nous avons ag = a; = 1

2as + 6asz + 12a42° + 20as2° + ... = 1+x+/ :I:Zaktkdt—/ tzgktkdt
0 — 0 —

1 1 1
=1+a+(2*+ 5953 + %x‘* + %335 +..) — (§x2 + ga:?’ + %354 + %xﬁ +..)  (3.1.7)

En identifiant les coefficients de méme puissance en x dans les deux membres, on trouve

que:

1 1
ap = a; =1, azzﬁ, G3:§, g = —

ot ce résultat donne:

ak:H, ]{'ZO

Pour k > 0,en substituant ce résultat dans (3.1.3), on obtient la solution de la série

@) = Y ot

k=0
= 1+x+lx2+lx3+ x4

o 0 TR
g 693

3.2 La méthode de décomposition d’Adomian

Considérons I’équation intégro-différentielle de Volterra définie par

e™ (z) = f () + /I k(z,t)e(t)dt, ©o® (@) =ar, 0<k<m-—1 (3.2.1)
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3.2. La méthode de décomposition d’Adomian

ot (™ () est la m**™edérivée de o (z) par rapport a z et aj des constantes.

En intégrant les deux cotés de ’équation (3.2.1) de 0 & x, nous obtenons.

m—

= ki k- L7 (2) + L—l(/w k(z,t) @ (t)dt) (3.2.2)

k=0

. 11 - o s
la série Zzlzol yakxk est obtenue en utilisant les conditions initiales, et L™! est un
opérateur d’intégration. Maintenant, nous sommes en mesure d’appliquer la méthode de

décomposition en définissant la solution ¢ (x) de 1’équation (3.2.1) par une série

=> ¢, (x) (3.2.3)

En substituant 1’équation (3.2.3) a I’équation (3.2.2), on obtient

> ol Z ki w2t + L7V (2) + L7Y( / Tk (z,1) > @, (t)dt) (3.2.4)
n=0 k=0 a n=0

Cette équation peut s’écrire explicitement comme suit

00 2) + 91 (0)+ 2 (2) + g () = 5 hush 4 L1 () L[ bt g0 (0) dt

k=0

+L‘1(/ k(z,t) ¢ (t)dt) +L‘1(/ k(z,t) @, (t) dt) +L‘1(/ k(x,t) @g () dt) + .....
’ ’ ’ (3.2.5)
Pour déterminer les composantes ¢, (), ¢, (), @y (z), @3(z).... de la solution, ¢ (x)

nous établissons la relation de récurrence suivante

[y

=~

3

0 () = akx + L7 () (3.2.6)

i

0
T

_1(/ k(x,t)p, (t)dt), m=>0

t~

Pnt1 (ZL‘) =

Exemple 3.2.1 Utiliser la méthode d’Adomian pour résoudre [’équation intégro-différentielle

de Volterra
Px)y=14x+ /0 (x—t)p)dt, ¢(0)=¢ (0)=1 (3.2.7)

16



3.3. Polynoémes de Bernoulli et d’Euler

En appliquant lopérateur intégral double L~ défini par

_ /0 ' /0 " () dada. (3.2.8)

aux deuz cotés de (3.2.7), c’est-a-dire en intégrant les deux cotés de (3.2.7) deux fois de

0 a z, et en utilisant les conditions initiales données, nous obtenons

o (x )—1+x+%x +$x + L~ (/O$(x—t)go(t)dt)

En utilisant la série de décomposition (3.2.2) et la relation de récurrence (3.2.6) nous

obtenons

1 1
po(z) = 1+a+ 52° + a°

le 3
o1 (0) = L7\ / (2 — 1) 0o (1) dt)
1 1 1 1

et ainsi de suite. On obtient ainsi la solution sous forme de série
(£) =14+ at oa? + oad gt sy Lgsy Lory
= T+ —x?
P o Tt Tt Tet et Tt

et cela converge vers la solution exacte

plr)=e

3.3 Polynémes de Bernoulli et d’Euler

3.3.1 Polynémes de Bernoulli

Définition 3.3.1 Les polynomes de Bernoulli, notés B, (x), attribués o Daniel Bernoulli,

peuvent étre définis par récurrence au moyen des trois conditions :

By(xz) = 1

pour tout n : Bj . 4(z) = (n+1)B,(x)

/01 Bo(t)dt = 0
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3.3. Polynoémes de Bernoulli et d’Euler

Les nombres de Bernoulli

La relation de récurrence On définit ces nombres par la relation de récurrence

BO == 1
1 n—1

B, = Cc* . By, > 1
n—l—lkz:; nt+1 7k n=

Les premiéres valeurs des nombres de Bernoulli
BO = 1, Bl - —1/2, B2 - ]_/6, B3 - O, B4 - —1/30, B5 - 0
La fonction génératrice des polynomes de Bernouli:

B, (z) = ZCSka”’k, n>0
k=0

Voici les premiéres polynomes de Bernoull:

By(z) = 1

By(x) = z— %

By(z) = 2°—2+ é

Bs(z) = 2°— ;:f + %x
By(z) = x4—2x3+m2—%
Bs(r) = 2°— 51:4 + §x3 — %x

18



3.3. Polynémes de Bernoulli et d’Euler

les polynomes de Bernouli

— BO(x)
8N —B19|
B2(x)
| — B3
— B4(x)
B5(x)

Propriétés des polynémes de Bernoulli

)

Pour tout n € N, By (x+1) — B, (z) = na"*
2)
Pour tout n € N, Bl (x) =nB,_1 ()
3)
Pour tout n € N, B, (1—2)=(-1)" B, ()
4)
Pour tout n > 0, B, (0) =B, (1)
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3.3. Polynémes de Bernoulli et d’Euler

3.3.2 Polynoémes d’Euler

Définition 3.3.2 Les polynomes d’Euler sont les polynomes de degré n, notés E,(x), définis

par :
EO (.73) =1
1 n—1
En(z) = 2" — 520;5-(3;) et ,n>1.
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3.3. Polynoémes de Bernoulli et d’Euler

propriétés des polynémes d’Euler
1)
pour tout n € N, E,(z+ 1) + E,(z) = 22"

pour tout n € N, E'(x) = nE,(x)

pour tout n € N, E,(1 —x)=(=1)"E,(x)
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Chapitre 4

Méthodes numériques pour les

équations intégro-différentielles

La résolution analytique des équations intégro-différentielles de Volterra peut étre complexe
et exige souvent des compétences avancées en mathématiques. Dans certains cas, il peut
étre nécessaire d’utiliser des méthodes numériques ou des approximations pour obtenir une

solution satisfaisante.

4.1 Meéthode de collocation d’Euler

On considére ’équation intégro-différentielle de Volterra suivante:

p(x) = f(x) + A [k, t)o(t)dt

. (4.1.1)
P a)=ar,a<t,r< b,m>1 0<k<m-—1

ot ™ (z) indique la m*™¢ dérivée de ¢ (v),et k(z,t) une fonction continue et carré
integrable, f(z) est une fonction connue, () la fonction inconnue, A est un paramétre m
est un entier.

On utilse la méthode de collocation la solution approchée est donnée par

pal@) =D Eilw)a; (4.1.2)

ou
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4.1. Méthode de collocation d’FEuler

ou F;(x) sont les polynome d’Euler de degré ¢ (i = 0, 1,...,n) défini par la relation:

E,(z) = 2" ——ZCZ ,n> 1

et a; des coefficients & déterminer.
Posons

E(z) = (Ey(z), E1(2), ..., Bn(7)), et A = (ag,ay, ..., a,)"

En intégrant ’équation integro- différentielle (4.1.1) de a a x, m fois on obtient

/ / d:L'da: dr, = / / f(z d37d33 dx
—1—/;.../;()\/jk(m,t)gp(t)dt) dade..dz, m>1 (4.1.3)
—— m

w(x)z(w(aH/ da:+// a)dzdr + .. +/ / (m=1)(q) dada.. d:c)
/:.../axf(x)wnjﬁng/:.../:()\/axk(m,t)go(t)dt)dxdi..dx ,m>1  (4.1.4)

On remplace (4.1.2) dans (4.1.4) nous obtenons

ZEmr)ai:sO( a) + / da:+/ / a)dwdz + .. +/ / " (a) dada...dx

/ / f(z) dadz.. dx+/ / / x,t) ZE (taidt) dada..dz, ;m > 1
/ / / E;(t)dt) drdz...dz)a; =

gp(a)—l—/ da:+// a)drd + .. +/ / m=1)(a) dedz...dx

m

+/ / f(z)dedz...dg,m > 1 (4.1.5)
a a m

m
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4.1. Méthode de collocation d’FEuler

I'équation (4.1.5) s’écrite sous la forme

U(x)A = F(x) (4.1.6)
Ux) = Y (Ei) —)\/x.../x(/xk(x,t)Ei(t)dt) dedr...dz) , m > 1.
i=0 a a a m
A = a;,i=0,...,n
F(x) = ¢(a) + /xgo’(a)daz + /x/xgo"(a)dxdx + .t
/x.../xgp(m_l)(a) dxda:...dac—}—/x.../x f(z)dzdx...dz, m > 1
a a m a a m
pour r; = a+ b_Taj, 7=0,....,n
[ Us(wo) Ui(o) - . Un(zo) | [ F(wo) | [ ap |
U()([L'l) Ul(l’l) P Un(ZEl) F(Il) aq
Uz) = , F(x) = , A=
| Uo(xn) Uo(xn) . . Un(wn) | | F(zn) | | an |

Ce systéme admet une solution unique si le det U (x) # 0.

les conditions initiales du (4.1.1) donnent
eV (q) = Z Ei(a)o; = g (4.1.8)
i=0

Les inconnus (a;) (: = 0, 1, .., n) sont déterminés en résoudre le systéme linéaires d’équations
(4.1.7) et (4.1.8). La substitution de ces valeurs dans (4.1.2) donne la solution approxima-

tive.
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4.2. Méthode de Galerkin d’Euler

4.2 Meéthode de Galerkin d’Euler
On considére ’équation intégro-différentielle de Volterra suivante:

P (@) = f(x) + A [ k(x,t)o(t)

. (4.2.1)
o®a)=ap,a<t,r< b,m>1, 0<k<m-—1

ot "™ (z) indique la m*®™¢ dérivée de ¢ (), k(z,t) est une fonction continue et carré
integrable, f(x) est une fonction connue, ¢(x) la fonction inconnue, A\ un paramétre et m
un entier.

On utilse la méthode de Galerkin la solution approchée est donnée sous la forme

= Z Ei(z)a; (4.2.2)

ou E;(x) sont les polynome d’Euler de degrie i (i =0, 1, ......... ,n) définé par la relation:
1 n—1
E,(z) = 2" — 5 ;O;Ez(x) n>1

et a; des coefficients a déterminer.
posons

E(z) = [Eo(x), E1(2), ..., Eu(z)] et A=ag,aq,........ ]
Substitant (4.2.2) dans (4.2.1), et en intégrant I’équation integro- différentielle (4.2.1) de

a & z m folis on obtient

/ / x) dxdz.. dx—/ / f(x) dxdx.. dm+/ / / (z,t)p(t)dt) d:):dm dr, m>1

(4.2.3)
d’ou
@(x)zw(a)Jr/ da:+/ / a)dzdz + .. +/a / o™V (a) ded...dz

m

+/a /a f(z) dxdx...dx—l—/a /a ()\/a k(xz,t)o(t)dt) dede...de, ,m>1 (4.2.4)
N—— m N —— m
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4.2. Méthode de Galerkin d’Euler

on remplace (4.2.2) dans I’équation (4.2.4) nous obtenons

ZEi(x)ai:gp( )+ / dl’—l—/ / a)dxdx + .. +/ / (m=1) da:d:z; dzx
=0

+/a /a f(:p)dxdm...dx—I—/a /a ()\/a k(a:,t)ZEi(t)aidt)dxdx...dm ,m>1
—_— m —_— 1=0 m

d’ou
/ / / E;(t)dt) dzdz...dz)a;

SO(G)+/ d37+/ / a)dzxdx + .. / / o™ V(a) dede..dx

—I—/a /a flz)dzdx...dz, m>1, j=0..n (4.2.5)
H/_/ m

Alors les équations de Galerkin sont obtenues en multipliant les deux ctés de (4.2.5) par

E; et puis en intégrant parraport a x de a a b, nous obtenons

Z:;/ / / U ()dt] drdz...dz)E; (v) dr)a; =
/ab(#?( )+ / d:c+/ / a)drdr + .. /:..../:g;(mﬂ(a) dzd:fn...dx)Ej () dz

b T T
—I—/a (/a /a f(x)dede...dz)E; (z)de,m > 1, j =0..n (4.2.6)
—— m

I'équation (4.2.6) sécrite sous la forme

U(x)A = F(x)
Ux) = Z::/ / / / ($)dt) dadz...de)E; (x) da),j = 0, .o ym > 1.
A = a;, 1=0,....,n
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4.3. Exemples illustratifs

F(z) = /ab(go(a)+/jgp'(a)d:H/;/;go”(a)dxdan...+/j.../j<p(m_1)(a) drdzr..dx)E; (x) dz

b T x
+/ (/ / f(z)dedx...dz)E; (v)dr,m > 1, j=0..n
a a a m

Ce systéme admet une solution unique si det U (z) # 0.

les conditions initiales du (4.2.1) donnent:

P (a) = Ei(a)a; = amoy (4.2.7)
i=0
Pour déterminer les inconnus (a;) (i = 0,1,...,n) en resolvant le systéme linéaires

d’équations (4.2.6) et (4.2.7). La substitution de ces valeurs dans (4.2.2) donne la solu-

tion approximative.

4.3 Exemples illustratifs

Dans cette section on va traité quelques exemples pour résoudre les équations intégro-
différentielles linéaires de Volterra par la méthode de Euler-collocation et Euler -Galarkin.

Exemple 01.Considérons I’équation intégro-différentielle de Volterra:

gp'(m):2—§+ifozg0(t)dt, 0<t<z<I1
p(0)=0

la solution exacte donnée par:

Do (1) = 2
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4.3. Exemples illustratifs

Table 01. Nous présentons la solution approchée p,,,; obtenue par la méthode d’Euler-

collocation et d’Fuler-Galerkin , erreur est calculée pour N = 8

Val de x || ¢., (2) Pappr COll Pappr Gal Err.coll Err.Gal
0000 0000 -0.0000 -0.0000 2.9416e-012 || 3.0949e-08
1.25e-01 2.5000e-01 2.5000e-01 2.5000e-01 1.4349e-011 || 1.2153e-06
2.50e-01 5.0000e-01 5.0000e-01 5.0000e-01 2.3553e-011 || 2.2722e-06
3.75e-01 7.5000e-01 7.5000e-01 7.5000e-01 2.9156e-011 || 2.9807e-06
5.00e-01 1.0000e+00 || 1.0000e+4-00 1.0000e+00 || 3.0329e-011 || 3.2373e-06
6.25e-01 1.2500e-+00 || 1.25000e+00 || 1.2500e+00 || 2.6903e-011 || 3.0046e-06
7.50e-01 1.5000e+00 || 1.5000e+00 1.5000e+00 || 1.9389e-011 || 2.3163e-06
8.75e-01 1.7500e-+00 || 1.7500e+00 1.7500e+00 || 8.9111e-012 || 1.2728e-06
1.00e+4-00 || 2.0000e+-00 | 2.0000e+-00 2.0000e+4-00 || 2.9416e-012 || 3.1126e-08
f(x) =2 —22/4, k(z,t) =1/4, sexa(r) =2z
2.5 T T T T
solution exaéte 3
2L V'  Sol app Euler collocation N
Sol app Euler Galerkin ‘ /
er1 collocation -
151 * er2Galerkin ,/ ]

El 7
05F /v/o |
0.5 , ‘ ‘ |
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4.3. Exemples illustratifs

Exemple 02.Considérons I’équation intégro-différentielle de Volterra:

P a)=1+z+ [ (x—t)pt)d:, 0<t<z<1

v (0) =1,

la solution exacte donnée par:

Table 02. Nous présentons la solution approchée ¢, , obtenue par la méthode d’Euler-

Per (T) =€

¢ (0)=1

T

collocation et d’Fuler Galerkin ’erreur est calculée pour N = 8.

Valde z | ¢., (¢) Pappr COl Pappr Gal Err.coll Err.Gal

00 1.0000e+00 || 1.0000e+00 || 1.0000e+00 | 1.8947e-012 | 6.5152e-08
1.25e-01 || 1.1331e+00 || 1.1331e+00 || 1.1331e+400 | 6.7302e-013 || 2.2672e-07
2.50e-01 || 1.2840e+-00 | 1.2840e+4-00 || 1.2840e+4-00 || 6.5725e-013 | 4.9268e-07
3.75e-01 || 1.4549e4-00 || 1.4549e+00 | 1.4549e+00 || 1.9167e-012 || 6.8832e-07
5.00e-01 || 1.6487e+4-00 || 1.6487e+4-00 || 1.6487e+4-00 || 2.9485e-012 || 7.7572e-07
6.25e-01 || 1.8682e+4-00 || 1.8682e+4-00 || 1.8682e+4-00 || 3.6373e-012 || 7.3789%¢-07
7.50e-01 | 2.1170e4-00 || 2.1170e4-00 | 2.1169e+4-00 || 3.9222e-012 || 5.8427e-07
8.75e-01 | 2.3988e4-00 || 2.3988e+00 || 2.3988e+00 || 3.8121e-012 || 3.4668e-07
1.00e+00 || 2.7182e+00 || 2.7182e+00 || 2.7182e+00 | 3.3964e-012 || 6.4913e-08
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4.3. Exemples illustratifs

f(z)=1+=z, k(z,t) =(zr—1), sexa(zr) = exp(x)

3 I ‘
25
2 L
&
N 1.5}
1 solution exacte B
V¥V  Sol app Euler collocation
4 Sol app Euler Galerkin
05| erl collocation R
¥  er2Galerkin
0% £ —% *- Xk % *— Xk x*
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Exemple 03.Considérons I’équation intégro-différentielle de Volterra :

" () = cos(z) — e — (Fleslalzsm@)) 4 3 4 (ot (1) dt, 0<t <a <1

e(0)=1, ¢ (0)=-1, ¢"(0)=0

la solution exacte donnée par:

Peo (1) =1 —sin(z)
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4.3. Exemples illustratifs

Table 03. Nous présentons la solution approchée ¢, obtenue par la méthode

d’Euler- collocation et d’Euler Galerkin, ’erreur est calculée pour N =T.

Valde z || ¢, (z) apprcoll || ©q,,pGal Err.coll Err.Gal

00 1.0000e+-00 || 1.0000e+00 || 0.9992e+4-00 || 2.6779e-012 || 7.4878e-04
1.42e-01 || 8.5762e-01 || 8.57628e-01 || 8.5695e-01 || 2.5033e-012 || 6.7539e-04
2.85e-01 | 7.1815e-01 || 7.1815e-01 || 7.1768e-01 || 2.0685e-012 || 4.6832e-04
4.28e-01 || 5.8442e-01 || 5.8442e-01 | 5.8425e-01 || 1.6296e-012 | 1.7065e-04
0.71e-01 | 4.5916e-01 || 4.5916e-01 | 4.5932e-01 | 1.7055e-012 || 1.5965e-04
7.14e-01 | 3.4492e-01 || 3.4492e-01 | 3.4538e-01 | 2.9462e-012 || 4.5938e-04
8.57e-01 || 2.4402e-01 || 2.4402e-01 2.4469e-01 || 5.7121e-012 || 6.7031e-04
1.00e+00 | 1.5852e-01 || 1.5852e-01 1.5927e-01 || 1.0320e-011 || 7.4876e-04

f(z) = cos(z) — exp(x) — (exp(z)(cos(z) — sin(x)))/2+3/2, k(z,t) =exp(t), sexa(z) =1— sin(z)

0_9\ - L solution exacte .
R : V  Sol app Euler collocation
08 \ s Sol app Euler Galerkin N
‘ . ‘ er1 collocation
0.7 ‘ < | * er2Galerkin i
05k - B \" T o
3 ‘ N 1
04 1 \ oo o
. i .
0.3F : \ SRR
-
0.2 R o \
o1F ST -
O% F— * % e * %
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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4.3. Exemples illustratifs

Exemple 04.Considérons I’équation intégro-différentielle de Volterra :

¢ (z) = cosh(z) — 2sinh(%)? — % + [ a—t)pt)dt,0<t<z<1
¥ (0) =0, ¢"(0) =3,

¢ (0) =1,

la solution exacte donnée par:

Table 04. Nous présentons la solution approchée ¢, , obtenue par la méthode d’Euler-

fer (2) = cosh(z) + 2

2

¢" (0)=0

collocation et d’Fuler Galerkin, ’erreur est calculée pour N = 8.

Valde = || ¢,, (z) Pappr ol Pappr-Gal || Err.coll Err.Gal

00 1.0000e+00 || 1.0000e+00 | 1.0000e+00 || 2.2649e-014 | 2.3732e-08
1.25e-01 || 1.0234e+00 || 1.0234e4-00 || 1.0234e+00 || 2.1076e-011 || 3.0817e-06
2.50e-01 || 1.0939e+00 | 1.0939e+4-00 || 1.0939e+00 | 3.8937e-011 || 5.7143e-06
3.75e-01 || 1.2117e4-00 || 1.2117e+400 || 1.2117e+00 || 5.0863e-011 || 7.4750e-06
5.00e-01 || 1.3776e+4-00 || 1.3776e+4-00 || 1.3776e+00 || 5.5059e-011 || 8.0992e-06
6.25e-01 || 1.5923e+00 || 1.5923e+00 || 1.5923e+4-00 || 5.0891e-011 || 7.4934e-06
7.50e-01 || 1.8571e+00 || 1.8571e+00 || 1.8571e400 | 3.8981e-011 | 5.7483e-06
8.75e-01 | 2.1734e+400 || 2.1734e+00 || 2.1734e+00 || 2.1117e-011 || 3.1259e-06
1.00e+-00 || 2.5430e+00 || 2.5430e+-00 || 2.5430e+00 || 2.2204e-015 || 2.4162e-08
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4.3. Exemples illustratifs

f(z) = cosh(z) — 2sinh(z/2)? — 2*/12, k(z,t) = (z —t), sera(z) = cosh(z) + >
3 \ \ !

solution exacte 3

o5k V¥  Sol app Euler collocation L
*  Sol app Euler Galerkin :

erl collocation

2 % er2 Galerkin A

osf e S

oF
*
|
ot
*
*
*
*
P %
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Conclusion

Conclusion

Dans ce mémoire, nous proposons une solution numérique basée sur la méthode de
collocation d’Euler et la méthode de Galerkin d’Euler pour résoudre les équations intégro-
différentielles de Volterra. Nous présentons en détail les étapes de ces méthodes. De plus,
nous examinons leurs performance en les testant sur plusieurs exemples représentatifs. Les
résultats obtenus démontrent que ces méthodes fournissent des approximations précises et

robustes des solutions des équations intégro-différentielles de Volterra.
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