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Introduction générale

La morphologie mathématique est une théorie essentiellement non linéaire, utilisée en
particulier en analyse d'images. Elle ont été développée a l'origine a 1’école des Mines de Paris.
Elle repose essentiellement sur les travaux de G. Matheron [17] effectués dans les années 60-70,
puis sur ceux de J. Serra et de son équipe.

Depuis ces premiers développements, elle a pris une ampleur internationale et plusieurs
équipes s’y consacrent. La morphologie[3] a commencé par 1'étude des ensembles aléatoires
pour des applications a 1'industrie miniére. Elle a rapidement été appliquée au traitement et
a I'analyse des images dans un cadre déterministe, d’abord dans un cadre d’images binaires,
puis en niveaux de gris, puis encore plus tard sur des images en couleur, multispectrales. le but
est I’étude des objets en fonction de leur forme, de leur taille, des relations avec leur voisinage
(en particulier topologiques), de leur texture, et de leurs niveaux de gris ou de leur couleur.
Dans cette théorie (voir [2], [3], [11]) il y en a quatre opérateurs morphologiques qui sont la
dilatation, I’érosion, 1'ouverture et la fermeture. Ces derniéres sont des filtres non linéaires qui
son appliqué par un structurant simple (carré, cercle...), ou par un structurant plus complexe.

Le but de ce mémoire est de développer et étudier les concepts de morphologie mathé-
matique aux principes d’algébrique avec les notions de treille, et principes d’analyse multi-
échelles pour les EDPs. Car une relation mathématique tres intéressante a 1ié les EDPs au phé-
nomene de morphologie mathématique basée sur 1'idée de 1’analyse multi-échelle de Marr-
Hildreth-Koenderink-Witkin (''espace d’échelle’) de 1’équation de la chaleur Ju/0t = Au
constitue I'exemple typique, et proposée précédemment par certains transformations fonda-
mentales apparaissant dans la morphologie mathématique (dilatation et érosion), donné par :
OJu/0t = £ | Dul sera donc caractérisé par des axiomes de la morphologie mathématique.

Dans le chapitre 01 intitulé traitement d’images, nous parlerons de certaines définitions de
traitement d’images, et exactement des filtres linéaires comme la convolution et non linéaires
comme les opérateurs de la morphologie mathématique, ainsi de rappel d’EDP de la chaleur .
Dans le chapitre 02 intitulé Morphologie Mathématique, nous présentons tous les opérateurs
de la morphologie mathématique, les opérateurs de la base c’est I’érosion, la dilatations et la
plus complexe comme l'ouverture et la fermeture avec son définition mathématique, proprié-
tés... et nous donnerons les exemples des images de ces filtres dans les deux cas (le cas binaire
avec des images binaire et le cas fonctionnel avec des images niveaux de gris) Ainsi nous don-
nerons un procédure pratique.

Dans le chapitre 03 intitulé EDP et morphologie, nous présentons les opérateurs de la morpho-
logie (dilatation/érosion) avec I’échelle et leur axiomes, ainsi nous donnerons la relation entre la
morphologie mathématique et les équations aux dérivées partielles sous forme Ou/0t = + |Dul|
et le EDP de la chaleur.

vi



CHAPITRE 1

TRAITEMENT DE L'IMAGE : DEFINITIONS ET
PROPRIETES

@ ans le chapitre 01 que nous titrerons traitement d’images, nous parlerons de certaines dé-
finitions de traitement d'images, et exactement des filtres linéaires comme la convolution
et non linéaires comme les opérateurs de la morphologie mathématique, ainsi de rappel d’EDP
de la chaleur .



1.1. UNE IMAGE NUMERIQUE ET MATHEMATIQUE 9

1.1 Une image numérique et mathématique

1.1.1 Une image numérique

Les images numériques peuvent se décrire par un ensemble fini de valeurs entiéres qui s’ap-
pellent les pixels avec sont situés sur une grille réguliére.
A chaque pixel de la grille est associé une couleur ou une nuance de gris. La taille d"une image
est déterminée par les dimensions de ce tableau de pixels. La largeur de I'image est le nombre
de colonnes et la hauteur de I'image est le nombre de lignes dans le tableau, matrice de pixels
est une matrice de M colonnes x N lignes. Pour désigner un pixel spécifique dans la matrice
d’image, nous définissons sa coordonnée en x et y. Le systéme de coordonnées des matrices
d’images définit x comme croissant de gauche a droite et y comme croissant du haut vers le
bas.
Les images numériques en trois modeles basés sur les valeurs de pixel : I'image binaire signifie
des pixels 0 pour le noir et 1 pour le blanc, I'image en niveaux de gris signifie des pixels compo-
sées de 0 (noir) a 255 (blanc) et 'image en couleur est inclut des informations pour chaque pixel,
pour des résultats visuellement acceptables, il est nécessaire (et presque suffisant) de fournir
trois échantillons pour chaque pixel, qui sont interprétés comme des coordonnées dans un es-
pace de couleur. L'espace couleur Rouge, Vert, Bleu (RVB) est le plus utilisé pour le maniement
des imags numériques.

Exemple pour une image numérique :

b

251]251|247|243|215]170]227|239|235(|235|235[231|231|227|239
121/130(142/158]154/134/198/239|235/235]235|231|231|231]231
215|239|235|239(235]|231|227|227(239
182{239]239]239[235]235]231|227(231
2191239(239|235|231]12311231|1227(239
[89]186(243|239|239(235[235]231|227(231

1 89]223|243|239|235(231]231]231|227(239
194(243|239]2359]235[231|231|227(235
223|1243|239|235|231123112311231(239
B891194/243(239]239|235|231|231|231(239
150{178(194/210(223]227]227]231(243

10&j117

FIGURE 1.1 — Exemple d'image en niveaux de gris, avec son code des pixels du carré séléctionné
dans I'image.

DJAIDJA.R EDPs et Morphologie mathématique



1.2. TRAITEMENT DE L'IMAGE 10

1.1.2 Une image mathématique

Soit 2 un ouvert borné de R?. Une image est définie comme une fonction
f:QdansR, (pour une image niveau de gris ),

et

f:QdansR?,  (pour une image couleur).

1.2 Traitement de I'image

1.2.1 Définition.

Le traitement d’images est un domaine tres vaste, qui consiste de tout ensemble des
techniques et des méthodes permettant a modifier les pixels d'une image numérique, dans le
but d’améliorer ou d’en extraire des informations d’images.

Ce traitement d’image transforme les images en de nouvelles images (avec peut-étre moins de
bruit par exemple).
Exemples de traitement d'images.

— Amélioration : augmenter la qualité de la perception visuelle qu’on a d"une image.
— Restauration : compenser les dégradations (bruit, flou, ...).

— Compression : stocker et transférer efficacement.

— Dilatation : augmenter la taille des objes dans I'image.

— Analyse : convertir des informations.

FIGURE 1.2 — Exemple de restauration d’image : a gauche c’est 'image originale bruitée et a
droite I'image filtrée par le filtre median.

DJAIDJA.R EDPs et Morphologie mathématique



1.2. TRAITEMENT DE L'IMAGE 11

1.2.2 Type de traitement de I'image.

il existe plusieurs types dans 1’entourage de domaine du traitement d’image, nous en men-
tionnons deux :

1.2.2.1 Filtrage linéaire

Le principe du filtrage modifie la valeur des pixels d'une image, généralement dans le but
d’améliorer son aspect. En pratique, il s’agit de créer une nouvelle image en se servant de
valeurs des pixels de I'image d’origine. Le filtrage est une opération de voisinage, dans laquelle
la valeur de n'importe quel pixel donné dans I'image de sortie est déterminée en appliquant un
certain algorithme aux valeurs des pixels dans le voisinage du pixel d’entrée correspondant.
Ce voisinage d"un pixel est un ensemble de pixels définis par leurs emplacements par rapport
a ce pixel.

Soit I une image numérique.
Soit h une fonction de [z, 22 X [y1, y2| & valeur réelles. La convolution de I par h est définie par :

T2 Y2
(Ixh) =" h(i,j)I(x—iy—j). (11)
i=x1 J=Y1
Avec h c’est le noyau de la convolution.
Les nouvelles valeurs du pixel sont calculées par produit scalaire entre le noyau de convo-
lution et le voisinage correspondant du pixel.

100 { 100 | 100 | 100 | 100

100 | 100 | 100 | 100| 100 0 (1[0
100 {100 (150 | 100 100 % [ -1 | 5 | -1
100 | 100 | 100 | 100| 100 0|10

100 | 100 | 100 | 100 100

FIGURE 1.3 — Exemple de convolution numérique.

DJAIDJA.R EDPs et Morphologie mathématique



1.2. TRAITEMENT DE L'IMAGE 12

FIGURE 1.4 — Exemple du filtrage de convolution : & gauche I'image initiale en niveaux de gris
et a droite I'image filtrée.

1.2.2.2 Morphologie mathématique

Définition 1.1. la morphologie mathématique est une théorie essentiellement non linéaire, uti-
lisée en particulier en analyse d’images, dont le but est 1’étude des objets en fonction de leur
forme, de leur taille, des relations avec leur voisinage (en particulier topologiques), de leur tex-
ture, et de leurs niveaux de gris ou de leur couleur. Par les transformations qu’elle propose, elle
se situe a différents niveaux du traitement d’images (filtrage, segmentation, mesures, analyse
de texture) et fournit ainsi des outils pour la reconnaissance des formes. Dans cette théorie,
il y en a quatre opérateurs morphologiques qui sont la dilatation, 1’érosion, l'ouverture et la
fermeture. Ces dernieres sont des filtres non linéaires qui peuvent s’appliquer soit aux images
binaires, soit aux niveaux de gris.

1. La dilatation.
C’est une opération sous forme algébrique et fonctionnelle, qui est son effet d’abord
d’élargir la figure, la hauteur et largeur de la figure dilatée seront les sommes respecti-
vement des hauteurs et largeurs de la figure originale et de 1’élément structurant.

2. L’érosion.
L'effet de 1’érosion est d’abord de rétrécir la figure, la hauteur et largeur de la figure éro-
dée seront les différences respectivement des hauteurs et largeurs de la figure originelle
et de I’élément structurant (en particulier si 1’élément structurant est plus large ou plus
haut que la figure, 1’érosion de celle-ci sera vide).

L'érosion de A dilatationde A
< / —>
A

FIGURE 1.5 — Exemple illustre la grossiérement d"un objet par la dilatation et son rétrécissement
par l'érosion.

DJAIDJA.R EDPs et Morphologie mathématique



1.2. TRAITEMENT DE L'IMAGE 13

Objet original

FIGURE 1.6 — Dilatation (droite) et érosion (gauche) de 1'objet binaire en utilisant un élément
structurant B circulaire [14].

3. L'ouverture et la fermeture.
La composition d’érosion suivie d'une dilatation avec le méme élément structurant,
qui nous donne 1’ouverture et la composition d"une dilatation suivie d’érosion avec le
méme élément structurant, donne la fermeture.

(a) La différence entre I'ouverture et la fermeture :
1. Les deux sont conserve (souvent) la taille et la forme des objets, mais I'ouverture
est élimine les composantes connexes plus petites que I'élément structurant (sépa-
ration en plusieurs composantes connexes) et la fermeture est bouche les trous plus
petits que 1’élément structurant (fusion de composantes séparées).
2. Les deux sont des filtres du débruitage, mais I'ouverture pour enlever les pics
isolés et la fermeture pour enlever les creux isolés.

Dans l'image (1.6) a droite, lorsqu’on effectue une fermeture avec un élément structurant en
forme de disque, les contours sont lissés, les canaux fins sont fusionnés, de petits trous sont
éliminés et les trous dans les contours sont remplis. Et en a gauche, I'ouverture lisse le contour,
rompt les points d"union et élimine des pics.

FIGURE 1.7 — Exemple d’ouverture d'image avec un élément structurant circulaire a gauche et
a droite la fermeture d'image par un élément structurant circulaire[1] .

DJAIDJA.R EDPs et Morphologie mathématique



1.3. EQUATION DE LA CHALEUR ET TRAITEMENT DE L'IMAGE
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1.3 Equation de la chaleur et traitement de I'image

Koenderink a démontré en 1984, que la convolution d"une image bruitée par un filtre gaus-

sien est la solution de I’équation de la chaleur pour o = v/2t.

1. Equation de la chaleur sur R.
Soit le probleme de la chaleur suivant[18] :

ot 0x?’

2
@:k@ reRt>0
u(z,0) = f(z)

On sait que pour f(x) continue, bornée, la solution du probleme s’écrit comme :

x,t 47rkt/f S K > 0.

Et on peut écrire la solution comme produit de convolution :

u(z,t) = f* g5,

avec le filtre Gaussien :

50 100 150 200 250 50 100 150 200

FIGURE 1.8 — Image gatlin2 (en droit filtrage par le EDP de la chaleur)[1].

(1.2)

(1.3)

(1.4)

(1.5)

DJAIDJA.R EDPs et Morphologie mathématique



1.3. EQUATION DE LA CHALEUR ET TRAITEMENT DE 'IMAGE 15

2. Equation de la chaleur sur R x R. La premiére EDP a avoir été utilisée en traitement
d’images est certainement ’équation de la chaleur[18]].
Soit I'image définie par :
[ : R? — R et soit I'équation de la chaleur donnée par,

ou
{ 5= Au(z,y,t); t>0, (1.6)
u(z,y,0) = f(z,y).
Pour f continue et bornée, la solution est donnée par :
Avec: )
—?4y?)
Goly) = e (18)
o

On peut remarquer que la solution de 1’équation de la chaleur représente un filtrage
linéaire d"une image initial f par le filtre Gaussien a 1’échelle v/2¢.

o : Indique la position du contour de I'image en fonction de o .

Ce filtrage ne permet pas de détecter des contours d’images on a recoure aux filtrage non
linéaire.

DJAIDJA.R EDPs et Morphologie mathématique



CHAPITRE 2

MORPHOLOGIE MATHEMATIQUE

@ ans le chapitre 02 que nous titrerons Morphologie Mathématique, nous présentons tous
les opérateurs de la morphologie mathématique, les opérateurs de la base c’est 1’érosion,
la dilatations et la plus complexe comme l'ouverture et la fermeture avec son définition mathé-
matique, propriétés... et nous donnerons les exemples des images de ces filtres dans les deux
cas (le cas binaire avec des images binaire et le cas fonctionnel avec des images niveaux de gris)
Ainsi nous donnerons un procédure pratique.
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2.1 Opérateurs morphologiques dans le cas binaire

Pour pouvoir définir les opérateurs binaires de la morphologie mathématique, on passe par
la notion abstraite de treillis complet. On sera ensuite capable de «faire» de la morphologie sur
tout treillis.

2.1.1 Définition d’une treillis complet

Un treillis (E, <) [2] est la donnée d'un ensemble F, muni d’une relation d’ordre < réflexive
(x < z), antisymétrique (z < yety <z = z = y) et transitive (z < yety < z = 2z < z2).
Un treillis est dit complet, si toute partie P de E admet une borne supérieure (le plus petit des
majorants de P) et une borne inférieure (le plus grand des minorants de P).

2.1.1.1 Exemple de treillis

Un exemple de treillis est donné en figure 2.1 : le treillis des couleurs primaires additives
(rouge, vert et bleu). 0 représente la couleur absente et 1 la couleur présente.
La couleur noire est [0, 0, 0], le blanc [1, 1, 1], le rouge pur [1, 0, 0], le vert pur [0, 1, 0], etc.
Dans ce treillis, on ne peut pas comparer rouge et vert, ou encore violet et jaune, mais le blanc
est supérieur (plus brillant) a toutes les autres, et le noir inférieur (plus sombre aux autres).
Quel que soit I'ensemble des couleurs choisies, par exemple jaune et bleu, on peut définir un
supremum et un infimum, bien que 1’ordre des couleurs ne soit pas total.

I 11

— | T

110 1 01 011

>

1 00 010 001

\l/

000

FIGURE 2.1 — Un exemple de treillis : le treillis des couleurs primaires additives

2.1.2 L’élément structurant

Définition 2.1. Des premiéres applications a 1’étude des milieux poreux est née ’approche en-
sembliste de la morphologie mathématique. Elle s’applique a des images ou objets binaires et
les étudie sous 1’angle de leurs relations avec un ensemble fixé. Cet ensemble, dont on choisit
la forme et la taille, est appelé élément structurant. Un élément structurant est un ensemble qui
a les caractéristiques suivantes :

1. il possede une forme (géométrie connue),
2. cette forme a une taille,

3. cet élément est repéré par son origine appartenant généralement a I’élément structurant.
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]

Carré Cercle Segment

H [

Paire de points

FIGURE 2.2 — Quelques exemples d’éléments structurants.

Généralement pour faire la facilité du calcul les opérateurs élémentaires de la morphologie,
il faut considérer le cas le plus simple de I'élément structurant comme (la figure 2.2).

2.1.3 Dilatation binaire

Soit X une image binaire. C’est-a-dire un sous-ensemble de E, le translaté de X parp € E
est ’ensemble[3],

Xp=x2+p, ze€X (2.1)
La dilatation binaire d'un ensemble X par un élément structurant B est définie par :
op(X) = X @ B, (2.2)
- Ux 23)
beB
- U B.. (2.4)
zeX
= {r+b, xze€X,beB}. (2.5)

Avec X @ B c’est la définition classique de 1’addition de Minkowski de deux ensembles, qui
correspond a I’addition vectorielle.

XaB

Bx

FIGURE 2.3 — Illustration de dilatation binaire de X par B.

La figure 2.3 représente la dilatation J d’un ensemble X par un élément structurant B, et on
remarque qu’il augmenter la taille de 'ensemble X par 1'union de tous les translations B,.
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2.1. OPERATEURS MORPHOLOGIQUES DANS LE CAS BINAIRE 19
2.1.3.1 Propriétés de la dilatation
La dilatation a les propriétés suivantes (voir [2] et [3] :
1. La dilatation est extensive :
X C g (X)
2. La dilataion est croissante :
3. Elle est commutatif avec la réunion mais pas avec l'intersection :
5BUB/ (X) = 5B(X) U 5B’<X)- (2 7)
5BmB’(X) - 5B(X) N (53’(X)-
Démonstration. En utilisant les formules 2.4 et 2.5 dans tous les démonstrations :
1. Extensivité :
Il est évidement voir que
Xc{x+0b, ze€X,be B}
2. Croissance :
XCY=z<yzreXycy, (2.8)
—=2+0<y+b,Vbe B, (2.9)
3. Commutativité :
Pour tout z € X et B, B’ deux éléments structurants, alors
5BUB/(X):{x+b, xeX,beBuB’}, (2.11)
:{x+b, reX,beB oubeB’}, (2.12)
:{{x+b, reX,be B} ou {w+b, xeX,beB’}}, (2.13)
=0p(X)Udy(X). (2.14)
(2.15)
O

Ces propriétés algébriques ont des conséquences importantes sur les applications de
cette transformation. Par exemple, la relation d’itération permet de calculer une dilatation par
un disque de rayon 2cm soit directement, soit comme une suite de deux dilatations par un

disque de rayon lem.
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2.1.3.2 Exemples de la dilatation

1. Dans cet exemple, la dilatation par un disque a pour effet d’augmenter la taille des objets
selon la taille du disque, de relier entre elles les composantes proches et de boucher les
petits trous (plus petits que 'élément structurant).

L'image a gauche c’est une image initiale, le centre c’est le résultat apres la dilatation par
un disque de taille 3 et I'image a droite c’est le différence : en blanc, les parties rajoutées
par la dilatation.

La figure 2.4 illustre ces effets.

FIGURE 2.4 — Exemple de dilatation binaire[3].

2. On suppose que l'ensemble X soit représenté par les pixels marqués en image binaire.
Dans la figure 2.5 I'image a gauche c’est l'initiale représenté par X = {(2,2),(3,2)}, le
centre c’est I’élément structurant représenté par S = {(—1,—1),(0,—-1),(1,—-1),...,(1,1)}
et ’adroite c’est le résultat.

FIGURE 2.5 — Exemple de dilatation dans le cas d'image représentée comme matricielle.

La dilatation 6 de X par la structurant S égale a 'ensemble de tous les ajouts possibles
d’un élément de X et S':
Is(X)={r+s,x € X Nse S}

Par exemple, (2,2) + (—1,—1) = (1,1) et (3,2) + (1,1) = (4, 3).
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2.1.4 L’érosion binaire

Soit X une image binaire. L'érosion binaire d'un ensemble X par un élément structurant B
est définie par[3] :

eg(X)= X 6B, (2.16)
_ ﬂ X, (2.17)

beB
(b E.B,CX). (2.18)

Avec X, c’est le translaté de X en point p et X (X & B) le différence de Minkowski.
— L'érosion est le lieu géométrique des points p tels que, B, est inclus dans X. Une érosion
«réduit» 'ensemble X.

FIGURE 2.6 — Illustration de 1’érosion binaire de X par B.

— La figure 2.6 représente 1’érosion € d"un ensemble X par un élément structurant B, et on
remarque qu’il diminué la taille de 'ensemble X par l'intersection de tous les transla-
tions de I’ensemble symétrique de B , donc vraiment que 1’érosion est réduit 'ensemble
X.

2.1.4.1 Propriétés de 1’érosion

La propriété essentielle de I'érosion est qu’elle est la transformation duale de la dilatation
par rapport a la complémentation ([2] et [3]) :

ep(X) = [05(X)] (2.19)

Cette propriété peut également étre présentée comme définition, dont on déduit alors ’expres-
sion (2.7) :

[0p(X)]" = [X® B|°, (2.20)
- [U Xil (2.21)
beB
= () X, (2.22)
beB
= ep(X). (2.23)
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Ainsi que I’érosion a les propriétés algébriques suivantes (elles peuvent étre démontrées soit
directement a partir des formules (2.7) et (2.8) :

1. L'érosion est anti-extensive :
ep(X) C X.
2. L'érosion est croissante :
X CY = e5(X) Cep(Y).

3. Elle satisfait les relations suivantes par rapport a la réunion et a I'intersection (en parti-
culier, elle commute avec l'intersection) :

ep(XNY)=cep(X)NepY).
ep(XUY) Dep(X)Uep(Y).
e pu (X) = £5(X) N e (X).
epnp (X) D ep(X) Uey (X).
4. Elle satisfait la relation d’itération suivante :
ep [eB(X)] = epep (X).

2.1.4.2 Exemples de 1’érosion

1. Dans cette exemple 1’érosion est diminuer ’objet selon la taille de 1’élément structurant,
les composantes connexes de I'objet plus petites que 1’élément structurant sont suppri-
meées.

L'image a gauche c’est une image initiale, le centre c’est le résultat apres 1’érosion, par un
disque de taille 3 et 'image a droite c’est le différence : en blanc, les parties supprimées
par l'érosion.

La figure 2.7 illustre ces effets :

FIGURE 2.7 — Exemple de I’érosion dans 1'image binaire[3]].
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2. Dans la figue 2.8 I'image représenté par 0 le noir et 1 c’est le blanc, en a gauche c’est
l'initiale représenté par X = {(1,1),(2,1),(3,1),...,(5,5)}, le centre c’est I'élément struc-
turant représenté par S = {(—1,—-1), (0, —1), (1, —1),...,(1,1)} et 'adroite c’est le résultat.

FIGURE 2.8 — Exemple de I’érosion en cas I'image représentée comme matricielle.

Pour appliquer I’érosion en élément (1, 1) par exemple, on utilise I’expression (2.8) :
malgré (1,1) € X mais: (1,1) + (—1,—1) = (0,0) ¢ X, donc (1,1) = 1.
Un autre: (3,2) € X et (3,2) +(1,1) = (4,3) € X.

2.1.5 L’ouverture binaire

Quand on applique d’abord une érosion puis une dilatation, les composantes connexes de
'objet qui ont été supprimées par 1'érosion (a cause de leur petite taille) ne peuvent plus étre
recouvrées par la dilatation et sont donc définitivement perdues. On construit donc ainsi une
nouvelle transformation par composition d"une érosion et d'une dilatation et ce qu’on appelle
I'ouverture.

Alors, I'ouverture de X par B est définie par [3] :

v5(X)= XoB, (2.24)
= J{B,p€ EetB, C X} (2.26)

— Interprétation simple de I'ouverture d"un ensemble X ce qu’on recherche du réunion de
tous les translations B, qui contienne a X.

— Le contour de X o B est donné par les points de X qui sont recouverts par B quand on
le fait glisser a I'intérieur des contours de X, comme la figure
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Translation de X par B

FIGURE 2.9 — L'ouverture d'un ensemble X par un élément structurant B.

2.1.5.1 Propriétés d’ouverture binaire

L’ouverture a les propriétés algébriques suivantes (Ces propriétés sont fondamentales puis-
qu’elles font de I'ouverture un filtre morphologique)[2][3] :

1. L'ouverture est anti-extensive :

ve(X) C X. (2.27)
2. L'ouverture est croissante :
X CY:>’)/B(X) C’}’B(Y). (2.28)
3. Elle est idempotente :
[vBlp (X) = v8(X). (2.29)
4. Onadeplus:
B CB = yy(X) Cyp(X), (2.30)

et si v, désigne I'ouvert de X par un élément structurant de taille n, alors
(,yn)n' = (lyn/)'n = lymaz(n,n/)' (231)

2.1.5.2 Exemple de I'ouverture

1. Dans cet exemple 'ouverture est supprimer les parties des objets plus petites que 1'élé-
ment structurant, et lisser les contours en supprimant les petites excroissances. Elle ne
réduit pas systématiquement toutes les structures comme le fait I’érosion.

L'image a gauche c’est une image initiale, le centre c’est le résultat apres I'ouverture par
un disque de taille 3 et I'image a droite c’est le différence : en blanc, les parties suppri-
mées par l'ouverture.
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FIGURE 2.10 — Exemple de I'ouverture dans I'image binaire[3].

2. Soit I'image f représenté par :

1(1]0[{0(0]0]0
1(1]1|{0(0]0]0
1(1}1|1(1]0]0
0/{1/0{0]1/0]|0
0/1/0{0]1/0]|0
Oj1{1/1(11/0
0/0(0j0]1|1]|1
0/0{0|0]0|1]|1

Il n’y a pas de méthode directe pour calculer I'ouverture de f, sauf si on calcule premie-
rement 1’érosion puis la dilatation : donc on calcule I'érosion e 5(X) et la dilatation 65 (X)
par un élément structurant s :

FIGURE 2.11 — L'élement structurant s
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110]0l0]0]0]0 171]1]0]0]0]0
1/1/0/0(0]0]0 111(1(1]1/0]0
0/1]l0/0]0l0]0 1111110
0lo0lol0]o0l0]O 1(1(1]1][1]1]0
es(X)=rgtoToTtololo0l0 p(X) =TT 11110
0/0|0[0]1]0]0 111 (1]1[1]1]1
0l0|0(0]0[1]0 011 (1]1[1]1
0l0lol0]0l0]1 0lolol0]1[1]1
Donc l'ouverture y5(X) :

171]010]0l0]0

1/1(1/0(0/0]0

1/1[1/0/(0/0]0

0/1]/0/0]0[0]0

X)) =ToTo 0o 100

0l0|0[1]1[1]0

0l0lo0l0]1[1]1

0l0l0[0]0[1]1

2.1.6 La fermeture binaire

La fermeture morphologique est I'opération duale de I'ouverture, et consiste a réaliser une
dilatation suivie d"une érosion par le méme d’élément structurant.
La fermeture ¢ de X par B est définie par[3] :

pp(X)=XeDB, (2.32)
= (X & B)e B. (2.33)

— Interprétation simple de la fermeture c’est le contour X e B est donné par les points de
X qui sont recouverts par B quand on le fait glisser a I’extérieur des contours de X.

FIGURE 2.12 - La fermeture de I'ensemble A par un élément structurant B[6].
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2.1.6.1 Propriétés de la fermeture binaire

La fermeture a les propriétés algébriques suivantes [3] :

1. La fermeture est extensive :

X C op(X). (2.34)

2. La fermeture a vérifie les propriétés des expressions (2.22),(2.23),(2.24) et (2.25).

2.1.6.2 Exemples de la fermeture

1. Dans cette exemple, la fermeture a pour effet de boucher les trous des objets qui sont plus
petits que 1'élément structurant, et lisse les contours des objets en rajoutant des points
dans les concavités étroites.

L'image a gauche c’est une image initiale, le centre c’est le résultat apres la fermeture par
un disque de taille 3 et I'image a droite c’est le différence : en blanc, les parties rajoutées
par la fermeture.

FIGURE 2.13 — Exemple de la fermeture dans 1'image binaire[3].
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2.2 Opérateurs morphologiques dans le cas fonctionnel

La morphologie mathématique fonctionnelle, a la différence de la morphologie mathéma-
tique ensembliste, s’applique aux images en niveaux de gris.
Les transformations d’images en morphologie mathématique fonctionnelle se pratiquent
comme pour la morphologie mathématique ensembliste : 1’élément structurant B est déplacé
de fagon a ce que son origine x passe par toutes les positions de I'image. Pour chaque position,
on comparera les valeurs prises par les pixels inclus dans le domaine de 1'élément structurant.
Le pixel central prendra soit la valeur minimale (lors d'une érosion) soit la valeur maximale
(lors d'une dilatation).

2.2.1 Dilatation fonctionnelle

Définition 2.2. (Dilatation par un élément structurant binaire)
La dilatation d'une fonction f par un élément structurant B est la fonction définie par :

Ve € R, 65(f) =sup{f(y) / y € B.}. (2.35)

— Cette définition fait apparaitre explicitement que les valeurs de f intervenant dans le
résultat de 'opération en un point sont celles prises dans un voisinage de ce point, ce
voisinage étant défini par 1’élément structurant.

— Pour obtenir la fonction dilatée de f(x), on attribue a f(z) la valeur maximale qu’elle
prend dans le domaine de B et ce, a chaque nouveau déplacement de B. L'image suivante
illustre la dilatation de la fonction f(x) par un élément structurant B.

mf{(x) @fix) une fois dilatée par B

f=)

=

FIGURE 2.14 - La dilatation de la fonction f(x) par un élément structurant B[19].

Exemple 2.1. Sur une image a niveaux de gris, la dilatation par un disque augmente les niveaux
de gris, propage les maxima locaux des niveaux de gris (dans une région correspondant a la
taille et a la forme de I’élément structurant).

Généralement, la dilatation soumis a la loi "plus une valeur est grande, plus elle tend vers le
blanc".

La figure (2.19) illustre ces effets.
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FIGURE 2.15 - Exemple de dilatation numérique (de gauche a droite : image initiale & niveaux de
gris, considérée comme une fonction sur 'espace a deux dimensions, dilatation par un disque
de taille 3)[3].

Définition 2.3. (Dilatation par une fonction)
Considérons maintenant des éléments structurants fonctionnels, ¢’est-a-dire des fonctions g de
R” dans R U {—o0}, telles que

{zr € R" / g(x) # —o0} est borné.

La dilatation d"une fonction f par une fonction g est la fonction définie par :

Ve € R", 6,(f) =sup{f(y) + g9y —x) / y e R"}. (2.36)

2.2.2 Erosion fonctionnelle

Définition 2.4. (Erosion par un élément structurant binaire)
L’érosion d"une fonction f par un élément structurant B est la fonction définie par :

Ve eR", ep(f) =inf{f(y) / y € B:}. (2.37)

— Ici encore, la valeur prise en un point dépend uniquement des valeurs de f dans un
voisinage, défini par B, de ce point.

— Pour obtenir la fonction érodée de f(z), on attribue a f(z) la valeur minimale qu’elle
prend dans le domaine de 1’élément structurant B et ce a chaque nouveau déplacement
de B.
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B— mfix)] D@f(x) une fois érodée par B

=

FIGURE 2.16 — L’érosion de la fonction f(x) par un élément structurant B[19].

Exemple 2.2. L'érosion d'une image a niveaux de gris par un disque a pour effet de diminuer
les niveaux, et de propager les minima dans une région définie par I'élément structurant.
La figure (2.21) illustre ces effets.

FIGURE 2.17 — Exemple d’érosion numérique (de gauche a droite : image initiale & niveaux de
gris, considérée comme une fonction sur l'espace a deux dimensions, érosion par un disque de
taille 3)[3]].

Définition 2.5. (Erosion par une fonction).
Soit g une fonction de R dans R U {—oc}, telle que

{z e R" / g(x) # —o0} est borné.

L’érosion d"une fonction f par une fonction g est la fonction définie par :

Ve e R, gy(f) =inf{f(y) —gly—2) / y €R"}. (2.38)

* L'intérét de ces éléments structurants est qu’ils permettent de réaliser des opérations plus
fines qu’avec des éléments structurants binaires. Par exemple, il est ainsi possible de modifier
un relief (I"écréter par exemple) dans n'importe quelle direction, et pas seulement parallelement
au plan de I'image comme avec des éléments structurants binaires (plans).
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2.2.3 L’ouverture fonctionnelle

L'opération de I'ouverture fonctionnel comme exactement dans la morphologie mathéma-
tique ensembliste (binaire), il consiste en une érosion suivie d"une dilatation. Donc 1'ouverture
d"une fonction f par un élément structurant B est la fonction définie par :

ve(f) = 0B lea(f)]- (2.39)

Définition 2.6. (Sur les fonctions) En terme d’opérateur sur les fonctions, on définit 1’ouverture
par:

v5(X) =sup{B / BCX}. (2.40)

L'ouverture de f(x) par I'élément structurant B a les conséquences suivantes sur la fonction
de départ :

mf(x) &fix) une fois ouverte par B

B—
__--
L1 s
I _ _

f(x)

=
FIGURE 2.18 — L'ouverture de la fonction f(z) par un élément structurant B[19].
Exemple 2.3. Sur les fonctions, une ouverture laisse les vallées intacte mais enléve les pics,

c’est-a-dire 1'ouverture supprime les pics mais préserve les vallées, elle homogénéise I'image
mais préserve les objets sombres comme l'illustrent des images suivantes :

DJAIDJA.R EDPs et Morphologie mathématique



2.2. OPERATEURS MORPHOLOGIQUES DANS LE CAS FONCTIONNEL 32

FIGURE 2.19 — Exemple d’ouverture numérique (de gauche a droite : image initiale a niveaux de
gris, considérée comme une fonction sur 1’'espace a deux dimensions, ouverture par un disque
de taille 3)[3].

2.2.4 La fermeture fonctionnelle

Il n’existe pas d’inverse de la dilatation. Sans information supplémentaire le mieux qu’on
puisse faire est d’éroder 'image avec le méme ES. Cette approche permet de définir 1’opérateur
de fermeture.

op(f) =ep0B(f)]. (241)

Définition 2.7. (Sur les fonctions)
En utilisant la notation fonctionnelle :

ep(X)=inf{-B / X D —B}. (2.42)

La fermeture de f(xz) par I’élément structurant B, quant a elle, a les conséquences suivantes
(illustrées en vert) sur la fonction de départ :

) B— Ef(x) DOfix) une fois fermée par B

X

FIGURE 2.20 — La fermeture de la fonction f(z) par un élément structurant B[19].
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Exemple 2.4. Sur les fonctions, une fermeture remplit les vallées mais laisse les pics intacts
(I'inverse d’ouverture) comme l'illustrent des images suivante :

FIGURE 2.21 — Exemple de la fermeture numérique (de gauche a droite : image initiale a ni-
veaux de gris, considérée comme une fonction sur l'espace a deux dimensions, fermeture par
un disque de taille 3)[3].
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2.3 Procédure pratique

Nous allons présenter notre application avec les résultats obtenus en appliquant les diffé-
rents traitements, ainsi que la description de I’environnement de mon travail.

2.3.1 Langage de programmation utilisé

Notre application est implémentée sous I'environnement de programmation du Matlab a
version 7.11.0.584 (R2010b), qui est développé par la société The MathWorks.

4\ MATLAB 7.11.0 (R2010b) | =[] 52 |
File Edit Tet Go Cell Tools Debug Parallel Desktop Window Help
S| % @9 ™| & B | @ | curentFolder| C:\Program Files\MATLAB\R010B\bin\win32 |[u] @)
Shortcuts & Howto Add (2] What's New
Current Folder w0 2 x| [4 Editor- G\Users\wido markovich\ouvertur.m SO 2 X | Workspace _moax
b«bnrwinizr v pl@e DCSH sRBIC |- dasi|B-288 PO x] 2 x| T E | BR sdec. -
— BB -0 [+ +a | x|®|0 Name = Value
B | accessible 1= e E Hm <310x463 uintB
® || codecs EF|2- clear an1 FHmz <310:4633 uin
@ | graphicssystems Nl |z = M=imread('v.PNG'): EHm <310:463:3 uint
® | iconengines 4 - IM=rgb2gray (M) ; st <1 strel>
® | imageformats S -  SE=strel(’'disk',10); Bl Figure 2 [ol=] =
® mbuildopts - IMZ = imopen (M,SE); < =
=} mexopts 7 - imshow (M), title (' Image originale’) File Edit View Inset Tools Desktop Window Help ¥
@ | osgPlugins-28.1 BE  rigure - — . . - .
i e %, & 4 -2 a
(%] acml.dli 9 - imshow (IM2),title ('Image aprés ouverturs' QG a = | k |SENEEN LB« A i =] a |
b activate_matlab.exe i Sbeatisa i 1h at T
15t setivation.d) 11 —— Image aprés ouverture
%] activesetdil
%] add_candb_dsn_jni.dil
%] esynciocoredil
%] asyncioimpl.dl
%] avitemp.dil
|| blas.spec
%] boost_date time-vc80-mt-1 40..  Command Window |
(%] boost filesystem-veB80-mt-1.40.. (@) New to MATLAB? Watch this Video, see Demos, or read Getting Starte

%] boost_graph-vcB0-mt-1_40.dll
@] boost_iostreams-veB0-mt-1.40... | % >>
%] boost_math_c99-vc80-mt-1 40....

(| boost_math_c99f-vcB0-mt-1 ...

%] boost_math_c991-vcB0-mt-1_40..,

% boost_math_trl-vc80-mt-1_40.dll

@ hanct math trlfaeBN.me1 a0 7

Details &

4\ Start

FIGURE 2.22 — I'interface de Matlab

2.3.2 Description de 'application

Cette application est un programme permettant d’appliquer certaines opérations de la Mor-
phologie mathématique sur les images. Elle permet de :

1. Lire des fichiers images et les afficher sur 1’écran.

2. Choisir les éléments structurants (carré, cercle, croix).

3. Appliquer tous les opérations morphologique comme : 1’érosion, dilatation, ouverture et
la fermeture.

4. Afficher les résultats finales.
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2.4 Etude de différents traitements

2.4.1 L’élément structurant utilisé

Dans tous les images filtrée par les opérateurs morphologique, nous utiliserons un élément
structurant de type disque qui a de tailles différents.
Cet disque, nous avons obtenu par une commande du Matlab :

strel ("disk’,numéro de taille)

Exemple 2.5. .
>» gtrel('di=k',2 )
ans =
Flat STEREL object containing 13 neighbors.
Heighborhood:
0 0 1 0 0
0 1 1 1 0
1 1 1 1 1
0 1 1 1 0
0 0 1 0 0

FIGURE 2.23 — Exemple d’élément structurant de taille 3.
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Nous effectuerons tous les opérateurs de la morphologie mathématique dans les deux cas
(binaire et fonctionnelle).

2.4.2 Dans le cas binaire

1. La dilatation : d’un point de vue purement pratique, la dilatation efface les éléments
sombres de I'image selon la taille d’élément structurant.

oo
NI I

FIGURE 2.24 - Dilatations (vers droite) de I'image originale en binaire, en utilisant un élément
structurant de type disque du taille [1, 5, 10].

Le programme que nous avons utilisé :

clc

clear all

I=imread(’ figurel.jpg’);
IM=im2bw (I) ;

pour lire 1’image initiale.

pour transférer 1’image initiale vers
image en binaire.

pour choisir le type d’élément
structurant avec N son numéro de taille.
c’est la commande pour effectuer

la dilatation par un stucturant SE.
imshow (I),title (' Image originale’) % commande d’affichage

figure

imshow (I),title (' Image en binaire’)

figure

imshow (I),title(’La dilatation’)

SE=strel (' type’,N);

dil=imdilate (IM, SE)

o o o° o° o° o° o°
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2. L'érosion.
L'érosion (en prenant le minimum de valeurs de gris contenu dans 1'élément B) efface
les éléments clairs contenus dans la taille de 1’élément.

FIGURE 2.25 — L'érosion (vers droite) de I'image originale en binaire, en utilisant un élément
structurant de type disque du taille [1,5,10].

Le programme que nous avons utilisé :

clc

clear all

I=imread(’ figurel.jpg’);
IM=im2bw (I) ;

pour lire 1’image initiale.

pour transférer 1’image initiale vers
image en binaire.

SE=strel ('type’,N); pour choisir le type d’élément
structurant avec N son numéro de taille.
c’est la commande pour effectuer

1’ érosion par un stucturant SE.

imshow (I),title (' Image originale’) % commande d’affichage
figure

dil=imerode (IM, SE)

o o o o° o° o° o°

imshow (I),title (' Image en binaire’)
figure
imshow (I),title ('L’ érosion’)
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3. L'ouverture :
I'ouverture élimine presque tous les composantes connexes plus petites que 1'élément
structurant.

FIGURE 2.26 — L'ouverture (vers droite) de I'image originale en binaire, en utilisant un élément
structurant de type disque du taille [1,3,5].

Le programme que nous avons utilisé :

clc

clear all

I=imread(’ figurel. jpg’);
IM=im2bw (I) ;

pour lire 1’image initiale.
pour transférer 1’image initiale vers
image en binaire.
pour choisir le type d’élément
structurant avec N son numéro de taille.
dil=imopen (IM, SE) % c’est la commande pour effectuer

% 1’ ouverture par un stucturant SE.
imshow (I),title (' Image originale’) % commande d’affichage
figure

SE=strel (' type’,N);

o® o o° o° o°

imshow (I),title (' Image en binaire’)
figure
imshow (I),title ('L’ ouverture’)
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4. La fermeture :
La fermeture bouche presque tous les trous plus petites que I’élément structurant.

FIGURE 2.27 — La fermeture (vers droite) de I'image originale en binaire, en utilisant un élément
structurant de type disque du taille [2, 5, 10].

Le programme que nous avons utilisé :

clc

clear all

I=imread(’ figurel. jpg’);
IM=im2bw (I) ;

pour lire 1’image initiale.

pour transférer 1’image initiale vers
image en binaire.

SE=strel (' type’,N); pour choisir le type d’élément
structurant avec N son numéro de taille.
c’est la commande pour effectuer

la fermeture par un stucturant SE.

imshow (I),title (' Image originale’) % commande d’affichage
figure

dil=imclose (IM, SE)

o° o o o° o° o° o°

imshow (I),title ('’ Image en binaire’)
figure
imshow (I),title(’'La fermeture’)
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2.4.3 Dans le cas fonctionnel

Tous les programmes que nous utiliserons sont les mémes ceux que nous avons déja utilisé
dans le cas binaire, sauf la commande

IM=rgbZgray (I);

qui a transféré 1'image initiale vers I'image en niveaux de gris.
1. La dilatation

0. e’ . e’ -

FIGURE 2.28 — Exemple de dilatation numérique (de gauche a droite : image initiale a niveaux de
gris, considérée comme une fonction sur 'espace a deux dimensions, dilatation par un disque
de taille [5, 10, 20]).

2. I’érosion.

s ‘...

.!.l.!.l.l‘..“l

FIGURE 2.29 — Exemple d’érosion numérique (de gauche a droite : image initiale a niveaux de
gris, considérée comme une fonction sur l'espace a deux dimensions, érosion par un disque de
taille [2, 5, 10]).
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3. L'ouverture.

y ; )

IJ‘! é v i r

FIGURE 2.30 — Exemple d’ouverture numérique (de gauche a droite : image initiale a niveaux de
gris, considérée comme une fonction sur l’espace a deux dimensions, ouverture par un disque
de taille [5,10,20]).

4. La fermeture.

|

:la_-.
ol.e%.0%.0"°
r'|! - - b

FIGURE 2.31 — Exemple de la fermeture numérique (de gauche a droite : image initiale a ni-
veaux de gris, considérée comme une fonction sur l'espace a deux dimensions, fermeture par
un disque de taille [5,10,20])
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CHAPITRE 3

EDP ET MORPHOLOGIE

@ ans le chapitre 03 que nous titrerons EDPs et Morphologie Mathématique, nous présen-
tons les opérateurs de la morphologie (dilatation/érosion) avec 1’échelle et leur axiomes,
ainsi nous donnerons la relation entre la morphologie mathématique et les équations aux déri-
vées partielles sous forme du/0t = = |Du| et le EDP de la chaleur.

42
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3.1 Erosions et dilatations des ensembles/fonctions avec les
échelles

Nous avons vu au chapitre 02 les définitions des érosions/dilatations par des ensembles des
éléments structurants B a la forme la plus simple possible. Maintenant, nous introduisons en
fait un parametre t qui redimensionne la taille de 1’élément structurant B et donc considérer les
deux opérateurs de la définition suivante.

Définition 3.1. La dilatation d"une fonction v € F par I'élément structurant ¢t B a I’échelle ¢t > 0
est définie par[4] :

Dyu(z) = sup u(zx — y). (3.1)

yetB

AveC, 5tBU = 5tu.
De la méme maniere, I’érosion d'une fonction u par —tB est définie par :

Ewu(r) = yeirigBu(x — ). (3.2)

Définition 3.2. Soient B un sous-ensemble non vide de R", t > 0 un parametre d’échelle. L'en-
semble des opérateurs D;p et & sont définies sur I'ensemble X € M(R") par[4] :

DtBX - DtX, (33)
— X + 1B, (3.4)

={zx /Fbe B,x—the X}. (3.5)

gtB = gt7 (36)

— {2 Jr+tbC X}, 3.7)

avec D, X est appelée la dilatation de I’ensemble X par B al’échelle ¢ et £, X est appelé I'érosion
de X par B al’échelle t.

SIGNAL AT SCALE<D

200 I a i oo
SPACE SPACE ° SCALE SPAGE ! SCALE

(a) (b) (c)

FIGURE 3.1 - (a) L'originale du signale de f(x) a I'échelle t = 0. (b) L'érosion multi-échelle
E(z,t) = (f ©tB)(x), et (c) la dilatation multi-échelle D(z,t) = (f © tB)(x) de f(z) par B =
[—1,1] al’échelle ¢ = [0, 30][12].
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Définition 3.3. Semi-groupe

On dit que la famille des dilatations {D; t > 0} associé a 1’élément structurant B est récursive
(récursive est aussi appelée un semi-groupe), si D,D; = D, pour tout s, t > 0. Et de méme
pour la famille d’érosion {E; ¢ > 0}[4].

Lemme 3.1. L'ensemble B est convexe si et seulement si (s +t)B = sB + tB, pour tout s,t > 0.

Proposition 3.1. L'ensemble des opérateurs D,p et & sont récursives, si et seulement si I'élément
structurant B est convexe.[4]]

Démonstration. Soit B un ensemble fermé, on a[4]]

DD, X = (X +sB) + B,

= X + sB + B, (+)
et
DX = X + (s +)B. (%)
Six = xx,alors D;D;X =D, X.
Inversement, si D,D, X = D,;X eton prend X = {0}, donc (t + s)B =tB + sB. O

3.2 Les EDPs associées aux érosions et aux dilatations

Les dilatations et érosions a 1’échelle sont associés aux équations du/0t = =+ |Dul, pour
expliquer cette connexion, nous commencons par un ensemble convexe borné B qui contient
l'origine, et nous définissons la norme ||-|| ; associé a B par :

| X[z = sup (z.y). (3.8)
yeB

Si, B c’est une boule centrée a 1'origine avec le rayon 1 alors, ||-|| 5 est 'usuelle de norme eucli-
dienne que nous écrivons simplement par |-|.

Proposition 3.2. On suppose que B est une ensemble convexe bornée sur R". Soient v : RT™ x R" —

R une fonction définie par : u(t,z) = Dyug(x), avec ug : R* — R, Alors u satisfait I'équation
suivant[4] :

ou

= = IDull_p, (39)

a chaque point (t, x) oit u a des dérivées continues en t et x. On a méme résultat de E, avec I'équation
ou/0t = — || Dul|_.

Démonstration. Premierement, on démontre le résultat pour D, a t = 0[5].
Supposons que g de classe C, et de (3.8), on a

ou ~u(h,z) —u(0,)

e 0.0) = . , (3.10)
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et

| Du|l_5 = sgg(—Duo(x) - 2). (3.11)

D’autre part, on a
uo( —y) — uo(x) = —Dug(x) -y + o([y])- (3.12)
Puisque 1’ensemble B est bornée, Alors le terme o(|y|) est uniformément pour y € hB, donc

u(h, z) — ug(x) = hsup(—Dug(zx) - z + o(|h])). (3.13)

z€B

On peut diviser les deux cotés par h et passer a la limite :

u(h, ) ; u(0,2) _ i‘;};(‘D“O(“””)  2),

ou
22(0.2) = | Duo()]| -

Pour un arbitraire t > 0, on a Dy, = DD, = D D; et on peut écrire :
u(t +h, ) —u(t,z) = Dyult,-)(x) — u(t, ).
En répétant I’argument de t = 0, en remplagant u, par u(t, -), on arriver au résultat générale. [

Remarque 3.1. La démonstration dans le cas d’érosion c’est la méme que la dilatation, sauf on
utilise inf pour le sup (définition du l'érosion).

. . . oD,  O0E, . :
Théoreme 3.1. Si les dérivées partielles 8_t et a—t existes dans chaque point x et I'échelle t, alors[5]]

oD, |oD,

W@’t) = %(%t)' (3.14)
OF, OF,

v (x,t) = — B (x,t)' ) (3.15)

Démonstration. On considere la dilatation et I’érosion de f par une version multi-échelle ¢, :
tB — R de la fonction structurant g, telle que[5]

tB={th /] be B},t >0,
gt =tg(x/t),t >0,

définies comme les fonctions :

D 1) = (f ® @)(w) = sup {F(x — v) + tg(w/1)}. (3.16)
Ey(a,t) = (1 © g)(x) = inf {f(x+0v) —tg(o/t)} (317)

avec: Dy(z,0) = E(z,0) = f(x).

De la structure semi-groupe des dilatations/érosions multi-échelles, on a
Dyt +7) = Dyl £) & g.(1), (3.18)
Ey(z,t+71) = Ey(z,t) © g-(x). (3.19)
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Donc, on a
—t(ZL’,t) lim t(xv +T) t(l’, )7
at r—0 r
_ i 2@ t) ©9:(x) = Dila 1)
r—0 r
~ im Dy(z,t) ® rg(z/r)(z) — Dy(z,t)
N r—0 r )
i SWPuct {f(x = v) +1g(v/t)} @ rg(x/r) — Diw,1)
r—0 r ,
iy SWPeers {DU( — v, t) +rg(v/r)} — Di(z,t) (%)
r—0 r
D’autre part, on note D, = 92t et on utilisant la formule de Taylor du premier ordre :

Dt('r + Uat) - Dt(l'at) = Dzv + "U’ O(U).

Ou o(v) — 0si v — 0 et nous allons considérer v € [—r,r| par ignorer le terme o(v) par la
limite » — 0, donc de (x) :

0D, L. Sup.e,piD.v: |v] <1}

W(l’, t) = 7dlg}llo , N (320)
D
— i 12T (3.21)
r—0 7
oD,

=|—=. 3.22
o (3.22)
La preuve est similaire pour 'érosion, sauf en remplacant le sup par inf. O

3.3 Les axiomes morphologiques

La plupart des axiomes suivants que nous appelons les axiomes morphologiques, sont
bien connus en morphologie mathématique. Ils affirment que I’analyse des images doit étre
invariante sous les fluctuations de la lumiere et lors des changements de position, d’orientation
et d’échelle des formes planes. On définie une analyse multi-échelle comme étant une famille
d’opérateurs {T}},-,, qui appliquée a I'image originale uy(z) conduit a la suit d’images :

u(t,x) = (Tiug (z)). On donne une liste d’axiomes qu’on souhaiterait étre vérifiée par la famille
(T2} 50110,

(H,) Invariance par translations de niveau de gris :

T,(0) = 0, Ty(u+c) = Ty(w) +c. (3.23)

Ou T; est un filtre linéaire définie par, Tyu = u x U, a condition de [ U;(x)dz = 1. Pour tout ¢ un
constant.
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(H,) Invariance par translations :
T, (- w) = 7 (Ty), (3.24)
ou (1, - u) (x) =u(xr + h),Vh € R", t > 0.
(H3) Invariance par isométrie :
T(R-u)(x) = R(Tyu)(x). (3.25)
ou (R - u) () = u(Rx), pour toute transformation R orthogonale.
(H,) Récursivité :

To(u) =u, TsoTi(u) =Tsie(u), dans R" Vs, t > 0. (3.26)

3.4 Un exemple d’analyse multi-échelles

3.4.1 L’équation de la chaleur

Le modele du EDP de la chaleur c’est un bon choix pour étudier les relations entre la
morphologie et les équations aux dérivés partielles puisque le modele est la seule analyse
multi-échelle isométriquement, invariant et linéaire (les axiomes morphologique). Si u (z,y,t) =
G * ug est la convolution linéaire a plusieurs échelles d'un signal f(z) (I'image originale) avec
une fonction Gaussienne G, (z,y) = (47) ' t'exp (— (2 + y?) /4t), dont la variance est propor-
tionnelle a 1’échelle t, alors la fonction de 'espace d’échelle u peut étre générée a partir de le
EDP de la chaleur :

Ou/ot = cAu

Avec la condition initiale u(x,y,0) = f(z,y). Ce modele est provenu de Marr-Hildreth [?] etil a
été formalisé par Witkin [?], Koenderink [10]. Puisque 1'étape fondamentale de 1’analyse multi-
échelles est la convolution de I'image originale, Koenderink [10] a remarqué que la convolution
du signale avec gaussiennes a chaque échelle qui était équivalente a la solution de 1’équation
de la chaleur avec le signale comme condition initiale et nous la définissons par u, . L’analyse
d’échelle associée a u, consiste a résoudre 1'équation de la chaleur.

Pour comprendre la relation entre la morphologie et le EDP de la chaleur, on définie une famille
d’opérateurs {7 },.,, qui appliquée a 'image originale uy(z) conduit a la suit d’images :

u(t, z) = (Tyuo (7)) .
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Théoreme 3.2. Sion suppose que T satisfait (Hs), (Hs) et (Hy). Si on suppose de plus que u — Tiu
est linéaire comme (Hy), alors[1]

ult, @) = (Tyuo)(@), (3.27)
est la solution de I'équation de la chaleur :

ou
T cAu, (3.28)

ou c est une constante strictement positive.

Démonstration. Commengons par le cas d’'indépendant d’échelle. Puisque[11]

T —
F(D*u,Du) = lim 22— (3.29)
t—0 t
Par (H,) : F est linéaire en u et satisfait donc,
F (TD2u + sD%v,rDu + st) = rF (D2u, Du) + sk (DQU, Dv) , (3.30)

Vs,r € R, Yu,v € X,Vz. Puisque les valeurs des Du, Dv, D*u et D*v sont arbitraires et peuvent
étre considérées indépendant avec 0, donc soit

D>u=A, Dv=A", Du=P, Dv=P".

Avec A, A" sont des matrices symétriques et P, P sont des vecteurs. Alors par (3.30) :

F (rA +sA 1P+ sP’) — rF(A,P)+sF (A’, P’) , (3.31)

et
F(A,P)=F (A 0+ F(0,P).
Donc
F(A,P)=F (P)+F" (4), (3.32)
avec F' et F" sont linéaires.
Par (Hs) :
T(R - u)(x) = R(Tyu) ().

On obtient :

F (R'AR,R'P) = F (A, P), (3.33)
pour tout I'isométrie R dans R" en prenant A = 0, on obtient par (3.33) :

F' (RP)= F'(P), pourtout R isométrie.
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Puisque F est linéaire si et seulement si F' (P) = 0, VP.
Donc par (3.32) :

1

F(A,P)=F (A)
par (H3), nous avons
F" (R'AR) = F" (A), (3.34)

pour tout I'isométrie R et A une matrice symétrique.

Puisque chaque matrice symétrique peut étre diagonalisée dans une base orthogonale et chaque
bindme des bases orthogonales peut étre échangée par une certaine isométrie, nous voyons que
F" ne dépend que des valeurs propres (A, \g, ..., A,) de A, ainsi

1

F'(A) = F" (A, Aay ooy An) -

Comme les espaces propres peuvent étre également échangés par des isométries
F" (A1, A, ..., Ay doit étre invariant sout tout permutation des valeurs propres.

Maintenant la seule fonction symétriques et linéaire est la somme. Ainsi F"' (A) = ¢ - trace (A),
pour une constante c quelconque.

Nous concluons que :

F (D2u, Du) = cAu.
Puisque F’ doit augmenter dans A la constante c est non négative. ceci la fine du démonstration.
On peut appliquer exactement (H,), on obtient
F (D*u, Du,t) = c(t)Au,
pour une fonction non négative continue c(t), donc avec la redimensionnement ot (t)/0t = c(t),
on obtient 1’équation de la chaleur :
Ou/ot — Au = 0. (3.35)

]
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3.4. UN EXEMPLE D’ANALYSE MULTI-ECHELLES 50

FIGURE 3.2 — Exemple d’ouverture multi-échelle d'image originale dans la premiere ligne (Le
parametre d’échelle a été défini comme : la variance des gaussiennes pour les convolutions
linéaires dans la deuxiéme ligne et la derniere ligne : le rayon de 1’élément structurant d'un
disque) le parametre d’échelle vers droite : t=4, t=8, t=16, t=32 [12]

Résultat expérimentale de le EDP de la chaleur :
Nous déduisons maintenant du théoreme que u(t,z) = (Tiup)(x) est une solution de
I'équation de la chaleur, ainsi que u(x,y,t) = G; * up est une solution, Alors nous peuvent
dire que
T, ~ Gy.

D’apreés cela, la figure [3.2| représente le filtre d'images par le EDP de la chaleur et I'ouverture
par des éléments structurants d"un disques des tailles différents. Donc Nous observons que le
changement de la variance des gaussiennes avec l'échelle t c’est un cas ou les opérateurs de
morphologie comme 'ouverture apparait et applique dans tous les changements des variances
avec l’échelle t.
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Conclusion générale

@ ans ce travail, nous avons analysé et étudié le concept de la morphologie mathématique
dans les trois cas : binaire, fonctionnel et le cas des multi-échelles. Nous avons cherché en
premier lieu tous les définitions de la morphologie mathématique et se application sur I'image
(leur opérateurs sont des filtres d'images).

Dans le cas binaire et fonctionnel, nous avons développé et détaillé les techniques de mor-
phologie mathématique basée sur les principes d’algébrique, ainsi que nous avons donné un
procédure pratique dans les deux cas avec de programmes utilisés par ’application sur Matlab.
Dans la deuxieme partie nous avons présenté une étude détaillée tous les concepts morpho-
logique lié a I’analyse multi-échelle et étudié l'existence d'une relation mathématique entre
la morphologie (I'érosion et la dilatation) et les équations aux dérivée partielles sous formes
Ou/0t = £ |Dul.

Dans la méme partie nous avons introduit une étude de la relation entre les EDPs et la morpho-
logie mathématique basée sur 1’'équation de la chaleur.
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£ e travail proposé dans ce mémoire consiste a analyser et étudier le concept de morphologie
mathématique en utilisant les principes algébriques et les équations aux dérivées partielles.

Cette théorie a été développée par : L. Alvarez, F. Guichard, P. L. Lions et J. M. Morel, en 1992, en
introduisant le principe espace-échelle (invariance d’échelle, dilatation, etc..), dans la théorie des
équations aux dérivées partielles.

Ce principe dit - Morphologie Mathématique - est lié au traitement morphologique de I'image (dilata-
tion de I'image, etc..).

Mots-Clés : Equation aux dérivées partielles, Morphologie Mathématique.

% he work proposed in this memoir consists of analyzing and studying the concept of mathematical
morphology using the algebaic principles and partial differential equations.

This theory was developed by : L. Alvarez, F. Guichard, P. L. Lions and J. M. Morel, in 1992, by introdu-
cing the scale-space principle (scale invariance, dilation..., in the theory of partial differential equations.
This principle says - Mathematical Morphology - is related to the morphologie treatment of the image
(dilation of the image...).

Keywords : Partial derivative equation, mathematical morphology.
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