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Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la

suite.

H Espace de Hilbert.

X' Dual topologique de X.

(.,.) : Définit un produit scalaire.

LP(0,T;V)= {U :[0,T] = V' measurable et [ ||v||? dt < oo, }
RN espace euclidien de dimension N, N un nombre naturel non nul
x vecteur de RY, x = (21,29, ...,zy), 1, e R, 1 <1 < N
dx mesure de Lebesgue N-dimensionnelle

|E| ou mes (F) mesure de Lebesgue d’un ensemble E

XE fonction caractéristique de £

Q partie ouverte de R

(.,.) crochet de dualité entre X et son dual

Jo f(x) dx intégrale de f sur € par rapport a la mesure de Lebesgue

supp u Support de la fonction u

— — (9u  Ou _Ou_ ;
Vu=Du > = <8x1’ B o axN) gradient de u
: : : __ Ou ou ou
div u divergence du vecteur u, divu = 2 + 7% + ... + don

fn— f  dénote que la suite {f,} converge vers f.

fon— f  dénote que la suite {f,} converge faible vers f.

LP(Q2) = {u : Q — R mesurable et (fQ ]u(x)|p)l/pdx < +oo tel que 1 < p < oo}

uh = [Jalu(@)Pds] " = ulu.

L>()  ={u:Q — Rmesurable,3M > 0 | |u(z)| < Mp.p.}

|| w|| Lo = inf{C : |u(z)| < C p.p sur Q}.

q ConjuguédeHélderdep:q:ﬁsip>1etq:oosip:1

D(Q) espace des fonctions indéfiniment dérivables sur € & support compact dans €2

Wir(Q) = {u € [P(Q) | Vu e (LP(Q))N}.
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Wy (Q) = {u e Whr(Q), avec u=0 sur (9(2}.
p.-p- presque partout



Introduction générale

Les équations aux dérivées partielles qui seront notées en abrégé "EDP" dans la suite,
consti- tuent une branche importante des mathématiques appliquées et ce domaine devient
de plus en plus important a I’époque moderne. Les EDP ont une grande utilité dans la mo-
délisation de nombreux phénomenes de natures différentes comme la physique, la chimie, la
biologie et d’autres sciences. Autrement dit, les EDP interviennent dans beaucoup d’autres
domaines : en chimie pour modéliser les réactions, en économie pour étudier le comporte-
ment des marchés, en finance pour étudier les produits dérivés et en traitement d’images
pour restaurer les dégradations. Ces probléemes se ramenent a des modeles mathématiques

écrits en général sous forme
Lluw)=f, (1)

ou L est un opérateur défini d’un espace de fonctions E dans un espace fonctionel F, u est
la fonction inconnue et f une fonction donnée. Les EDP sont probablement apparues pour
la premiere fois au cours du 17eme siecle. En- suite le domaine des EDP s’est enrichi au
fur et & mesure du développement des sciences et en particulier de la physique. Cependant,
I’étude systématique des EDP est bien plus récente et c’est seulement au cours du 20eme
siecle que les mathématiciens ont commencé a développer et en effet cette théorie a connu
récemment un tres grand avancement théorique et pratique. L’analyse mathématique de
ces équations aux dérivées partielles nécessite un choix appro- prié des espaces fonctionnels
et une définition claire de la notion de solution (I’existence et parfois I'unicité).

L’une des choses qu’il faut avoir a l'esprit a propos des EDP, c¢’est de poser la question :

pouvons-nous obtenir des solutions explicitement 7. Alors ce que les mathématiques peuvent
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faire par contre, c’est dire si une ou plusieurs solutions existent, et décrire parfois tres
précise- ment certaines propriétés de ces solutions. Donc, généralement une solution exacte
du probleme (1) n’est pas facile a trouver et parfois nous ne pouvons méme pas trouver la
solution explicite. Ce qui conduit & introduire la notion de la solution faible qui apparue
en 1934 dans les travaux de Jean Leray. Par conséquent, dans la plupart des cas il est tres
difficle, voir impossible, d’exhiber les solutions d'une EDP. Dans certains cas nous arrivons
a essayer de montrer que le probléme admet une unique solution (on dit qu’il est bien posé).
Mais nous pouvons parfois calculer des approximations numériques des solutions.
Ce travail a pour objet 1’étude d'une équation parabolique & données L'. Cette étude porte
sur I'existence et la régularité d’'une solution du probleme :
Pour 7" > 0 un nombre réel et £ un ouvert borné régulier de R trouver v une fonction
mesurable telle que
Ou+ Au = f sur Qr =|0,T[;

(P) u(0,z) = wp(z) sur

u = 0 sur ]0,7[09,

Nous suposons que uy € L(2), f € LY(Q), et le nombre réel p satisfais

>1+ N =2 !
p N+1 ‘" Ni1

L’opérateur A défini par

Au = —div(] Vu [P2 Vu), 1<p<oo

Cette étude s’appuie essentiellement sur l'article [15] " SOME QUASILINEAR PARA-
BOLIC EQUATIONS" publié en 1991 par JEAN MICHEL RAKOTOSON au journal

J.Nonlinear Analysis, Theory, Melhods and Applications, Vol. 17, No 12, pp. 1163-1175

( cas particulier a prendre L’opérateur principale Au = —A,).
. N 1 - . . s
Dans le cas parabolique et p > 1+ 75 = 2 — 515 nous avons défini la solution faible d’une
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équation parabolique dyu — div(] Vu [P2 Vu) = f par

we LY0,T; W, ' (), et

T
p—2 —
/0 (Oyu, PVt + /Q | Vu [ Vg dads /Q fe. Ve € DQn).

Pour résoudre le probléme (P), en passe par les étapes suivantes :

a) Approximation de probléme (P) par une suite de probleme (P, ) réguliers a données
L> dans Pespace LP(0,T; W, (Q)) avec

>1+ N =2 1
p N+1 N+1

b) Passage a la limite dans (P,). Pour pouvoir le réaliser ,comme dans [16], nous établis-
sons des estimations uniformes sur les solutions approchées (u,,) de (P,), et en utilisant, le
lemme 1.8 qui donne la convergence p.p. des gradients (Vu,), Ce mémoire est composé de

trois chapitres :

Dans le premier, nous donnons des définitions et les proprietés des espaces de Sobo-
lev,et quelques des inégalités principales, Théoremes de convergence, Théoreme d’injection

de sobolev .

Dans le second chapitre, nous rappelons 'opérateur p-Laplacien et sa propriétés ( mo-
notones,hémicontinu, pseudo monotones). Ce chapitre basée sur les espaces sous forme
LP(0,T;V) avec V est un espace de Banach prend un exemple 1'espace de Lebesgue LP ()
ou l'espace de Sobolev W1, p,(£2) avec 1 < p < 400 et basée aussi sur le théoreme d’Exis-
tence (2.6) qui donné l'existence d'une solution pour la méme probleme (P) Mais avec

seconde membre f dans l’espace dual.

Enfin, le chapitre 3 est consacré a la preuve du théoréme d’existence 3.1 qui exige les 3

étapes principales mentionnées ci-dessus



CHAPITRE 1

Préliminaires et outils de base

Ce premier chapitre a pour but de présenter un certain nombre d’outils d’analyse de
théorie des espaces de Sobolev qui seront utilisés dans la suite de ce mémoire. Nous en

profiterons également pour introduire les principales notations.

1.1 Quelques notations

Dans tout ce qui suit 2 désignera un domaine borné de RN |N > 1.i.e.un ouvert connexe
et borné de RV. Sa frontiére sera désignée par I' ou 9 et son adhérence par € .
Soit u = u(xy, ..., ) un fonction définie dans 2 C RY. En supposant qu’il exist, on appelle

gradient de v au point x le vecteur

oo
oxy " 7 Oxy

Vu(z) = (
La norme euclidienne de Vu est notée par |Vu| :

2
+ .+

ou

|Vu| = i

1.2 Définitions et premieres propriétés

‘%

8331

Soit Q un ouvert de RY et p un nombre réel supérieur ou égale & 1. On définit I'espace

de Lebesgue LP(Q2) par :
1
LP(Q) = {f : 2 > R mesurable et (/ | f \p)p < oo}.
Q
On le munit de la norme suivante

e =11 = ( [ 1P)". p21

10
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Quand p = 2, cette norme provient d’un produit scalaire. De plus si p = 400 on a :

I lle(ey= supesseea | £(a) |-
Définition 1.1. On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur 2 L’espace WYP(Q2) défini par
Wir(Q) = {u € IP(Q) | Vu e (LP(Q))N}.
muni de la norme
[ ulwra@=[lwllp + I Vu (1.1)

et pour p = o0

[ullwree = max([[ul| e, [[Vul[L=).
Remarque 1.1. pour p =2, W12(Q) = HY(Q) est muni du produit scalaire
N
ou Ov
(, v)ar () = (1, 0)220) + 3 ( )
o \Odiw O L2(9)
et de la norme associée

Lemme 1.1. L’espace W'P(Q2) muni de la norme (1.1) est un espace de Banach pour

1 <p < +oo, il est réflexif pour 1 < p < 400 et séparable pour 1 < p < +o0.

Définition 1.2. L’espace D(2) désignant 'ensemble des fonction de classe C*(2) a sup-
port compact dans 2, et pour 1 < p < oo L’espace Wol’p(Q) est défini par la fermeture de

Uespace D(Q), relativement d la norme (1.1). Autrement dit
WyP(Q) = {u c W'P(Q), avec u=0 sur 89}.
Cette espace muni d’une norme équivalente a la norme (1.1), donnée par
| u HWOLP(Q):H Vu [ Lr@) -

Pour les résultats sur les espaces Wy () et W(Q) le lecteur pourra trouvé toutes les
démonstrations dans 'ouvrage de Adams [1]. Citons cependant, que dans la plupart des
cas, les espaces W, 7(Q) et W'(Q) ne coincident pas.

Théoréme 1.1 ([1]). Soient 1 < p < oo et p' = -B;. Le dual de Uespace Wy P (Q) est
W=7 (Q).

11
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1.3 Inégalités principales

+4 =1
p

SRl

Soit 1 < p < p < oo deux réels et p' exposant conjugué de p, i.e.,
Lemme 1.2 (Inégalité de Holder ). Si f € LP(Q),g € LP (), alors f - g € LY(Q) et
179 @< 7 sl 9 1,

Side plus | Q| < oo et f € L (Q2), alors f € LP(Q) et

4=

1_
sy <1 Q177 111l

En paticulier
Q) CIP(Q), Y1<p<yp <oo

Lemme 1.3. Soient p; € [1,400] des exposants avec 1 < i < k tels que :

I/p=1/p1+ ...+ 1/p < 1. Alors, pour toutes fonctions f; € LPi(Q)), nous avons f =

fiofr € LP(Q) et Uinégalité de Holder généralisée
(WA v P [ | PR

Lemme 1.4 (Inégalité de Young). Soient a et b deux réels positifs. Soit p > 1, alors

p
P (1.2)

a ’
ab< —+ —, avec p = ——.
p P p—1

Lemme 1.5 (Inégalité d’interpolation). Si f € LP(Q2) N L4(Q2), alors f € L™(Q),

Pour tout r € [p,q] et
-«

. . 1
I @< 1ol £ llzay — avee —=

pour un certain 0 < a < 1.
Lemme 1.6 (Inégalité de Poincaré). Soit 1 < p < oo. Alors, il ezxiste une constante C

dépend de p telle que pour toute fonction u € D(Q) on a

| u @< C ] Vu || zee) - (1.3)

12
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De plus, par la densité de D(Q) dans Wy (Q), Uinégalité (1.3) reste vraie pour toute fonc-

tion u € Wy (Q).

Remarque 1.2. [ est évident que cette inégalité ne peut étre généralisée aux espaces de
Sobolev W1P(Q) . Pour s’en convaincre, il suffit de considérer les fonctions constantes sur

Q borné (ou de mesure finie).

Lemme 1.7 (Formule de la divergence et de Green). Soit Q un domaine de RY, et n(x)
sa normale extérieure. Soit u et v deux fonctions réguliéres, w un champ de vecteurs défnis

sur ). Alors

/ divw dz = /a w-ndo  (formule de la divergence)

Q Q
/(Au)v dr = —/ Vu- Vv d:v+/ %U do  (formule de green)
Q Q o0 On

1.4 Théoremes de convergence

dans cette section, nous présentons quelques définitions et les résultats sur la convergence

des suites de fonctions mesurables

Définition 1.3. Soit (u,) une suite de fonctions mesurables sur € et u une fonction me-
surable sur €2

— La suite (u,) converge presque partout sur € vers u si et seulement si
meas{z € Q : u,(x) ne converge pas vers wu(zx)} =0,

— La suite (u,) est dite Cauchy en mesure si pour tout € > 0 et chaque n > 0 il existe

ng € N tel que pour tout m,n > ng, alors
meas{z € Q: |up(x) —u(x)| >n} <e

Lemme 1.8. [14] Soit (u,) une suite de fonctions mesurables de Q@ dans R. Si (u,) de

Cauchy en mesure alors il existe une sous-suite de (u,) convergeant presque partout

13
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Lemme 1.9. [12] Soit f une fonction mesurable strictement positive. Alors pour tout € > 0

il existe 0 > 0 tel que pour tout A C €2 mesurable on ait
/ fdr <d = meas(A) <e. (1.4)
A

Théoréme 1.2. (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)[12] Soit (f,)

une suite de fonctions de L*. On suppose que

(a) (fu(z)) = f(x) p.p. Sur Q.
(b) Il existe une fonction g € L(9), telle que pour chague n, |fo(x)| < g(z) pp. Sur
Q. Alors

FeLNQ) et |[fu—flli =0, n— oo

Théoréme 1.3 (Giuseppe Vitali convergence theorem [5]). soit p € [1,00][ et (f,,) une suite
des fonctions dans LP(2) tels que
— fo—>f p.p. dans Q

— (fn) equi-integrable in Q, i.e. Ye > 0,30 > 0,VE C Q avec |E| < 0, telle que

[ lfu@Pdz <&, vneN
E

limsup [ |fu(2)|Pde =0, VneN
|E|—0 JE

Alors

ferlPQ) and f,— f in LP(Q) fortement.

Lemme 1.10 (J.Simon[18]). Soient X C B C Y trois espaces de Banach tels que l'injection
de X dans B soit compacte. Si

— F est borné dans LP(0,T;X) avec (1 < p < 00), et

— F, = O,F est borné dans L*(0,T;Y),

Alors, I est relativement compacte dans LP(0,T; B).

14
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Lemme 1.11 (Stampacchia). soit T : R — R une fonction globalement lipschitzienne,i.e.
3C >0 telque |T(s)—T(t)| <Cl|s—t|, Vs,teR,
telle que T(0) = 0. Alors, Vv € W*() avec 1 < p < oo on a :
T(v) € WoP(Q) et VT(v)=T()Vov dans D'(Q) et pp dans Q

Exemple 1.1 (Troncature). Soit k > 0. On appelle troncature aux niveaur —k et k la

fonction T, de R dans R définie par

k, sir>k,
Ti(r)=1<¢ si |r] < k,
—k, sir<k.

On peut vérifier que la fonction Ty est une fonction globalement lipschitzienne satisfaisant

T (r)] <k et |Ti(r)| < |r| et sa primitive O : R — R* défini par :

s sijlr| < k

mmzé%mwz{y

klr) =% silr| > k

Nous utiliserons par la suite le résultat suivant

‘[@mn@»ﬁ:lém@@»iém@@y (15)

() représente la dualité entreW =17 (Q) and Wol’p(Q).

15
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1.5 Théoreme d’injection de sobolev

Enoncons les théoremes "d’injection" continue, ou compacte établis pour les espaces de

Sobolev définis sur un ouvert Q de RV

Définition 1.4. On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de facon continue dans un
espace de Banach'Y et on note X — Y si :
a) X est un sous-espace de Y .

b) il exists ¢ >0 tel que pour tout u € X : ||ully < cllullx

Définition 1.5. On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de fagon compacte dans un
espace de Banach'Y et on note X ——'Y si :
i) X s’injecte de fagon continue dansY .

i) toute suite faiblement convergente dans X converge fortement dans 'Y .

Théoréme 1.4. (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Soit 1 < p < N. Alors

. 1 1 1
whr(RY) c P (RN ou p°  est donnée par — = - — —
(") ¢ 1 (B = w

et il existe une constante C' = C(p; N) telle que

Il o ey < C | V[l oy, Y € WHP(RY).

Soit 1 <p < N, alors

WP (RY) — LP(RY) Vg € [p,p"]
et pour le cas limite p = N, on a
WEY(RY) — LYRY) Vg € [N, o0

Corollaire 1.1. Soit Q un ouvert borné de RY et soit 1 < p < 00, on a

Si1<p< N alors W'(Q) = L (Q) od ;% -
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Sip= N alors WP (Q) < L1(Q) V q € [p,+oo.
Sip> N alors WHP(Q) — L*>(Q).

Théoréme 1.5. (Théoréme de Rellich-Kondrachov)[/] Soit Q@ un ouvert borné de

RY, ona :

Sip < N alors WhP(Q) < L1(Q) YV qe€[1,p*]. ou =1_

1
N

SRl

1
p*
Sip= N alors W'(Q) << L1(Q) Vq € [1,+o0l.

Sip> N alors WHP(Q) —— C(Q)

En particulier Uinjection de WyP(Q) dans LP(Q) pour 1 < p < N est compacte.

1.6 Opérateurs monotones

V désigne un espace de banach réel , V' son dual topologique de V

Définition 1.6. Un opérateur A:V — V' est dit :
— monotone si  (Au— Av,u —v) > 0,Yu,v € V

— strictement monotone si  (Au — Av,u —v) > 0,Yu,v € Vu #v

Exemple 1.2. L'opérateur A : H}(Q) — HY(Q) défini par Au = —Au est monotone,
H}(Q2) étant muni de la norme du gradient. En effet, pour u,v € H} (),

on a :

(Au— Av,u —v) = /QV(u—v).V(u—v)

2
= flu-— UHHOl(Q)

> 0.

1.7 Opérateurs bornés

Définition 1.7. Soit V' et W deux espaces de banach et soit A .V — W un opérateur.On

dira que A est borné s’il envoie tout borné de V' dans un borné de W ; i.e

17
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Vp>0, 3C,>0: A(By(0,p)) C Bw(0,C,)
1.8 Opérateurs hémicontinus

Définition 1.8. Un opérateur A : V. — W est dit hémicontinu au point us de V' si pour
toute suite {u,} convergeant vers u, , la suite {Au,} converge faiblement vers Aus, dans

W .En d’autres termes :
VoeV, Y{AICR, X\ =0, A(tue + Av) = Auy

faiblement dans W'.
Si A est hémicontinu en tout point de V , on dit qu’il est hémicontinu sur V . Dans les
espaces réflexifs et pour W = V' et passant du sequentiel au continu ,on peut définir

I'hémicontinuité sur V en exigeant que :
Vu,v,w € V. lapplication R 3 X+ (A(u+ \v),w) € R
est continue .

Exemple 1.3. L'opérateur A : H}(Q) — H~1(Q) défini par
Au = —Au = —div(Vu) est hémicontinu . En effet; soient u,v,w € Hj(Q) et A € R, on

a !

(A(u + \v),w) = /QV(u—i-)\v).Vw
= /Vu.Vw+)\/ VoVw
Q Q

= a-+ b

ce qui montre que A — (A(u + \v),w) est continue.

18



CHAPITRE 2

Probleme parabolique a donné
réguliere

Nous consacrons ce chapitre a I’étude du probleme de Dirichlet pour I’équation parabo-

lique non linéaire du type suivant

Ou+Au = f sur Qr =|0,T[<Q;
(Fo) uw(0,2) = wup(z) dans Q;
u = 0 sur ]0,7[012,

Pour T > 0 un nombre réel et © un ouvert borné régulier de RN et f € L®(Qr) ,uo €

L>=(2). L’opérateur A défini par Au = —div(| Vu [P72 Vu) avec 1< p < oo
2.1 L’opérateur p-Laplacien

L’opérateur p-Laplacien est un opérateur aux dérivées partielles quasi-linéaire elliptique

du second ordre défini par
Ap(u) =div(| Vu P72 Vu), 1<p<oo

cet opérateur sous forme divergence lorsque p # 2 et pour p = 2; le p-Laplacien coincide

avec le Laplacien usuel A

2.2 Propriétés de 'opérateur p-Laplacien
Soit Q un ouvert borné de R¥ et soit I'opérateur

AV =W Q) -V =W 7 (Q)

19



2.2 Propriétés de 'opérateur p-Laplacien

défini par

Au = —div(| Vu [P"* Vu), 1<p<oo
On a d’aprés la formule de green on a
Vo € WEP(Q) : (Au, @) = /Q VulP -2V Vy
Proposition 2.1. L'opérateur Au = —/\, est borné de Wy (Q) dans W% (1)

Démonstration. De l'expression de la norme dans un espace dual, soit p > 0, pour u €

By (0, p), on peut écrire :

| Au ||,»= sup |[(Au, )| = sup ’/ IVulP2Vu. V.
eV eV Q

llell<1 llell<1

Alors

| Aully < sup [ Vu |Vl
eV Q

llell<1
L 1
< swp ([ vulr)” ([ ver)”
pEV Q Q
llell<1
-1
< lull
< p

Dot || Au ||, < pP~t. cela montre que A(By(0,p)) C By (0, pP~1)

Proposition 2.2. Uopérateur A est hémicontinu de V dans V' .

Démonstration. soit v € V, et {\,} une suite réelle qui converge vers 0
Vg eV, (A(uw+Av),g) = (Ate, g)

on a

(Atne.g) = [ [VitoP 2V Vg
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2.2 Propriétés de 'opérateur p-Laplacien

Alors
(Altag + M) 9) = [ IV (o0 +200) " 29 (11 + At) Vg

- /Q (Vitoe + A V0) P2 (Vg + AV) Vg

L. (Vs + A V)P 2(Vg + A VU)Vg —=PP [V [P72(Viues ) Vg

on peut metter |A,| < 1, Alors

(Viteo + A Vo) P2V, + Aan)Vg‘ = (Voo + A Vo]~ |Vg|
p—1
< |IVuacl + Vel 199l

p—1
V] +190l] 199l

On rappelle que
N N

O a)* <max{l,N*'}> a?, Va;>0, a>0 (2.1)
i=1 i=1

En utilisant I'inégalité de Young (1.4) et (2.1), on écrit

p
(Voo + A V) [P72(Viige + A, V) Vg < + ;

p p
1 1,207t
< vel+ "Z) (90 + 9ol

Le fait que g, v, us € Wy?(Q), implique que

or—1

1
Vgl + S (190l + 90 ) € L)

D’aprés théoréme de convergence dominée de lebesgue

lim (A(too + Anv), 9) = (A(tso), 9)

n—-+o00
d’ou I’hémicontinuité de A. ]
Proposition 2.3. Uopérateur A est coercitif de V dans V' .
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2.3 Opérateures pseudo-monotones

Démonstration.
(Ave) _ o TP
folv—-+oo ||y ly—too |l v |lv
Lv i

|v|y —+o0 || v ||V

= lim [Jv|"'=400 car 1<p< +oco.
[v]y —+o0

Proposition 2.4. Uopérateur A est monotone de V dans V' .

Démonstration. On rappelle que Vz,y € RY : (|2[P~2z — |y[P2y)(x — y) > alz — y[P,a > 0

Alors Yu,v € V

(Au— Av,u —v) = / (|Vu\p2Vu — |Vv]p2Vv)V(u — )
Q
> _WolP
> /Qoz|Vu V|

0

Y

2.3 Opérateures pseudo-monotones

Définition 2.1. Un opérateur A:V — V'

i) On dit que A est pseudo-monotone (au sense 1) s’il est

— pour tout u,, — u dans V faible avec lim,, . sup{Au,, u, —u) <0
on a

lim inf(Au,, u, —v) > (Auy,u —v), Yo eV

n—oo

it)On dit que A est pseudo-monotone (au sense 2) s’il est
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2.3 Opérateures pseudo-monotones

— pour tout u, — u dans V faible avec A(u,) — & dans V' faible et
Jim sup(Aug, un) < (€, u)

on a

E=Au) et (Aup,u,) — (Au,u)

Proposition 2.5. Si A:V — V' est borné, hémicontinu et monotone, alors A est pseudo-

monotone (au sense 1).

Démonstration. a) Soit {u;} une suite convergeant faiblement vers u dans V.Supposons

que

lim sup(Au;,u; —u) <0

j—00

Si A est monotone,on a

lim (Auj,u; —u) — 0 (2.2)

Jj—00

En effet,]a monotonie de A et la convergence faible de {u;} vers u implique que

(Auj,uj —u) > (Au,u; —u) =0 pour j — oo

Et donc

0 > lim sup(Au;,u; —u) > lim inf(Au;,u; —u) > lim sup(Au,u; —u) =0

j—00 Jj—o0 j—o0
Dot (2.2)

b) pour v e Vet t €0, 1],posons w = (1 —t)u+tv. On a (Au; — Aw, u; — w) de sort que :

t(Au;, u —v) > —(Auj,u; — u) + (Aw, u; — u) — t{Aw, v — u).
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2.4 L’espace L*(0,T;V)

D’ou, grace a (2.2) :

tliminf(Au;,u —v) > —t(Aw,v — uy,
j

d’ot, en divisant par t et tenant compte de (2.2) :
liminf(Auj,u; —v) > (Aw,u—v) (2.3)
j

w=(1—-tu+tv Vte€l0,1]

En faissant tendre ¢ vers 0 dans (2.3), et en utilisant I'hémicontinuité, on déduit

lim inf(Auj,u; —v) > (Au,u —v), YveV

j—00

Ce qui signifie que A est pseudo-monotone au sense 1 . ]
2.4 L’espace LP(0,T;V)

Soit 1 < p < o0, LP(a,b; V') est un espace des fonctions mesurables u : [a,b] — V tel

que
b 0
| w (| Lo apv)= (/ | wlly dt) < 0.

L>(a,b; V') est un espace des fonctions mesurables telles que :

[l oo @iy = sup | uflv < oo.
Rappelons que pour tout 1 < p < 400, LP(a,b; V) est un espace de Banach. De plus, si
1 < p < +oo et V' l'espace dual de V' est séparable alors 'espace dual de LP(a,b; V') peut
étre identifié avec LP (a,b; V')
pour notre but V' sera principalement soit I'espace de Lebesgue LP(£2) ou ’espace de Sobolev
Wy? (), avec 1 < p < +oo et Q sera un ensemble ouvert borné de RY. puisque, dans
ce cas, V est séparable, nous avons que LF(a,b; LP(Q2) = LP((a,b)?), I'espace ordinaire

de Lebesgue défini dans (a,b)Q et LP(a,b; WyP(R)) se compose de toutes les fonctions
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2.4 L’espace L*(0,T;V)

u : [a,b]Q? — R qui appartiennent a LP((a,b)$2) et de telle sorte que Vu = (Ugy, ..., Uzy )

appartient & L?((a,b)Q)" de plus

: ;
(/ [ 1vu |”dmdt>
a JQ

définit une norme équivalente par 'inégalité de Poincaré.

Pour a = 0,b =T on définie I'espace suivant
LP(0, T: Wy P(Q)) = {v . [0,T] — W, P(Q) measurable

T
p
L0l e < .,

la norme dans cet espace donné par

T » 1/p T ) L
ol = ([ 1olpngyae) = ([ [ 190 duar)”

L>(0,T; L*(2)) est lespace des fonctions mesurables telles que :

||u||Loo(07T;L1(Q)) = sup ||u||L1(Q) < Q.
(0,T]

Théoréme 2.1 (Densité). Pour tout 1 < p < 400 l’espace C([0,T];V) est dense dans

LP(0,T5V).
Démonstration. : Voir [21, Proposition 23.2, p. 407]. ]

Théoréme 2.2 (Séparabilité). Si V' est séparable alors pour tout 1 < p < +o0 l'espace

LP(0,T;V) est séparable.

Démonstration. : Voir [21, Proposition 23.2, p. 407]. O
Théoréme 2.3. Pour tout 1 < p < 400 lespace LP(0,T;V) est de Banach.
Démonstration. : Voir [17, Satz 1.22.; p. 39], [21, Proposition 23.2, p. 407]. ]

Théoréme 2.4. Si V' s’injecte continiment dans un espace de Banach W, p,r € [1,4+00],

p <r, alors L"(0,T;V) s’injecte continiment dans LP(0,T;W).
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2.5 Théoréme d’Existence

Démonstration. : Voir [8, Proposition 2.2.5., p. 128]. ]

Définition 2.2. Soient V. C W (avec injection continue) deux espaces de Banach, 1 <
p,q < 4+00. Nous disons qu’une fonctionu € LP(0,T;V) a une dérivée faible dans L1(0,T; W)

s’il existe une fonction g € L1(0,T; W) telle que

[t =~ ["ewgar, e (0,7,

(Cette égalité a liew en W ). Si une telle fonction g existe, il est unique et nous notons

du

a Y

Théoréme 2.5 (Inégalité de Holder). Siu € LP(0,T;V) et v € L' (0,T;V"), alors

1

[ wte), woplyvie < ( [l dt>1 ( /0T||u(t)m>p

Démonstration. Voir [21, Proposition 23.6., p. 411]. O

2.5 Théoréeme d’Existence

Théoréme 2.6. Soient V un espace de banach réflexif et séparable et A - V. — V' un
opérateur

— borné

— hémicontinu

— coercitif, au sens que

(Av, v)

|v]y —+o0 HU”V

— monotone

Soient f et ug donnés avec
fe Lp’(O,T; V"), wuo € H (espace de Hilbert)
Alors, il eziste une fonction uw € LP(0,T;V') et une seule telle que
Ou+Au=f et u(0,z)=uy(z)
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2.5 Théoréme d’Existence

Pour la preuve de ce théoréeme, on peut renvoyer le lecteur au livre [11]

Théoréme 2.7. Soient f € L>®(Qr),up € L*(2). Alors le probléme (Fy) posséde au moin

une solution, faible u € LP(0,T; Wy (Q)). pour tout 1 < p < 400.

Démonstration. D’apres les propositions présidentes, on a l’opérateure principale Au =
—div(] Vu [P7? Vu) et pseudo-monotone c’est a dire borné ;hémicontinu, monotone et
coercitif, alors d’apres le Théoreme 2.6 le probleme (Fp) possede au moin une solution

faible u € LP(0,T; Wy (Q)). pour tout 1 < p < +o0. O

Remarque 2.1. D’aprés les résultats dans le livre (voir [11]), la solution u est dans

C ([0, 77]; L*(2))
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CHAPITRE 3

Probléme parabolique a donné L1

Dans ce chapitre, nous introduisons le cadre fonctionnel qui permet la résolution d’un
probléme parabolique & donné L'. Nous précisons la notion de solution faible du probléme
(P). Nous l'approchons par une suite de problemes (P,) dont on démontre I'existence de
solution (u,). Nous établissons, sur ces solutions approchées, des estimations uniformes qui
nous permettent passer a la limite, grace a des propriétés de compacité (pour passer a la

limite dans les termes non linéaires).

3.1 Positions du probléme

Nous supposons que 7" un nombre réel positif,  un ouvert borné de RY, et (P) est posé

dans un cylindre @ =|0, T[2 du type suivant

Ou+ Au = f sur Qr =|0,T[;
(P) uw(0,2) = wup(z) sur
u = 0 sur ]0,7[09Q,

Nous suposons que uy € L*(Q), f € L'(Q), et le nombre réel p satisfais

>1+L—2—71 (3.1)
b N+1 “TN+1 :
3.1.1 Pourquoi la condition p > 1+ NLH =2 — ﬁ

Pour justifier la condition p > 2 — on se rappelle que la solution (modele) du

1
N+1?

probleme (elliptique)

—div (|Vu|P™2Vu) = 4§ dans D'(U)
u =0, sur oU,
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3.1 Positions du probléme

ol J est la mesure de Dirac & l'origine et U la boule euclidienne unité ouverte de RY, est

donnée par :

o CUTT 1) sip£ N
" C'log |z si p=N;
dans le cas p # N, on a

Vitmoa| = Ci|z| 71 " = Cy|z| 71

de sorte

/Q|Vumod|dx = |x‘%d$

B(0,1)
1 1w

= C’g/ ro-t Nty
0

1 1 N
——4+N-1
= 02/ ret dr
0

1

Cette intégrale est finie si % +N —1>—1,donc, si p>2— - Ce calcul montre que :

1
Umoa TMest dans Wy (B(0,1)) quesi p>2-— N

Alors

1
Umod € WOLI(Q) Sp>2-— N

Donc (dans le cas prabolique)
Umod € L1(07T7 W(]Ll(Q)) < p> 2——.
Définition 3.1. On dit que u est une solution faible du probléme (P) si :

we LY, T; W' (Q)), et

T
/ (O, 0)dt + / | Vu P2 VuVpdedt = / fo. Vo € D(Qr).
0 Qr Qr
Notre resultat principale dans ce mémoire est :

Théoreme 3.1. Soit 1 + NLH < p. Alors le probléme (P) posséde au moin une solution
faible w € L9(0, T; Wy (). pour tout q € [1,p — NLH[
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3.2 Approximation de (P)

La preuve de ce théoréme exige plusieurs étapes : approximation du probleme (P)
par une suite de problemes (P,) qu’on sait résoudre, estimations uniformes des solutions

approchées (u,,) et enfin, passage a la limite en utilisant des résultats de compacités comme

dans [16].
3.2 Approximation de (P)

Soit (f,) avec f, = T,(f) une suite de L>=(Q) qui converge vers f dans L*(Q) et qui
vérifie 'inégalité

{HMW@SWMW»

| ful < 7.
Soit (ug,) avec ug, = T),(ug) une suite de L>°(2) qui converge vers ug dans L'(Q) et qui
vérifie 'inégalité
{ {LZ;?H?X) < [luollzr (),

ou 7, la troncature au niveau —n and n (Voir 'exemple 1.1). Nous approchons le probleme

(P) par la suite de problemes :

8tun + Aun = fn sur QT :]O,T[Q,
(P.) un(0,2) = uon(z) dans ©;
u, = 0sur 'y =]0,T[09Q,
Pour I'existence de la suite des solutions u,, € LP(0,T; Wy (£2)). pour tout 1 < p < 400

de probléme (P,), voir le théoréme 2.7 dans le chapiter 2.

Lemme 3.1 ([13]). Soit la fonction v € LP(0,T; WyP(Q)) avec dyv € L¥ (0,T; (WyP(Q))")

et soit ¢ : R — R une fonction lipschitzienne bornée telle que ¢(0) =0, on a

[ swionydo = [ dr [ (o) do

v(0,z)
—/da:/ é(o)do, 0<t<T.
Q 0

ot {,) denote le crochet de dualité entre (WyP(Q)) et Wy P(Q), avec

p'=p/(p—1).
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3.3 Estimations uniformes des solutions approchées

3.3 Estimations uniformes des solutions approchées

Dans cette section, nous prouvons des estimations uniformes pour les solutions du pro-
bleme (P,). Comme nous avons seulement || f,|z1g) < C, Vn > 1 pour pouvoir majorer

le terme [, . fr¢ uniformément par rapport & n, nous devons choisir comme fonction test
¢ une fonction de u, telle que  [lp(u,)||z=@) < C,¥n >1 avec ¢ € WP (Q)

Pour choisir les fonctions tests nous utilisons le résultat dans le lemme de tampacchia 1.11

N
N+1°

probléme (P,) reste dans un borné de L>(0,T, L*()).

Lemme 3.2. On suppose que p > 1+ Alors, la suite (u,) des solutions approchées de

Démonstration. Nous définissons pour v > 0 fixée, la fonction S, par

sign o, si|o| > v
Vo eR, S”(J):{ Ug 7 si Ioi<y.7

D
ou la fonction sign définie par :

1, sio>0;
Vo € R, sign(o) =4 0, sio=0;
—1, sio <O0.

En prenant S,(u,) comme fonction test dans (P,) et en intégrant sur U'intervalle [0,t] C

[0, T'[, on voit que :
t t
/ (Ortn, Su () di + / /Q | Yy [P Vun VS, (u,) dedt
0 0

- /O t /Q FuSu(wy) dadt
On a

// S,(0)dodz| < // 1S, (0)] dodx
o Jo aJo

Grace au lemme 3.1, on a

/Ot(ﬁtun,sy(un»dt = [ /0“"“’"@) S, (o) do

un, (0,2)
—/dx/ S,(0)do, 0<t<T.
Q 0
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3.3 Estimations uniformes des solutions approchées

Et comme S/, > 0, |S,| < 1, on obtient aprés supression d’un terme positif (f; [ | Vi, [P~2

Vu,Vu,S, (u,) dzdt) :

(t,x)
// o)dodr < / / | fullSy (un |dxdt+// o)|dodx
n(0,2)]
< n||Lt 1 dod
< Ml + [ [V dods
< |fallzr@) + lluonl L1 (3.2)
Comme
a o® ; :
/ SV(O') do‘ — 21/; S% |Oé| S )
0 —5+|al, silal >wv.
et
lim [ S,(0)doc = |a|, Va € R.
v—0.J0

En faisant tendre v vers 0 dans l'inégalité (3.2) et utilisant le théoreme de convergence

dominée de Lebesgue, on obtient pour tout ¢ € [0, 7]

[t @)lde < lfallz@) + lonllro

A

< [ fllzr@ + lluollzie)
donc, on obtient que
/Q|un(t,x)|dx <0, Vtelo,T).
Ce qui acheve la démonstration. ]

Lemme 3.3. Soit 0 > 0, il existe une constante Cs indépendante de n telle que

|V, [P

Démonstration. Soit § > 0. La fonction 15 donnée par

t do 1 1 :
ws(t) :/0 e =5 (1 - (1—|—|t|)5> sign(t), teR
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3.3 Estimations uniformes des solutions approchées

est globalement lipschitzienne, 15(0) = 0 et |¢s5(t)| < vVt € R. En Prenant vs(u,) pour

1
5

fonction test dans (P,) , on obtient :

(Ovtin, 5 (tn)) + (Atin, Ys(un)) = (fn, ¥s(un)),  Au= —div(| Vu [P~ Vu)

de sorte que

/O Oyt () dt + /O t /Q | Vi P2 Vun Vibs () dadt

_ /0 t /Q Foths(un) dadt

comme, d’aprés le lemme 3.1

[ st = [ | " s(o)do — [ / ) s(o)do

et le fait que
n(t,x)
Vis(un) = Vunth(ua) avee i) = |u e et | da / o)do > 0.
On a

¢ ¢
/ /Q | Vi, P72 Vu, Vs (u,) dedt = / / | Vu, [P 5(u,) dedt
0

\Vun|
:// +]u|1+5 dudt

et,
/t/ [V "ot < /t/f¢( )d dt+/d /U"(O’x)¢ d
———dx wUs(uy,) dx x
0 Jo (14 |u,])'+? = Jo Jo I o Jo oL7)ae
1
< SUlfallzr@ + lluonllzy@)
1
< U@ +lluollz @) = Cs
Cs = une constante indépendante de n O
Lemme 3.4. Soient 1 <p< N, q€[l,p— N+1[ Alors,
posons q* = NN—_qq, il existe une constante C > 0 lelle que

/ lun (t, )| dzdt < C/ [[tn(ts )7 e ot

oud=q™H.

33



3.3 Estimations uniformes des solutions approchées

Démonstration. Utilisant I'inégalité d’interpolation et le lemme 3.2 on obtient

et Mzay < Nun(t, Mgy llun(t e @

. 1—-dq*
< Cllun(t ze @ 7= 7 rd (3-3)
Choisissons d = ¢™3F, on voit que
N ¢*(1—d)
T=Nii <t e — q
Maintenant,intégrant(3.3) sur [0, T, on obtient
T
ot 2) et < oo [t e oy
< Cu / tn(t, )1 ot (3.4)
donc,
Hun”Ld(OTLd(Q)) < Coo”“nHLq 0,TL7* () (3.5)
[

Lemme 3.5. Soient p et q tels que

1+N+1 <p<N e qe€ [1p_NJY|—1[
Alors
— la suite (Vu,) reste dans un borné de LY(Q).i,e
il existe une constante C'= C(q) > 0 telle que :
t
/O /Q\vun|qudt <C
Démonstration. Remarquer que 1 < ¢q <p — N+1 <p.
Notons ¢* I'exposant de Sobolev associé¢ a g, i.e.,q% = % — % &g = NN—fq. Considérons

d = qNJrl et 6 > 0 tel que d = (1 + 5)% , il existe d’aprés le lemme 3.3 une constante

C' = C(0) > 0 telle que :

|Vu,|P
— —  dzx < > 1]
/Q A+ [ )77 r<C, Vn>
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3.3 Estimations uniformes des solutions approchées

Nous pouvons écrire :

' Vit |7
= ! " (1+6)a/p
_/0 /QIVun| dxdt / / A F [ )3 a7 (L [unl) dxdt

grace a 'inégalité de Holder , on voit que

/p _
[V, [P ! ( (1+5)Q>1 a/p
= q < - X P—q
/Q‘Vun’ dxdt < </Q <1+ |un|)(1+5) /Q(1+ ’Un’)
1—q/p
< o ([ 0+ lul)) (36)

On rappelle que
(a+bP <2271 (a? +0") pour 1<p<oo et ab>0 (3.7)
En utilisant (3.7), on écrit
1-q/p
= [ IVufdzd < oty ( [ 1dwdt+ [ \un\ddxdt)
Q Q Q
1—q/p
< ey figpan . ([ juasar)
Q
1—q/p
< O +C ( / ]un]ddxdt> | (3.8)
Q
A partir de I'inégalité de Sobolev, la relation (3.5) avec (3.8) donne :

-3

Yn < C1+ngn (39)

Comme, dans le cas p < N,ona: 1— 1% < 1 alor l'inégalité précédente (3.9), vérifiée par
Yn, montre que cette suite est bornée.
Dans le cas p > N, on reprend les calculs , mais en choisissant ¢* comme tout nombre

fini supérieur a 1 et satisfaisant (1 — 7)r = q. O
Lemme 3.6. Soit

1+

N

N +1
Alors,

(Byuy) reste dans un borné de L7(0,T; (Wo™ (Q))) 4+ LY(Q) et 1/ est le conjugué de r.
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3.3 Estimations uniformes des solutions approchées

Démonstration. Pour tout n > 1, on a
Oy, = div(|Vu,[P2Vu,) + fo,
comme f, est une suite bornée dans L'(Q), il nous reste & montrer que
Av,, = div(|Vu,|P"*Vu,) C (borné de L'(0,T; (WS (Q))) avec r> 1).
ou 7’ est le conjuqué de r, on a pour r > 1, nous écrivons, pour toute fonction p € Wol ’T,(Q)

(Av,, @) = /ngAvndas

= / IVu,|P*Vu,Vedz.
Q
Par Holder, on peut ecrire

(A @) < [ [Vun | Viplda

1
(/ |Vun|(p_1)rdx)r</ |Vg0|r/dx>r
Q Q

IN

Alors

|Ava ] i o, = sup |(Auvn, )|
(Wo™ (2)) lel<1

( / |Vun|(p1)’"d:c> ’ (3.10)
Q

IA

En intégrant (3.10) sur [0, 7], on obtient

T T T
T , < (p—=1)r )’
/OIIAvnII(W(},T(m),dt < /0 (/Q|Vun| dx )" dt

/ V| P~ V" dadt
Q

IN

Le membre de gauche est borné si (Vu,) est bornée dans LP~V7(Q), donc grace au

lemme 3.5, il vient que
N

1< (p=Dr< (-7

ol encore,




3.4 passage a la limite

Avant de terminer, on peut remarquer que l'existance de r > 1 est garantit car :

(pi1)< _N]:[L1>>1'

Donc, on obtient

3.4 passage a la limite

Lemme 3.7. On peut extraire de la suite des solutions approchées (u,,) une sous-suite (notée
de méme), qui converge vers une fonction u € LY(Q) et faiblement dans L1(0,T; Wy (Q)),

pour tout q € [1,(p — 7).

Démonstration. grace au lemme 3.5, la suite (u,) est bornée dans LI(0,T; Wy ?(Q)) pour

tout ¢ € [1,(p — NLH)[ et nous avons déja mentionné que (Oyu,) demeure dans un borné

de L"(0,T; (WOLTI(Q»/) + Ll(Q) avec 1 < (pil) (p - N > De plus Ll(Q) C W*LT(Q)

N+1

pour tout r < N/(N — 1) (Voir le corrollaire 1.1) et comme p > 2 —1/(N + 1) on a

(pil) (p — N]YH) < N/(N — 1) et on a aussi f, est borné dans L'(Q) = L*(0,T; L (Q)),

Uest aussi dans L'(0,7;W~1"(Q)) pour tout r, donc la suite (dyu,) reste bornée dans
L0, T, W=(Q)).Ainsi

— (uy) est bornée dans L4(0,T; Wy ()

— (Oyuy,) est bornée dans L'(0, T; W17 (Q))
donc, d’aprés le lemme 1.10, la suite (u,) est relativement compact dans L?(0,7; L9(Q2)) C
LY(Q). Par conséquent, la suite (u,) est converge fortement vers une fonction u € L'(Q),

ce qui garantit 'existence d’une sous-suite (u,), notée de méme, telle que

u, — u dans L'(Q) etp.p. dans Q (3.11)
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3.4 passage a la limite

Lemme 3.8. La suite (Vu,) converge presque partout vers Vu

Démonstration. Montrons que (Vu,) est de Cauchy en mesure, ce qui entrinera

Vu, — Vu resque partout, pour une sous suite. Cela consiste a prouver que
vV > 0,Ve > 0,3ng tel que Vp,q > ng meas{(t,z) € (0,T7)Q||(Vu,—Vu,)(t,z)| > d} <e
Pour cela, fixons 6 > 0 et € > 0, et remarquons que pour A > 0 et 7 > 0 nous avons
{(t,z) € (0,7)Q| |(Vu, — Vug)(t,z)| > 6} C By UE,UE3UE;,
ou
Ey={(t,z) € (0,1)Q [Vu,| = A}, Ex ={(t,2) € (0,7)Q [Vuy| = A}
Ez ={(t,x) € (0, 7)Y Jup — ug| =}

et

Ey = {|Vu, — Vuy| > 6, |Vup| <A, [Vuy| <A, up, —ug| <}

D’aprés le lemme 3.5, en choisissant A grand, nous pouvons rendre meas(E;) et meas(Es)

arbitrairement petits. Par example

1 1 | C
meas(Ey) = [ ldvdt = 5 [ Adwdt < X/E |V |dzdt < A/Q [V dardt <
1 1 T

Ey
Alors,

meas(E;) -0 si A — 4oo.

Pour meas(FE3), on a

1 1
meas(E Sf/ Uy, — U, da:dtgf/u—u dxdt
(3) 77E3|p ql 77Q|10 q|

Puisque (u,) est une suite de Cauchy dans L'(Q), alors pour > 0 fixe, on voit que

meas(F3) -0 si p,g— +o0

Il reste & controler meas(Ey). D’aprés la monotonie de la fonction a(t, z, Vu) =| Vu [P~2

Vu (Voir chapitre 2), nous avons (a(t,x,gl) — a(t,x,fg))(fl — &) > 0 or 'ensemble des
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3.4 passage a la limite

{(&1,&)], 1&] < A, [&] < A, |& — &| < 0} est un ensemble compact et a est continue en
¢, donc (a(t,x,gl) — a(t,x,{l))(fl — &) atteint sur ce compact son minimum que nous

noterons p(t, x) tel que
(at, z,&1) —alt, z,6)) (& — &) = p(t, z) > 0.
Par conséquent, par (1.4) on a pour tout 7 > 0 il existe 7/ > 0 tel que
/E p(t, x)dzdt < 7" = meas(Ey) < T. (3.12)
4

Pour obtenir meas(Ey) < 7, il suffit de montrer que [g, p(x)dr < 7. Par la définition de

p(t, z) et Ey, on peut écrire

[ nttaydndt < [ (19020, = [V, )V = 1)1 1,

de plus le terme intégral est positif et VI (u, — uy) = V(up — tg)1{ju,—u,|<n}, donc nous

avons
/E4 p(t, z)dedt < /E4 <|Vup|p2Vup — ]quIPZqu> VT, (u, — ug)dxdt  (3.13)

ou T, la troncature au niveau —n and n (Voir 'exemple 1.1), et T, définir par

/ . L, |U| <n;
Tylo) = { 0, [o>n.

En prend 7}, (u, — u,) comme une fonction de test dans (P,) pour u, et u,, nous avons

T T
/0 (Orup, Ty (up — ug))dt + /0 /Q |V, P 2Vu, VT, (u, — u,)dxd

[ [ 51— ) (3.14)

et

T T
/0 (Opug, T (up — ug))dt + /0 /Q (V[P 2Vu, VT, (u, — u,)dzdt

= [ [ £~ ). (3.15)
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3.4 passage a la limite

Puis soustrayant I'inégalité résultant (3.14) et de (3.15) , on trouve
T T 72 72
/0 (O (up — ug), Ty(up — ug))dt + /0 /Q(\Vup\p Vu, — [Vu,|P*Vu,) VT, (u, — uy)dzdt = 0.
Par (1.5) on obtient

[ 0ty = u) (D)o = [ ©,(u, = uy) (0)da

T
—i—/ /Q(|Vup|p72Vup — |V, [P~*Vu,) VT, (u, — uy)dxdt = 0.
0
le premier terme est positif (0,(x) > 0) et (©,(x) < n|z|), donc
T —2 —2
/o /Q(|Vup|p Vu, — |Vug|P*Vu ) VT, (u, — uy)dzdt < n/Q |uf — ud|dz.
le fait que uy € L*(€2), on obtient

T
/ /Q(|Vup|p72Vup — |V, [P~*Vu,) VT, (u, — u,)dzdt
0

< Cn —"Y 0(uniformément dans p and q). (3.16)
Pour n assez petit, (3.13) and (3.16) impliquent

/ u(t, x)dzdt < 7',
Ey

et aussi par (3.12) nous avons mes(FE,) < 7. Ainsi, nous avons la convergence de Vu,, vers

Vu en mesure, ainsi que le lemme 1.8 (apreés extraction d’une sous suite)
Vu, = Vu p.pdans (0,7).
Fin de la preuve du théoreme 3.1
Pour ¢ € D(Q7), on a

T
/ ((9tun,go>dt+/Q |Vun\p2VunV<pdxdt:/Q o(t, x) fndxdt.
0 T

T

1)Passage a la limite dans [; (9,u,,, p)dt et Jop ©(t; ) fudadt.
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3.4 passage a la limite

T
/ (Optuy,, p)dt = —/ un(‘?tgoda:dt—/ (0, x)updz
0 Qr Q

La convergence forte de la suite (u,) vers u dans L'(Q) et I'inégalité suivante

’/ UnatSO—/ udyp
Q Q

= ’/Q(un —u)yp

< Cllup —ullprg) = 0, quand n — 400

assurent que
lim unatgp:/ u0yp.
Q

n—-+o0o Q

et on a

n——+oo n—-+oo JO

lim wan=<f,<p> et lim | ©(0,2)uo, = (uo, p).

2) Passage a la limite dans [, |Vu,[P~*Vu,Vedzdt.

Comme Vu,, - Vu p.p.dans @, on a:
|Vu,|P"*Vu, — |VulP2Vu p.p. dans Q. (3.17)

Choisissons r > 1 avec r € [1/(p - 1), (pll)<p - NJL)

(comme dans le lemme 3.6), pour
EcC@Q,ona:
/E IV P2V, V| dedt = /E V[P~V | Vp|ddt
< Vel [, [Vualdudt
< C( /E |Vun|(p_1)rdxdt)1/T|E|1‘1/”
< C'|EV
L’inégalité ci-dessus montre I'équi-intégrabilité de la suite (|Vu,|[P">Vu, V) dans L'(Q).

Il résulte alors du théoreme de convergence de Vitali et de (3.17) que

lim |Vun|p_2Vuanoda:dt:/ |VulP2VuV pdrdt.
Q Q

n——+00
On a donc prouver que u est une solution du probléme (P). Le théoréme 3.1 est alors

démontré. ]
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Abstract

in this work, we prove the existence and regularity of a weak solution of an parabolic
problem (P) defined by
8tu + AU/ - f sur QT = Q]Oa T[a
(P) w(0,2) = wup(zr) sur €Q;
u = 0 sur |0, 7012,
the operator Au = —div(] Vu |P~? Vu), 1< p < oo is a pseudo-monotone operator. The

method of solving our problem consist of obtaining local estimates for suitable approximate

problems and then passing to the limit.

keywords : Sobolev spaces, pseudo-monotone, operator nonlinear, parabolic equation

Résumé

Dans ce travail, nous prouvons l'existence et la régularité d’une solution faible d'un

probléme parabolique & donnée L! définie par
Ou+ Au = f sur Qr =QJ0,T];
(P) u(0,2) = wup(zr) sur €
u = 0 sur ]0,7[012,
L'opérateur Au = —div(] Vu [P72 Vu), 1 < p < oo est un opérateur pseudo-monotone.
Les étapes principales de la preuve consister a approcher par une suite de problemes a don-

née dans L, ensuite obtenir des estimations uniformes et locales pour la suite des solutions

approchées u,, et Vu,, puis le passage a la limite.

mots-clés : Espace de Sobolev, pseudo-monotone, opérateur non linéaire, équation pa-

rabolique .
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