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Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la
suite.

H Espace de Hilbert.
X ′ Dual topologique de X.
(., .) : Définit un produit scalaire.
Lp(0, T ;V ) .=

{
v : [0, T ]→ V measurable et

∫ T
0 ‖v‖

p
V dt <∞,

}
.

RN espace euclidien de dimension N , N un nombre naturel non nul
x vecteur de RN , x = (x1, x2, ..., xN), xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ N

dx mesure de Lebesgue N -dimensionnelle
|E| ou mes (E) mesure de Lebesgue d’un ensemble E
χE fonction caractéristique de E
Ω partie ouverte de RN

〈., .〉 crochet de dualité entre X et son dual∫
Ω f(x) dx intégrale de f sur Ω par rapport à la mesure de Lebesgue

supp u Support de la fonction u
∇u = Du > = ( ∂u

∂x1
, ∂u
∂x2
, ..., ∂u

∂xN
) gradient de u

div u divergence du vecteur u, divu = ∂u
dx1

+ ∂u
dx2

+ ...+ ∂u
dxN

fn → f dénote que la suite {fn} converge vers f .
fn ⇀ f dénote que la suite {fn} converge faible vers f .
Lp(Ω) = {u : Ω→ R mesurable et

( ∫
Ω |u(x)|p

)1/p
dx < +∞ tel que 1 ≤ p <∞}

|u|p =
[ ∫

Ω |u(x)|pdx
]1/P

= |u|Lp .
L∞(Ω) = {u : Ω→ R mesurable,∃M > 0 | |u(x)| ≤Mp.p.}
‖u‖L∞ = inf{C : |u(x)| ≤ C p.p sur Ω}.
q conjugué de Hölder de p : q = p

p−1 si p > 1 et q =∞ si p = 1
D(Ω) espace des fonctions indéfiniment dérivables sur Ω à support compact dans Ω
W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) | ∇u ∈ (Lp(Ω))N

}
.
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W 1,p
0 (Ω) =

{
u ∈ W 1,p(Ω), avec u = 0 sur ∂Ω

}
.

p.p. presque partout
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Introduction générale

Les équations aux dérivées partielles qui seront notées en abrégé "EDP" dans la suite,

consti- tuent une branche importante des mathématiques appliquées et ce domaine devient

de plus en plus important à l’époque moderne. Les EDP ont une grande utilité dans la mo-

délisation de nombreux phénomènes de natures différentes comme la physique, la chimie, la

biologie et d’autres sciences. Autrement dit, les EDP interviennent dans beaucoup d’autres

domaines : en chimie pour modéliser les réactions, en économie pour étudier le comporte-

ment des marchés, en finance pour étudier les produits dérivés et en traitement d’images

pour restaurer les dégradations. Ces problèmes se ramènent à des modèles mathématiques

écrits en général sous forme

L(u) = f, (1)

où L est un opérateur défini d’un espace de fonctions E dans un espace fonctionel F, u est

la fonction inconnue et f une fonction donnée. Les EDP sont probablement apparues pour

la première fois au cours du 17ème siècle. En- suite le domaine des EDP s’est enrichi au

fur et à mesure du développement des sciences et en particulier de la physique. Cependant,

l’étude systématique des EDP est bien plus récente et c’est seulement au cours du 20ème

siècle que les mathématiciens ont commencé à développer et en effet cette théorie a connu

récemment un très grand avancement théorique et pratique. L’analyse mathématique de

ces équations aux dérivées partielles nécessite un choix appro- prié des espaces fonctionnels

et une définition claire de la notion de solution (l’existence et parfois l’unicité).

L’une des choses qu’il faut avoir à l’esprit à propos des EDP, c’est de poser la question :

pouvons-nous obtenir des solutions explicitement ?. Alors ce que les mathématiques peuvent
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INTRODUCTION GENERALE

faire par contre, c’est dire si une ou plusieurs solutions existent, et décrire parfois très

précise- ment certaines propriétés de ces solutions. Donc, généralement une solution exacte

du problème (1) n’est pas facile à trouver et parfois nous ne pouvons même pas trouver la

solution explicite. Ce qui conduit à introduire la notion de la solution faible qui apparue

en 1934 dans les travaux de Jean Leray. Par conséquent, dans la plupart des cas il est très

difficle, voir impossible, d’exhiber les solutions d’une EDP. Dans certains cas nous arrivons

à essayer de montrer que le problème admet une unique solution (on dit qu’il est bien posé).

Mais nous pouvons parfois calculer des approximations numériques des solutions.

Ce travail a pour objet l’étude d’une équation parabolique à données L1. Cette étude porte

sur l’existence et la régularité d’une solution du problème :

Pour T > 0 un nombre réel et Ω un ouvert borné régulier de RN ,trouver u une fonction

mesurable telle que

(P )


∂tu+ Au = f sur QT

.=]0, T [Ω;
u(0, x) = u0(x) sur Ω;

u = 0 sur ]0, T [∂Ω,

Nous suposons que u0 ∈ L1(Ω), f ∈ L1(Q), et le nombre réel p satisfais

p > 1 + N

N + 1 = 2− 1
N + 1 .

L’opérateur A défini par

Au = −div(| ∇u |p−2 ∇u), 1 < p <∞

.

Cette étude s’appuie essentiellement sur l’article [15] " SOME QUASILINEAR PARA-

BOLIC EQUATIONS" publié en 1991 par JEAN MICHEL RAKOTOSON au journal

J.Nonlinear Analysis, Theory, Melhods and Applications, Vol. 17, No 12, pp. 1163-1175

( cas particulier à prendre L’opérateur principale Au = −∆p).

Dans le cas parabolique et p > 1+ N
N+1 = 2− 1

N+1 . nous avons défini la solution faible d’une
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équation parabolique ∂tu− div(| ∇u |p−2 ∇u) = f par

u ∈ L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω)), et∫ T

0
〈∂tu, ϕ〉dt+

∫
QT

| ∇u |p−2 ∇u∇ϕdxdt =
∫
QT

fϕ, ∀ϕ ∈ D(QT ).

Pour résoudre le problème (P ), en passe par les étapes suivantes :

a) Approximation de problème (P ) par une suite de problème (Pn) réguliers à données

L∞ dans l’espace Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) avec

p > 1 + N

N + 1 = 2− 1
N + 1 .

b) Passage à la limite dans (Pn). Pour pouvoir le réaliser ,comme dans [16], nous établis-

sons des estimations uniformes sur les solutions approchées (un) de (Pn), et en utilisant, le

lemme 1.8 qui donne la convergence p.p. des gradients (∇un), Ce mémoire est composé de

trois chapitres :

Dans le premier, nous donnons des définitions et les proprietés des espaces de Sobo-

lev,et quelques des inégalités principales, Théorèmes de convergence,Théorème d’injection

de sobolev .

Dans le second chapitre, nous rappelons l’opérateur p-Laplacien et sa propriétés ( mo-

notones,hémicontinu, pseudo monotones). Ce chapitre basée sur les espaces sous forme

Lp(0, T ;V ) avec V est un espace de Banach prend un exemple l’espace de Lebesgue Lp(Ω)

ou l’espace de Sobolev W1, p0(Ω) avec 1 ≤ p < +∞ et basée aussi sur le théorème d’Exis-

tence (2.6) qui donné l’existence d’une solution pour la même probleme (P ) Mais avec

seconde membre f dans l’espace dual.

Enfin, le chapitre 3 est consacré à la preuve du théorème d’existence 3.1 qui exige les 3

étapes principales mentionnées ci-dessus
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Chapitre 1

Préliminaires et outils de base

Ce premier chapitre a pour but de présenter un certain nombre d’outils d’analyse de

théorie des espaces de Sobolev qui seront utilisés dans la suite de ce mémoire. Nous en

profiterons également pour introduire les principales notations.

1.1 Quelques notations

Dans tout ce qui suit Ω désignera un domaine borné de RN ,N ≥ 1,i.e.un ouvert connexe

et borné de RN . Sa frontière sera désignée par Γ ou ∂Ω et son adhérence par Ω .

Soit u = u(x1, ..., xN) un fonction définie dans Ω ⊂ RN . En supposant qu’il exist, on appelle

gradient de u au point x le vecteur

∇u(x) = ( ∂u
∂x1

(x), ..., ∂u
∂xN

(x))

La norme euclidienne de ∇u est notée par |∇u| :

|∇u| =
∣∣∣∣∣ ∂u∂x1

∣∣∣∣∣
2

+ ...+
∣∣∣∣∣ ∂u∂xN

∣∣∣∣∣
2
1/2

1.2 Définitions et premières propriétés

Soit Ω un ouvert de RN et p un nombre réel supérieur ou égale à 1. On définit l’espace

de Lebesgue Lp(Ω) par :

Lp(Ω) =
{
f : Ω→ R mesurable et

( ∫
Ω
| f |p

) 1
p

<∞
}
.

On le munit de la norme suivante

‖f‖Lp(Ω) = ‖f‖p =
( ∫

Ω
|f |p

) 1
p

, p ≥ 1.
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Quand p = 2, cette norme provient d’un produit scalaire. De plus si p = +∞ on a :

‖ f ‖L∞(Ω)= supessx∈Ω | f(x) | .

Définition 1.1. On appelle espace de Sobolev d’ordre 1 sur Ω L’espace W 1,p(Ω) défini par

W 1,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω) | ∇u ∈ (Lp(Ω))N

}
.

muni de la norme

‖ u ‖W 1,p(Ω)=‖ u ‖p + ‖ ∇u ‖p (1.1)

et pour p =∞

‖u‖W 1,∞ = max(‖u‖L∞ , ‖∇u‖L∞).

Remarque 1.1. pour p = 2, W 1,2(Ω) = H1(Ω) est muni du produit scalaire

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) +
N∑
i=1

(
∂u

∂ix
,
∂v

∂ix

)
L2(Ω)

et de la norme associée

Lemme 1.1. L’espace W 1,p(Ω) muni de la norme (1.1) est un espace de Banach pour

1 ≤ p ≤ +∞, il est réflexif pour 1 < p < +∞ et séparable pour 1 ≤ p < +∞.

Définition 1.2. L’espace D(Ω) désignant l’ensemble des fonction de classe C∞(Ω) à sup-

port compact dans Ω, et pour 1 ≤ p < ∞ L’espace W 1,p
0 (Ω) est défini par la fermeture de

l’espace D(Ω), relativement à la norme (1.1). Autrement dit

W 1,p
0 (Ω) =

{
u ∈ W 1,p(Ω), avec u = 0 sur ∂Ω

}
.

Cette espace muni d’une norme équivalente à la norme (1.1), donnée par

‖ u ‖W 1,p
0 (Ω)=‖ ∇u ‖Lp(Ω) .

Pour les résultats sur les espaces W 1,p
0 (Ω) et W 1,p(Ω) le lecteur pourra trouvé toutes les

démonstrations dans l’ouvrage de Adams [1]. Citons cependant, que dans la plupart des

cas, les espaces W 1,p
0 (Ω) et W 1,p(Ω) ne coïncident pas.

Théorème 1.1 ([1]). Soient 1 < p < ∞ et p′ = p
p−1 . Le dual de l’espace W 1,p

0 (Ω) est

W−1,p′(Ω).

11



INTRODUCTION GENERALE

1.3 Inégalités principales

Soit 1 ≤ p ≤ p
′ ≤ ∞ deux réels et p′ l’exposant conjugué de p, i.e., 1

p
+ 1

p′
= 1.

Lemme 1.2 (Inégalité de Hölder ). Si f ∈ Lp(Ω),g ∈ Lp
′
(Ω), alors f · g ∈ L1(Ω) et

‖ f · g ‖L1(Ω)≤‖ f ‖Lp(Ω)‖ g ‖Lp
′
(Ω)

Si de plus | Ω | <∞ et f ∈ Lp
′
(Ω), alors f ∈ Lp(Ω) et

‖f‖Lp(Ω) ≤| Ω |
1
p
− 1

p
′ ‖f‖

Lp
′
(Ω)

En paticulier

Lp
′

(Ω) ⊂ Lp(Ω), ∀ 1 ≤ p ≤ p
′
<∞

Lemme 1.3. Soient pi ∈ [1,+∞] des exposants avec 1 ≤ i ≤ k tels que :

1/p = 1/p1 + ... + 1/pk ≤ 1. Alors, pour toutes fonctions fi ∈ Lpi(Ω), nous avons f =

f1...fk ∈ Lp(Ω) et l’inégalité de Hölder généralisée

‖f‖p ≤‖ f ‖p1 ... ‖ f ‖pk
.

Lemme 1.4 (Inégalité de Young). Soient a et b deux réels positifs. Soit p > 1, alors

ab ≤ ap

p
+ bp

′

p′
, avec p

′ = p

p− 1 . (1.2)

Lemme 1.5 (Inégalité d’interpolation). Si f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω), alors f ∈ Lr(Ω),

Pour tout r ∈ [p, q] et

‖ f ‖Lr(Ω)≤‖ f ‖αLp(Ω)‖ f ‖1−α
Lq(Ω) avec 1

r
= α

p
+ 1− α

q
,

pour un certain 0 ≤ α ≤ 1.

Lemme 1.6 (Inégalité de Poincaré). Soit 1 ≤ p < ∞. Alors, il existe une constante C

dépend de p telle que pour toute fonction u ∈ D(Ω) on a

‖ u ‖Lp(Ω)≤ C ‖ ∇u ‖Lp(Ω) . (1.3)

12



INTRODUCTION GENERALE

De plus, par la densité de D(Ω) dans W 1,p
0 (Ω), l’inégalité (1.3) reste vraie pour toute fonc-

tion u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Remarque 1.2. Il est évident que cette inégalité ne peut être généralisée aux espaces de

Sobolev W 1,p(Ω) . Pour s’en convaincre, il suffit de considérer les fonctions constantes sur

Ω borné (ou de mesure finie).

Lemme 1.7 (Formule de la divergence et de Green). Soit Ω un domaine de RN , et n(x)

sa normale extérieure. Soit u et v deux fonctions régulières, w un champ de vecteurs défnis

sur Ω. Alors ∫
Ω

divw dx =
∫
∂Ω
w · ndσ (formule de la divergence)∫

Ω
(∆u)v dx = −

∫
Ω
∇u · ∇v dx+

∫
∂Ω

∂u

∂n
v dσ (formule de green)

1.4 Théorèmes de convergence

dans cette section, nous présentons quelques définitions et les résultats sur la convergence

des suites de fonctions mesurables

Définition 1.3. Soit (un) une suite de fonctions mesurables sur Ω et u une fonction me-

surable sur Ω

— La suite (un) converge presque partout sur Ω vers u si et seulement si

meas{x ∈ Ω : un(x) ne converge pas vers u(x)} = 0,

— La suite (un) est dite Cauchy en mesure si pour tout ε > 0 et chaque η > 0 il existe

n0 ∈ N tel que pour tout m,n ≥ n0, alors

meas{x ∈ Ω : |un(x)− u(x)| > η} ≤ ε

Lemme 1.8. [14] Soit (un) une suite de fonctions mesurables de Ω dans R. Si (un) de

Cauchy en mesure alors il existe une sous-suite de (un) convergeant presque partout

13
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Lemme 1.9. [12] Soit f une fonction mesurable strictement positive. Alors pour tout ε > 0

il existe δ > 0 tel que pour tout A ⊂ Ω mesurable on ait

∫
A
fdx < δ ⇒ meas(A) < ε. (1.4)

Théorème 1.2. (Théorème de convergence dominée de Lebesgue)[12] Soit (fn)

une suite de fonctions de L1. On suppose que

(a) (fn(x))→ f(x) p.p. Sur Ω.

(b) Il existe une fonction g ∈ L1(Ω), telle que pour chaque n, |fn(x)| ≤ g(x) p.p. Sur

Ω. Alors

f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1 → 0, n→∞.

Théorème 1.3 (Giuseppe Vitali convergence theorem [5]). soit p ∈ [1,∞[ et (fn) une suite

des fonctions dans Lp(Ω) tels que

— fn → f p.p. dans Ω

— (fn) equi-integrable in Ω, i.e. ∀ε > 0,∃δ > 0,∀E ⊂ Ω avec |E| ≤ δ, telle que

∫
E
|fn(x)|pdx ≤ ε, ∀n ∈ N

Ou

lim sup
|E|→0

∫
E
|fn(x)|pdx = 0, ∀n ∈ N

Alors

f ∈ Lp(Ω) and fn → f in Lp(Ω) fortement.

Lemme 1.10 (J.Simon[18]). Soient X ⊂ B ⊂ Y trois espaces de Banach tels que l’injection

de X dans B soit compacte. Si

— F est borné dans Lp(0, T ;X) avec (1 ≤ p <∞), et

— Ft = ∂tF est borné dans L1(0, T ;Y ),

Alors, F est relativement compacte dans Lp(0, T ;B).

14
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Lemme 1.11 (Stampacchia). soit T : R→ R une fonction globalement lipschitzienne,i.e.

∃C > 0 tel que |T (s)− T (t)| ≤ C|s− t|, ∀s, t ∈ R,

telle que T (0) = 0. Alors, ∀v ∈ W 1,p
0 (Ω) avec 1 ≤ p ≤ ∞ on a :

T (v) ∈ W 1,p
0 (Ω) et ∇T (v) = T ′(v)∇v dans D′(Ω) et p.p dans Ω

Exemple 1.1 (Troncature). Soit k > 0. On appelle troncature aux niveaux −k et k la

fonction Tk de R dans R définie par

Tk(r) =


k, si r ≥ k,
r, si |r| < k,
−k, si r ≤ k.

On peut vérifier que la fonction Tk est une fonction globalement lipschitzienne satisfaisant

|Tk(r)| ≤ k et |Tk(r)| ≤ |r| et sa primitive Θk : R→ R+ défini par :

Θk(r) =
∫ r

0
Tk(t)dt =

{
r2

2 , si ;|r| ≤ k

k|r| − k2

2 , si.|r| > k

Nous utiliserons par la suite le résultat suivant

∫ T

0
〈∂tv, Tk(v)〉dt =

∫
Ω

Θk(v(T ))−
∫

Ω
Θk(v(0)). (1.5)

〈.〉 représente la dualité entreW−1,p′(Ω) and W 1,p
0 (Ω).
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INTRODUCTION GENERALE

1.5 Théorème d’injection de sobolev

Enonçons les théorèmes "d’injection" continue, ou compacte établis pour les espaces de

Sobolev définis sur un ouvert Ω de RN

Définition 1.4. On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de façon continue dans un

espace de Banach Y et on note X ↪→ Y si :

a) X est un sous-espace de Y .

b) il exists c > 0 tel que pour tout u ∈ X : ‖u‖Y ≤ c‖u‖X

Définition 1.5. On dit qu’un espace de Banach X s’injecte de façon compacte dans un

espace de Banach Y et on note X ↪→↪→ Y si :

i) X s’injecte de façon continue dans Y .

ii) toute suite faiblement convergente dans X converge fortement dans Y .

Théorème 1.4. (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) Soit 1 ≤ p < N . Alors

W 1,p(RN) ⊂ Lp
∗(RN) ou p∗ est donnée par 1

p∗
= 1
p
− 1
N

et il existe une constante C = C(p;N) telle que

‖ u ‖Lp∗ (RN)≤ C ‖ ∇u ‖Lp(RN),∀u ∈ W 1,p(RN).

Soit 1 < p ≤ N , alors

W 1,p(RN) ↪→ Lp(RN) ∀q ∈ [p, p∗]

et pour le cas limite p = N , on a

W 1,N(RN) ↪→ Lq(RN) ∀q ∈ [N,+∞[

Corollaire 1.1. Soit Ω un ouvert borné de RN et soit 1 ≤ p <∞, on a

Si 1 ≤ p < N alors W 1,p(Ω) ↪→ Lp
∗(Ω) où 1

p∗
= 1

p
− 1

N
,
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INTRODUCTION GENERALE

Si p = N alors W 1,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) ∀ q ∈ [p,+∞[.

Si p > N alors W 1,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Théorème 1.5. (Théorème de Rellich-Kondrachov)[4] Soit Ω un ouvert borné de

RN, on a :

Si p < N alors W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) ∀ q ∈ [1, p∗[. où 1
p∗

= 1
p
− 1

N
,

Si p = N alors W 1,p(Ω) ↪→↪→ Lq(Ω) ∀ q ∈ [1,+∞[.

Si p > N alors W 1,p(Ω) ↪→↪→ C(Ω)

En particulier l’injection de W 1,p
0 (Ω) dans Lp(Ω) pour 1 ≤ p < N est compacte.

1.6 Opérateurs monotones

V désigne un espace de banach réel , V ′ son dual topologique de V

Définition 1.6. Un opérateur A : V → V
′ est dit :

— monotone si 〈Au− Av, u− v〉 ≥ 0,∀u, v ∈ V

— strictement monotone si 〈Au− Av, u− v〉 > 0,∀u, v ∈ V, u 6= v

Exemple 1.2. L’opérateur A : H1
0 (Ω) −→ H−1(Ω) défini par Au = −∆u est monotone,

H1
0 (Ω) étant muni de la norme du gradient. En effet, pour u, v ∈ H1

0 (Ω),

on a :

〈Au− Av, u− v〉 =
∫

Ω
∇(u− v).∇(u− v)

= ‖u− v‖2
H1

0 (Ω)

≥ 0.

1.7 Opérateurs bornés

Définition 1.7. Soit V et W deux espaces de banach et soit A : V → W un opérateur.On

dira que A est borné s’il envoie tout borné de V dans un borné de W ; i.e
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INTRODUCTION GENERALE

∀ρ > 0, ∃Cρ > 0 : A(BV (0, ρ)) ⊂ BW (0, Cρ)

1.8 Opérateurs hémicontinus

Définition 1.8. Un opérateur A : V → W est dit hémicontinu au point u∞ de V si pour

toute suite {un} convergeant vers u∞ , la suite {Aun} converge faiblement vers Au∞ dans

W .En d’autres termes :

∀v ∈ V, ∀{λn} ⊂ R, λn → 0, A(u∞ + λnv) ⇀ Au∞

faiblement dans W .

Si A est hémicontinu en tout point de V , on dit qu’il est hémicontinu sur V . Dans les

espaces réflexifs et pour W = V
′ ,et passant du sequentiel au continu ,on peut définir

l’hémicontinuité sur V en exigeant que :

∀u, v, w ∈ V l′application R 3 λ 7→ 〈A(u+ λv), w〉 ∈ R

est continue .

Exemple 1.3. L’opérateur A : H1
0 (Ω) −→ H−1(Ω) défini par

Au = −∆u = −div(∇u) est hémicontinu . En effet ; soient u, v, w ∈ H1
0 (Ω) et λ ∈ R, on

a :

〈A(u+ λv), w〉 =
∫

Ω
∇(u+ λv).∇w

=
∫

Ω
∇u.∇w + λ

∫
Ω
∇v∇w

= a+ bλ.

ce qui montre que λ −→ 〈A(u+ λv), w〉 est continue.
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Chapitre 2

Problème parabolique a donné
régulière

Nous consacrons ce chapitre à l’étude du problème de Dirichlet pour l’équation parabo-

lique non linéaire du type suivant

(P0)


∂tu+ Au = f sur QT

.=]0, T [Ω;
u(0, x) = u0(x) dans Ω;

u = 0 sur ]0, T [∂Ω,

Pour T > 0 un nombre réel et Ω un ouvert borné régulier de RN et f ∈ L∞(QT ) , u0 ∈

L∞(Ω). L’opérateur A défini par Au = −div(| ∇u |p−2 ∇u) avec 1 < p <∞

2.1 L’opérateur p-Laplacien

L’opérateur p-Laplacien est un opérateur aux dérivées partielles quasi-linéaire elliptique

du second ordre défini par

4p(u) = div(| ∇u |p−2 ∇u), 1 < p <∞

cet opérateur sous forme divergence lorsque p 6= 2 et pour p = 2 ; le p-Laplacien coïncide

avec le Laplacien usuel 4

2.2 Propriétés de l’opérateur p-Laplacien

Soit Ω un ouvert borné de RN , et soit l’opérateur

A : V = W 1,p
0 (Ω)→ V

′ = W−1,p′ (Ω)
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2.2 Propriétés de l’opérateur p-Laplacien

défini par

Au = −div(| ∇u |p−2 ∇u), 1 < p <∞

On a d’aprés la formule de green on a

∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω) : 〈Au, ϕ〉 =

∫
Ω
|∇u|p−2∇u.∇ϕ

Proposition 2.1. L’opérateur Au = −4p est borné de W 1,p
0 (Ω) dans W−1,p′(Ω)

Démonstration. De l’expression de la norme dans un espace dual, soit ρ > 0, pour u ∈

BV (0, ρ), on peut écrire :

‖ Au ‖V ′= sup
ϕ∈V
‖ϕ‖≤1

|〈Au, ϕ〉| = sup
ϕ∈V
‖ϕ‖≤1

∣∣∣∣ ∫
Ω
|∇u|p−2∇u.∇ϕ

∣∣∣∣.
Alors

‖ Au ‖V ′ ≤ sup
ϕ∈V
‖ϕ‖≤1

∫
Ω
|∇u|p−1.|∇ϕ|

≤ sup
ϕ∈V
‖ϕ‖≤1

( ∫
Ω
|∇u||p

) 1
p
′
( ∫

Ω
|∇ϕ|p

) 1
p

≤ ‖ u ‖p−1
V

≤ ρp−1

D’où ‖ Au ‖V ′≤ ρp−1. cela montre que A(BV (0, ρ)) ⊂ BV ′ (0, ρp−1)

Proposition 2.2. l’opérateur A est hémicontinu de V dans V ′ .

Démonstration. soit v ∈ V , et {λn} une suite réelle qui converge vers 0

∀g ∈ V, 〈A(u∞ + λnv), g〉 → 〈Au∞, g〉

on a

〈Au∞, g〉 =
∫

Ω
|∇u∞|p−2∇u∞.∇g
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2.2 Propriétés de l’opérateur p-Laplacien

Alors

〈A(u∞ + λnv), g〉 =
∫

Ω
|∇(u∞ + λnv)|p−2∇(u∞ + λnv)∇g

=
∫

Ω
|(∇u∞ + λn∇v)|p−2(∇u∞ + λn∇v)∇g

1. |(∇u∞ + λn∇v)|p−2(∇u∞ + λn∇v)∇g →p.p |∇u∞|p−2(∇u∞)∇g

on peut metter |λn| ≤ 1, Alors

∣∣∣∣|(∇u∞ + λn∇v)|p−2(∇u∞ + λn∇v)∇g
∣∣∣∣ = |(∇u∞ + λn∇v|p−1|∇g|

≤
[
|∇u∞|+ |λn||∇v|

]p−1
|∇g|

≤
[
|∇u∞|+ |∇v|

]p−1
|∇g|

On rappelle que

(
N∑
i=1

ai)α ≤ max{1, Nα−1}
N∑
i=1

aαi , ∀ai ≥ 0, α > 0 (2.1)

En utilisant l’inégalité de Young (1.4) et (2.1), on écrit

∣∣∣∣|(∇u∞ + λn∇v)|p−2(∇u∞ + λn∇v)∇g
∣∣∣∣ ≤ |∇g|p

p
+

[
|∇u∞ + |∇v|

]p
p′

≤ 1
p
|∇g|p + max(1, 2p−1)

p′

(
|∇u∞|p + |∇v|p

)
.

Le fait que g, v, u∞ ∈ W 1,p
0 (Ω), implique que

1
p
|∇g|p + 2p−1

p′

(
|∇u∞|p + |∇v|p

)
∈ L1(Ω)

D’aprés théoréme de convergence dominée de lebesgue

lim
n→+∞

〈A(u∞ + λnv), g〉 = 〈A(u∞), g〉

d’où l’hémicontinuité de A.

Proposition 2.3. l’opérateur A est coercitif de V dans V ′ .
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2.3 Opérateures pseudo-monotones

Démonstration.

lim
|v|V→+∞

〈Av, v〉
‖v‖V

= lim
|v|V→+∞

∫
Ω |∇v|p

‖ v ‖V

= lim
|v|V→+∞

‖ v ‖pV
‖ v ‖V

= lim
|v|V→+∞

‖ v ‖p−1= +∞ car 1 < p < +∞.

Proposition 2.4. l’opérateur A est monotone de V dans V ′ .

Démonstration. On rappelle que ∀x, y ∈ RN : (|x|p−2x− |y|p−2y)(x− y) ≥ α|x− y|p, α > 0

Alors ∀u, v ∈ V

〈Au− Av, u− v〉 =
∫

Ω

(
|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v

)
∇(u− v)

≥
∫

Ω
α|∇u−∇v|p

≥ 0

2.3 Opérateures pseudo-monotones

Définition 2.1. Un opérateur A : V → V
′

i) On dit que A est pseudo-monotone (au sense 1) s’il est

— pour tout un ⇀ u dans V faible avec limn→∞ sup〈Aun, un − u〉 ≤ 0

on a

lim
n→∞

inf〈Aun, un − v〉 ≥ 〈Aun, u− v〉, ∀v ∈ V

ii)On dit que A est pseudo-monotone (au sense 2) s’il est
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2.3 Opérateures pseudo-monotones

— pour tout un ⇀ u dans V faible avec A(un) ⇀ ξ dans V ′ faible et

lim
n→∞

sup〈Aun, un〉 ≤ 〈ξ, u〉

on a

ξ = A(u) et 〈Aun, un〉 → 〈Au, u〉

Proposition 2.5. Si A : V → V
′ est borné, hémicontinu et monotone, alors A est pseudo-

monotone (au sense 1).

Démonstration. a) Soit {uj} une suite convergeant faiblement vers u dans V .Supposons

que

lim
j→∞

sup〈Auj, uj − u〉 ≤ 0

Si A est monotone,on a

lim
j→∞

〈Auj, uj − u〉 → 0 (2.2)

En effet,la monotonie de A et la convergence faible de {uj} vers u implique que

〈Auj, uj − u〉 ≥ 〈Au, uj − u〉 → 0 pour j →∞

Et donc

0 ≥ lim
j→∞

sup〈Auj, uj − u〉 ≥ lim
j→∞

inf〈Auj, uj − u〉 ≥ lim
j→∞

sup〈Au, uj − u〉 = 0

D’où (2.2)

b) pour v ∈ V et t ∈]0, 1[,posons w = (1− t)u+ tv. On a 〈Auj−Aw, uj−w〉 de sort que :

t〈Auj, u− v〉 ≥ −〈Auj, uj − u〉+ 〈Aw, uj − u〉 − t〈Aw, v − u〉.
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2.4 L’espace Lp(0, T ;V )

D’où, grâce à (2.2) :

t lim
j
inf〈Auj, u− v〉 ≥ −t〈Aw, v − u〉,

d’où, en divisant par t et tenant compte de (2.2) :

lim
j
inf〈Auj, uj − v〉 ≥ 〈Aw, u− v〉 (2.3)

w = (1− t)u+ tv ∀t ∈]0, 1[

En faissant tendre t vers 0 dans (2.3), et en utilisant l’hémicontinuité, on déduit

lim
j→∞

inf〈Auj, uj − v〉 ≥ 〈Au, u− v〉, ∀v ∈ V

Ce qui signifie que A est pseudo-monotone au sense 1 .

2.4 L’espace Lp(0, T ;V )

Soit 1 ≤ p < ∞, Lp(a, b;V ) est un espace des fonctions mesurables u : [a, b] → V tel

que

‖ u ‖Lp(a,b;V )=
( ∫ b

a
‖ u ‖pV dt

) 1
p

<∞.

L∞(a, b;V ) est un espace des fonctions mesurables telles que :

‖ u ‖L∞(a,b;V )= sup
[a,b]
‖ u ‖V<∞.

Rappelons que pour tout 1 ≤ p ≤ +∞, Lp(a, b;V ) est un espace de Banach. De plus, si

1 ≤ p < +∞ et V ′ l’espace dual de V est séparable alors l’espace dual de Lp(a, b;V ) peut

être identifié avec Lp′(a, b;V ′)

pour notre but V sera principalement soit l’espace de Lebesgue Lp(Ω) ou l’espace de Sobolev

W 1,p
0 (Ω), avec 1 ≤ p < +∞ et Ω sera un ensemble ouvert borné de RN . puisque, dans

ce cas, V est séparable, nous avons que Lp(a, b;Lp(Ω) = Lp((a, b)Ω), l’espace ordinaire

de Lebesgue défini dans (a, b)Ω et Lp(a, b;W 1,p
0 (Ω)) se compose de toutes les fonctions

24



2.4 L’espace Lp(0, T ;V )

u : [a, b]Ω → R qui appartiennent à Lp((a, b)Ω) et de telle sorte que ∇u = (ux1 , ..., uxN
)

appartient à Lp((a, b)Ω)N de plus

( ∫ b

a

∫
Ω
| ∇u |p dxdt

) 1
p

définit une norme équivalente par l’inégalité de Poincaré.

Pour a = 0, b = T on définie l’espace suivant

Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) .=

{
v : [0, T ]→ W 1,p

0 (Ω) measurable∫ T

0
‖v‖p

W 1,p
0 (Ω) dt <∞,

}
,

la norme dans cet espace donné par

‖v‖ =
( ∫ T

0
‖v‖p

W 1,p
0 (Ω) dt

)1/p
=
( ∫ T

0

∫
Ω
| ∇v |p dxdt

) 1
p

.

L∞(0, T ;L1(Ω)) est l’espace des fonctions mesurables telles que :

‖u‖L∞(0,T ;L1(Ω)) = sup
[0,T ]
‖u‖L1(Ω) <∞.

Théorème 2.1 (Densité). Pour tout 1 ≤ p < +∞ l’espace C([0, T ];V ) est dense dans

Lp(0, T ;V ).

Démonstration. : Voir [21, Proposition 23.2, p. 407].

Théorème 2.2 (Séparabilité). Si V est séparable alors pour tout 1 ≤ p < +∞ l’espace

Lp(0, T ;V ) est séparable.

Démonstration. : Voir [21, Proposition 23.2, p. 407].

Théorème 2.3. Pour tout 1 ≤ p ≤ +∞ l’espace Lp(0, T ;V ) est de Banach.

Démonstration. : Voir [17, Satz 1.22., p. 39], [21, Proposition 23.2, p. 407].

Théorème 2.4. Si V s’injecte continûment dans un espace de Banach W , p, r ∈ [1,+∞],

p ≤ r, alors Lr(0, T ;V ) s’injecte continûment dans Lp(0, T ;W ).
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2.5 Théorème d’Existence

Démonstration. : Voir [8, Proposition 2.2.5., p. 128].

Définition 2.2. Soient V ⊂ W (avec injection continue) deux espaces de Banach, 1 ≤

p, q ≤ +∞. Nous disons qu’une fonction u ∈ Lp(0, T ;V ) a une dérivée faible dans Lq(0, T ;W )

s’il existe une fonction g ∈ Lq(0, T ;W ) telle que∫ T

0
ϕ′(t)u(t)dt = −

∫ T

0
ϕ(t)g(t)dt, ∀ϕ ∈ D(]0 , T [).

(Cette égalité a lieu en W ). Si une telle fonction g existe, il est unique et nous notons

du

dt
= g.

Théorème 2.5 (Inégalité de Hölder). Si u ∈ Lp(0, T ;V ) et v ∈ Lp′(0, T ;V ′), alors∫ T

0
|〈v(t), u(t)〉|V ′V dt ≤

(∫ T

0
‖v(t)‖p

′

V ′dt

) 1
p′
(∫ T

0
‖u(t)‖pV dt

) 1
p

.

Démonstration. Voir [21, Proposition 23.6., p. 411].

2.5 Théorème d’Existence

Théorème 2.6. Soient V un espace de banach réflexif et séparable et A : V → V
′ un

opérateur

— borné

— hémicontinu

— coercitif, au sens que

lim
|v|V→+∞

〈Av, v〉
‖v‖V

= +∞

— monotone

Soient f et u0 donnés avec

f ∈ Lp′(0, T ;V ′), u0 ∈ H (espace de Hilbert)

Alors, il existe une fonction u ∈ Lp(0, T ;V ) et une seule telle que

∂tu+ Au = f et u(0, x) = u0(x)
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2.5 Théorème d’Existence

Pour la preuve de ce théorème, on peut renvoyer le lecteur au livre [11]

Théorème 2.7. Soient f ∈ L∞(QT ) , u0 ∈ L∞(Ω). Alors le probléme (P0) possède au moin

une solution faible u ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)). pour tout 1 < p ≤ +∞.

Démonstration. D’après les propositions présidentes, on a l’opérateure principale Au =

−div(| ∇u |p−2 ∇u) et pseudo-monotone c’est à dire borné ,hémicontinu, monotone et

coercitif, alors d’après le Théorème 2.6 le problème (P0) possède au moin une solution

faible u ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)). pour tout 1 < p ≤ +∞.

Remarque 2.1. D’après les résultats dans le livre (voir [11]), la solution u est dans

C ([0, T ];L2(Ω))
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Chapitre 3

Problème parabolique a donné L1

Dans ce chapitre, nous introduisons le cadre fonctionnel qui permet la résolution d’un

problème parabolique à donné L1. Nous précisons la notion de solution faible du problème

(P ). Nous l’approchons par une suite de problèmes (Pn) dont on démontre l’existence de

solution (un). Nous établissons, sur ces solutions approchées, des estimations uniformes qui

nous permettent passer à la limite, grâce à des propriétés de compacité (pour passer à la

limite dans les termes non linéaires).

3.1 Positions du problème

Nous supposons que T un nombre réel positif, Ω un ouvert borné de RN , et (P ) est posé

dans un cylindre Q =]0, T [Ω du type suivant

(P )


∂tu+ Au = f sur QT

.=]0, T [Ω;
u(0, x) = u0(x) sur Ω;

u = 0 sur ]0, T [∂Ω,

Nous suposons que u0 ∈ L1(Ω), f ∈ L1(Q), et le nombre réel p satisfais

p > 1 + N

N + 1 = 2− 1
N + 1 . (3.1)

3.1.1 Pourquoi la condition p > 1 + N
N+1 = 2− 1

N+1

Pour justifier la condition p > 2 − 1
N+1 , on se rappelle que la solution (modèle) du

problème (elliptique)
{
−div (|∇u|p−2∇u) = δ dans D′(U)
u = 0, sur ∂U ,
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3.1 Positions du problème

où δ est la mesure de Dirac à l’origine et U la boule euclidienne unité ouverte de RN , est

donnée par :

umod =
{
C(|x|

p−N
p−1 − 1) si p 6= N ;
C log |x| si p = N ;

dans le cas p 6= N , on a

|∇umod| = C1|x|
p−N
p−1 −1 = C1|x|

1−N
p−1

de sorte

∫
Ω
|∇umod|dx = C1

∫
B(0,1)

|x|
1−N
p−1 dx

= C2

∫ 1

0
r

1−N
p−1 rN−1dr

= C2

∫ 1

0
r

1−N
p−1 +N−1dr

Cette intégrale est finie si 1−N
p−1 +N − 1 > −1, donc, si p > 2− 1

N
· Ce calcul montre que :

umod n’est dans W 1,1
0 (B(0, 1)) que si p > 2− 1

N
.

Alors

umod ∈ W 1,1
0 (Ω)⇔ p > 2− 1

N
.

Donc (dans le cas prabolique)

umod ∈ L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω))⇔ p > 2− 1

N + 1 .

Définition 3.1. On dit que u est une solution faible du problème (P ) si :

u ∈ L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω)), et∫ T

0
〈∂tu, ϕ〉dt+

∫
QT

| ∇u |p−2 ∇u∇ϕdxdt =
∫
QT

fϕ, ∀ϕ ∈ D(QT ).

Notre resultat principale dans ce mémoire est :

Théorème 3.1. Soit 1 + N
N+1 < p. Alors le probléme (P ) possède au moin une solution

faible u ∈ Lq(0, T ;W 1,q
0 (Ω)). pour tout q ∈ [1, p− N

N+1 [.
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3.2 Approximation de (P )

La preuve de ce théorème exige plusieurs étapes : approximation du problème (P )

par une suite de problèmes (Pn) qu’on sait résoudre, estimations uniformes des solutions

approchées (un) et enfin, passage à la limite en utilisant des résultats de compacités comme

dans [16].

3.2 Approximation de (P )

Soit (fn) avec fn = Tn(f) une suite de L∞(Q) qui converge vers f dans L1(Q) et qui

vérifie l’inégalité {
‖fn‖L1(Q) ≤ ‖f‖L1(Q),
|fn| ≤ n.

Soit (u0n) avec u0n = Tn(u0) une suite de L∞(Ω) qui converge vers u0 dans L1(Ω) et qui

vérifie l’inégalité {
‖u0n‖L1(Ω) ≤ ‖u0‖L1(Ω),
|u0n| ≤ n.

où Tn la troncature au niveau −n and n (Voir l’exemple 1.1). Nous approchons le problème

(P ) par la suite de problèmes :

(Pn)


∂tun + Aun = fn sur QT

.=]0, T [Ω;
un(0, x) = u0n(x) dans Ω;

un = 0 sur ΓT =]0, T [∂Ω,

Pour l’existence de la suite des solutions un ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)). pour tout 1 < p ≤ +∞

de problème (Pn), voir le théoréme 2.7 dans le chapiter 2.

Lemme 3.1 ([13]). Soit la fonction v ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) avec ∂tv ∈ Lp

′(0, T ; (W 1,p
0 (Ω))′)

et soit φ : R→ R une fonction lipschitzienne bornée telle que φ(0) = 0, on a

∫ t

0
〈v′(σ), φ(v(σ))〉 dσ =

∫
Ω
dx
∫ v(t,x)

0
φ(σ) dσ

−
∫

Ω
dx
∫ v(0,x)

0
φ(σ) dσ, 0 ≤ t ≤ T.

où 〈, 〉 denote le crochet de dualité entre (W 1,p
0 (Ω))′ et W 1,p

0 (Ω), avec

p′ = p/(p− 1).
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3.3 Estimations uniformes des solutions approchées

3.3 Estimations uniformes des solutions approchées

Dans cette section, nous prouvons des estimations uniformes pour les solutions du pro-

blème (Pn). Comme nous avons seulement ‖fn‖L1(Q) ≤ C, ∀n ≥ 1 pour pouvoir majorer

le terme
∫
QT
fnϕ uniformément par rapport à n, nous devons choisir comme fonction test

ϕ une fonction de un telle que ‖ϕ(un)‖L∞(Ω) ≤ C, ∀n ≥ 1 avec ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω)

Pour choisir les fonctions tests nous utilisons le résultat dans le lemme de tampacchia 1.11

Lemme 3.2. On suppose que p > 1 + N
N+1 . Alors, la suite (un) des solutions approchées de

problème (Pn) reste dans un borné de L∞(0, T, L1(Ω)).

Démonstration. Nous définissons pour ν > 0 fixée, la fonction Sν par

∀σ ∈ R, Sν(σ) =
{

sign σ, si |σ| > ν ;
σ
ν
, si |σ| ≤ ν.

où la fonction sign définie par :

∀σ ∈ R, sign(σ) =


1, si σ > 0 ;
0, si σ = 0 ;
−1, si σ < 0.

En prenant Sν(un) comme fonction test dans (Pn) et en intégrant sur l’intervalle [0, t] ⊂

[0, T [, on voit que :

∫ t

0
〈∂tun, Sν(un)〉 dt+

∫ t

0

∫
Ω
| ∇un |p−2 ∇un∇unS′ν(un) dxdt

=
∫ t

0

∫
Ω
fnSν(un) dxdt

On a ∣∣∣∣ ∫
Ω

∫ un(0,x)

0
Sν(σ) dσdx

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

∫ |un(0,x)|

0
|Sν(σ)| dσdx

Grâce au lemme 3.1, on a

∫ t

0
〈∂tun, Sν(un)〉 dt =

∫
Ω
dx
∫ un(t,x)

0
Sν(σ) dσ

−
∫

Ω
dx
∫ un(0,x)

0
Sν(σ) dσ, 0 ≤ t ≤ T.
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3.3 Estimations uniformes des solutions approchées

Et comme S′ν ≥ 0, |Sν | ≤ 1, on obtient après supression d’un terme positif (
∫ t

0
∫

Ω | ∇un |p−2

∇un∇unS′ν(un) dxdt) :

∫
Ω

∫ un(t,x)

0
Sν(σ) dσdx ≤

∫ t

0

∫
Ω
|fn||Sν(un)|dxdt+

∫
Ω

∫ |un(0,x)|

0
|Sν(σ)|dσdx

≤ ‖fn‖L1(Q) +
∫

Ω

∫ |un(0,x)|

0
1 dσdx

≤ ‖fn‖L1(Q) + ‖u0n‖L1(Ω) (3.2)

Comme ∫ α

0
Sν(σ) dσ =

{
α2

2ν , si |α| ≤ ν ;
−ν

2 + |α|, si |α| > ν.

et

lim
ν→0

∫ α

0
Sν(σ) dσ = |α|, ∀α ∈ R.

En faisant tendre ν vers 0 dans l’inégalité (3.2) et utilisant le théorème de convergence

dominée de Lebesgue, on obtient pour tout t ∈ [0, T ]

∫
Ω
|un(t, x)| dx ≤ ‖fn‖L1(Q) + ‖u0n‖L1(Ω)

≤ ‖f‖L1(Q) + ‖u0‖L1(Ω).

donc, on obtient que

∫
Ω
|un(t, x)| dx ≤ C, ∀t ∈ [0, T ].

Ce qui achève la démonstration.

Lemme 3.3. Soit δ > 0, il existe une constante Cδ indépendante de n telle que

∫
Q

|∇un|p

(1 + |un|)1+δ dxdt ≤ Cδ, ∀n ≥ 1.

Démonstration. Soit δ > 0. La fonction ψδ donnée par

ψδ(t) =
∫ t

0

dσ

(1 + |σ|)1+δ = 1
δ

(
1− 1

(1 + |t|)δ

)
sign(t), t ∈ R
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3.3 Estimations uniformes des solutions approchées

est globalement lipschitzienne, ψδ(0) = 0 et |ψδ(t)| ≤ 1
δ
, ∀t ∈ R. En Prenant ψδ(un) pour

fonction test dans (Pn) , on obtient :

〈∂tun, ψδ(un)〉+ 〈Aun, ψδ(un)〉 = 〈fn, ψδ(un)〉, Au = −div(| ∇u |p−2 ∇u)

de sorte que ∫ t

0
〈∂tun, ψδ(un)〉 dt+

∫ t

0

∫
Ω
| ∇un |p−2 ∇un∇ψδ(un) dxdt

=
∫ t

0

∫
Ω
fnψδ(un) dxdt

comme, d’aprés le lemme 3.1∫ t

0
〈∂tun, ψδ(un)〉 =

∫
Ω
dx
∫ un(t,x)

0
ψδ(σ)dσ −

∫
Ω
dx
∫ un(0,x)

0
ψδ(σ)dσ

et le fait que

∇ψδ(un) = ∇unψ′δ(un) avec ψ′δ(un) = 1
(1 + |un|)1+δ et

∫
Ω
dx
∫ un(t,x)

0
ψη(σ)dσ ≥ 0.

On a ∫ t

0

∫
Ω
| ∇un |p−2 ∇un∇ψδ(un) dxdt =

∫ t

0

∫
Ω
| ∇un |p ψ′δ(un) dxdt

=
∫ t

0

∫
Ω

| ∇un |p

(1 + |un|)1+δ dxdt

et, ∫ t

0

∫
Ω

| ∇un |p

(1 + |un|)1+δ dxdt ≤
∫ t

0

∫
Ω
fnψδ(un) dxdt+

∫
Ω
dx
∫ un(0,x)

0
ψδ(σ)dσ

≤ 1
δ

(‖fn‖L1(Q) + ‖u0n‖L1(Ω))

≤ 1
δ

(‖f‖L1(Q) + ‖u0‖L1(Ω)) = Cδ

Cδ = une constante indépendante de n

Lemme 3.4. Soient 1 < p ≤ N , q ∈ [1, p− N
N+1 [. Alors,

posons q∗ = Nq
N−q , il existe une constante C > 0 lelle que∫

Q
|un(t, x)|ddxdt ≤ C

∫ T

0
‖un(t, .)‖q

Lq∗ (Ω)dt,

où d = qN+1
N

.
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3.3 Estimations uniformes des solutions approchées

Démonstration. Utilisant l’inégalité d’interpolation et le lemme 3.2 on obtient

‖un(t, .)‖Ld(Ω) ≤ ‖un(t, .)‖1−τ
L1(Ω)‖un(t, .)‖τLq∗ (Ω)

≤ C‖un(t, .)‖τLq∗ (Ω), τ = 1− d
1− q∗

q∗

d
. (3.3)

Choisissons d = qN+1
N

, on voit que

τ = N

N + 1 < 1 et q∗(1− d)
1− q∗ = q

Maintenant,intégrant(3.3) sur [0, T ], on obtient
∫
Q
|un(t, x)|ddxdt ≤ C∞

∫ T

0
‖un(t, .)‖dτLq∗ (Ω)dt

≤ C∞
∫ T

0
‖un(t, .)‖q

Lq∗ (Ω)dt (3.4)

donc,

‖un‖dLd(0,T ;Ld(Ω)) ≤ C∞‖un‖qLq(0,T ;Lq∗ (Ω)) (3.5)

Lemme 3.5. Soient p et q tels que

1 + N

N + 1 < p ≤ N et q ∈
[
1, p− N

N + 1

[

Alors

— la suite (∇un) reste dans un borné de Lq(Q).i,e

il existe une constante C = C(q) > 0 telle que :
∫ t

0

∫
Ω
|∇un|qdxdt ≤ C

Démonstration. Remarquer que 1 ≤ q < p− N
N+1 < p.

Notons q∗ l’exposant de Sobolev associé à q, i.e., 1
q∗

= 1
q
− 1

N
⇔ q∗ = Nq

N−q . Considérons

d = qN+1
N

et δ > 0 tel que d = (1 + δ) q
p−q , il existe d’aprés le lemme 3.3 une constante

C = C(δ) > 0 telle que :
∫
Q

|∇un|p

(1 + |un|)1+δ dx ≤ C, ∀n ≥ 1
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3.3 Estimations uniformes des solutions approchées

Nous pouvons écrire :

yn =
∫ t

0

∫
Ω
|∇un|qdxdt =

∫ t

0

∫
Ω

|∇un|q

(1 + |un|)(1+δ)q/p (1 + |un|)(1+δ)q/pdxdt

grâce à l’inégalité de Hölder , on voit que

yn =
∫
Q
|∇un|qdxdt ≤

(∫
Q

|∇un|p

(1 + |un|)(1+δ)

)q/p
.
(∫

Q
(1 + |un|)(1+δ) q

p−q

)1−q/p

≤ Cq/p
(∫

Q
(1 + |un|)d

)1−q/p
(3.6)

On rappelle que

(a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp) pour 1 ≤ p <∞ et a, b ≥ 0 (3.7)

En utilisant (3.7), on écrit

yn =
∫
Q
|∇un|qdxdt ≤ Cq/p(2d−1)1−q/p

(∫
Q

1dxdt+
∫
Q
|un|ddxdt

)1−q/p

≤ Cq/p(2d−1)1−q/p
{
|Q|1−q/p +

(∫
Q
|un|ddxdt

)1−q/p
}

≤ C1 + C2

(∫
Q
|un|ddxdt

)1−q/p
. (3.8)

À partir de l’inégalité de Sobolev, la relation (3.5) avec (3.8) donne :

yn ≤ C1 + C3y
(1− q

p
)

n (3.9)

Comme, dans le cas p ≤ N , on a : 1 − q
p
< 1 alor l’inégalité précédente (3.9), vérifiée par

yn, montre que cette suite est bornée.

Dans le cas p > N , on reprend les calculs , mais en choisissant q∗ comme tout nombre

fini supérieur à 1 et satisfaisant (1− τ)r = q.

Lemme 3.6. Soit

1 + N

N + 1 < p ≤ ∞ et q ∈
[
1, p− N

N + 1

[

Alors,

(∂tun) reste dans un borné de Lr(0, T ; (W 1,r′
0 (Ω))′) + L1(Q) et r′ est le conjugué de r.
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3.3 Estimations uniformes des solutions approchées

Démonstration. Pour tout n ≥ 1, on a

∂tun = div(|∇un|p−2∇un) + fn,

comme fn est une suite bornée dans L1(Q), il nous reste à montrer que

Avn = div(|∇un|p−2∇un) ⊂
(
borné de Lr(0, T ; (W 1,r′

0 (Ω))′) avec r > 1
)
.

où r′ est le conjuqué de r, on a pour r > 1, nous écrivons, pour toute fonction ϕ ∈ W 1,r′
0 (Ω)

〈Avn, ϕ〉 =
∫

Ω
ϕAvndx

=
∫

Ω
|∇un|p−2∇un∇ϕdx.

Par Hölder, on peut ecrire

|〈Avn, ϕ〉| ≤
∫

Ω
|∇un|p−1|∇ϕ|dx

≤
( ∫

Ω
|∇un|(p−1)rdx

) 1
r
( ∫

Ω
|∇ϕ|r′dx

) 1
r′

Alors

‖Avn‖(W 1,r′
0 (Ω))′ = sup

‖ϕ‖≤1
|〈Avn, ϕ〉|

≤
( ∫

Ω
|∇un|(p−1)rdx

) 1
r

(3.10)

En intégrant (3.10) sur [0, T ], on obtient
∫ T

0
‖Avn‖r(W 1,r′

0 (Ω))′
dt ≤

∫ T

0

( ∫
Ω
|∇un|(p−1)rdx

) r
r

dt

≤
∫
Q
|∇un|(p−1)rdxdt

Le membre de gauche est borné si (∇un) est bornée dans L(p−1)r(Q), donc grâce au

lemme 3.5, il vient que

1 ≤ (p− 1)r < (p− N

N + 1)

où encore,

1/(p− 1) ≤ r <
1

(p− 1)

(
p− N

N + 1

)
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3.4 passage à la limite

Avant de terminer, on peut remarquer que l’existance de r > 1 est garantit car :

1
(p− 1)

(
p− N

N + 1

)
> 1.

Donc, on obtient ∫ T

0
‖vn‖r(W 1,r′

0 (Ω))′
dt ≤ C

3.4 passage à la limite

Lemme 3.7. On peut extraire de la suite des solutions approchées (un) une sous-suite (notée

de même), qui converge vers une fonction u ∈ L1(Q) et faiblement dans Lq(0, T ;W 1,q
0 (Ω)),

pour tout q ∈ [1, (p− N
N+1)[.

Démonstration. grâce au lemme 3.5, la suite (un) est bornée dans Lq(0, T ;W 1,q
0 (Ω)) pour

tout q ∈ [1, (p − N
N+1)[ et nous avons déjà mentionné que (∂tun) demeure dans un borné

de Lr(0, T ; (W 1,r′
0 (Ω))′) + L1(Q) avec r < 1

(p−1)

(
p − N

N+1

)
. De plus L1(Ω) ⊂ W−1,r(Ω)

pour tout r < N/(N − 1) (Voir le corrollaire 1.1) et comme p > 2 − 1/(N + 1) on a
1

(p−1)

(
p − N

N+1

)
< N/(N − 1) et on a aussi fn est borné dans L1(Q) = L1(0, T ;L1(Ω)),

l’est aussi dans L1(0, T ;W−1,r(Ω)) pour tout r, donc la suite (∂tun) reste bornée dans

L1(0, T ;W−1,r(Ω)).Ainsi

— (un) est bornée dans Lq(0, T ;W 1,q
0 (Ω))

— (∂tun) est bornée dans L1(0, T ;W−1,r(Ω))

donc, d’aprés le lemme 1.10, la suite (un) est relativement compact dans Lq(0, T ;Lq(Ω)) ⊂

L1(Q). Par conséquent, la suite (un) est converge fortement vers une fonction u ∈ L1(Q),

ce qui garantit l’existence d’une sous-suite (un), notée de même, telle que

un → u dans L1(Q) et p.p. dans Q (3.11)

37
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Lemme 3.8. La suite (∇un) converge presque partout vers ∇u

Démonstration. Montrons que (∇un) est de Cauchy en mesure, ce qui entrînera

∇un −→ ∇u resque partout, pour une sous suite. Cela consiste à prouver que

∀δ > 0,∀ε > 0, ∃n0 tel que ∀p, q ≥ n0 meas{(t, x) ∈ (0, T )Ω||(∇up−∇uq)(t, x)| ≥ δ} ≤ ε

Pour cela, fixons δ > 0 et ε > 0, et remarquons que pour λ > 0 et η > 0 nous avons

{(t, x) ∈ (0, T )Ω| |(∇up −∇uq)(t, x)| ≥ δ} ⊂ E1 ∪ E2 ∪ E3 ∪ E4

où

E1 = {(t, x) ∈ (0, T )Ω| |∇up| ≥ λ}, E2 = {(t, x) ∈ (0, T )Ω| |∇uq| ≥ λ}

E3 = {(t, x) ∈ (0, T )Ω| |up − uq| ≥ η}

et

E4 = {|∇up −∇uq| ≥ δ, |∇up| ≤ λ, |∇uq| ≤ λ, |up − uq| ≤ η}.

D’aprés le lemme 3.5, en choisissant λ grand, nous pouvons rendre meas(E1) et meas(E2)

arbitrairement petits. Par example

meas(E1) =
∫
E1

1dxdt = 1
λ

∫
E1
λdxdt ≤ 1

λ

∫
E1
|∇up|dxdt ≤

1
λ

∫
QT

|∇up|dxdt ≤
C

λ

Alors,

meas(E1)→ 0 si λ→ +∞.

Pour meas(E3), on a

meas(E3) ≤ 1
η

∫
E3
|up − uq|dxdt ≤

1
η

∫
Q
|up − uq|dxdt

Puisque (un) est une suite de Cauchy dans L1(Q), alors pour η > 0 fixe, on voit que

meas(E3)→ 0 si p, q → +∞

Il reste à contrôler meas(E4). D’après la monotonie de la fonction a(t, x,∇u) =| ∇u |p−2

∇u (Voir chapitre 2), nous avons
(
a(t, x, ξ1) − a(t, x, ξ2)

)
(ξ1 − ξ2) > 0 or l’ensemble des
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3.4 passage à la limite

{(ξ1, ξ2)|, |ξ1| ≤ λ, |ξ2| ≤ λ, |ξ1 − ξ2| ≤ δ} est un ensemble compact et a est continue en

ξ, donc
(
a(t, x, ξ1) − a(t, x, ξ1)

)
(ξ1 − ξ2) atteint sur ce compact son minimum que nous

noterons µ(t, x) tel que

(a(t, x, ξ1)− a(t, x, ξ2))(ξ1 − ξ2) ≥ µ(t, x) > 0.

Par conséquent, par (1.4) on a pour tout τ > 0 il existe τ ′ > 0 tel que

∫
E4
µ(t, x)dxdt < τ ′ ⇒ meas(E4) < τ. (3.12)

Pour obtenir meas(E4) < τ , il suffit de montrer que
∫
E4
µ(x)dx < τ ′. Par la définition de

µ(t, x) et E4, on peut écrire

∫
E4
µ(t, x)dxdt ≤

∫
E4

(
|∇up|p−2∇up − |∇uq|p−2∇uq

)
∇(up − uq)1{|up−uq |≤η}dxdt

de plus le terme intégral est positif et ∇Tε(up − uq) = ∇(up − uq)1{|up−uq |≤η}, donc nous

avons

∫
E4
µ(t, x)dxdt ≤

∫
E4

(
|∇up|p−2∇up − |∇uq|p−2∇uq

)
∇Tη(up − uq)dxdt (3.13)

où Tη la troncature au niveau −η and η (Voir l’exemple 1.1), et T ′η définir par

T ′η(σ) =
{

1, |σ| ≤ η ;
0, |σ| > η.

En prend Tη(up − uq) comme une fonction de test dans (Pn) pour up et uq, nous avons

∫ T

0
〈∂tup, Tη(up − uq)〉dt+

∫ T

0

∫
Ω
|∇up|p−2∇up∇Tη(up − uq)dxd

=
∫ T

0

∫
Ω
fnTη(up − uq) (3.14)

et

∫ T

0
〈∂tuq, Tη(up − uq)〉dt+

∫ T

0

∫
Ω
|∇uq|p−2∇uq∇Tη(up − uq)dxdt

=
∫ T

0

∫
Ω
fnTη(up − uq). (3.15)
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Puis soustrayant l’inégalité résultant (3.14) et de (3.15) , on trouve

∫ T

0
〈∂t(up − uq), Tη(up − uq)〉dt+

∫ T

0

∫
Ω

(|∇up|p−2∇up − |∇uq|p−2∇uq)∇Tη(up − uq)dxdt = 0.

Par (1.5) on obtient

∫
Ω

Θη(up − uq)(T )dx−
∫

Ω
Θη(up − uq)(0)dx

+
∫ T

0

∫
Ω

(|∇up|p−2∇up − |∇uq|p−2∇uq)∇Tη(up − uq)dxdt = 0.

le premier terme est positif (Θη(x) ≥ 0) et (Θη(x) ≤ η|x|), donc

∫ T

0

∫
Ω

(|∇up|p−2∇up − |∇uq|p−2∇uq)∇Tη(up − uq)dxdt ≤ η
∫

Ω
|up0 − u

q
0|dx.

le fait que u0 ∈ L1(Ω), on obtient

∫ T

0

∫
Ω

(|∇up|p−2∇up − |∇uq|p−2∇uq)∇Tη(up − uq)dxdt

≤ Cη →η→0 0(uniformément dans p and q). (3.16)

Pour η assez petit, (3.13) and (3.16) impliquent

∫
E4
µ(t, x)dxdt < τ ′,

et aussi par (3.12) nous avons mes(E4) ≤ τ . Ainsi, nous avons la convergence de ∇un vers

∇u en mesure, ainsi que le lemme 1.8 (après extraction d’une sous suite)

∇un → ∇u p.p dans (0, T )Ω.

Fin de la preuve du théorème 3.1

Pour ϕ ∈ D(QT ), on a

∫ T

0
〈∂tun, ϕ〉dt+

∫
QT

|∇un|p−2∇un∇ϕdxdt =
∫
QT

ϕ(t, x)fndxdt.

1)Passage à la limite dans
∫ T

0 〈∂tun, ϕ〉dt et
∫
QT
ϕ(t, x)fndxdt.
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3.4 passage à la limite

On a ∫ T

0
〈∂tun, ϕ〉dt = −

∫
QT

un∂tϕdxdt−
∫

Ω
ϕ(0, x)u0dx

La convergence forte de la suite (un) vers u dans L1(Q) et l’inégalité suivante∣∣∣∣ ∫
Q
un∂tϕ−

∫
Q
u∂tϕ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ ∫
Q

(un − u)∂tϕ
∣∣∣∣

≤ C‖un − u‖L1(Q) → 0, quand n→ +∞

assurent que

lim
n→+∞

∫
Q
un∂tϕ =

∫
Q
u∂tϕ.

et on a

lim
n→+∞

∫
Q
ϕfn = 〈f, ϕ〉 et lim

n→+∞

∫
Ω
ϕ(0, x)u0n = 〈u0, ϕ〉.

2) Passage à la limite dans
∫
QT
|∇un|p−2∇un∇ϕdxdt.

Comme ∇un → ∇u p.p. dans Q, on a :

|∇un|p−2∇un → |∇u|p−2∇u p.p. dans Q. (3.17)

Choisissons r > 1 avec r ∈
[
1/(p− 1), 1

(p−1)

(
p− N

N+1

)[
(comme dans le lemme 3.6), pour

E ⊂ Q, on a :∫
E
||∇un|p−2∇un∇ϕ| dxdt =

∫
E
|∇un|p−1|∇ϕ|dxdt

≤ ‖∇ϕ‖L∞(Q)

∫
E
|∇un|p−1dxdt

≤ C
( ∫

E
|∇un|(p−1)rdxdt

)1/r
|E|1−1/r

≤ C ′|E|1−1/r.

L’inégalité ci-dessus montre l’équi-intégrabilité de la suite (|∇un|p−2∇un∇ϕ) dans L1(Q).

Il résulte alors du théorème de convergence de Vitali et de (3.17) que

lim
n→+∞

∫
Q
|∇un|p−2∇un∇ϕdxdt =

∫
Q
|∇u|p−2∇u∇ϕdxdt.

On a donc prouver que u est une solution du problème (P ). Le théorème 3.1 est alors

démontré.
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Abstract

in this work, we prove the existence and regularity of a weak solution of an parabolic

problem (P ) defined by

(P )


∂tu+ Au = f sur QT

.= Ω]0, T [;
u(0, x) = u0(x) sur Ω;

u = 0 sur ]0, T [∂Ω,

the operator Au = −div(| ∇u |p−2 ∇u), 1 < p <∞ is a pseudo-monotone operator. The

method of solving our problem consist of obtaining local estimates for suitable approximate

problems and then passing to the limit.

keywords : Sobolev spaces, pseudo-monotone, operator nonlinear, parabolic equation

Résumé

Dans ce travail, nous prouvons l’existence et la régularité d’une solution faible d’un

problème parabolique à donnée L1 définie par

(P )


∂tu+ Au = f sur QT

.= Ω]0, T [;
u(0, x) = u0(x) sur Ω;

u = 0 sur ]0, T [∂Ω,

L’opérateur Au = −div(| ∇u |p−2 ∇u), 1 < p < ∞ est un opérateur pseudo-monotone.

Les étapes principales de la preuve consister à approcher par une suite de problèmes à don-

née dans L∞, ensuite obtenir des estimations uniformes et locales pour la suite des solutions

approchées un et ∇un, puis le passage à la limite.

mots-clés : Espace de Sobolev, pseudo-monotone, opérateur non linéaire, équation pa-

rabolique .
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P�l�

T� A`ml� TyW��� ry�¤ Ty·�Akt�� �wl��� T�Aq}¤  w�¤ �Ab�� Y�� Y`s� ­r�@m�� £@¡ ¨�

u = 0 ¤ u(0, x) = u0(x) Ty�At�� ª¤rK�� 
�� ∂tu + Au = f : ¨l§ Am� T�r`m��

r�¥m�� L1(Ω) ºASf�� ¨� u0 ¤ L1(QT ) ºASf�� Y�� ¨mtn§ f �m§¯� �rW��  � �y�

£ºAS�¤W 1,p
0 ºASf�� �y� dy� �kK� �r`� Au = −div(| ∇u |p−2 ∇u), 1 < p < ∞

:¨l§Amy� Cw�mt� �Ab�®� Tysy¶r�� ��wW��� ,©wn���

�y`R ��� �tmt� T�rqm�� Tlm���  � �¡rb� �� (Pn)�m� Ty�Attm� (P ) Tlm��� 
rq�

ry�¯� ¨�¤ .∇un ¤ un Tyb§rqt�� �wl��� Ty�Attm� ��r§dqt�� Yl� �wO��� �� un  ¤d��

(P ) Tlm�l� �� Yl� �wO�l� Tyb§rqt�� T�Asm�� ¨� T§Ahn�A� rm�

,�¯w�wF ºAS� ,¨W� ry� r�¥� , TyW� ry� Ty·�Ak� �¯ A`� :Ty�Atf� �Aml�
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