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Notations

H : Espace de hilbert.

(.,.) : Produit scalaire.

|.]| : La norme.

R : Ensemble des réels.

C : Ensemble des Complexe .

P? . Polynome de Jacobi.

P, : Polyndéme orthogonaux.

w (x) : Fonction poids.

K (z,t) : Le noyau de I’équation intégrale.
f(z) : Fonction donnée.

c¢; : Coefficients de Polynome de Jacobi.
A @ Un paramétre non nul,réel ou complexe.

I': Fonction gamma.

R,, [z] : L’espace des polynomes.
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Introduction

Les équations intégrale sont I'une des principaux outils dans divers domaines de la
mathématique appliquée, de la physique et de I'ingénierie.

Les équations intégrales de Fredholm sont 1'une des équations intégrales les plus
importantes, comme pour les équations différentielles ordinaires ou les équations aux dérivées
partielles. Il y a peu de analytiques méthode connue pour la résolution des équations
intégrales.

Il arrive trés souvent, méme celles qui présentent des formes apparemment simples ne
se laissent pas résoudre avec ces méthodes dites exactes.

Dans ce mémoire, nous présentons deux méthodes numériques dites méthode de projec-
tions pour la résolution des équations intégrales et integro-differentielles basé sur la modifi-
cation de la bases de I’espace des polynomes, la base des polynémes de Jacobi et celle utilisée
dans ce mémoire. Les polynémes de jacobi ont de nombreuses propriétés utiles, parmis ces
propriétés .Ils regroupent presques tous les polynomes (Legendre Gegenbauer ,Chebychev
de premiére, deuxiéme et troisiéme espéce) .

L’ensemble des polynomes Jacobi de degré n sur I'intervalle [a, b] constituent une base
complete pour (n + 1) polyndomes continus.

Nous présentons la solution aux équations intégrales et intégro-differentielle de Fredholm
comme des combinaisons linéaires de ces polynomes ¢ () = iciPr(La’ﬂ) (x) et les coefficientes
=0

¢; seront déterminés a ’aide des méthodes de collocation et Galerkin.



Chapitre 1

Notions sur les espaces fonctionnelles

1.1 Espace Vectoriel Normé
Soit £/ un espace vectoriel sur le corps k = R Vv C.

Définition 1.1.1 On appelle une norme sur E une application ||.|| :E — R*

r — |||
telle que
L. |z =02 =0.
2. VA ek, Ve e E: || \x|] = |A|.||z] (homogénéité)
3. Ve,y € E: ||z +y| <|z]| + ||ly|]| (inégalité triangulaire).

Exemple 1.1.1 1. Sur l’espace R™,on peut définir trois normes:

n n
el = Sl el = /3 fof’. (norme euclidienne) loll,o = max [z

2. Soit a, b e E R, C ([a, b] ;R) ’ensemble des applications continues de [a, b] vers R.

On définit les normes: )

17 = SN @lde = (217 de)* £l = sup| ()]

z€[a,b]



1.2. Espace complet

Définition 1.1.2 On appelle espace vectoriel normé (e.v.n) le couple (E,||.||) formé d’un

espace vectoriel sur k, et une norme définie sur E.

Définition 1.1.3 Un espace vectoriel normé (E,||.||) est un espace métrique dont la dis-

tance d est définie par:

d(w,y) = lle — y|| Yo,y € E.

1.2 Espace complet

Soit (E,d) un espace métrique.
Suite de Cauchy

Une suite (z,,) de E est de Cauchy si et seulement si

Ve > 0,3ng : d(zp, xy) < € telle que n,m > nyg.
Exemple 1.2.1 Dans E =| — 1,+1], la suite {1 — %}n est de Cauchy mais qui converge
vers 1, mais 1¢ E.
Corollaire 1.2.1 Toute espace normé (E, ||.||) de dimension finie est complet.

Définition 1.2.1 Soit (E,d) est une espace métrique ,on dit que cet espace est complet si

et seulement si toute suite de cauchy est convergente.

Corollaire 1.2.2 L’espace R muni de la norme usuelle est complet.



1.3. Espace Préhilbertien

1.3 Espace Préhilbertien

Définition 1.3.1 Un espace préhilbertien est un espace vectoriel E muni d’un produit
scalaire, c’est-a-dire d’une application ¢ : E x E — C vérifiant les propriétés suivantes:

Pour tous u,v,w € E )\, u € C, ona:

L o(Au+ pv,w) = Ap (u, w) + pp (v, w)

2. ¢ (u, v + pw) = Ap (u,v) + fip (v, w)

3. ¢ (u,v) =p(v,u)
4. p(u,u) >0
5. ¢ (u,u) =0 u=0.
Exemple 1.3.1 sur les espaces préhelbertien.

e R? muni du produit scalaire canonique

u.v = z Uj.U5 u = (UhUQ,...,Ud) v= (Ul,Ug,..-,Ud)

e C? muni du produit scalaire canonique

(ulo) = Y w7

1<j<d

e Soit C'[0, 1] 'ensemble des fonctions continues sur I'intervalle [0, 1] & valeurs

dans C . On pose ¢ (u,v) = fol u(t)v(t)dt . o définit un produit scalaire sur C'[0, 1]



1.4. Espace de Hilbert

1.4 Espace de Hilbert

Définition 1.4.1 Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien (E,{.,.)) complet pour
la norme induite du produit scalaire <i.e llull = +/(u, u) pour u € E)

Exemple 1.4.1 sur les espaces de hilbert.

e C"(ou R) pour le produit scalaire

u = (uq,...u,) € C(ou R)

m
S
S

Z

v = (v1,...0)

<U7U> = Z (R

1<j<d

est un espace de Hilbert

e [?(C) est un espace de Hilbert

Corollaire 1.4.1 Toute espace préhilbertien de dimension finie est un espace de Hilbert

1.5 Espace de Banach

Définition 1.5.1  On appelle espace de Banach un e .v.n complet.

Définition 1.5.2  Soit E un e.v.n ; L’ensemble des formes linéaires continues sur E est

un espace de Banach .

Définition 1.5.3 Soient E un espace de Banach et ' C E, Alors F' est complet si et

seulement si F' est fermé dans E.

F complet < F fermé



1.6. Notions sur les opérateurs

1.6 Notions sur les opérateurs

1.6.1 Opérateur Continu

Définition 1.6.1 (Opérateurs linéaires) Soient E et F' deux espaces vectoriels topologiques.

On appelle opérateur linéaire de E dans F' une application.

y= Az (xreE , yeF)

Qui vérifie la Condition

A(axy + fre) = aAxy + [Ax,.

Remarque 1.6.1 L’opérateur A est dit continu, s’il est continu en tout point x € E .

Définition 1.6.2 (opérateurs bornés) L’opérateur linéaire A défini sur E dans F est

bornée ,s’il existe une constante C' telle que pour tout x € E.

[Az| < C'|lz|

Le plus petit des nombres C' vérifiant cette inégalité s’appelle norme de 'opérateur A

et se note ||A].

Définition 1.6.3 pour tout opérateur borné A d’un espace mormé dans un espace normé

on a:

[Az]]

|A|| = sup ||Az|| = sup )
) w0 || 7]

[E(AS



1.6. Notions sur les opérateurs

1.6.2 Opérateur inverse

Définition 1.6.4 Soient A un opérateur de E dans F, D, son domaine de définition et R4

le domaine de ses valeurs .

L’opérateur A est dite inversible, si pour tout y € R4 1’équation :

Ar =y

une et une seule solution.
Si A est inversible, & chaque y € R4 on peut faire correspondre un élément et un seul
x € D4 a savoir la solution de ’équation Ax = y . L’opérateur qui réalise cette corresp-

ondance s’appelle inverse de A et se note A~ 1.

Proposition 1.6.1  L’opérateur A™, inverse d’un opérateur linéaire A est aussi linéaire.

1.6.3 Opérateur compact

Définition 1.6.5 Un opérateur linéaire A : E — F est compact si et seulement si ,
pour tout suite bornée (p,) de E , on peut extraire de la suite (Ag,) de F une sous suite
convergente .i.e.,si toute suite de l'ensemble{Ap , ¢ € E | ||¢| < 1} contient une sous suite

convergente.

1.6.4 Opérateurs Adjoints.

Définition 1.6.6 Soit A un opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert E o
valeurs dans un espace de Hilbert F', ['opérateur linéaire noté A*défini de F' dans E est dite

opérateur adjoint de A si l'on a pour tout p € E et ¥ € F



1.6. Notions sur les opérateurs

1.6.5 Opérateur integral

Définition 1.6.7  On appelle opérateur intégral tout opérateur linéaire A défini sur un

espace normé E a valeurs dans un espace normé F donné sous la forme :

b
A¢<x>=/k<x,t>so<t>dt, req.

a

Ou k (z,t) étant appelé noyau de l'opérateur.



Chapitre 2

Equations intégrales et polynémes de

Jacobi

Introduction

En mathématique, une équation intégrale est une équation dans la quelle la fonction
inconnue apparait sous le signe intégral. Il existe un lieu étroit entre équations différentielles

et équations intégrales.

2.1 Classification des équations intégrales

2.1.1 Equations intégrales linéaires

Définition 2.1.1 On appelle équation intégrale une équation ou la fonction inconnue u

apparait le signe [ et prend la forme suivante:

u(a:)—)\/k(a:,t)u(x)dt:f(x)

Q

avec [ (x) et k(x,t) sont deuzx fonctions connues, X un paramétre numérique, §) est un

ensemble borné et fermé d’un espace Fuclidien, et k est le noyau de

I’équation intégrale.



2.1. Classification des équations intégrales

e Si f(z) # 0 l’équation (2.1.1) est dite équation intégrale non homogene.
e Si f(z) = 0 léquation (2.1.1) est dite équation intégrale homogene.

Avec toutes ces données, notre probléme est de chercher la fonction v qui satisfait

I'équation(2.1.1) et peut étre écrite sous forme:

u—Au=f (2.1.1)
avec A = /k(:z:,t)dt.
Q
2.1.2 Equations integrales de fredholm
Définition 2.1.2 On appelle une équation intégrale linéaire de Fredholm de deuxiéme

espéce non homogene une équation de la forme:

b

u(z) — )\/k:(x,t)u(t)dt = f(z) x € [a,b] (2.1.2)

a

ot u(zx) est une fonction inconnue et k(x,t)et f(x) sont des fonctions connues et A un

parametre reél.
e Si f(x) = 0 I’équation intégrale (2.1.3) s’écrit
b

A / Eo, tu(t)dt = u(z) 1€ [,

a

Est appellée équation intégral homogene de Fredholm de seconde espéce.

e Une équation de la forme

.\ / o) = f@)  welal]
Est appelée équation intégrale linéaire non homogéene de Fredholm de premiére espéce.

10



2.1. Classification des équations intégrales

e Si f(x) = 0 cette équation est apellée équation intégral homogene de Fredholm de

premieére espece.

2.1.3 Equations intégrales de Volterra

Remarque 2.1.1 L’équation intégrale de volterra est un cas particulier de [’équation de

Fredholm.

Définition 2.1.3  On appelle une équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espéce

une équation de la forme:

() — A / F(z, u(t)dt = f(x). (2.1.3)

o u(z) est une fonction inconnue et k(z,t) et f(x) sont des fonctions données et A un

paramétre reél.

e Si f(x) =0 Jéquation (2.1.4) s’écrit :

Elle est appelée équation intégrale homogeéne de Volterra de seconde espéce.

e Une équation de la forme

xT

—)\/k(x,t)u(x)dt = f(x)

a

Est appelée équation intégrale linéaire non homogéne de Volterra de premiére espéce.

e Si f(x) = 0 cette équation est apellée équation intégral homogene de Volterra de

premiére espeéce.

11



2.2. L’existence et 1'unicité de la solution de I’équation integrale

2.1.4 Equations intégrale singuliére

Définition 2.1.4 On dit qu’une équation intégrale est singuliére si l'une ou les deux lim-
ites de l'intégrale sont infinies , ou bien le noyau devient infini au voisinage au limites de

Uintégrale . Par exzemple si le noyau k(x,t) de ’équation intégrale de Fredholm est de la

forme :

M(z,1) 0<a<l

Avec M (z,t) une fonction bornée sur [a, b] X [a, b] .ou encore un noyau k(x, t) logaritmique

k(x,t) = M(z,t)In |z — t|

e Si a = 1 dans I'exemple précédent alors k(z,t) est appelée noyau de cauchy.

2.2 L’existence et ’unicité de la solution de ’équation

integrale

Théoréme 2.2.1 Soit [’équations suivante:

,admet une solution unique u € L? ([a,b]) avec le noyau k est continu sur Uintervalle [a, b] X

[a,8] , f € L*([a,b]) et [\ B < l,avec B = \/fjfj k() [* dadt.

Preuve. voir [5] =

12



2.3. Résolution numérique des équations intégrales

2.3 Résolution numérique des équations intégrales

2.3.1 méthode de projection

Définition 2.3.1 Soit E un espace vectoriel normé, et F' un sous espace de E. Un opérateur

borné P : £ — F |, est appelé projecteur s’il vérifie :

Vue E,Pu=u
On étudie la résolution de ’équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce
u(z) — )\/k (x,t)u(z)dt = f(x) (2.3.1)

Q

ot € est une fermé et borné et E un espace complet de fonction telle que £ = C ()
ou bien F = L*(Q) presque partout . On choisit une suite finie d’approximation de
sous espaces V,, ,telle que V,, C E, n > 1 et V,, de dimension k,,. Soit une base
{®1 , Py, . e ;. } de V,, le principe de la méthode de projection consiste

a trouver une suite de fonctions wu,telle que

up () = chjq)j (), VreQ (2.3.2)

On introduit le résidu r,, (z) pour approcher la solution de 1’équation intégrale

o (%) = up () — A / k(e ) (1) df — f(z) (2.3.3)

Q

ro (@) = icj {<1>j (2;) — A /Q k()0 (t) dt} — f(2) (2.3.4)

dans ce cas u, est une approximation de la solution u de I’équation intégrale(2.3.4)
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2.3. Résolution numérique des équations intégrales

on note

U Uy,

On remarque aussi que I'équation intégrale(2.3.4) qui peut étre écrite sous la forme

kn
> e (I—A)d; = f. (2.3.5)
j=1

dans ce cas le résidu 7, (x) défini par

k

r=Y ¢ (I—A)®;—f (2.3.6)
j=1
Les coefficients {cq, ca, ........ , Ck, } doivent étre choisis de telle sorte que
rn () — 0

2.3.2 Meéthode de collocation

Généralement, le principe de la méthode de collocation appliqué a la résolution ap-

prochée de 'opérateur

u—Au=f (2.3.7)

Consiste & chercher une solution approchée dans un sous espace de dimension finie, en
exigent que I’équation (2.3.7) soit vérifiée seulement sur un nombre fini de points, appelés
points de collocation. En pratique, nous choisissons une suite de sous espaces V,, C E , n
> 1 de dimension finie, généralement des sous espaces de E2 = C () ou bien E = L*(Q) .

Soit une base { V1 gy o e wk"} de V,, le principe de la méthode de projection

consiste & trouver une suite de fonctions u,, telle que

kn

un (7) =Y ety (), Ve (2.3.8)

=0
Pour déterminer les cofficients (c;),on substituant cette fonction dans I’équation (2.7.3)

On introduit le résidu r, (x) pour approcher la solution de I’équation intégrale
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2.3. Résolution numérique des équations intégrales

o (%) = up () — A / k(. (1) df — f(z) (2.3.9)

Q

o (z) = icj {wj () — )\/Qk(a:i, t); (t) dt} — f(z) (2.3.10)

Soit nul sur un systéme de noeuds x1, x9, - - ,xy, € E (ie, aux points de collocation

Ce qui conduit systématiquement & la résolution du systéme linéaire

ﬁ::% {% (:) — A/Qk(xiat)wj (t) dt} = f(zi) i=1-k,. (2.3.11)

de la forme ¢, X = f, . Ce systéme admet une solution unique si
det [@,] #0

2.3.3 Meéthode de Galerkin

La méthode de Galarkin est semblable & la précédente, sauf qu’elle demande des
conditions optimales pour les fonctions u, € V,, . Plutét que rechercher I'orthogonalité avec

I’espace transformé ‘//;,on cherche simplement ’orthogonalité avec

I’espace V,,.Si on note P, 'operateur de projection sur V,,, ces conditions se traduisent

par la projection de I’équation(2.3.7)

U — PyAu, = P, f (2.3.12)

On peut expliciter les équations obtenues sur notre base v; de V,, :

Vi e {1,..n}, (@, — fu) = 0. (2.3.13)

— Vi e{l,..n}, (r,(x),v)=0
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2.3. Résolution numérique des équations intégrales

En recherchant w,, par 'intermédiaire d’une combinaison linéaire comme en (2.3.11), ces

équations se traduisent par le systéme:

<ﬁ1,u1> <ﬁn>ul> C1 <f7u1>

<’LA61, un> te <ﬁn7 un> Cn <f’ Un>

2.3.4 Meéthode de Petrov-Galerkin

Il s’agit d’une méthode essentiellement Hilbertienne , c’est & dire qu’elle met en jeu la
projection de notre équation dans un sous espace de dimension finie. Pour ce faire, soit £
un espace d’Hilbert muni d’un produit scalaire (.,.) on se donne une suite de sous espace
V., C E de dimension finie. Soit {uj ug, ...... ,Un} une base orthonormal de V;,, on cherche
une fonction u, € V,, de la forme ( 2.3.3) qui approche de la solution exacte du probléme

original. Donc pour le probléme (2.3.6), I'idée est de minimiser l'erreur

kn

r= (1= A)®; — f

=1

d’ott on impose la condition d’orthogonalité suivante:

(rn, uj) = <icj (I —=A)Q; () — [ow (xz-)> =0. i=1,....kn (2.3.14)

j=1

ce qui implique

kn
<ch (I —4) uJU> —(fiu) =0. i=1...... kn. (2.3.15)
j=1
ou
kn

> (e g u) = (Aujoug)) = (fow) . =T iy (2.3.16)

J=1

Ainsi, on obtient le systéme linéaire
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2.4. Polynéme de Jacobi

i — Y o (Auj,w) = (fou)  i=1.... k, (2.3.17)

2.4 Polynéme de Jacobi

Les Polynome constitues une famille de fonctions tout a fait remarquable en math-
ématique ils sont aussi un outil essentiel du calcul dans ’analyse numérique notamment dans
I’évaluation a ’approximation des fonctions dans les probléme d’interpolation et d’extrapolation,

dans la résolution des équations intégrales ou équations differentielle . .. etc.

Définition 2.4.1 On dit que deux vecteur x ety d’un espace euclidien E sont orthogonaux

st

(z,y) =0

Définition 2.4.2 Deux fonctions f(x) et g(x) dans L?([a,b]) sont dites orthogonauz sur

Uintervalle [a,b] par rapport a une donnée continue et fonction positive de poids w(x) si

[o@ sy =0

a

Définition 2.4.3 On dit que la famille des polynomes (P;) i>0€st une famille des polynomes

orthogonaux si:
e le degré de P; est ¢ pour tout entier i .
e V(n,p) eN? i#£j= (P, P)=0.
Définition 2.4.4 Soit (F;);5,est une famille de polynomes orthogonauz alors

e (PyPy,...P,) est une base orthogonale de R,,([X]) pour tout entier n .
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2.4. Polynéme de Jacobi

eV(np eN>n>p= P, e (R,[X])".

Exemple 2.4.1 Trois exemples de produit scalaire pour deux polynémes P et ()

1

1. (P.O) :/P(t)Q(t)dt

-1

2. (P,Q) = / P () Q(t) At

3. (P,Q) = / P)Q(t) e dt

—0o0

Définition 2.4.5 (Polynéme de Jacobi)

Le polynéme de Jacobi de degré n, notés p?) (x) ou P, (), est le cas le plus générale
des polynomes orthogonaux classiques défini dans domaine —1 < z < 1.
Tous les autre polynémes orthogonaux classiques de ce domaine sont des cas particuliers.

Le polynéme de Jacobi de degré n est donné par la formule de Rodrigues

P@A) () = (;éln 1-2)“1+2)" % {(1 )" (1 + I)ﬂ+n} a, 3> -1

Cas particuliers, si
1. a = =0, on trouve le polynéme de Legendre

P, (z) = P (2)

2. a=0= —%, on trouve le polynéme deTchebychev de premiére espéce
nl\/m 11
T, () = TP (o)
T (n + 5)

3. a=0= %,on trouve le polynéome deTchebychev de deuxiéme espéce

(n+1)IT (%) P(%v%) (z)

BRI
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2.4. Polynéme de Jacobi

4. a = —%, b= %,on trouve le polynome de Tchebychev de troisiéme espece,

_aVE b
Vo (x) = wf’n ()

5. a= %, g = —%,on trouve le polynome de Tchebychev de quatreiéme espeéce,

__WE ()
Wn(x)—mpn (x)

6. a = [.on trouve le polynome de Gegenbauer.
F'(2a+n)T (a+1)
I'(2a)T (a+n+3)

a—1a-1

PTS 27 5)(ZE)

C) (x) =

n

Définition 2.4.6 le polynome de Jacobi result de la formule de Leibniz’s et peut étre défini

par :

1 (a+1), (B+1),

2z -l kL (n —k)! g (@+1),_, (B+1),

(1-— :U)"_k (1+ a:)k

=]

Relation de Récurrence

Notons ici la relation de récurrence pour le polyndéme de Jacobi .Cette relation peut étre

déduite de la relation de récurrence génerale pour «, § > —1.

anPoi1 () = (by + xcy) P, (v) — dy Py ()

initialisée par

avec les coefficients suivante
2(n+1)2n+a+ B)

o (nta+B+1)
Nt
! (n+a+p)

cn = (2n+a+p5+2)
2(n+a)(n+P)(2n+a++2)

= m+a+B)(nta+B+1)
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2.4. Polynéme de Jacobi

Exemple 2.4.2 Les premiers polynémes sont pour a« =1 et = 0.
[ Po ([L‘) =1.

OPl((L'):M

o Ps(x) =22+ 1527 — 2o — 2.

__ 63, 4 7.3 21,.2 3 3

_231,5 , 1053 35,2 35, | 5
0P5(:L*)—16m+8x ST+ 12T+ 15

La norme du polynéme de Jacobi est:

2 22V (n4+a+1)T(n+8+1)

(@B)]|* =
||Pn H nn+a++D)T(n+a+p+1)

La valeur maximun de polynéme de Jacobi est:

sup ‘P,EO"B) ()| = max

. > _ 2
lz|<1 n' ’ ’I’L' SLas ﬁ o 2

{(Oz+1)n (ﬁ+1)n} 1

La dérivée du polyndéme de Jacobi satisfait la relation suivante :

dpy? 1 o
T(I) = §(n+()é+ﬁ+1>P7(l_J1r1“B+1) (1’)

Propriétés (du polyndéme de Jacobi)
[ ]

PE (=) = (<1)" PO (@)

e Le polynéme de Jacobi vérifie ’équation differntielle suivante:

"

(1—£L‘2) [Péaﬂ)} +[B_05_(Oé+ﬁ+2>l‘] [Péa’ﬁ)}l+n(n+a+ﬁ+1)Prgaﬁ) =0

Plef) (1) = (O‘+'1)n
N G
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2.4. Polynéme de Jacobi

Orthogonalité d’un polynémes de Jacobi

> avec a, 8 > —1 sont orthogonaux par rapport a la fonction poids

Les polynomes P!
wx)=(1-2)"(1+ x)’gsur I'intervalle [—1; 1]

Preuve. voir 2] =
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Chapitre 3

Analyse numérique pour les équations

intégrales et intégro-differentielle de

Fredholm

Dans ce chapitre on s’interesse & la résolution numérique des équations intégrales et
intégro-differentielle de Fredholm de 2¢™¢ espéce par la methode de Galerkin et de collocation
via les polyndémes de Jacobi. Donc l'objectif est de trouver une solution approchée de la

solution exacte.

3.1 Résolution numérique de I’équation intégrale de
Fredholm par la méthode de Collocation

Le principe de la méthode de collocation consiste a estimer la fonction inconnue u ()

comme suit :

k"

w(xz) =Y ¢Pi(z), Vre® (3.1.1)

§=0
Ou P; sont les polynomes de Jacobi et ¢;, j = 0,1....k, sont des paramétres inconnus, a

déterminé. La méthode consiste a remplacer (3.1.1) dans I’équation (2.3.1) on obtient :
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3.1. Résolution numérique de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de
Collocation

kn

S e Pj () - A / [k(x,t)chPj (1) dt

J=0 J=0

= f(x). x € |a, b

& icj [Pj () — )\/abk(x,t)Pj (t) dt] = f(w). (3.1.2)

(3.1.2) représente un systéme de (k, + 1) équations linéaires a (k, + 1) inconnus

(¢; i=0,1.....,k,) et qui peut étre écrit sous matricielle :

ou

et

Exemple 3.1.1 Soit I’équation intégrale de Fredholm:

1
et 2¢e®
u(x)—/Qewetu(t)dt:82_2—62_2. 0<z<1

0

La solutions exacte de cette équation est u () = 2622.

La solutions approché u (x) de la solutions exacte u (x) est obtenu par la résolution du

systéme d’équations linéaires (3.1.2) .

e Poura=4,5=2.
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3.1. Résolution numérique de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de

Collocation
pour n =3 pour n =5 pour n =8 pour n = 10

n x ||| Sol exacte Erreur Erreur Erreur Erreur

1 || 0.0 ||| —0.185561 || 7.763526e — 03 || 2.034276e — 04 || 2.748222¢ — 07 || 1.870416e — 07
2 ||| 0.1 ||| —=0.205077 | 8.567399¢ — 03 || 2.248222¢ — 04 || 3.124375e — 07 || 1.926495¢ — 07
3 [ 0.2 ||| —0.226645 | 9.301084e — 03 || 2.483575e — 04 || 3.481402e — 07 || 2.391362e — 07
4 1110.3 ||| —0.250481 | 9.748721e — 03 || 2.730227e — 04 || 3.864726e — 07 || 2.767854e — 07
5 ||| 0.4 ||| —0.276825 || 9.671747e — 03 || 2.946360e — 04 || 4.278452e — 07 || 2.987112e — 07
6 ||| 0.5 || —0.305939 | 8.806507e — 03 || 3.034565e¢ — 04 || 4.679615¢ — 07 || 3.207234e — 07
7 || 0.6 ||| —0.338115 || 6.861621e — 03 || 2.815455e — 04 || 4.903848e — 07 || 3.576175e — 07
8 || 0.7 ||| —0.373674 | 3.515062e — 03 || 1.998504e — 04 || 4.457150e — 07 || 3.939867e — 07
9 || 0.8 || —0.412974 | 1.589066e — 03 || 1.498178e — 05 || 2.080639¢ — 07 || 3.446476e — 07
10 ||| 0.9 ||| —0.456407 || 8.844087e — 03 || 3.343488¢ — 04 || 5.035490e — 07 || 2.953714e — 09
11 ||| 1.0 ||| —0.504408 | 1.868469¢ — 02 || 9.312650e — 04 || 2.254653e — 06 || 1.074384e — 06

Tab(1):Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée .
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3.1. Résolution numérique de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de

Collocation

u(x)

6;E+2

22 22

2¢”

+ fol 2eelu(t)dt, ue, =
T

El‘
2—e*

-0.15 T T

T

Il

T

Il

Il

*

Solution exacte
Solution approchée

Il

Il

-0.55 : :
0 0.1 0.2

Fig(1):Comparaison entre la solution exacte et la solution

epoura=4,=1.

0.3

0.4

0.5
X
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3.1. Résolution numérique de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de

Collocation
pour n =3 pour n =5 pour n =8 pour n = 10

n x ||| Sol exacte Erreur Erreur Erreur Erreur

1 || 0.0 ||| —0.185561 || 7.763526e — 03 || 2.034276e — 04 || 2.474214e — 07 || 1.934589¢ — 07
2 ||| 0.1 ||| —0.205077 || 8.567399¢ — 03 || 2.248222¢ — 04 || 2.782092¢ — 07 || 2.629404e — 07
3 [ 0.2 ||| —0.226645 | 9.301084e — 03 || 2.483575e — 04 || 3.115478e — 07 || 2.912489%¢ — 07
4 1110.3 ||| —0.250481 | 9.748721e — 03 || 2.730227e — 04 || 3.485622e — 07 || 3.043358e — 07
5 ||| 0.4 ||| —0.276825 || 9.671747e — 03 || 2.946360e — 04 || 3.898362e — 07 || 3.221455¢ — 07
6 ||| 0.5 || —0.305939 | 8.806507e — 03 || 3.034565e¢ — 04 || 4.318846e — 07 || 3.529917¢ — 07
7 || 0.6 ||| —0.338115 || 6.861621e — 03 || 2.815455e — 04 || 4.576870e — 07 || 3.856049¢e — 07
8 || 0.7 ||| —0.373674 | 3.515062e — 03 || 1.998504e — 04 || 4.145976e — 07 || 3.780798e — 07
9 || 0.8 || —0.412974 | 1.589066e — 03 || 1.498177e — 05 || 1.701644e — 07 || 2.414024e — 07
10 ||| 0.9 ||| —0.456407 || 8.844087e — 03 || 3.343488¢ — 04 || 5.666739¢ — 07 || 1.860239¢ — 07
11 ||| 1.0 ||| —0.504408 | 1.868469¢ — 02 || 9.312650e — 04 || 2.374943e — 06 || 1.177368e — 06

Tab(2):Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée .
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3.1. Résolution numérique de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de
Collocation

u(z) = f_f:r:; — 2,";2 + fol 2e”elu(t)dt, te, = 2i—;2
. . . T T

Solution exacte

% Solution approchée

y
o
w
o

T

_0.55 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

Fig(2):Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n = 10

Exemple 3.1.2 Soit I’équation intégrale de Fredholm:

u(a:)—é

4 /1 1
cos(x — t)u(t)dt = sinx — — <— cos & + vl sin x) 0
m

T\ 2

[\

S

VAN
TR

o —
vl

La solutions exacte de cette équation est u () = sin(x)
La solutions approché u (x) de la solutions exacte u (x) est obtenu par la résolution du

systéme des équations linéaires (3.1.2) .

e Pour a = 5 =0, (polynoéme de Legendre) .
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3.1. Résolution numérique de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de

Collocation

pour n =3

pour n =5

pour n =8

pour n = 10

n X Sol exacte Erreur Erreur Erreur Erreur

1 || 0.000 || 0.000000 || 2.754408e — 02 || 2.459105e¢ — 06 || 6.273605¢ — 08 || 3.978241e — 08
2 || 0.118 ||| 0.117537 || 2.805640e — 02 || 1.810649¢ — 06 || 6.307120e — 08 || 2.474398e — 08
3 || 0.236 || 0.233445 | 2.817921e — 02 || 1.550816e — 06 || 6.129693e — 08 || 1.652070e — 08
4 || 0.353 ||| 0.346117 | 2.790079¢ — 02 || 1.455567e — 06 || 6.404936e — 08 || 1.336114e — 08
5 || 0.432 ||| 0.418660 | 2.747610e — 02 || 1.419162¢ — 06 || 6.681296e — 08 || 1.299195¢ — 08
6 ||| 0.511 || 0.488621 | 2.683679¢ — 02 || 1.379696e — 06 || 6.839921e — 08 || 1.327329¢ — 08
7 || 0.628 ||| 0.587785 | 2.539917e — 02 || 1.293440e — 06 || 6.546817e — 08 || 1.377324e — 08
8 ||| 0.707 || 0.649448 | 2.404617e — 02 || 1.212977e — 06 || 5.875525e¢ — 08 || 1.361642¢ — 08
9 ||| 0.825 || 0.734323 | 2.123900e — 02 || 1.057933e — 06 || 4.161652¢ — 08 || 1.217285¢ — 08
10 ||| 0.903 ||| 0.785317 | 1.870271e — 02 || 9.319974e — 07 || 2.689642¢ — 08 | 1.036988¢ — 08
11 ||| 1.021 ||| 0.852640 | 1.357618e — 02 || 7.025388e — 07 || 4.370081e — 09 || 6.626037¢ — 09

Tab(3):Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée .
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3.1. Résolution numérique de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de
Collocation

lu(:l:) = sin(z) — %(%cos(m) + 7sin(x)) + %jog cos(z — t)u(t)dt, ue, = sin(z).

Solution exacte
09t %  Solution approchée

0.8

0.7

0.6

> 0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

O Il Il Il Il Il Il Il
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

X

Fig(3):Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n = 20.

ea=1,8=2.
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3.1. Résolution numérique de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de

Collocation

pour n =3

pour n =5

pour n =8

pour n = 10

n X Sol exacte Erreur Erreur Erreur Erreur

1 || 0.000 || 0.000000 || 3.931268e — 02 || 2.754408¢ — 03 || 3.710207e — 05 || 1.638000e — 05
2 || 0.118 ||| 0.117537 || 4.048525¢ — 02 || 2.805640e — 03 || 3.743710e — 05 || 1.634177e¢ — 05
3 ||| 0.236 || 0.233445 | 4.099749e — 02 || 2.817921e — 03 || 3.725520e — 05 || 1.623576e — 06
4 || 0.353 ||| 0.346117 | 4.068874e — 02 || 2.790079¢ — 03 || 3.655790e — 05 || 1.597472¢ — 05
5 || 0.432 ||| 0.418660 | 3.994940e — 02 || 2.747610e — 03 || 3.581085¢ — 05 || 1.568725¢ — 06
6 || 0.511 ||| 0.488621 | 3.873089¢ — 02 || 2.683679¢ — 03 || 3.484236e — 05 || 1.529810e — 05
7 || 0.628 ||| 0.587785 | 3.591082¢ — 02 || 2.539917e — 03 || 3.297889¢e — 05 || 1.451442¢ — 06
8 ||| 0.707 ||| 0.649448 | 3.330979¢ — 02 || 2.404617e — 03 || 3.145418e — 05 || 1.385480e — 05
9 ||| 0.825 ||| 0.734323 | 2.823181e — 02 || 2.123900e — 03 || 2.866603e¢ — 05 || 1.263977¢ — 05
10 ||| 0.903 ||| 0.785317 | 2.401131e — 02 || 1.870271e — 03 || 2.634626e — 05 || 1.163944e — 05
11 ||| 1.021 ||| 0.852640 | 1.634924e — 02 || 1.357618e — 03 || 2.166766e — 05 || 9.663515¢ — 06

Tab(4):Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée .
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3.2.  Résolution de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de Galerkin

1.2 = : ‘ ‘ ‘
Solution exacte

u(z) = sin(z) — 1(3cos(z) + Zsin(z)) + 2 f()% cos(x — t)u(t)d‘t, Uer = sin(T).

%  Solution approchée

_02 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

X

Fig(4):Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n = 10 .

3.2 Résolution de I’équation intégrale de Fredholm
par la méthode de (GGalerkin

Le principe de la méthode de Galerkin consiste & estimer la fonction

inconnue v (z) comme suit

kn
u(@) =Y ¢Pj(r), Vre® (3.2.1)

5=0
Ou Pj sont des polynémes de Jacobi et ¢; j = 0,1....k,sont des paramétres inconnues,

a déterminés. On remplace (3.2.1) dans I’équation nous obtenons:
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3.2.  Résolution de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de Galerkin

kn

k(x,t)chPj (t)dt| = f(x). x € [a, b]

kn b
chPj (x) — )\/
j=0 @

En b
N AOZ cj [Pj () — A / k(2. )Pj (1) dt} ). (3.2.2)

En multipliant les deux cotés de (3.2.2) par P; et puis en intégrant par rapport a x

entre a & b, nous obtenons :

Z [[piwr-» [reoriva] pwa] = [pwrwe e

Ainsi (3.2.3) représente un systéme de (k,, + 1) équations linéaires a (k, + 1) (¢; ¢ =0,1

inconnus et qui s’écrit sous forme matricielle :

avec

b b
A= [ {Pj(az)—A / k(m)Pﬂt)dt}mwdm- T

et

Exemple 3.2.1 Soit I’équation intégrale de Fredholm suivant:

u(z) — /(-:& @Bt =z 1<z<1

La solutions exacte de cette équation est u (z) = .
La solutions approché u (x) de la solutions exacte u (x) est obtenu par la résolution du

systéme des équations linéaires (3.2.3) .
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3.2.  Résolution de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de Galerkin

_ 1 _ =
e Poura=3,0=+

1
2

, ( polynome de Tchebychev de quatreiéme espéce).

pour n =3 pour n =5 pour n =8 pour n = 10

n X Sol exacte Erreur Erreur Erreur Erreur

1 || —1.0 || —3.000000 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
2 || =0.8 || —2.400000 | 0.000000e +- 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
3 || —0.6 || —1.800000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
4 || —=0.4 || —1.200000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
5 || —0.2 || —0.600000 | 0.000000e 4 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
6 0.0 0.000000 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
7 0.2 0.600000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 {| 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
8 0.4 1.200000 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
9 0.6 1.800000 {| 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00
10 | 0.8 2.400000 | 0.000000e + 00 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
11 1.0 3.000000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 {| 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00

Tab(5):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée .
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3.2.  Résolution de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de Galerkin

u(z) =+ fjl(—x‘L — tYu(t)dt, uey = T
1 T T T T

T T

Solution exacte
0.8 % Solution approchée

Fig(5):Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n = 10.

e poura=[f3= % , (polynome de Tchebychev de deuxiéme espéce) .
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3.2.  Résolution de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de Galerkin

pour n =3

pour n =5

pour n =8

pour n = 10

n X Sol exacte Erreur Erreur Erreur Erreur

1 || =1.0 | —1.000000 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
2 || —0.8 || —0.800000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
3 || —0.6 || —0.600000 | 0.000000e + 00 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
4 || —0.4 || —0.400000 | 0.000000e + 00 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
5 || —0.2 || —0.200000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
6 || 0.0 0.000000 || 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
7 0.2 0.200000 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
8 || 04 0.400000 || 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
9 | 0.6 0.600000 || 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
10 | 0.8 0.800000 || 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
111 1.0 1.000000 || 0.000000e 4 00 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00

Tab(6):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée .
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3.2.  Résolution de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de Galerkin

’LL(.CC) =T + f_ll(_m4 - t4)U(t)dt,umj =X
1 ‘ ‘

Solution exacte
0.8F % Solution approchée |

Fig(6):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n = 10 .

Exemple 3.2.2 Soit l’équation de Fredholm:

1
u(zr) — / xtu(t)dt = x. -1<z<1

) Sz <
La solutions exacte de cette équation est u () = 3z.

La solutions approché u (x) de la solutions exacte u (x) est obtenu par la résolution du

systéme des équations linéaires (3.2.3) .

e Pour o« = =0, ( polynéme de Legendre)
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3.2.  Résolution de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de Galerkin

pour n =3

pour n =5

pour n =8

pour n = 10

n X Sol exacte Erreur Erreur Erreur Erreur

1 || =1.0 | —3.000000 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
2 || —0.8 || —2.400000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
3 || —0.6 || —1.800000 | 0.000000e 4 00 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
4 || —0.4 || —1.200000 | 0.000000e + 00 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
5 || —0.2 || —0.600000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
6 || 0.0 0.000000 || 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
7 0.2 0.600000 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
81| 04 1.200000 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00
9 | 0.6 1.800000 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00
10 0.8 2.400000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
111 1.0 3.000000 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00

Tab(7):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée .
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3.2.  Résolution de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de Galerkin

u(r) =x + f_ll wtu(t)dt, ue, = 3z

3 T T

T T

Solution exacte

% Solution approchée

Fig(7):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n = 10.

ea=3,0=4.

38



3.2.  Résolution de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de Galerkin

pourn = 3 pourn = 5 pourn = 8 pourn = 10

n X Sol exacte Erreur Erreur Erreur Erreur

1 || —=1.0 | —3.000000 || 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
2 || —=0.8 || —2.400000 | 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 {| 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00
3 || —0.6 || —1.800000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
4 || —0.4 || —1.200000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
5 || —0.2 || —0.600000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 {| 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00
6 || 0.0 0.000000 || 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
7 0.2 0.600000 || 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
81| 04 1.200000 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00
91 0.6 1.800000 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00
10 0.8 2.400000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
111 1.0 3.000000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00

Tab(8):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée

39




3.2.  Résolution de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de Galerkin

u(r) =x + f_ll wtu(t)dt, ue, = 3z

Solution exacte

% Solution approchée

Fig(8):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n = 10.

Exemple 3.2.3 Soit l’équation de Fredholm:

La solutions exacte de cette équation est u (x) = e”.
La solutions approché u (x) de la solutions exacte u (x) est obtenu par la résolution du

systéme des équations linéaires (3.2.3) .

e Pour a = =4, ( polynéme de Gegenbauer) .
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3.2.  Résolution de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de Galerkin

pourn = 3 pourn =5 pourn = 8 pourn = 10

n | x | Sol exacte Erreur Erreur Erreur Erreur

1 || 0.0 || 1.000000 || 9.399179¢ — 04 | 2.405884¢ — 06 || 6.581757¢ — 07 || 4.827513e — 07
2 ]/ 0.1 | 1.105171 || 2.102618e — 04 || 9.560782¢ — 07 | 3.979230e — 06 || 1.020898¢ — 07
31 0.2 | 1.221403 || 3.961964e — 04 || 3.997955e — 07 || 3.540145e — 06 || 2.435232e — 07
4 11 0.3 || 1.349859 || 1.263494e — 04 || 7.318094e — 07 || 4.677446e — 07 | 2.245984e — 08
5104 | 1.491825 | 2.131599e — 04 || 1.733727e — 07 || 2.137388e — 06 || 1.588400e — 08
6 || 0.5 | 1.648721 || 3.714233e¢ — 04 || 7.800541e — 07 || 3.097046¢e — 06 | 3.798293¢ — 08
7 11 0.6 | 1.822119 | 2.469635e — 04 | 2.295944e — 07 || 2.196104e — 06 || 3.445479¢ — 08
8 || 0.7 | 2.013753 || 9.654921e — 05 || 7.290592e — 07 || 4.567386e — 07 || 1.673224e — 07
9 || 0.8 | 2.225641 || 4.129291e — 04 || 4.616894e — 07 || 3.581103e — 07 || 1.639166e — 07
10 || 0.9 || 2.459603 || 2.542791e — 04 || 1.002195¢ — 06 || 3.916508¢ — 06 || 1.121159¢ — 08
11 ] 1.0 || 2.718282 || 1.050223e — 03 || 2.598430e — 06 || 3.247237e — 07 || 4.931285e — 08

Tab(9):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée .
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3.2.  Résolution de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de Galerkin

u(z) =€e"+e "+ fol e “lu(t)dt, ue, = €°
28 T T T T

T

Solution exacte
% Solution approchée

l Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

Fig(9):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n = 7.

ea=3,0=2.
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3.2.  Résolution de I’équation intégrale de Fredholm par la méthode de Galerkin

pourn = 3 pourn =5 pourn = 8 pourn = 10

n | x | Sol exacte Erreur Erreur Erreur Erreur

1 || 0.0 || 1.000000 || 8.062107e — 03 | 2.406083¢ — 06 || 6.798172¢ — 06 || 8.062107e — 07
2 /0.1 1.105171 || 3.571760e — 03 || 9.561012¢ — 07 || 3.561023e — 06 || 3.571760e — 07
311 0.2 1.221403 || 1.106439¢ — 03 || 3.997531e — 07 || 2.101811e — 06 || 1.106439e — 07
4 11 0.3 || 1.349859 || 4.443432e¢ — 06 || 7.317871e — 07 || 2.634585e — 07 | 4.443432¢ — 08
5104 | 1.491825 | 6.639895e — 04 || 1.733999¢ — 07 || 1.994733e — 07 || 6.639895e¢ — 08
6 || 0.5 | 1.648721 || 9.572421e — 04 || 7.801103e — 07 || 9.600035¢ — 07 || 9.572421e — 08
7 11 0.6 | 1.822119 | 4.867324e — 04 | 2.296708e — 07 || 1.202499¢ — 06 || 4.867324e — 08
8 || 0.7 | 2.013753 || 6.101277e — 04 || 7.290041e — 07 || 1.501340e — 06 || 6.101277e — 07
9 || 0.8 | 2.225641 || 3.067749¢ — 03 || 4.616959¢ — 07 || 2.625767e — 06 || 3.067749¢ — 07
10 || 0.9 | 2.459603 || 8.140398¢ — 03 || 1.002155¢ — 06 || 2.885130e — 06 || 8.140398¢ — 07
11 || 1.0 || 2.718282 || 1.704436e — 02 || 2.598309e — 06 || 5.841440e — 06 || 1.704436e — 07

Tab(10):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée .
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3.3. Discrétisation de I'équation intégro-diftérentielle

u(z) =€e"+e "+ fol e T tu(t)dt, ue, = €°
2.8 \ \ T

Solution exacte

%  Solution approchée

X

Fig(10):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n =6 .

3.3 Discrétisation de I’équation intégro-différentielle

Dans cette partie, nous cherchons la solution approchée de I’équation intégro-differentielle

définie par :

a@)u (2)+ 8 @) u (z)+v (@) u(z) + /\/k: (v, t)u(t)dt = f(z) =€ [a,b] (3.3.1)

avec
u(a) =r u (@) =g

Ou f (z) et k (x,t) sont des fonctions continues dans [a, b]
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3.3. Discrétisation de I'équation intégro-diftérentielle

Nous transformons cette équation en un systéme d’équations linéaires. Pour ce faire,
nous avons besoin de quelques fonctions de base pour estimes la solution de 1’équations

intégro-differentielle. Nous choisissons les polynéme de Jacobi comme fonctions de base.

3.3.1 Reésolution de I’équation intégro-differentielle de Fredholm
par la méthode de (Galerkin

Nous employons la technique décrite précedement, nous estimons la fonction inconnue

u () comme suite:

kn
u(z) =Y ¢Pj(r) € lal (3.3.2)
5=0
donc
kn
u'(z) =Y ¢Pj (z) € lal (3.3.3)
§=0
et
kn,
u' (z) =) P (z)  x€la,b] (3.3.4)
5=0
Ou Pj sont les polynomes de Jacobiet c;, j =0,1,...... k,, sont des parametres inconnues,

déterminés. On remplace (3.3.2) et (3.3.3) et (3.3.4) dans I’équation (3.3.1), nous obtenons:

> a@oPi @D 8@ 6PT 14Dy @) P @ [ [k: (0D i @) dt = f ()
o - ~ - (3.3.5)
c.a.d

Yo |al@) Pi (@) + B (2) Pj (x) +7 (x) Pj (x) + A/’f (x,t) Pj(x)di| = f(z). (3.3.6)

a

En multipliant les deux cotés de (3.3.6) par P, et puis en intégrant entre de a a b par

rapport a x, nous aurons :
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3.3. Discrétisation de I'équation intégro-diftérentielle

chj / Oé(x)Pj”(fU)Jrﬁ(x)Pj/(fU)+7($)Plj(f€)+A/k(%t)Pj(fv)dt Bi(z)dr| =

J=0

(3.3.7)
b
[R@ faa
Les conditions initiales du probléme (3.3.1) sont données par

kn
u(a) = Y ¢jPjla)=r (3.3.8)

=0

et

kn
u (a) = chPj(a) =y (3.3.9)

j=0

Enfin (3.3.7) représenté un systéme de (k, + 1) équations linéaires a (k, + 1), inconnues

donné

ou



3.3. Discrétisation de I'équation intégro-diftérentielle

X/ =(c¢;)) j=0,1,2,3, ...k,
b b
Onpose G;; = / A(z) Pj" (x) + B (x) Pj (x) + C (x) P'j (z) + )\/k‘ (x,t) Pj(z)dt| P;(x)dx

a
alors le systéme M;; X; = b; est donné comme suite

PO Pl ............ Pn Qo 1
Py Py o P, a Ty
GO,O Gl,O ............ Gn,g as
G()71 G171 ............ Gn,l v Qg o ff P2 (l’) f([)f)d{l)
| Gon Gin cevenennnn. Gon | Lan| | [)Pu(2)f2)dz |

Exemple 3.3.1 Soit l’équation intégro-differentielle de Fredholm suivant:

1
. / 7
u () +u (x)—i—u(m)—/mtu(t)dt:x2+zlx+2. 0<z<l.
0

avec 4 (0)=0. u (0)=0.
La solutions exacte de cette équation est u (z) = 2.
La solutions approché u (x) de la solutions exacte u (x) est obtenu par la résolution du

systéme d’équations linéaires (3.3.7) .

e Pour « = =5, (polynome de Gegenbauer) .
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3.3. Discrétisation de I'équation intégro-diftérentielle

pour n =3 pour n =5 pour n =8 pour n = 10

n | x | Sol exacte Erreur Erreur Erreur Erreur

1 || 0.0 || 0.000000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 | 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00
2 /0.1 0.010000 | 6.938894e — 18 || 6.938894¢ — 18 || 6.938894¢ — 18 || 6.938894¢ — 18
311 0.2 | 0.040000 || 2.775558e — 17 || 2.775558e — 17 || 2.775558e — 17 || 2.775558e — 17
4 11 0.3 | 0.090000 | 0.000000e 4+ 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
5 1 0.4 | 0.160000 | 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
6 || 0.5 | 0.250000 | 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
7 11 0.6 | 0.360000 | 0.000000e 4+ 00 || 0.000000e + 00 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
8 || 0.7 | 0.490000 || 5.551115e — 17 || 5.551115e — 17 || 5.551115e — 17 || 5.551115e — 17
9 |1 0.8 | 0.640000 | 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
10 | 0.9 | 0.810000 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
11| 1.0 | 1.000000 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00

Tab(11):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée .
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3.3. Discrétisation de I'équation intégro-diftérentielle

u?(z) +u (z) +u(z) — [} stu(t)dt = 2? + Tz +2,u(0) = 0,u(0) = 0,u,, =2’
T

T

l T T T

Solution exacte
09" %  Solution approchée

0.8

0.7

0.6

> 0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

Fig(11):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n = 10

e Pour a = 3 = 3, ( polynome deTchebychev de deuxiéme espece).
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3.3. Discrétisation de I'équation intégro-diftérentielle

pour n =3 pour n =5 pour n =8 pour n = 10

n | x | Sol exacte Erreur Erreur Erreur Erreur

1 || 0.0 || 0.000000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 | 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00
2 /0.1 0.010000 | 6.938894e — 18 || 6.938894¢ — 18 || 6.938894¢ — 18 || 6.938894¢ — 18
311 0.2 | 0.040000 || 2.775558e — 17 || 2.775558e — 17 || 2.775558e — 17 || 2.775558e — 17
4 11 0.3 | 0.090000 | 0.000000e 4+ 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
5 1 0.4 | 0.160000 | 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
6 || 0.5 | 0.250000 | 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
7 11 0.6 | 0.360000 | 0.000000e 4+ 00 || 0.000000e + 00 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
8 || 0.7 | 0.490000 || 5.551115e — 17 || 5.551115e — 17 || 5.551115e — 17 || 5.551115e — 17
9 |1 0.8 | 0.640000 | 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
10 | 0.9 | 0.810000 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
11| 1.0 | 1.000000 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00

Tab(12):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée .
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3.3. Discrétisation de I'équation intégro-diftérentielle

u?(2) +uD (@) + u(x) — f) tut)dt = 2> + Tx +2,u(0) = 0,u(0) = 0,4, = 2°.
1 T T — T . . . . T
Solution exacte

09" % Solution approchée

0.8

0.7

0.6

> 0.5

0.4

0.3

Fig(12):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n = 10 .

Exemple 3.3.2 Soit [’équation intégro-differentielle de Fredholm suivant:

1
u/(x)—l—u(a:)—/xtu(t)dt:6:r:+3. 0<z<l.
0

avec 4 (0)=0. u (0)=3.
La solutions exacte de cette équation est u (v) = 42% + 3z.
La solutions approché wu (x) de la solutions exacte u () est obtenu par la

solution du systéme des équations linéaires (3.3.7) .

e Poura=1,5=3.
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3.3. Discrétisation de I'équation intégro-diftérentielle

pour n =3 pour n =5 pour n =8 pour n = 10

n | x | Sol exacte Erreur Erreur Erreur Erreur

1 || 0.0 || 0.000000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 | 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00
2 || 0.1 ] 0.340000 || 2.220446e — 16 | 2.220446e — 16 | 2.220446e¢ — 16 || 2.220446e — 16
3 11 0.2 0.760000 | 1.110223e — 16 || 1.110223e — 16 || 1.110223e — 16 || 1.110223e — 16
4 |1 0.3 | 1.260000 || 4.440892¢ — 16 | 4.440892¢ — 16 || 4.440892¢ — 16 || 4.440892¢ — 16
5 | 0.4 | 1.840000 | 0.000000e 4+ 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
6 || 0.5 | 2.500000 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
7 11 0.6 || 3.240000 || 4.440892e — 16 | 4.440892e — 16 | 4.440892¢ — 16 || 4.440892¢ — 16
8 || 0.7 | 4.060000 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
9 |1 0.8 | 4.960000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
10 || 0.9 || 5.940000 || 8.881784e — 16 || 8.881784e — 16 || 8.881784¢ — 16 | 8.881784¢ — 16
11| 1.0 | 7.000000 | 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00

Tab(13):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée .
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3.3. Discrétisation de I'équation intégro-diftérentielle

() = lxtutdt:6w+3u0=0u“)0:3u.=4w2+3$.
0 ’ 9 y Yex
T T T T

T T

Solution exacte
% Solution approchée

O Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

Fig(13):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n = 10

e pour v = f3 = % , (polynome deTchebychev de deuxiéme espeéce) .
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3.3. Discrétisation de I'équation intégro-diftérentielle

pourn = 3 pourn =5 pourn = 8 pourn = 10

n | x | Sol exacte Erreur Erreur Erreur Erreur

1 || 0.0 || 0.000000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 | 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00
2 || 0.1 ] 0.340000 || 2.220446e — 16 | 2.220446e — 16 | 2.220446e¢ — 16 || 2.220446e — 16
3 11 0.2 0.760000 | 1.110223e — 16 || 1.110223e — 16 || 1.110223e — 16 || 1.110223e — 16
4 |1 0.3 | 1.260000 || 4.440892¢ — 16 | 4.440892¢ — 16 || 4.440892¢ — 16 || 4.440892¢ — 16
5 | 0.4 | 1.840000 | 0.000000e 4+ 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
6 || 0.5 | 2.500000 || 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
7 11 0.6 || 3.240000 || 4.440892e — 16 | 4.440892e — 16 | 4.440892¢ — 16 || 4.440892¢ — 16
8 || 0.7 | 4.060000 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
9 |1 0.8 | 4.960000 | 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00
10 || 0.9 || 5.940000 || 8.881784e — 16 || 8.881784e — 16 || 8.881784¢ — 16 | 8.881784¢ — 16
11| 1.0 | 7.000000 | 0.000000e 4 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00

Tab(14):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée
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3.3. Discrétisation de I'équation intégro-diftérentielle

uD(z) — fol ztu(t)dt = 6z + 3,u(0) = 0,uV(0) = 3, u,, = 4% + 3z.
T T T T

Solution exacte

% Solution approchée

X

Fig(14):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n = 10

3.3.2 Résolution de I’équation intégro-differentielle de Fredholm

par la méthode de collocation

Maintenant nous employons la technique de la méthode de collocation pour ceci ,

nous estimons la fonction inconnue u () comme suite:

u(z) = ZCJ‘PJ (r)  x€la,b] (3.3.10)

W (x) = Pj (x) € la,b) (3.3.11)
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3.3. Discrétisation de I'équation intégro-diftérentielle

) = ZCij” () =z €la,b] (3.3.12)

Ou Pj sont des polynomes de Jacobiet ¢; , j =0,1,..... k, sont des parameétres

inconnues, a déterminés. On remplace (3.3.10) et (3.3.11) et (3.3.12) dans ’équation

(3.3.1), nous obtenous:

kn b kn
> alx) P ( +Zﬁ ) ¢;Pj (v +Zv ) ¢;Pj (x / [k (2,t) > ¢;Pj(x)| dt = f(x)
J=0 a §=0
(3.3.13)
kn b
i | (@) Py (@) + 5(a) PJ (2) +7(2) Pi (@) + A [k (w,0) P () dt | = (o)
J=0 a
(3.3.14)
Les conditions initiales de probléme (3.3.1) sont données par
kn
u(a) chPj (@) =m (3.3.15)
j=0
et
kn
u (a) = chP/j (a) =1y (3.3.16)
=0

Enfin (3.3.14) représenté un systéme de (k,, + 1) équations linéaires a (k, + 1) inconnus
donné par

ou
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3.3. Discrétisation de I'équation intégro-diftérentielle

b0

Il

<
-
Q]
~
S
[ty

I
<
[\

My;=P(a) i=0,1,2,3, ... k.

/

My; =P (a) i=0,1,2,3,....... k.

Xi=(¢;) j=0,1,2,3,.c...ky.

On pose G;; = a(z) Pj" (z)+ B (x) Pj (z) + v (z) Pj (z) + )\/k (x,t) Pj(x)dt .

alors le systéme M, ; X, = b; est donné comme suite

[ PO P1 ............ Pn | [ Co | [ T ]
Py, Py ... P, c1 Ty
G070 Gl,O ............ Gn,[) Co
G[),l Gl,l ............ Gn,l y C3 . f(IQ)

| GO,n Gl,n ............ Gn,n | | Cp, ] | f(.fL'n) ]

Exemple 3.3.3 Soit l’équation intégro-differentielle de Fredholm suivante:

e—1
e

1

zu (x) + zu (2) + u (z) —/mu(t)dt—e_x— ( >:L‘ 0<z<l.
0

avec u(0)=1. u (0)=—1.

La solutions exacte de cette équation est u (x) = e™®.

La solutions approché u (x) de la solutions exacte u (x) est obtenu par la résolution du

systéme d’équations linéaires (3.3.14) .
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3.3. Discrétisation de I'équation intégro-diftérentielle

e Poura=35=0.

pour n = 3 pour n =5 pour n =8 pour n = 10

n | x | Sol exacte Erreur Erreur Erreur Erreur

1 0.0 0.000 0.000000e + 00 || 1.110223e — 16 || 2.176037e — 14 || 1.027844e — 12
2|01 0.100 7.545893e — 05 || 7.920452¢ — 08 || 2.693623e — 12 || 1.855738e — 12
302 0.200 3.170834e — 04 || 4.522096e — 08 || 1.142186e — 11 || 1.492917e — 12
4 0.3 0.300 2.039411e — 03 || 3.909845e — 06 || 5.575784e — 11 || 5.814238e — 13
5] 04 0.400 5.871300e — 03 || 2.582516e — 05 || 9.516213e — 10 || 5.151435e — 14
6 || 0.5 0.500 1.251832e — 02 || 9.867981e — 05 || 1.021413e — 08 || 7.003509¢ — 12
71 0.6 0.600 2.261889¢e — 02 || 2.810022e — 04 || 6.446263e — 08 || 9.297374e — 11
8 || 0.7 0.700 3.675069¢ — 02 || 6.633501e — 04 || 2.870194e — 07 || 6.778006e — 10
9 0.8 0.800 5.543642¢ — 02 || 1.374092e — 03 || 1.006129e — 06 || 3.515747e¢ — 09
10 11 0.9 0.900 7.914903e — 02 || 2.584639¢ — 03 || 2.965309¢ — 06 || 1.438261e — 08
11 || 1.0 1.000 1.083165e — 01 || 4.514177e — 03 || 7.662858¢ — 06 || 4.928574e — 08

Tab(15):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée .
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3.3. Discrétisation de I'équation intégro-diftérentielle

zu® () + zu () + u(z) — Lru®)dt=e ™ — (1 — e Do, u0) = 1,uD(0) = —1,u . =e 7
1 0 ) ) s Yex
T T T T

T T

Solution exacte
% Solution approchée

0.9 7

0.7 7

0.6 ]

03 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

Fig(15):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n = 10

e o= =2 ,( polynéme de Gegenbauer).
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3.3. Discrétisation de I'équation intégro-diftérentielle

pour n =3 pour n =5 pour n =8 pour n = 10

n | x | Sol exacte Erreur Erreur Erreur Erreur

1 || 0.0 || 1.000000 || 0.000000e + 00 || 0.000000e + 00 || 4.440892¢ — 14 || 8.980594e — 14
2 |1 0.1 0.904837 | 7.545893e — 05 || 7.920452¢ — 08 || 2.727152¢ — 12 || 6.914469¢ — 13
3 110.2 | 0.818731 || 3.170834e — 04 || 4.522096e — 08 || 1.143285e — 11 || 4.722889%¢ — 13
4 11 0.3 | 0.740818 || 2.039411e — 03 || 3.909845e — 06 || 5.575451le — 11 || 3.826939¢ — 13
5104 | 0.670320 || 5.871300e — 03 || 2.582516e — 05 || 9.516145e — 10 || 6.981082¢ — 13
6 || 0.5 | 0.606531 || 1.251832¢ — 02 || 9.867981e — 05 || 1.021415¢ — 08 || 8.228307e¢ — 12
7 11 0.6 | 0.548812 || 2.261889%¢e — 02 || 2.810022e — 04 | 6.446280e — 08 || 9.320522¢ — 11
8 || 0.7 | 0.496585 || 3.675069¢ — 02 || 6.633501e — 04 || 2.870200e — 07 || 6.722864e — 10
9 || 0.8 | 0.449329 || 5.543642¢ — 02 || 1.374092e — 03 || 1.006131e — 06 | 3.488628¢ — 09
10 || 0.9 | 0.406570 || 7.914903e — 02 || 2.584639¢ — 03 || 2.965314e — 06 || 1.428656¢ — 08
11 ] 1.0 || 0.367879 || 1.083165e — 01 || 4.514177e — 03 || 7.662869¢e — 06 || 4.899717e — 08

Tab(16):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée .
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3.3. Discrétisation de I'équation intégro-diftérentielle

zu® () + zu () + u(z) — Lru®)dt=e ™ — (1 — e Do, u0) = 1,uD(0) = —1,u . =e 7
1 0 ) ) s Yex
T T T T

T

Solution exacte
% Solution approchée

0.9 7

0.7 7

0.6 ]

03 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

Fig(16):comparaison entre la solution exacte et la solution approchée pour n = 10

61



Conclusion

La résolution numérique des équations intégrales et integro-différentielles de type
"Fredholm de 2¢™¢ espéce"sont souvent nécessaires, faute de de la difficulté de la recherche
de la solution analytiques. Nous avons utilisé deux méthodes de projections pour trouver la
solution approché en utilisant les polynémes de Jacobi. Des exemples illustratifs sont donnés
a la fin de ce mémoire pour les deux types (équations intégrales et integro-différentielles),
les résultats étaient satisfaisantes, faute que I’erreur absolue calculé entre la déférence de la
solution exacte et la solution approchée était trés petite, ce qui confirme 1’éfficacité de des

deux méthodes utilisées.
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Abstract \

In this work, to solve Fredholm integral and integro-difterential equations of the second

Kind we use the Collocation and Galerkin method, via Jacobi polynomials.

The obtained error shows the effectiveness of the used methods.
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,Galerkin method ,Jacobi Polynomial .

Résumé

Dans ce travail, on propose deux méthodes numériques de résolution des équations
intégrales et intégro-différentielles de Fredholm de deuxieme espece, a savoir la méthode
de collocation et la méthode de Galerkin, via les polynomes de Jacobi .L'erreur obtenue

montre l'efficacité des deux méthodes.

Mot-clé

Equation intégrale linéaire et intégro-diftérentielle de Fredholm ,méthode de collocation

méthode de Galerkin , polyngme de Jacobi . /




