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Introduction générale

Les équations aux dérivées fractionnaires ont été largement utilisées ces derniéres années
dans diverses applications scientifiques et techniques, voir [12,(13, 3,6} 7]. L'équation de diffu-
sion fractionnaire et I'équation d’onde fractionnaire sont deux exemples de base de ces équa-
tions. L'équation de diffusion fractionnaire a été introduite en physique par Nigmatullin (voir
[9,10]) pour décrire la diffusion dans les milieux a géométrie fractale, qui est un type particu-
lier de milieux poreux. Il a souligné que de nombreuses réponses électromagnétiques, acous-
tiques et mécaniques universelles peuvent étre modélisées plus précisément par 1'équation de
diffusion-onde fractionnaire, voir [14} [1].

Pour l'étude numérique, Sun et Wu [16] ont donné un schéma de différences finies pour
I’équation de diffusion-onde fractionnaire et ont prouvé que cet schéma est inconditionnelle-
ment stable et convergent dans la norme L.

Dans ce mémoire, nous avons considéré 'équation de diffusion-onde fractionnaire sui-
vante :

0%u (z,t) 0?u (z,t)

Ga =0 5. +f(r,t),0<a<L,0<t<T, 1<a<2, (1)

ott £:* est la dérivée fractionnaire de Caputo par rapport a ¢, a est une constante positive, z
et ¢ sont les variables d’espace et de temps, f (z,t) est une fonction suffisamment réguliere. La

dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre « est définie par, [12]

0%u (x,t) 1 /1t O*u(x,s)  ds
0

_ R S)a_l, l<a<?2. (2)

ot I'2-a)

Nous avons présenté une solution analytique pour 1’équation (1) avec des conditions aux li-
mites suivantes :

v  Dirichlet,
v Neumann,
v Mixte.

La solution analytique est exprimée par des fonctions de type Mittag-Leffler, en utilisant les
transformées de Laplace et de Fourier et la méthode de séparation des variables. Pour la solu-
tion numérique, nous avons utilisé un schéma de différences finies implicite.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniére suivante : dans le premier cha-
pitre, nous avons présenté certaines théories de base de calcul fractionnaire. Nous avons donné
les définitions des fonctions Gamma et Béta, les intégrales et les dérivées fractionnaires au sens
de Riemann-Liouville et de Caputo, ainsi que les transformations de Laplace et de Fourier et la
Fonction de Mittag-Leffler.



Dans le deuxieme chapitre, nous avons calculé la solution analytique de 'équation (1) avec
des conditions aux limites de Dirichlet, Neumann et mixte par 1'utilisation les transformées de
Laplace et de Fourier et la méthode de séparation des variables.

Dans le dernier chapitre, nous avons introduit une approximation de différence finie impli-
cite pour I'équation de diffusion-onde avec des conditions aux limites Mixte. La stabilité et la
convergence sont démontrées par récurrence. Nous avons utilisé la méthode de Cholesky et un
exemple numérique a été présenté pour montrer l'efficacité de cette approximation.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.

Vi



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES SUR LE CALCUL
FRACTIONNAIRE.

@ ans ce chapitre, nous avons présenté certaines théories de base de calcul fractionnaire.
Nous avons donné les définitions des fonctions Gamma et Béta, les intégrales et les déri-
vées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et de Caputo, ainsi que les transformations
de Laplace et de Fourier et la Fonction de Mittag-Leffler.



1.1. FONCTIONS UTILES 8

1.1 Fonctions utiles

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1. (voir [11, page 1]). L'une des fonctions de Base de calcul fractionnaire est la
fonction Gamma d’Euler définie par :

+oo
'(z)= / t*le7'dt ouz € Cet Re(z)> 0.
0

Propriétés 1.1. Nous avons les propriétés suivantes :
1. T'(z+1) = 2I'(2).
2.I'(1) =1 et I'(—m) = o0 pour tout m € N.
3.7 (L) =y etl (n+ 1) = Zvr,
4. SineN,ona:I'(n+1)=nl

1.1.2 Fonction Béta

Définition 1.2. (voir [11) page 6]). La fonction Béta est un type d’intégrale d"Euler définie par :
1
B (z,w) = / 71 (1 —t)""'dt Re(z) >0, Re(w) > 0.
0

Proposition 1.1. La relation entre la fonction Gamma et Béta donnée par :

['(z) T (w)

Bzw) =T

, z,w € Cavec Re(z) > 0et Re (w) > 0.

Propriétés 1.2. 1. B(z,w) = B (w, z), (symétrique).
2. B(z1) =1

1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Soient 2 = [a,b] avec (—oo < a < b < +00) un intervalle fini sur R et f € L' ([a,b]) une
fonction intégrable sur Q2. Nous avons :

N AL
(g @) = [ [ ' F(s) dsdt

a

[3+f($)

M. M. BOUNIF Probleme d’évolution pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.3. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 9

On pose g (t) = f; f (s)ds, d’apres l'intégrale par partie, nous avons :

P = {t/:ﬂsms}:—/:tf(t)dt

= :L’/:f(s)ds—/jtf(t)dt

_ x/mf(t)dt—/:tf(t)dt

a
x

- / (x —t) £ (t) dt.

a

Donc, pour n'™m¢ itération, on obtient :

" 1 Tf(t
Ia+f(x) = (n . 1>‘ /a (IE _<t>)1—ndt

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et d’apres la propriété de Gamma I' (n) =

(n — 1)!, nous avons :
n _ L@
Ia+f (x) - r (n) /(; (.CC - t)l—ndt

Définition 1.3. (voir [4,[15]). Soient 2 = [a,b] avec (—oo < a < b < 4+00) un intervalle fini sur R
et f € L' ([a,b]) une fonction intégrable sur Q. Les intégrales

o I A ()

I8 f(z) = (o) /a o t)l_adt, x> a, Re(a) > 0. (1.1)
o _ 1 fe

LY f(x)= (o) /m . x)l_adt, r <b, Re(a)> 0. (1.2)

Sont appelés les intégrales fractionnaires a gauche (a droite) de Riemann-Liouville d’ordre
a € C (Re (a) > 0) respectivement.

1.3 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville
Définition 1.4. (voir [4, page 70]). Soit f € L'([a,b]) une fonction intégrable sur [a, b]. Les

dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville D%, f et Dy f d’ordre o € C (Re (o) > 0)
sont définies par :

Dir )= () (o),

" (1.3)
- (2 UL n = |Re (a ;T >a
B F(n—a) <dx) /a (z_t)a*nJrl’ [R ( )]+1, > a.
Et
d n
Dyflz):=|—— (I",_O‘ (x)) ’
( dx) b (1.4)

:ﬁ(_%)n/j%, n=[Re(a)]+1: z <b

Respectivement, ol1 [Re («)] est la partie entiere de Re ().

M. M. BOUNIF Probleme d’évolution pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.4. DERIVEES FRACTIONNAIRES AU SENS DE CAPUTO 10

Remarque1.1. 1. Sia =m € N, alors n = m + 1. Dong, en utilisant (1.3) et (1.4), on obtient
les propriétés suivantes :

(@) Dy f () =Dy f (z) = f (2).
(b) D f (w) = ™) ().
(©) Dyt f () = (=1)" f) (2).
Ot f(™) (z) est la dérivée usuelle de f d’ordre m.
2. Si0 < Re(«a) < 1,alors n = 1. Donc, et devient :

Dy (x)z;d/x SO .

I'(1—a)de ), (x—0)~
DEI6) =t | e <o
3. Sia € Ry, alors n = [a] + 1. Donc, et devient :
Do, (x)zﬁ(%)n/j%,n:[a]—kl;:E>a. (15)
D f (2) = ﬁ (—%)n /: e fit))ﬁiﬂ, n=lo]+lLz<b (16

4. Si0 < a < 1, alors n = 1. Donc, (1.5) et devient :
1 d [* f(t)dt
Dyf(z) = =7 / S0 r>a

I'(1—a)de ), (x—0)~
N B 1 d [* ft)dt
Db—f(:v)———ru_a)%/w (t—x)o”x<b'

1.4 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.5. (voir [4]). Soient o € C avecn = [Re(a)] + 1 et f : [a,b] — C une fonction telle
que f™ € L'[a,b]. Les dérivées fractionnaires d’ordre o de f au sens de Caputo sont définies
par:

z )
Dt o) = I 0 = iy [ a7)
Et
—1)" bof(n) (4) d
DS ()= (1P ) = s [ 19)

Propriétés 1.3. 1. Les dérivées fractionnaires au sens de Caputo sont linéaires c’est a dire
“De (Af + pg) (x) = X (°DLf) (x) + 1 (“D2g) (z), pour tout A, u € C.
Et

D (M 4+ pg) () = A (“Di-f) (x) + p (“Dy-g) (z), pourtout A,y € C.

M. M. BOUNIF Probleme d’évolution pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.5. TRANSFORMATION DE LAPLACE 11

2. Les relations entre les dérivées au sens de Caputo (1.7),(1.8) et les dérivées au sens de
Riemann-Liouville (1.3), (1.4) sont données par :

B n—1 (k)
D2, f (1) =D [f ) - 3 L <x—a>’“]. (19)
L k=0 ’
Et
B n—1 (k)
Dy () =Dp |1 () - Y L <b—x>k]. (1.10)
L k=0 ’

1.5 Transformation de Laplace

Définition 1.6. (voir [17, page 5]). Soit f € L' (R) une fonction intégrable sur R. la transformée
de Laplace est définie par :

L{f(t) / F(t)etdt, (1.11)

ou s est la variable de transformation .
-La transformée Laplace inverse est réalisée selon la formule Fourier Mellin

1 c+ioo
LUPOY =0 =5 [ £t 10, (112)
ou ¢ est un nombre fixe.

Propriétés 1.4. (voir [17, page 7]). Nous avons les propriétés suivantes :
1. La transformée de Laplace pour l'intégrale fractionnelle de Riemann-Liouville (1.1)) :

LAWY = f(5)

2. La transformée de Laplace pour la dérivée de Riemann-Liouville (1.3) :
m—1
LADG  f(t)} = s f(s) = > _ DI f(07)s™ ' * otim—1<a<m.
k=0
3. La transformée de Laplace pour la dérivée de Caputo (1.7) :

m—1
LD ()} == fBO0T)s* " om—1<a<m, (1.13)

k=0

— Le théoréme de convolution, Souvent utilisé pour I'inversion de la transformée Laplace
est donnée par :

L (5)g7(5)} = /ft—T
—/g(t—T)f(T)dT.

0

(1.14)

M. M. BOUNIF Probleme d’évolution pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.6. TRANSFORMATION DE FOURIER 12

1.6 Transformation de Fourier

1.6.1 Transformation de Fourier exponentielle

Définition 1.7. (voir [17, page 8]). Soit f € L' (R) une fonction intégrable sur R. La transformée
de Fourier exponentielle est définie par :

+oo

F{f(x)} = f(&) = f(x)e™dx, pourtout x € R,

la transformée inverse de Fourier est définie par :
1 [re

2 ) o

FHIO) =@ = Jleyede.

Propriétés 1.5. 1. la transformée de Fourier de la dérivée d’ordre m d’une fonction a la

forme :
f{fgﬁﬂ}:ﬁaomﬂ@-

F{EI - —¢jeo.

dx?

2. en particulier :

1.6.2 Transformation de sinus-Fourier fini

Définition 1.8. (voir [17, page 13]). La transformée de sinus-Fourier fini est la reformulation
pratique de série sinus-Fourier dans le domaine 0 <z < L

f{ﬂ@}=ﬂ&%=ALﬂﬂmM%wmn (115)
et

f—{ } %ki (&) sin(z&y), (1.16)
o gk—%ﬂ k=1,2,3,... .

— La transformée sinus-Fourier fini pour la dérivée seconde d"une fonction est :

F{E4} - ~gFie)+a 150 - (070, 117)

M. M. BOUNIF Probleme d’évolution pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.7. FONCTION MITTAG-LEFFLER 13

1.6.3 Transformation de cosinus-Fourier fini

Définition 1.9. (voir [17, page 14]). . La transformée finie de cosinus-Fourier est la reformulation
pratique de série cosinus-Fourier dans le domaine 0 <z < L

~ L
@)= Fe) = [ flajcos(ate)ds, (1.18)
0
et
{ } S F(&)cos(x&y), (1.19)
k=0
ou .
™
=7 k=123
— La transformée cosinus-Fourier fini pour la dérivée seconde d'une fonction est :
L Y df () wdf ()
f{@} = &GS (&) = =~ . + (=)=~ o (1.20)

1.7 Fonction Mittag-Leffler

Définition 1.10. (voir [17, page 24]). La fonction Mittag-Leffler est définie par :

- z
= - =0, z>0.
;F(ak+1)’ “ ©

La fonction généralisée Mittag-Leffler avec deux parametres aet 3 est définie par :

. a=0,80.
;Fak+5 @ P

— La relation entre fonction Mittag-Leffler et la fonction Gamma

Eoslz) = ﬁ T 2Eaas(2).

— Le role essentiel de la fonction Mittag-Leffler est trouvé dans le calcul de la transforma-
tion inverse de Laplace suivant

sP
LT ——— 0 =t B, g(—bt%). 121
{ o b} A(—bt%) (1.21)
Propriétés 1.6. (voir [17, page 27]). Nous distiguons les trois cas suivants :

1. Pour g =1

o Sa—l _ e
c {so‘+b} = B, (—bt*) (1.22)

M. M. BOUNIF Probleme d’évolution pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.7. FONCTION MITTAG-LEFFLER 14

2. Pour =2
502
Lt {Sa " b} = tE,o(—bt%) (1.23)
3. Pour f = «
£ { ! } = 1" E, o(—bt%). (1.24)
s +b

M. M. BOUNIF Probleme d’évolution pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



CHAPITRE 2

RESOLUTION ANALYTIQUE

@ ans ce chapitre, nous avons calculé la solution analytique du probleme d’évolution pour
une équation de diffusion-onde fractionnaire en temps avec conditions aux limites de Di-
richlet, Neumann et Dirichlet-Neumann par 1'utilisation les transformées de Laplace et de Fou-
rier et la méthode de séparation des variables.

15



2.1. PROBLEME DE DIFFUSION-ONDE FRACTIONNAIRE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES DE
DIRICHLET 16

2.1 Probléme de diffusion-onde fractionnaire avec conditions
aux limites de Dirichlet

2.1.1 Position du probleme

Soient o € |1,2],L > 0etT > 0.0n considere le probleme d’évolution suivant :
Trouver w: |0,L] x 0,7 ] — R, tels que

Dz, t) = a% + f(z,1), (z,4)€10,L] % ]0,T], (2.1)
u(z,0) = g(x), re]0,L], (2.2)
%(I,O) = h(x), ze]0,L], (2.3)
w(0,1) = o1 (1), te]o,T], (2.4)
u(L,t) = @ot), te]0,T], (2.5)

oua >0, f,g,h, ¢ et g, sont des fonction données et “Df, u(x, t) est la dérivée fractionnaire
de Caputo d’ordre « .
L’équation représente 1’équation de diffusion-onde fractionnaire en temps définie dans
un intervalle borné|0, L], (2.2), représentent les conditions initiales et (2.4), sont des
conditions aux limites de Dirichlet.

2.1.2 Résolution du probleme
Proposition 2.1. La solution analytique u du probleme (2.1)-(2.5) est donnée par :

L

_%Z[ —a&it®) /0 g(z)sin (x&) dx + tEqq (— afkto‘)/ h(z)sin (x&) dx

+ gka/ TailEa,a (—CLgZT ) Spl(t - T)dT - CL 5 / 7 1Ea N (15 ) 302(15 - T)
0
+ /t L I (—aszo‘) f(t — T)dT] sin (x€) ,
" (2.6)

ou

G =t

M. M. BOUNIF Probleme d’évolution pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



2.1. PROBLEME DE DIFFUSION-ONDE FRACTIONNAIRE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES DE
DIRICHLET 17

Démonstration. Nous appliquons la transformée de sinus-Fourier fini (1.15) a ’équation (2.1,
on obtient :

P Dl )} = 7 {5 4 ().

il devient,

Loru(x,t) . (kn
D (&g, t) = /o —ggr S ( 7 ) dr + f (&) . (2.7)
Pour calculer |, g %mn (]%Tx) dx, en utilisant I'intégration par partie, on obtient
Lotu(x,t) . (kn u(z,t) . [kr \|* Lk Ou(x,t) km
/0 Tz on (Tx) dr = ekl (Tx) ) —/0 T g 0 ( 7 )dm

= o3 (%m) u(z,t) j— (%)2/; u(z,t)sin (kL ) dx (2.8)
_ (%)Qa (’%) + ]% [u(0) — (—1)*u(L)]

Nous remplacons le résultat précédent (2.8) dans I'équation (2.7) et en utilisant (2.4) et (2.5), on
obtient

DG (1) = —a ()2 W&, t) + a&y, [1(t) — (—1)Fpa(t)] + F(&x, ). (2.9)

Nous appliquons la transformation de Laplace a I’équation (2.9), en utilisant 1’équation (1.11)
Lo DG, 1)) = ~agPL {6 0} + &y {[a(8) — (~1)a(] } + £ { Flgt)}-

D’apres 1’égalité (1.13), on obtient :
m—1 ~

su* — Z a®(01)s* 1% = —al2u* (&, s) + ake (i (s) — (—1)kg0§(s)] + f (&, s), m—1<a<m,
k=0

ce que implique que

m—1
(s 4+ a&) W (& 5) = D aM(0M)s* 1 F + agy [97(s) — (=D)F03(9)] + F(&5).  (2.10)
k=0
On a
l<a<?2,
et =m = 2.

m—-1<a<m,

M. M. BOUNIF Probleme d’évolution pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



2.1. PROBLEME DE DIFFUSION-ONDE FRACTIONNAIRE AVEC CONDITIONS AUX LIMITES DE
DIRICHLET 18

Donc

,_.

m— 1
i (k) 0+ a—1-k Z ﬂ(k) (O—i-)sa—l—k
k=0 k=0

- (2.11)
— &’(OJr) a—1 4 u (O+)
= g(a)s" " + ()"
Nous remplagons le résultat de dans 'équation (2.10), on obtient :
(5% + &) T &y 5) = G&r)s " + h(&)s" 7 + ake [91(s) — (=1 @3 ()] + [ (&s 5),
ce qui donne,
~ ga—1 l ‘ a—2 l ‘
u (&, s) = " + ) /0 g(x)sin (§) dx + " + ) /0 h(z)sin (§x) do o)
a

§:05(s) — - Er(—1)F3(s) + ( F*(&rs9).

1
+ — F
(5% + a&f) (5% +a £k> s + agj)
Maintenant, en appliquant la transformation inverse de Laplace (1.12)) sur 1’équation (2.12))

e e = atet) = £ { S [ win ) o

5% + agj;
a—1 1

y Lo {(sai—agg)} /0 l h(z)sin (&) da + a&uL! {mgf{(s)} (2.13)
a0t o | e e P @ |

1. D’apres I’équation (1.22), on a

a—1
Jp = Eo(—alt®). 2.14
{2 - Bacagey @14)

2. D’apres I'équation (1.23), on a
a—2
-1 8 2,0

— 1B, o(—af2t®). 2.1
£ {Saﬂgz} 2(—agkt) 215)

3. onpose z*(s) = e, etdapres (1.24), nous avons :
L") = 2(t) = t* LB, o(—a&it®),
et d’apres le théoreme de convolution (1.14), on a

L1 {msﬁ(s)} - /Ot T B o (—a&i )1 (t — 7)drT, (2.16)

et t
L1 {mwé(s)} = /0 T By o (—a&E ) po(t — 7)dr, (2.17)

et t
! {mf(ék,s)} :/0 T By o (—a&27) f (&, t — 7)dT. (2.18)

M. M. BOUNIF Probleme d’évolution pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



2.2. PROBLEME DE DIFFUSION-ONDE FRACTIONNAIRE AVEC CONDITION AUX LIMITES DE
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Nous remplagons les résultats précédents (2.14)-(2.18) dans (2.13), on obtient :
I I
(6, 1) = Ea(—agit") [ gla)sin () do +Eoa(-agit®) [ hla)sin (Gur) da
0 0
t t
+ afk/ T B o (—a&i ) oy (t — T)dT — a&k(—l)k/ T B o (—a&i ) oot — T)dT
0 0

+/ Ta_lEa’a(—asza)f(ﬁk,t— T)dT
0
(2.19)

Finalement, on applique la transformée inverse de sinus-Fourier fini(I.16)) sur I'équation (2.19),
on obtient :

+oo
FHG 0} = ulwt) = 7 3 (& sin(ér).
k=1
Donc
—% ; [ —agit®) /0 g(x)sin (v&) de + tEq s (—a&it®) /0 h(z)sin (x€,) da
+ §ka/ 1By a ( 5,37'&) o1(t —7)dr — a(—l)kfk/ (R DN (—a&ira) ot — T)dr
0 0
+ /t T Boo (—a&er®) ft— T)dT] sin (v&) ,
0
Ou .
& = =

]

2.2 Probléme de diffusion-onde fractionnaire avec condition
aux limites de Neumann

2.2.1 Position du probleme

Soient o € |1,2],L > 0etT > 0. On considere le probleme d’évolution suivant :
Trouverw: ]0,L | x ]0,7'] — R, tels que

“Dru(z,t) = % + f(x, 1), (x,t) € [0,L] x [0,T7], (2.20)
u(z,0) = g(z), xe|0,L], (2.21)

Ou Sy L 2.22
E(xao)_ (x)v SIJE]O, }’ ( )
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) 0,7 2.23
%( t) 901( ) S ] ) ]’ ( . )
ou
To(L,t) = pal), telo, T], (2.24)

oua > 0, f,g,h, ¢ et g, sont des fonctions données et “Dy, u(x,t) est la dérivée fractionnaire
de Caputo d’ordre a. L'équation représente équation de diffusion-onde fractionnaire en
temps définie dans un intervalle borné[0, L], et représentent les conditions initiales,
et sont des conditions aux limites de Neumann.

2.2.2 Résolution du probleme
Proposition 2.2. La solution analytique du probleme (2.20)-(2.24) est donnée par la forme :

9 +oo L L
u(z, t) = 7 {Ea (—a&it®) /0 g(z)cos (x&y,) dz + tE, 5 (—a&it®) /0 h(z)cos (x&)
k=0
—a/tTalEaa( a&it®) 1 (t — 7)dr + af 1)k/t7'”‘ 'Eoo (—a&im®) ot — 7)dr (2.25)
0 0
+ / T By o ( a&ir ) f(t — T)dT] cos (&)
0
ol i
&=+

Démonstmtion Nous appliquons la transformée cosinus-Fourier fini a ’équation (2.20) et avec
I’équation (I.18), on obtient :

Fo Dt 0} = £ {5 4 7 (a0,

il devient,

ey ~ L o%u(x,t) km
D0+U(€k,t) = CL/O WCOS ( I ) dx + f (gk’a ) . (226)
t k
Pour calculer |, . %cos (%x) dz, en utilisant I'intégration par partie, on obtient

:{ 8ué:;t)cos (/%rmﬂ _/%[ du(x,t) (Tw >] <k7r)/0 u(, t)cos (’%x) déy)
Ou(z, Oz, t
) copbten] () P ()

e | TV T,
— 1(t) + (~1(t) - (’%) @ (’%t) -
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Nous remplagons le résultat précédent (2.27) dans I'équation (2.26), et en utilisant (2.23) et
(2.24), on obtient :

"D (G, t) = —a (&) W&, 1) — a [or(1) — (=1) a(t)] + F(&.t) (2.28)

Nous appliquons la transformée de Laplace a 'équation (2.28), et avec I'équation (1.11), on
trouve :

L1 (DG (1)) = —a€2L, (6.0} — aLs {[o1(1) — (D ea0]} + £ { Fleen)}
D’apres l’égalité , nous obtenons :

" —Zuk) (0%)s* 1 F = —aglu" (&, 5) — a [¢i(s) = (~1)*@a(s)] + [ (&rs), m—1<a<m,

ce que 1mpl1que que

m—1
(5" +a&d) @ (& s) = Y AW (0)s*F —a [pi(s) = (=1)*w5(s)] + F* (6, 9)- (229)
k=0
Ona
l<a<?2,
et =m = 2.
m—1<a<m,
Donc

1
Z ~(k s -k _ Z ,&’(k) (O+)8aflfk
k=0
_ a(o—&—) a—1 + al(o—f—) a—2
= §(2)s"" + h(z)s"
Nous remplagons le résultat de (2.30) dans 1’equat1on (2.29), on obtient :

(s 4 a&y) u* (&, ) = g(&)s™ ' + n(E)s“ —a [¢7(s) — (=1)*¢3(s)] + F (& s), (2.31)

ce qui donne,

(2.30)

a—1 a—2

!

s

— [ g(x)sin (&x) dr +
e J, o)
a “(5) + a 1

_——_—— S — —

(s +ag) ™ (st agf) (s +ag})

Maintenant, on applique la transformée inverse de Laplace (1.12) sur 'équation (2.32), on ob-

tient :

L (@ (G )} = TG t) = £7) {ﬁ} / g(x)eos (6z) d

s + aj;

s {ﬁ} /0 ' h(w)cos (6x) di — L {mwm} (2.33)
a0t { e o { o Fles

(s* + a&; s + a&j;

u* (&, s) = )/ h(z)sin ({px) dz

s
(s* 4+ a&?) Jo
(—1)Fs(s) +

) (2.32)
f* (51@7 5) .
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1. D’apres I’'équation (1.22)), on a:

a—1
-1 S 21a
A G ) 2.34
L {80‘ +CL§]%} ( agkt ) ( )
2. D’apres I'équation (1.23), ona:
a—2
—1 S 2
= —a&it™). 2.
L {Sa T } tEq 2 (—a&it®) (2.35)

et d’apres (1.24), nous avons :

L7z} = z(t) = t* B, o (—a&it™).
D’apres le théoreme de convolution (1.14), on a :

3. On pose z*(s) = 50‘+a§ ,

£ {mw’{(s)} = /0 TN By o (—a&im®) 1 (t — 7)drT, (2.36)
k
et 1 t
£ {mwz(s)} = /0 T By o(—a&2m%) ot — 7)dr, (2.37)
k
et 1 t
ﬁil {Wf(&c’ 8)} = /0 TailEa,a(_asza)fN(fk,t — T)dT. (238)

Nous remplacons les résultats précédents (2.34)-(2.38) dans (2.33), nous obtenons :
z !
W&k, t) =Ea(—ait®) / g(x)cos () dz + tEqa(—agit®) / h(z)cos (&) da
0 0
t t
— a/ T By o(—a&im) 1 (t — 7)d7 + a/ T By o(—a&im)pa(t — 7)dr  (2.39)
0 0

+/ To‘_lEma(—asza)f(fk,t — 7)dT.
0

Finalement, on applique la transformée inverse de cosinus-Fourier fini (1.16) sur 1’équation
(2.41), on obtient :

FHau(é, t)} = u(a,t) Zu &k, t)cos(Ep).

Alors
9 +oo L L
e.t) = 53 | Bu(agd®) [ alwicos (o) do + tBoa (~agter) [ hiayeos o)
k=0
— a/ T By a ( akpr )Wl(t — 7)d7 + af 1)k/ T B ( £ ) pa(t —7)d
0 0
+ / T Bg o (—aéir®) f(t — T)dT} cos (2&)
0
ou k
& ==

]
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2.3 Probléme de diffusion-onde fractionnaire avec conditions
aux limites de Dirichlet-Neumann

2.3.1 Position du probléme

Soient o € [1,2],L > 0 et T > 0. On consideére le probleme d’évolution suivant :
[

)

+ f(z,1),

xe€0,L],

x € [0,L],

Trouver w : [0, L] x [0,7] — R tels que
o Ou(x
DO+U(QL’,t) = CLW
u(z,0) = g(),
ou
S (,0) = h(a),
ou

%(07 t) = Spl(t)a

OL(1,8) = ealt),

tel0,7],

tel0,7],

(x,t) € [0,L] x [0,T7],

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

oua > 0, f,g,h, ¢ et g, sont des fonctions données et “Dy, u(x,t) est la dérivée fractionnaire
de Caputo d’ordre «. L'équation représente I’équation de diffusion-onde fractionnaire en
temps définie dans un intervalle borné|0, L], (2.41), représentent les conditions initiales et
2.43), sont des conditions aux limites de Dirichlet-Neumann

2.3.2 Résolution du probleme

Proposition 2.3. La solution analytique v du probléeme (2.40)-(2.44) est donnée par la forme :

2 2
2k + 1
7T) ta) Bk(()) -+ tEa’Q (- ( 2—’[: 7T) ta> B

u(z,t) = Z

0o
k=0
t

+wmw+%@n+{

2k + 1

E, |-
- (%
2k+1 \° ~ 2k + 1
-I—/ Ta_lEaa<—< il 7T) T“) fk(t—T)dT] sm( k+
0 ’ 2L

pa(t) — <P1(t)} 22

2L

2L

Démonstration. On pose que la solution u sous la forme :

u(z,t) = w(z,t) +v(z,t),

ol v est une fonction définie par :

(o) = 1(0) + eu(te + |

pa(t) — 901(75)] 2
2L ’

)

/

#(0)

(2.45)

(2.46)
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satisfait les conditions aux limites

U(07t) = 901<t) ) Ux<L7t> = ()02(t>

La fonction w est une solution de probléme suivant :

Nous remplagons (2.45) dans (2.40)-(2.44), on obtient :

( Pw(x,t)  ~
Dyu(a,t) = a0 | Fa ),

(a0~ ) e

(x
ow
L UJ(O,t) = %(Lat) = 07

ou

f(x,t) =a [M} —Dyrv(x, t) + f(z,t),

(o) = gt2) — (010) + euto)e + [ 20720 2
o130 - (0« [E0=201)

Nous résolvons I'équation homogene correspondante dans le probleme (2.47), telle que fla,t)
est remplacée par 0 avec les conditions aux limites

( 2
CD(HU)( ) — a%l{g’t)
w(z,0) = gi1(x)
W (2.0) = by (2) (2.48)
ow
| wl0.6)=92(L,1) =0

En utilisant la méthode de séparation des variables, la méthode peut étre présentée en deux
étapes :
1. la premieére étape : séparation des variables, on cherche la solution du probleme de la
forme

w(z,t) = X(x)T(t). (2.49)

2. La deuxieme étape : Superposition, o1 on essaie de trouver une somme de solutions de
la forme (2.49) que vérifie la condition aux limites de probleme (2.48).

1. Séparation des variables, on cherchons la solution du probleme qui est donné par la for-

mule (2.49).
On remplacons (2.49)) dans 1'équation de probleme (2.48)), on obtient :

“Di-w(w, t) =° Dgr (X (2)T(t) = X ()T (),
Pw(x,t) 0

D = S (X@)T() = TOX (),
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Donc, I’équation de probleme (2.48) devient :
X(@)T(t) —aT(t)XP(z) =0, pourtout 0<z<L,0<t<T,
ce qui implique que :

T@(t) _ aX(2 (7)

T(t) X(z)

Nous avons une fonction de la variable x qui est égale a une fonction avec une variable ¢.
Dong, cette fonction est égale a une constante c

T () (t) X @) (x)
= Qa = C.

() X ()

Les conditions aux limite de la probleme (2.48) devient
w(0,t) = X(0)T(t)=0 = X(0)=0,
w(L,t) =X (L)T({t)=0 = X'(L)=0, pourtout 0<t<T.

Nous obtenons une équation différentielle linéaire ordinaire par X (x). Une relation diffé-
rentielle linéaire fractionnaire ordinaire avec la dérivée de Caputo pour 7'(¢).

Cherchons les valeurs propres et les fonctions propres du probleme Sturm-Lioville ( de
équation différentielle linéaire ordinaire par X (xz)) ce qui est donné par

X"(z) = AX(2) =0,
{X@:X@Fﬂ,wmA<Q

(2.50)
on pose A = —6?
X" (z) + 62X (z) =0,

en utilisant ’équation caractéristique, il devient

r = +i6.
Dong, la solution de est donnée par :

X(z) = Acos (0x) + Bsin (0x) .

On a, Le probleme est constitué de 'équation différentielle et des conditions aux

limites
X(0)=A=0,
2k +1

X'(L) = —Bfcos (fz) = 0= 0 = TR

ces conditions aux limites sont dites séparées, car elles portent chacune sur une extrémité
de l'intervalle [0, L].
On trouve que le spectre (les valeurs propres) est

2k +1

o={0i:keN), ot ==

T,
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et des fonctions propres associées a 6, sont données par

2k+1

Xk(x):Bksin< x) Jk=1,23,... .

alors, la solution du probleme (2.47) est donnée par

2k +1
u(z,t) = By(t)sin ( 22 x) Jk=1,2,3,... .

D’oti, la somme des solutions est encore une solution de (2.47))

2. Superposition, maintenant on cherchons la solution du probleme non homogene (2.47) de
la forme :

w(z, t) = Z By(t)sin (QZZ 17Tx> . (2.51)
k=1

Nous développons f(z,t) comme un série de Fourier par les fonctions propres

{Sm (2/; 1”) }

f(x, t) = Z ﬁ(t)sin (2]{:2—[': 17TLL’) : (2.52)
k=1

= 2 [t = C(2k+1

ey =3 [ Fatysin (5 tne ) de
On remplagant(2.51)) et (2.52) en (2.47), on trouve :
I C(2k+1 R C(2k+1 X (%41
D; (; Bk(t)sm( 5T 7TLL’>) =45y (Z Bk(t)sm( 5T 7m>) + ka(t)sm( o7
ce qui donne,

2y g (241 2k+1 1\ & (241
Z 'DtBk(t)sm( 5T 7T{L’)——( 5T 7T) aZBk(t)sm( 5T 7rx>

k=1

On obtient

2k +1
2L

“DYBy(t) = — ( 7r>2 aBy(t) + fu(2).

Puisque w(x,t) satisfait les conditions initiales en (2.47), nous devons avoir :

2k +1

w(z,0) =>77, Br(0)sin 2}: x| =q(x), 0<z<L,
/ 2k +1

w(z,0) =>72, B,(0)sin 2}: mxr ) =hi(z), 0<z<L.
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on a g; et hy sont écrire comme une série de Fourier, avec les coefficients de Fourier By (0)
! . 7
et B, (0) qui sont données par :

L 2k +1
By(0) z/o g1(x)sin ( 2_[': m;) dx,
, 2 [* - (2k+1
B, (0) E/o hy(x)sin ( 5T 71'5(]) dx.

Donc, By(t) est une solution de probléme suivant :

( 2%k +1 \° ~
D Bilt) + | =51 w) aBi(t) = fi(t),

2 (" 2k +1
- 2.53
By (0) L/o g1(x)sin < 5T 7r) dz, ( )
: 2 (" 2k +1
B,(0) = — ' .
\ (0) 7 /0 hy(x)sin ( 5T 7TSC) dx
On applique la transformée de Laplace sur 1’équation de probleme (2.53) :

cprm) + (Mt at (s = £ {0},

D’aprés 1’équation (1.13), on a

m—1

2k +1
alﬁ: EE:SQ 1— AB < +

2
5T 7r> aBj(s) = fi(s), m—1<a<m. (2.54)

=0
on a
l<a<?2,
et =m = 2.
m—1<a<m,
Alors
m—1
1—1 a—1—1
s*” B Zs B
=0

= s"‘ LBL(0) + 5*72B,.(0)
Donc, L'équation (2.54) est équivalente a

(g“ + (QZZ 17r)2a> Bi(s)

ce la veut dire

s Bi(0) + 5" BL(0) + fi(s),

a—1 a—2

S / 1 ~,
B (0) + <5a+ (QIZ—JLFIW)QCI) B, (0) + (30‘—1— (m;_{lﬂ)Qa) fi(s).

(2.55)

Bi(s) = >

(s + (%))
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On applique la transformée inverse de Laplace sur 1’équation (2.55), on obtient

LYB(s)} = Bi(t) =L} B(0) p + L£71

e (sa + (2’f_+17r)2 a) i)

(2.56)
(a) D’apres I’équation (1.22), on a

- { ExaEEey } () e

(b) D’apres I'équation (1.23), on a

L 502 B 2k+1 \* .
L { (Sa N (MT‘_CE)QCI) } = tEa’Q (— (Tﬂ') t ) . (258)

2L

(c) D’apres le théoreme de convolution (1.14), on obtient :

o { o (;W)%) }}:@)} _ /0 g (— <2k22 1#)270‘) Fult — 7)dr.

2L
(2.59)

On remplagons les résultats précédents (2.57)-(2.59) dans (2.59), on obtient la forme de la
fonction Bj, :

Bi(t) = E. (— (222 17r>2ta> Bi(0) + tEs (— (%;Lr 17r>2t“> BL(0)

t 2k+1 \* .\ ~
+/ B, . (— ( i 7'(') T°‘> fr(t —1)dT.
; : 2L

D’autre part, la solution de probleme (2.47) est donnée par :

- 2k + 1
w(z,t) = g By(t)sin ( 2}: 7m:> :
k=1
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avec les fonctions By (0) et f,(t) sont définies précédemment. Afin de trouver la solution

u(x,t), d’apres équation (2.45) (par la addition de (2.46) et (2.60)), on trouve :
= 2%k+1 \? . 2k +1 \* .\ .
u(z,t) = kz: E, (— ( 5T 71') t ) Bi(0) +tE, 2 (— < 5T 7T> t > B, (0)
2
~ 2k +1
+ /0 T ' Eya <— (%22 171') 7'0‘) fr(t — T)dT] sin ( 22 7T£L')

)0
2L '
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CHAPITRE 3

RESOLUTION NUMERIQUE

@ ans ce chapitre, nous avons introduit une approximation de différence finie implicite pour
I’équation de diffusion-onde avec des conditions aux limites de Dirichlet-Neumann. La
stabilité et la convergence sont démontrées par récurrence, et avec la méthode de Cholesky un
exemple numérique a été présenté pour montrer 'efficacité de cette approximation.

30
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3.1 Approximation numérique

Soient n,m € N. On définit t, = k7, k = 0,1,...,n, ; = ih,i = 0,1,...,n,out = T/n
et h = L/m sont le pas d’espace et le pas de temps respectivement. Soit u} ’approximation

numérique de u(x;, ty) .

1. La discrétisation de la dérivée premiere dans la direction ¢ est donnée par :

ou UI«H_I o k1

u,
(T tey1) = — =

o 3.1
atk+1 T er ( )

ou c est une constante.
2. La discrétisation de la dérivée seconde ordre dans la direction x est donnée par :

O*u uf — 2uftt 4t}
m(aji)tk-‘rl) = - = + 02h27 (32)
Z;

hQ

ol ¢, est une constante.

3. La discrétisation de les conditions initiales et aux limites sont données par :
— Pour la condition initiale :

3.3
w0, 0) = h() = uy' = u? — Th(z). 3

— Pour les conditions aux limites :
(o, tir1) = 01(tig1) = ug™ = @1(ter), (3.4)

U (T tra1) = ©2(trer) = U = hpa(tpgr) +up .
4. La discrétisation de la dérive de Caputo pour 1 < o < 2 est définie par le lemme suivant

Lemme 3.1. Une approximation discréte de la dérivée fractionnaire (1.7) peut étre obtenue par
une formule simple :

k

O T b; <uf7j+1 — ol 4 ufﬁ;l) : (3.5)

S ten) = e
e (i, thsa) rB—a) <

by = [+ 17—
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Démonstration. D’apres 1’équation de la dérivée fractionnaire de Caputo (1.7), on a:

8°‘u( feon) 1 /tk“ 0%u (21, 5) ds
— Ty, = oA N TiyS)————a-1
gro P(2 —a) ), 0s? (top1 — 8)° "
Z/t“ w(xi, tis1) — 2u(x;, ;) + u(xg, tj—1) ds
2 - Oé t; 72 (tk—i-l — 8)0671
_ 1 i U(l’i, tj+1) — QU(JZ'“ tj) + u(xl-, tjfl) /tj+1 ds
[(2-a) =0 7?2 tj (th1 — S)Ckl
k
1 u(xi, tj+1) — QU(l'l, tj) + U(l'l', tjfl) 29—
= 1/2 —a(tgy1 — t;
NG ]Z:; ) [ / a (tppr —t5)

— (th1 — tjg1)

1 2:1Ax“w+ﬁ-—2u@mtﬂ—+u¢m,w-ﬁ (r (k41— )7

T2

d’apres la propriété[1.1]de la fonction Gamma, on a

a —a k ' '
gtiL(x“tk*l T3 oy 2o (" = 2l ) [k 1 =) = (k=)

Onpose J =k —j,

j=0&J=k
j=k&J=0
Donc
0“u o b
- i t - k—J+1 2 k—J k J 1 J 2—a
8t?<x) k-‘rl) F(3—OZ);(UZ 7 + 7 )[( + ) ( ) j|
T ¢ b
_ b, fJ—l—l uh— 4 kIl
'3 —a) = ( )
O
Ensuite, nous avons :
T ¢ b
Ly cu(w ty) = F(B— Z w(@i, tr—jr1) — 2u(@s, te—y) + u(®i, te—j—1)] [(] + 1) (j)Qia] :
7=0
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Alors
k ,
0%u 1 L+t | 924
o (st — Ly irt <= E A3 \Ti,
otg (i i) it i) ['(2-a) =0 /t—j 0s? 7 9)

ds

(tht1 — )

2 —a) Z/tﬁl —,1 (3.6)

- tk+1 - 5

- 172 /t’“+1 ds
“T2-a)l (tryr — )"

: ((k+1)7)>°

_ u(xi, tj+1) — QU(ZL‘Z, tj) + ’LL([EZ', tj—l)
7-2

a—1

| /\

1T

= I'3—a)

<er?

ol ¢; et ¢ sont des constantes.

3.1.1 Schéma des différences finies

Un schéma implicite peut étre donné par suite :
En utilisant (3.2) et (3.5), 'équation de probleme (2.40) devient

—o k n+1 n+1 n+1

T begtl gk kit gt T2 T T U
mz’%(ui 2 a7 ) = & L
=0

=

ce que implique que

k

Zb < =i+l 2uf7j + uffj*l) 2 7 @) (uznfll 2ut 4 u"“) +7T(3 — )ff*l.
7=0

ar*T'(3 — a)

Pour:=1,2,... M —1;k=0,1,2,...,N — 1. Soit p = 12

étre reécrite comme suivant

, 'équation ci dessus peut

k+1
—p (ubH — ) = Z b; ( Pl oy 4 uf_3_1> + 7T (3 — ) fF,

k
—puft + (14 2p)uf ™ — pult! = 2uf — Tt — Z b <u’?_j+1 —2uf T 4 uf_j_1> +7°T(3 — ) fF .

?
J=1

Par conséquent
1. Pourk =0

_puzl+1 + (1 + 2p)uzl - pu,}71 = 2U,? - u;l + TOZF(3 - a)fzk+17
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De (3.3), on obtient
—pujp + (1+2p)u; — puiy = 2u] — (u = 7h) + 7°T(3 — o) fi
Donc, le schéma des différences finies implicite pour k£ = 0 est donnée par
—pui,, + (L4 2p)u} — pup_y =l + 7h; + 7°T(3 — ) fF. (3.7)
2. Pourk >0
- pufjﬁl +(1+ 217) P = put
— 2uk ot Zb (w7 = 2 Ul ) 7T (3 — @)

k+1

= 2uf —uF Zb]+1u’“ j+2Zbuk j ij b TOT(3 — ) R

k—1
= [ “bjar +2b; — b ub T 4 2uF — uF T — bk — byt 20t 260 — by — byt
j=2
k—1
= [—bj+1+2bj—bj_] k]—f-QU —u —blu —bguk1+2buk1+2bku —bk 1’LL
7j=2
— b(uf — 7hy) + 7°T(3 — ) fF
k—1
= " [~bjp1 +2b; — bj_a]ul T+ [—ul T 200l — boul ] (2 = b)uf + (b — byl + biThy
j=2 e
+7°T(3 — a) fF
k—1

=Y [=bjpr 26 — by ul T (2 = by)uf 4 (b — b_nyul + bemhy + T0T(3 — @) fFH
1

J
Dong, le schéma des différences finies implicite pour £ > 0 est donnée par
k1 ‘
—puff A (L4 2p)uf T — puf = (2= b)ul 4 (b — by + by

=1

+ 7°T(3 — ) 1,

(3.8)

Ci+1 = —bj+1 + 2[)] — bjfl.
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3.1.2 Systéme Matricielle

On observe qu’on obtient (m — 1) équations servant a déterminer les (m — 1) inconnues
(ur,ug, ..., Up-1) . On dit usuellement qu’on a discrétisé le probleme par une méthode de
différences finies utilisant le schéma implicite. On note que la connaissance des conditions au
bord g et u,,_; est nécessaires a la résolution du systeme, puisqu’elles apparaissent dans (3.7),

(3.8) lorsquei =1,2,...,m —1

1. Pourk =0
De (3.7), on a

— Pour:=1
—puj + (14 2p)ui — puy = u + 7hy + 7°T(3 — ) fF.
— Pour: =2

—pus + (14 2p)ul — pui = ud 4+ 7hy + 7°T(3 — ) f5 .

— Pouri=m—1
—pul + (14 2p)2ul, | —put o =ud + Thy_ 1 +7°T(3 — Q) ff;ill

En utilisant et , nous obtenons
— Pouri=1

—pu% +(1+ 2p)u} = u? +7hy + T3 — a) f; kL 4 pgpkH.
— Pour: =2

—pui 4+ (14 2p)ud — pul = ud 4+ 7hy + 7°T(3 — a) 5.

— Pouri=m -1
—put o+ (1 +plul | =ud + Thy T3 — ) fEL + phitt,

2. Pour k£ > 0 De méme maniere de cas (k = 0).

Donc, pour i =1,2,3,...,m,l'équations (3.7) et (3.8) peuvent étre écrits comme suite :

Aut =u® + 7h + 7°T(3 — ) f1 + v*

AuFtt = (2 = b)uP + (b — bp_1)u® + cou* 1 + .+ cpul + bpTh + TOT(3 — @) fF + oF

0 _
U—g,

(3.9)
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ou ) -
i 0 T T
-p 14+2p —p u’Q“ ho
. . ub hs3
A= , uk = ,h = ,
—p 1+2p —p : :
i O —p 1+4+p ] _Ufn_l_ [ Nom—1
[Py [ /]
0 >
0 5
Vb = . et fF=
_Ph@g_ L 271_

Remarque 3.1. La matrice A est définie positive

Démonstration. Pour montrer que la matrice A est définie positive, il suffit de montrer que

u'Au>0 | Yu # 0.
On a
142 —p O Trw?
-p 1+2p —p Uz
'U,TAU = [Ul Uy oo .. Um_l] ' ' ' :
i O —p 1 +p ] | Um—1]
m—3

[(1+2p)(ui)* = 2pugttiss + (L + 2p) (wir1)?] + [(1 + 2p) (uim—2)* = 2ptm—2ttm—1 + (1 + p)(Um-1)?]

i

-3

3

{<\/_“z \/Z%Ui+1>2 (1+3p/2) u? + (1 + 3p/2) z+1:|
PBums = Vo) 4 (31208 (/20

[

1

+

O/ .
—— |l

>

Y

dong, pour tout u # 0: u"Au >0 O
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3.1.3 Stabilité du schéma implicite

Nous supposons que @, (i = 0,1,2,...,m;k = 0,1,2,...,n) est la solution approximative
de 3.7) et (3.9) :
—pupq + (1 + 2p)u; — pul_, =) +7h; + 1T (3 — a) f}
—puff! + (L4 2p)ul ™ — pult = (2= b)) + (b — bem1) T + D5T) @ + bethy
+7oT(3 — ) i,

etleerreuref =af —uf, (1 =0,1,2,...,m;k=0,1,2,..., n), satisfait :
—peiy + (1 +2p)et —pejy =g,
—pefil 4+ (L4 2p)ef ™ — pelt] = (2= bk + (br — bre1)e? + 3511 ey 7,

quiui peut étre écrit comme :

AE! = E°,

AERY = (2 — b)) EF 4 (b, — bp_1)E° + o E* L + ...+ e, B, (3.10)

EO
ou .
EF = [ef eb eb .. ek _|]", par conséquent, le résultat suivant peut étre prouvé en utilisant la

démonstration par récurrence,

Lemme 3.2. Sous I'hypothese (3.10), on a :
|E*| < C|E°|,, k=12,...,n (3.11)

Démonstration. Pour k =1
Soit |e}| = max;<;<;,_1|€; |- Nous avons :

|| = —ple| + (1 +2p) |er| - p e

< —p‘f-é}ﬂ‘ + (1 +2p) ‘5;| _p|5é—1|
< | —pegy + (1+2p)ey — p€§_1}
< 5
<|E%
donc
12| < 12
Supposons que [|EY|| < c[|[E%|,i=1,2,...,k, etsoit |ej | = maxi<jcp1 |l
Alors, nous avons aussi :
6 = —p e+ (1200 1] et
< —plefit| + @ +2p) e - pleitt
< |=pegfi + (1 +2p)eg ™ p€§+11
<|(2 = b1)ef + (b — brr)e] + Z Cj+15];_ji
j=1
<@ =by)le||B|, + (b — be)| e [ E°]| , + o

M. M. BOUNIF Probleme d’évolution pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



3.1. APPROXIMATION NUMERIQUE 38

on a b; est décroissante, alors

k—1 k-1
|€?+1| < {2—51 b, — br_1 +Z J+1 Z(bj _bj—l)}cHEOHOO
j=1

j=1
<{2—by — (bx — br—1) + (b1 — bi) + (bo — br—1)} HEOHOO
<{B-2b)}c|E,

< 3c||E°||

Donc
2 < Cfl2°

Par conséquence, le théoreme suivant est obtenu :

Théoréme 3.1. Les approximations des différences finies implicites fractionnaires définies par ,
(3.8) sont inconditionnellement stables.

3.1.4 Convergence du schéma des différences finies

Soit u(x;,t — k), (1 =1,2,...,m — 1,k =1,2,3,...,n) est la solution exacte du probleme au
point de maillage (z;,t;,). Définir ef = u(x;,t) —uf, (i = 1,2,...,m — 1,k = 1,2,3,...,n) et
T
ek = (e’f, ek ..., ef;hl)

En utilisant ¢’ = 0. La remplacement de u} = u(z;, ;) — e en (3.7), (3.8) conduit a :
1. Pour k = 0, I’équation (3.7) devient :

—p[u(@ipr, tr) — ejy] + (1+2p) [u(wi, t1) — €] —p [u(zior, t1) —e;_,]
= u(x;, tg) — e? + 7h; + 7T'(3 — a)fl-l,

donc

—peiy + (1+2pe} —pe;_y = —plulz, ty) — 2u(w, tr) + u(a, t1)] + u(z;, ty)
—7h; —u) — 7°T(3 — a) f}
- R!

2. Pour k > 1,1’équation devient :
— p [w(@is1, ten) — e ] + (14 2p) [, ten) — | — p [u(@ioa, teyr) — e ]
h—
= (2= by) [z, te) — €] + ZCJH [ u(zi, tej) — € } + (b — br—r) [u(zi, to) — €]

J=1

+ bpTh; + 7°T(3 — )f’”rl
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donc

o
—

k-1
—pefil + (L+2p)ef™ — peft) = (2= b)ef + ) ciel 7 =) epulai i)
j=1

1]

1
—plu(@ivr, terr) — 2wy, ter) + w(@io, teyr)] + w(@s, teer)
— (2 = by)u(x;, t) — (bp — br—1)u(zy, to) — bpTh; — T°T(3 — oz)fjCJrl

~—

k—1
= (2=b)ef + ) ey + R

j=1
ou
k-1
R = = " cpqulwi, ) + w(@i, tpr) = p [u(@isn, tean) — 2u(@i, i) + w(@i, b))
7j=1
— (2 = bu)u(zi, ty) — (b — bp—1)u(wi, to) — berhy — 7°T(3 — a) 7+
k-1
== [=bjr + 2b; — bja]ul@i, teeg) + ul@i, trar) — (2 = by)u(xs, t)
j=1
s
= (b = be—1)u(@i, o) = bumhi —p [u(@isr, trsr) — 202, trr) + w(@iog, tis)]
I
— 7°T(3 — ) fF
ona
k k-1 k-2
LT = bjulws tejr) =2 ) bjulws, te—g) + Y bjul(wi, teojor) + w(w, i) — (2 — b)u(a, t)
j=2 j=1 =0
- (bk - bk_l)u(xi, to) - b/ﬂ'hl
k—2
= Z bj [u(@i, tr—ji1) — 2u(@i, ti—j) + ul@s, te—j1)] + bi [u(wi, t1) — 2u(zi, to) + ulzi, t)]
= ~
+ \bk_l [U(I“ to) - QU(I‘“ tl) + u(x,», t2)l+§1 [U(l’“ tk_g) - QU(ZL‘I, tk—l) + ulz;, tk)]/
j:}:r—l j;q
+ bo [u(@i, tey1) — 2u(@s, t) + w(wi, ty-1)]
=0

k
= Z bj [u(xz, tk—j—l—l) — 2U(£L’“ tk_j) + U(l’i, tk—j—l)] .
j=0
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Donc

k
REFY = by [ulwi, trj) — 2ul@s, b ) + w(wi, tej1)]

at®l'(3 — «
- 22 ) [w(@irr, thyr) — 2u(zi; trgr) + w(@iog, tiya)]

—7°T(3 — a)fF .

De (3.2), (3.6), nous avons

(g, tepr) = 20T ) Hu(zi, ten) 0w

(24, tns1) + Czh

h? - Oz 2
et
;ib (o teson) — b)) = 2o (i tan) + 172
TaF(B_a J iy k—j+1 iy Yk—j 8tk+1 iy Uk+1 17 -

Jj=0
Par conséquent

0% 0%u

Rf“ =7T3 - a) [81& (@i, tnt) — a_ng(ﬂ?i,tnﬂ) - fik+1 + ;7% + coh?

De l'équation de diffusion-onde fractionnaire (2.40), On obtient
RETY = b1 + 7712,
alors, il existe ¢ > 0, tel que
‘Rf“’ < c(h27a+7a+2) 1=1,2,....m—1k=1,2,...,n.
Lemme 3.3. Pourk=1,2,...,n,ona:
||6KHOo < bty (PP + 7072

Démonstration. Soient |e*|_

byl <bl,j=0,1,2,.. .k

1 k+1
= |€€‘ = mMaXi<i<m-1 |€ | + ’ = MmaXi<i<m-1 ‘€i+ ‘ Notez que

Pour £ = 1, nous avons

lez] = —pleg| + (1 +2p) |eg| —p|eq]
< —p‘eéﬂ‘ + (1 +2p) ‘eﬂ _p|61}71‘
< | —pepy + (14 2p)e; _pe%fl‘
< |Rj|
< cby? (hQTa + TO‘+2) )

Alors
let]| ., < byt (RP7* 4 7°72) .
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Supposer que ||le/[| < by (BT 4+ 7°72) i = 1,2,...,k Soit |ejT!| = maxi<icpm1 |€fT]. No-
tezqueb;' <b,',j=0,1,2,... .k
Alors, nous avons

o™ | = =pler™ | + (1 +2p) [t = p e
S'_p|6g+1‘+‘ 1%_2p ‘€§+1‘__p‘ek+1
< |=peiiy + (L4 2p)er™ —per’y
k-1
<|@=bef + Y e + R
j=1
on a b; est une fonction décroissante, alors
k-1 k-1
‘6];+1| S (2 — bl)Cbl;—ll (hzTa + 7_a+2) + (Z (b] — bj+1 Z b — b] 1 > bk,lj,1 <h27‘a + 7_a+2)
j=1 Jj=1

+c (hzTa + TO‘+2)
<A{(2—="0by)+ (by — bg) — (bo — bg—1) + i} cb,;1 (hQT" + TO‘+2) , (Car bj_1 < b,;l)
< (3—by_1)ch;! (hQT“ + 7'0‘”) )

[
on a
blzl ko
A e = e e
k‘_2
B 1}13010 (1+4)2>—1
/{3_2

=1
koso L+ (2 — a)k—1 — 1

=1 -
koee (1 — a)k
—0.

Par conséquent , il y’a une constante ¢, telle que

Donc
HeKHHOO < cek® (h27-a + Ta+2) .

Et comme k7 < T est fini, alors nous obtenons le résultat suivant

Théoréme 3.2. Soit u¥ la valeur approchée de u(w;, ty,) calculée a I'aide du schéma des différences finies
(3.7) et (3.8), ensuite il y'a une constante positive C, tell que

luf —w(a, ty)| <C(RP+7%),i=12,....,m—1,k=12,...,n

(3
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Démonstration. on a
HeKHOO < cek® (hZTO‘ + 7‘“+2)
< cek®T® (h2 + 7'2)
< ceT™ (h2 + 7'2)
<(C (h2 + 7'2) )

3.2 Meéthode de Cholesky

L'algorithme de Cholesky peut étre utilisé pour obtenir la solution d"un systeme linéaire a
matrice symétrique, définie positive et tridiagonale comme suit :
Initiation : Soient g , h , ¢1 , 2 et f des fonctions données , (n,m) € N*, o € |1,2]|,h =

%,T = %71'1' =1ih ;P = W , bj = [(] + 1)2—04 — j27a} et Cj+1 == —bj+1 + ij - bj—l
1. Eléments de deuxiéme membre
— pour k=0
Pouri=1,2,...,n+1,0ona:

ri =g(z;) + (3 — a)7%f(x;, t1),
— Pourk=1,2,....m

Etpouri=1,2,...,n,0ona:
= (b — be—1)g(@1) + (2 — bi)u(ar, tr) + cou(wr, temr) + - . + cpul@s, 1) + beTi + por
+ (3 — )7 f (@i, thy),

k“ = (b, — b—1)g(x;) + (2 — by)u(x;, tg) + cou(ws, tr—1) + .. . + crulxy, t1) + bpTw;
+ (3 — )% f(xi, tesr),
riit = (b — be—)gn + 1+ (2 = b)u(@pyr, tr) + u(@ng1, teo1) + - .. + cpula, ty)

+ brTwips + T'(3 — )7 f(@4, tiyr),

2. Eléments de matrice

pour:=1,2,...,n,0ona:
D; = (1+2p)
Dn+1 (1 +p)
Bi=—p
Factorisation :
di =D
Pouri=2,...,n,ona:
B;_
li _ 1—1
dz 1
d; = \/D; — 2.
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Résolution :

™

N = d_1

Ly=r (7%' - liyi—l) .
yi:T pour tout: =2,3,...,n+ 1.
_ yn—i—l
LTU =y s (dn—i-l / )
ui:% pourtouti=n,n—1,..., 1.

3.3 Application numérique

Dans cette section, nous avons implémente notre schéma de différence sur un exemple qui
supporte I’analyse théorique

Exemple 3.1. Soitw : ]0,1] x ]0, 1] solution du probleme suivant :
“Dy,u(x,t) = Lpel + 2UDE L o2 11), 0 =32
wz,0)=z(l—2z) , u(x,0)=0
w(0,6) =0 ,  uy(l,t)=—(t*+1).

La solution exacte de ce probleme est,
u(z,t) = (1 —z)(t* + 1)

La solution analytique et la solution numérique sont données par les figures :
— FIGURE 3.1]: représente la solution exacte et la solution approche de le premier cas( 7 =
0.02,h =0.01 ,n = lett =0.02)
— FIGURE : représente la solution exacte et la solution approche de le deuxieme cas (
7=0.01,h=0.01,n=2ett =0.02)
Grace Figures Figure [3.2] et Figure ?? on remarque que la solution numérique et la solution
exacte sont coincides.
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la comparaison de |a solution analytigue et solution numerique at
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FIGURE 3.1 — Solution analytique et solution numérique pour 1° cas
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FIGURE 3.2 — Solution analytique et solution numérique pour 2™ cas
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudie un probleme d’évolution pour une équation de
diffusion-onde fractionnaire de Caputo en temps avec les trois conditions aux limites de Di-
richlet, Neumann et Mixte.

Ce travail se déroule en deux étapes :

v Etude analytique : nous avons calculé la solution analytique de I’équation (T) avec des
conditions initiales et aux limites de Dirichlet, Neumann et mixte, en utilisant les trans-
formées de Laplace et de Fourier et la méthode de séparation des variables. Cette solution
analytique est exprimée par des fonctions de type Mittag-Leffler.

v Etude numérique : nous avons introduit une approximation de différence finie implicite
pour 'équation de diffusion-onde (1) avec des conditions aux limites Mixte. La stabilité et
la convergence sont démontrées par récurrence, et un exemple numérique a été présenté
pour montrer l'efficacité de cette approximation.

Comme perspectives, nous avons prévu les projets de recherches suivants :

i Analyse mathématique et numérique d’un probleme de diffusion-onde fractionnaire de
Caputo en dimension deux :

Dyu(x,y,t) = a(tuge +uyy) + f(2,9,1), 1 <a <2,
+ Condition initiale,
+Conditions aux limites.

Ot a > 0 est une constante et f est une fonction donnée.

i Méthode de transformée différentielle réduite pour la résolution d’équations aux dérivées
partielles fractionnaires.
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Résumé
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@ ans ce mémoire, nous avons étudie un probléeme d’évolution pour une équation de diffusion-

onde fractionnaire en temps avec les trois conditions aux limites de Dirichlet, Neumann et
Mixte. Nous avons calculé la solution analytique en utilisant les transformées de Laplace et de
Fourier et la méthode de séparation des variables. Pour la solution numérique, une approxima-
tion de différence finie implicite est construite. La stabilité et la convergence sont démontrées
par récurrence. Enfin, un exemple numérique a été présenté pour montrer l'efficacité de cette
approximation.

Mots-Clés : Calcul fractionnaire, Equation de diffusion-onde fractionnaire, Méthode de
séparation des variables, , Méthode de différences finies, Méthode de Cholesky, Transformée
de Fourier, Transformée de Laplace.

Z]n this memoir, we studied a problem of evolution for a time-fractional diffusion-wave equa-
tion with three kinds of nonhomogeneous boundary conditions, namely, Dirichlet, Neu-
mann and mixed boundary conditions. We derived the analytic solution using the Laplace and
Fourier transforms and method of separating variables. For the numerical solution, an impli-
cit finite difference approximation is constructed. Stability and convergence are demonstrated
by recurrence. Finally, one numerical example is presented to show the effectiveness of this
approximation.

Keywords : Cholesky method, Finite difference method, Fourier transform, Fractional calculs,
Fractional diffusion-wave equation, Laplace transform, Separation of variables method.
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