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Introduction générale

Les équations aux dérivées fractionnaires ont été largement utilisées ces dernières années
dans diverses applications scientifiques et techniques, voir [12, 13, 3, 6, 7]. L’équation de diffu-
sion fractionnaire et l’équation d’onde fractionnaire sont deux exemples de base de ces équa-
tions. L’équation de diffusion fractionnaire a été introduite en physique par Nigmatullin (voir
[9, 10]) pour décrire la diffusion dans les milieux à géométrie fractale, qui est un type particu-
lier de milieux poreux. Il a souligné que de nombreuses réponses électromagnétiques, acous-
tiques et mécaniques universelles peuvent être modélisées plus précisément par l’équation de
diffusion-onde fractionnaire, voir [14, 1].

Pour l’étude numérique, Sun et Wu [16] ont donné un schéma de différences finies pour
l’équation de diffusion-onde fractionnaire et ont prouvé que cet schéma est inconditionnelle-
ment stable et convergent dans la norme L∞.

Dans ce mémoire, nous avons considéré l’équation de diffusion-onde fractionnaire sui-
vante :

∂αu (x, t)

∂tα
= a

∂2u (x, t)

∂x2
+ f (x, t) , 0 < x < L, 0 < t < T, 1 < α < 2, (1)

où ∂αu
∂tα

est la dérivée fractionnaire de Caputo par rapport à t, a est une constante positive, x
et t sont les variables d’espace et de temps, f (x, t) est une fonction suffisamment régulière. La
dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α est définie par, [12]

∂αu (x, t)

∂tα
=

1

Γ (2− α)

∫ t

0

∂2u (x, s)

∂s2

ds

(t− s)α−1 , 1 < α < 2. (2)

Nous avons présenté une solution analytique pour l’équation (1) avec des conditions aux li-
mites suivantes :

3 Dirichlet,

3 Neumann,

3 Mixte.

La solution analytique est exprimée par des fonctions de type Mittag-Leffler, en utilisant les
transformées de Laplace et de Fourier et la méthode de séparation des variables. Pour la solu-
tion numérique, nous avons utilisé un schéma de différences finies implicite.

Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la manière suivante : dans le premier cha-
pitre, nous avons présenté certaines théories de base de calcul fractionnaire. Nous avons donné
les définitions des fonctions Gamma et Bêta, les intégrales et les dérivées fractionnaires au sens
de Riemann-Liouville et de Caputo, ainsi que les transformations de Laplace et de Fourier et la
Fonction de Mittag-Leffler.
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Dans le deuxième chapitre, nous avons calculé la solution analytique de l’équation (1) avec
des conditions aux limites de Dirichlet, Neumann et mixte par l’utilisation les transformées de
Laplace et de Fourier et la méthode de séparation des variables.

Dans le dernier chapitre, nous avons introduit une approximation de différence finie impli-
cite pour l’équation de diffusion-onde avec des conditions aux limites Mixte. La stabilité et la
convergence sont démontrées par récurrence. Nous avons utilisé la méthode de Cholesky et un
exemple numérique a été présenté pour montrer l’efficacité de cette approximation.

On termine ce mémoire par une conclusion et quelques perspectives.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES SUR LE CALCUL
FRACTIONNAIRE.

D ans ce chapitre, nous avons présenté certaines théories de base de calcul fractionnaire.
Nous avons donné les définitions des fonctions Gamma et Bêta, les intégrales et les déri-

vées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville et de Caputo, ainsi que les transformations
de Laplace et de Fourier et la Fonction de Mittag-Leffler.

7



1.1. FONCTIONS UTILES 8

1.1 Fonctions utiles

1.1.1 Fonction Gamma

Définition 1.1. (voir [11, page 1]). L’une des fonctions de Base de calcul fractionnaire est la
fonction Gamma d’Euler définie par :

Γ (z) =

∫ +∞

0

tz−1e−tdt où z ∈ C et Re (z) > 0.

Propriétés 1.1. Nous avons les propriétés suivantes :

1. Γ (z + 1) = zΓ (z).

2. Γ (1) = 1 et Γ (−m) = ±∞ pour tout m ∈ N.

3. Γ
(

1
2

)
=
√
π et Γ

(
n+ 1

2

)
= (2n)!

√
π

4nn!
.

4. Si n ∈ N, on a : Γ (n+ 1) = n!.

1.1.2 Fonction Bêta

Définition 1.2. (voir [11, page 6]). La fonction Bêta est un type d’intégrale d’Euler définie par :

B (z, w) =

∫ 1

0

tz−1 (1− t)w−1 dt Re (z) > 0, Re (w) > 0.

Proposition 1.1. La relation entre la fonction Gamma et Bêta donnée par :

B (z, w) =
Γ (z) · Γ (w)

Γ (z + w)
, z, w ∈ C avec Re (z) > 0 et Re (w) > 0.

Propriétés 1.2. 1. B (z, w) = B (w, z), (symétrique).

2. B (z, 1) = 1
z
.

1.2 Intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Soient Ω = [a, b] avec (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini sur R et f ∈ L1 ([a, b]) une
fonction intégrable sur Ω. Nous avons :

I1
a+f (x) =

∫ x

a

f (t) dt.

I2
a+f (x) = I1

a+

(
I1
a+f (x)

)
=

∫ x

a

I1
a+f (t) dt =

∫ x

a

∫ t

a

f (s) dsdt.

M. M. BOUNIF Problème d’évolution pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.3. DÉRIVÉES FRACTIONNAIRES AU SENS DE RIEMANN-LIOUVILLE 9

On pose g (t) =
∫ t
a
f (s) ds, d’après l’intégrale par partie, nous avons :

I2
a+f (x) =

[
t

∫ t

a

f (s) ds

]x
a

−
∫ x

a

tf (t) dt

= x

∫ x

a

f (s) ds−
∫ x

a

tf (t) dt

= x

∫ x

a

f (t) dt−
∫ x

a

tf (t) dt

=

∫ x

a

(x− t) f (t) dt.

Donc, pour nime itération, on obtient :

Ina+f (x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

f (t)

(x− t)1−ndt.

Cette formule est appelée formule de Cauchy, et d’après la propriété de Gamma Γ (n) =
(n− 1)!, nous avons :

Ina+f (x) =
1

Γ (n)

∫ x

a

f (t)

(x− t)1−ndt.

Définition 1.3. (voir [4, 15]). Soient Ω = [a, b] avec (−∞ < a < b < +∞) un intervalle fini sur R
et f ∈ L1 ([a, b]) une fonction intégrable sur Ω. Les intégrales

Iαa+f (x) =
1

Γ (α)

∫ x

a

f (t)

(x− t)1−αdt, x > a, Re (α) > 0. (1.1)

Iαb−f (x) =
1

Γ (α)

∫ b

x

f (t)

(t− x)1−αdt, x < b, Re (α) > 0. (1.2)

Sont appelés les intégrales fractionnaires à gauche (à droite) de Riemann-Liouville d’ordre
α ∈ C (Re (α) > 0) respectivement.

1.3 Dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.4. (voir [4, page 70]). Soit f ∈ L1 ([a, b]) une fonction intégrable sur [a, b]. Les
dérivées fractionnaires au sens de Riemann-Liouville Dαa+f et Dαb−f d’ordre α ∈ C (Re (α) > 0)
sont définies par :

Dαa+f (x) : =

(
d

dx

)n (
In−αa+ f (x)

)
,

=
1

Γ (n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

f (t) dt

(x− t)α−n+1 , n = [Re (α)] + 1; x > a.

(1.3)

Et

Dαb−f (x) : =

(
− d

dx

)n (
In−αb− f (x)

)
,

=
1

Γ (n− α)

(
− d

dx

)n ∫ b

x

f (t) dt

(t− x)α−n+1 , n = [Re (α)] + 1; x < b.

(1.4)

Respectivement, où [Re (α)] est la partie entière de Re (α).

M. M. BOUNIF Problème d’évolution pour une équation de diffusion-onde fractionnaire



1.4. DÉRIVÉES FRACTIONNAIRES AU SENS DE CAPUTO 10

Remarque 1.1. 1. Si α = m ∈ N, alors n = m + 1. Donc, en utilisant (1.3) et (1.4), on obtient
les propriétés suivantes :
(a) D0

a+f (x) = D0
b−f (x) = f (x).

(b) Dma+f (x) = f (m) (x).
(c) Dmb−f (x) = (−1)m f (m) (x).

Où f (m) (x) est la dérivée usuelle de f d’ordre m.
2. Si 0 < Re (α) < 1, alors n = 1. Donc, (1.3) et (1.4) devient :

Dαa+f (x) =
1

Γ (1− α)

d

dx

∫ x

a

f (t) dt

(x− t)α
, x > a.

Dαb−f (x) = − 1

Γ (1− α)

d

dx

∫ b

x

f (t) dt

(t− x)α
, x < b.

3. Si α ∈ R+, alors n = [α] + 1. Donc, (1.3) et (1.4) devient :

Dαa+f (x) =
1

Γ (n− α)

(
d

dx

)n ∫ x

a

f (t) dt

(x− t)α−n+1 , n = [α] + 1; x > a. (1.5)

Dαb−f (x) =
1

Γ (n− α)

(
− d

dx

)n ∫ b

x

f (t) dt

(t− x)α−n+1 , n = [α] + 1; x < b. (1.6)

4. Si 0 < α < 1, alors n = 1. Donc, (1.5) et (1.6) devient :

Dαa+f (x) =
1

Γ (1− α)

d

dx

∫ x

a

f (t) dt

(x− t)α
, x > a.

Dαb−f (x) = − 1

Γ (1− α)

d

dx

∫ b

x

f (t) dt

(t− x)α
, x < b.

1.4 Dérivées fractionnaires au sens de Caputo

Définition 1.5. (voir [4]). Soient α ∈ C avec n = [Re (α)] + 1 et f : [a, b] → C une fonction telle
que f (n) ∈ L1 [a, b]. Les dérivées fractionnaires d’ordre α de f au sens de Caputo sont définies
par :

CDαa+f (x) := In−αa+ f (n) (x) =
1

Γ (n− α)

∫ x

a

f (n) (t) dt

(x− t)α−n+1 . (1.7)

Et

CDαb−f (x) := (−1)n In−αb− f (n) (x) =
(−1)n

Γ (n− α)

∫ b

x

f (n) (t) dt

(t− x)α−n+1 . (1.8)

Propriétés 1.3. 1. Les dérivées fractionnaires au sens de Caputo sont linéaires c’est à dire

CDαa+ (λf + µg) (x) = λ
(
CDαa+f

)
(x) + µ

(
CDαa+g

)
(x) , pour tout λ, µ ∈ C.

Et

CDαb− (λf + µg) (x) = λ
(
CDαb−f

)
(x) + µ

(
CDαb−g

)
(x) , pour tout λ, µ ∈ C.
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2. Les relations entre les dérivées au sens de Caputo (1.7),(1.8) et les dérivées au sens de
Riemann-Liouville (1.3), (1.4) sont données par :

CDαa+f (x) = Dαa+

[
f (x)−

n−1∑
k=0

f (k) (a)

k!
(x− a)k

]
. (1.9)

Et

CDαb−f (x) = Dαb−

[
f (x)−

n−1∑
k=0

f (k) (b)

k!
(b− x)k

]
. (1.10)

1.5 Transformation de Laplace

Définition 1.6. (voir [17, page 5]). Soit f ∈ L1 (R) une fonction intégrable sur R. la transformée
de Laplace est définie par :

L{f(t)} = f ∗(s) =

∫ ∞
0

f(t)e−stdt, (1.11)

où s est la variable de transformation .
-La transformée Laplace inverse est réalisée selon la formule Fourier Mellin

L−1 {f ∗(s)} = f(t) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
f ∗(s)estdt, t > 0, (1.12)

où c est un nombre fixe.

Propriétés 1.4. (voir [17, page 7]). Nous avons les propriétés suivantes :
1. La transformée de Laplace pour l’intégrale fractionnelle de Riemann-Liouville (1.1) :

L{fα(t)} =
1

sα
f ∗(s).

2. La transformée de Laplace pour la dérivée de Riemann-Liouville (1.3) :

L{DαR.Lf(t)} = sαf ∗(s)−
m−1∑
k=0

DkIm−αf(0+)sm−1−k où m− 1 < α < m.

3. La transformée de Laplace pour la dérivée de Caputo (1.7) :

L{cDαf(t)} = sαf ∗ −
m−1∑
k=0

f (k)(0+)sα−1−k où m− 1 < α < m. (1.13)

– Le théorème de convolution, Souvent utilisé pour l’inversion de la transformée Laplace
est donnée par :

L−1 {f ∗(s)g∗(s)} =

∫ t

0

f(t− τ)g(τ)dτ

=

∫ t

0

g(t− τ)f(τ)dτ.

(1.14)
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1.6 Transformation de Fourier

1.6.1 Transformation de Fourier exponentielle

Définition 1.7. (voir [17, page 8]). Soit f ∈ L1 (R) une fonction intégrable sur R. La transformée
de Fourier exponentielle est définie par :

F {f(x)} = f̃(ξ) =

∫ +∞

−∞
f(x)eixξdx, pour tout x ∈ R,

la transformée inverse de Fourier est définie par :

F−1
{
f̃(ξ)

}
= f(x) =

1

2π

∫ +∞

−∞
f̃(ξ)e−ixξdξ.

Propriétés 1.5. 1. la transformée de Fourier de la dérivée d’ordre m d’une fonction a la
forme :

F
{
dmf(x)

dxm

}
= (−iξ)mf̃(ξ).

2. en particulier :

F
{
d2f(x)

dx2

}
= −ξ2f̃(ξ).

1.6.2 Transformation de sinus-Fourier fini

Définition 1.8. (voir [17, page 13]). La transformée de sinus-Fourier fini est la reformulation
pratique de série sinus-Fourier dans le domaine 0 ≤ x ≤ L

F {f(x)} = f̃(ξk) =

∫ L

0

f(x)sin(xξk)dx, (1.15)

et

F−1
{
f̃(ξk)

}
=

2

L

∞∑
k=1

f̃(ξk)sin(xξk), (1.16)

où
ξk =

kπ

L
; k = 1, 2, 3, . . . .

– La transformée sinus-Fourier fini pour la dérivée seconde d’une fonction est :

F
{
d2f

dx2

}
= −ξ2

k f̃(ξk) + ξk
[
f(0)− (−1)kf(l)

]
. (1.17)
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1.6.3 Transformation de cosinus-Fourier fini

Définition 1.9. (voir [17, page 14]). . La transformée finie de cosinus-Fourier est la reformulation
pratique de série cosinus-Fourier dans le domaine 0 ≤ x ≤ L

F {f(x)} = f̃(ξk) =

∫ L

0

f(x)cos(xξk)dx, (1.18)

et

F−1
{
f̃(ξk)

}
=
∞∑
k=0

f̃(ξk)cos(xξk), (1.19)

où
ξk =

kπ

L
; k = 1, 2, 3, . . . .

– La transformée cosinus-Fourier fini pour la dérivée seconde d’une fonction est :

F
{
d2f

dx2

}
= −ξ2

k f̃(ξk)−
df(x)

dx

∣∣∣∣
x=0

+ (−1)k
df(x)

dx

∣∣∣∣
x=1

. (1.20)

1.7 Fonction Mittag-Leffler

Définition 1.10. (voir [17, page 24]). La fonction Mittag-Leffler est définie par :

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + 1)
, α � 0, z � 0.

La fonction généralisée Mittag-Leffler avec deux paramètres αet β est définie par :

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
; α � 0, β � 0.

– La relation entre fonction Mittag-Leffler et la fonction Gamma

Eα,β(z) =
1

Γ(β)
+ zEα,α+β(z).

– Le rôle essentiel de la fonction Mittag-Leffler est trouvé dans le calcul de la transforma-
tion inverse de Laplace suivant

L−1

{
sα−β

sα + b

}
= tβ−1Eα,β(−btα). (1.21)

Propriétés 1.6. (voir [17, page 27]). Nous distiguons les trois cas suivants :

1. Pour β = 1

L−1

{
sα−1

sα + b

}
= Eα(−btα) (1.22)
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2. Pour β = 2

L−1

{
sα−2

sα + b

}
= tEα,2(−btα) (1.23)

3. Pour β = α

L−1

{
1

sα + b

}
= tα−1Eα,α(−btα). (1.24)
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CHAPITRE 2

RÉSOLUTION ANALYTIQUE

D ans ce chapitre, nous avons calculé la solution analytique du problème d’évolution pour
une équation de diffusion-onde fractionnaire en temps avec conditions aux limites de Di-

richlet , Neumann et Dirichlet-Neumann par l’utilisation les transformées de Laplace et de Fou-
rier et la méthode de séparation des variables.

15
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2.1 Problème de diffusion-onde fractionnaire avec conditions
aux limites de Dirichlet

2.1.1 Position du problème

Soient α ∈ ] 1, 2 ] , L > 0 et T > 0 .On considère le problème d’évolution suivant :
Trouver u : ] 0, L ]× ] 0, T ] −→ R, tels que

cDα0+u(x, t) = a
∂2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t), (x, t) ∈ ] 0, L ]× ] 0, T ] , (2.1)

u(x, 0) = g(x), x ∈ ] 0, L ] , (2.2)

∂u

∂t
(x, 0) = h(x), x ∈ ] 0, L ] , (2.3)

u(0, t) = ϕ1(t), t ∈ ] 0, T ] , (2.4)

u(L, t) = ϕ2(t), t ∈ ] 0, T ] , (2.5)

où a > 0, f, g, h, ϕ1 et ϕ2 sont des fonction données et cDα0+u(x, t) est la dérivée fractionnaire
de Caputo d’ordre α .
L’équation (2.1) représente l’équation de diffusion-onde fractionnaire en temps définie dans
un intervalle borné[0, L], (2.2), (2.3) représentent les conditions initiales et (2.4), (2.5) sont des
conditions aux limites de Dirichlet.

2.1.2 Résolution du problème

Proposition 2.1. La solution analytique u du problème (2.1)-(2.5) est donnée par :

u(x, t) =
2

L

+∞∑
k=1

[
Eα
(
−aξ2

kt
α
) ∫ L

0

g(x)sin (xξk) dx+ tEα,α
(
−aξ2

kt
α
) ∫ L

0

h(x)sin (xξk) dx

+ ξka

∫ t

0

τα−1Eα,α
(
−aξ2

kτ
α
)
ϕ1(t− τ)dτ − a(−1)kξk

∫ t

0

τα−1Eα,α
(
−aξ2

kτ
α
)
ϕ2(t− τ)dτ

+

∫ t

0

τα−1Eα,α
(
−aξ2

kτ
α
)
f̃(t− τ)dτ

]
sin (xξk) ,

(2.6)

où
ξk =

kπ

L
.
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Démonstration. Nous appliquons la transformée de sinus-Fourier fini (1.15) à l’équation (2.1),
on obtient :

Fx {cDα0+u(x, t)} = Fx
{
a
∂2u(x, t)

∂x2

}
+ Fx {f(x, t)} ,

il devient,

cDα0+ũ(ξk, t) = a

∫ L

0

∂2u(x, t)

∂x2
sin

(
kπ

L
x

)
dx+ f̃ (ξkx) . (2.7)

Pour calculer
∫ L

0

∂2u(x, t)

∂x2
sin

(
kπ

L
x

)
dx, en utilisant l’intégration par partie, on obtient

∫ L

0

∂2u(x, t)

∂x2
sin

(
kπ

L
x

)
dx =

∂u(x, t)

∂x
sin

(
kπ

L
x

)∣∣∣∣L
0

−
∫ L

0

kπ

L

∂u(x, t)

∂x
cos

(
kπ

L
x

)
dx

=
kπ

L
cos

(
kπ

L
x

)
u(x, t)

∣∣∣∣L
0

−
(
kπ

L

)2 ∫ L

0

u(x, t)sin

(
kπ

L
x

)
dx

= −
(
kπ

L

)2

ũ

(
kπ

L

)
+
kπ

L

[
u(0)− (−1)ku(L)

]
.

(2.8)

Nous remplaçons le résultat précédent (2.8) dans l’équation (2.7) et en utilisant (2.4) et (2.5), on
obtient

cDα0+ũ(ξk, t) = −a (ξk)
2 ũ(ξk, t) + aξk

[
ϕ1(t)− (−1)kϕ2(t)

]
+ f̃(ξk, t). (2.9)

Nous appliquons la transformation de Laplace à l’équation (2.9), en utilisant l’équation (1.11)

Lt {cDα0+ũ(ξk, t)} = −aξ2
kLt {ũ(ξk, t)}+ aξkLt

{[
ϕ1(t)− (−1)kϕ2(t)

]}
+ Lt

{
f̃(ξk, t)

}
.

D’après l’égalité (1.13), on obtient :

sαũ∗ −
m−1∑
k=0

ũ(k)(0+)sα−1−k = −aξ2
kũ
∗(ξk, s) + aξk

[
ϕ∗1(s)− (−1)kϕ∗2(s)

]
+ f̃ ∗(ξk, s), m− 1 < α < m,

ce que implique que

(
sα + aξ2

k

)
ũ∗(ξk, s) =

m−1∑
k=0

ũ(k)(0+)sα−1−k + aξk
[
ϕ∗1(s)− (−1)kϕ∗2(s)

]
+ f̃ ∗(ξk, s). (2.10)

On a 
1 < α < 2,

et ⇒ m = 2.

m− 1 < α < m,
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Donc
m−1∑
k=0

ũ(k)(0+)sα−1−k =
1∑

k=0

ũ(k)(0+)sα−1−k

= ũ(0+)sα−1 + ũ(1)(0+)sα−2

= g̃(x)sα−1 + h̃(x)sα−2.

(2.11)

Nous remplaçons le résultat de (2.11) dans l’équation (2.10), on obtient :(
sα + aξ2

k

)
ũ∗(ξk, s) = g̃(ξk)s

α−1 + h̃(ξk)s
α−2 + aξk

[
ϕ∗1(s)− (−1)kϕ∗2(s)

]
+ f̃ ∗(ξk, s),

ce qui donne,

ũ∗(ξk, s) =
sα−1

(sα + aξ2
k)

∫ l

0

g(x)sin (ξkx) dx+
sα−2

(sα + aξ2
k)

∫ l

0

h(x)sin (ξkx) dx

+
a

(sα + aξ2
k)
ξkϕ

∗
1(s)− a

(sα + aξ2
k)
ξk(−1)kϕ∗2(s) +

1

(sα + aξ2
k)
f̃ ∗(ξk, s).

(2.12)

Maintenant, en appliquant la transformation inverse de Laplace (1.12) sur l’équation (2.12)

L−1 {ũ∗(ξk, s)} = ũ(ξk, t) = L−1

{
sα−1

(sα + aξ2
k)

}∫ l

0

g(x)sin (ξkx) dx

+ L−1

{
sα−1

(sα + aξ2
k)

}∫ l

0

h(x)sin (ξkx) dx+ aξkL−1

{
1

(sα + aξ2
k)
ϕ∗1(s)

}
− aξk(−1)kL−1

{
1

(sα + aξ2
k)
ϕ∗2(s)

}
+ L−1

{
1

(sα + aξ2
k)
f̃ ∗(ξk, s)

}
.

(2.13)

1. D’après l’équation (1.22), on a

L−1

{
sα−1

sα + aξ2
k

}
= Eα(−aξ2

kt
α). (2.14)

2. D’après l’équation (1.23), on a

L−1

{
sα−2

sα + aξ2
k

}
= tEα,2(−aξ2

kt
α). (2.15)

3. on pose z∗(s) = 1
sα+aξk

, et d’après (1.24), nous avons :

L−1 {z∗} = z(t) = tα−1Eα,α(−aξ2
kt
α),

et d’après le théorème de convolution (1.14), on a

L−1

{
1

(sα + aξ2
k)
ϕ∗1(s)

}
=

∫ t

0

τα−1Eα,α(−aξ2
kτ

α)ϕ1(t− τ)dτ, (2.16)

et

L−1

{
1

(sα + aξ2
k)
ϕ∗2(s)

}
=

∫ t

0

τα−1Eα,α(−aξ2
kτ

α)ϕ2(t− τ)dτ, (2.17)

et

L−1

{
1

(sα + aξ2
k)
f̃(ξk, s)

}
=

∫ t

0

τα−1Eα,α(−aξ2
kτ

α)f̃(ξk, t− τ)dτ. (2.18)
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Nous remplaçons les résultats précédents (2.14)-(2.18) dans (2.13), on obtient :

ũ(ξk, t) = Eα(−aξ2
kt
α)

∫ l

0

g(x)sin (ξkx) dx+ tEα,2(−aξ2
kt
α)

∫ l

0

h(x)sin (ξkx) dx

+ aξk

∫ t

0

τα−1Eα,α(−aξ2
kτ

α)ϕ1(t− τ)dτ − aξk(−1)k
∫ t

0

τα−1Eα,α(−aξ2
kτ

α)ϕ2(t− τ)dτ

+

∫ t

0

τα−1Eα,α(−aξ2
kτ

α)f̃(ξk, t− τ)dτ

(2.19)

Finalement, on applique la transformée inverse de sinus-Fourier fini(1.16) sur l’équation (2.19),
on obtient :

F1 {ũ(ξk, t)} = u(x, t) =
2

L

+∞∑
k=1

ũ(ξk, t)sin(ξkx).

Donc

u(x, t) =
2

L

+∞∑
k=1

[
Eα
(
−aξ2

kt
α
) ∫ L

0

g(x)sin (xξk) dx+ tEα,2
(
−aξ2

kt
α
) ∫ L

0

h(x)sin (xξk) dx

+ ξka

∫ t

0

τα−1Eα,α
(
−aξ2

kτ
α
)
ϕ1(t− τ)dτ − a(−1)kξk

∫ t

0

τα−1Eα,α
(
−aξ2

kτ
α
)
ϕ2(t− τ)dτ

+

∫ t

0

τα−1Eα,α
(
−aξ2

kτ
α
)
f̃(t− τ)dτ

]
sin (xξk) ,

Où
ξk =

kπ

L
.

2.2 Problème de diffusion-onde fractionnaire avec condition
aux limites de Neumann

2.2.1 Position du problème

Soient α ∈ ] 1, 2 ] , L > 0 et T > 0. On considère le problème d’évolution suivant :
Trouver u : ] 0, L ]× ] 0, T ] −→ R, tels que

cDα0+u(x, t) = a
∂2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t), (x, t) ∈ [0, L]× [0, T ] , (2.20)

u(x, 0) = g(x), x ∈ ] 0, L ] , (2.21)

∂u

∂t
(x, 0) = h(x), x ∈ ] 0, L ] , (2.22)
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∂u

∂x
(0, t) = ϕ1(t), t ∈ ] 0, T ] , (2.23)

∂u

∂x
(L, t) = ϕ2(t), t ∈ ] 0, T ] , (2.24)

où a > 0, f, g, h, ϕ1 et ϕ2 sont des fonctions données et cDα0+u(x, t) est la dérivée fractionnaire
de Caputo d’ordre α. L’équation (2.20) représente équation de diffusion-onde fractionnaire en
temps définie dans un intervalle borné[0, L], (2.21) et (2.22) représentent les conditions initiales,
(2.23) et (2.24) sont des conditions aux limites de Neumann.

2.2.2 Résolution du problème

Proposition 2.2. La solution analytique du problème (2.20)-(2.24) est donnée par la forme :

u(x, t) =
2

L

+∞∑
k=0

[
Eα
(
−aξ2

kt
α
) ∫ L

0

g(x)cos (xξk) dx+ tEα,2
(
−aξ2

kt
α
) ∫ L

0

h(x)cos (xξk) dx

− a
∫ t

0

τα−1Eα,α
(
−aξ2

kτ
α
)
ϕ1(t− τ)dτ + a(−1)k

∫ t

0

τα−1Eα,α
(
−aξ2

kτ
α
)
ϕ2(t− τ)dτ

+

∫ t

0

τα−1Eα,α
(
−aξ2

kτ
α
)
f̃(t− τ)dτ

]
cos (xξk) ,

(2.25)

où
ξk =

kπ

L
.

Démonstration. Nous appliquons la transformée cosinus-Fourier fini à l’équation (2.20) et avec
l’équation (1.18), on obtient :

Fx {cDα0+u(x, t)} = Fx
{
a
∂2u(x, t)

∂x2

}
+ Fx {f(x, t)} ,

il devient,

cDα0+ũ(ξk, t) = a

∫ L

0

∂2u(x, t)

∂x2
cos

(
kπ

L
x

)
dx+ f̃ (ξk, x) . (2.26)

Pour calculer
∫ L

0

∂2u(x, t)

∂x2
cos

(
kπ

L
x

)
dx, en utilisant l’intégration par partie, on obtient

∫ L

0

∂2u(x, t)

∂x2
cos

(
kπ

L
x

)
dx =

[
−∂u(x, t)

∂x
cos

(
kπ

L
x

)]L
0

− kπ

L

∫ L

0

∂u(x, t)

∂x
sin

(
kπ

L
x

)
dx

=

[
−∂u(x, t)

∂x
cos

(
kπ

L
x

)]L
0

− kπ

L

[
−∂u(x, t)

∂x
sin

(
kπ

l
x

)]L
0

−
(
kπ

L

)∫ L

0

u(x, t)cos

(
kπ

L
x

)
dx

= −∂u(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0

+ (−1)k
∂u(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=L

−
(
kπ

L

)∫ L

0

u(x, t)cos

(
kπ

L
x

)
dx

= ϕ1(t) + (−1)kϕ2(t)−
(
kπ

L

)2

ũ

(
kπ

L
, t

)
.

(2.27)
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Nous remplaçons le résultat précédent (2.27) dans l’équation (2.26), et en utilisant (2.23) et
(2.24), on obtient :

cDα0+ũ(ξk, t) = −a (ξk)
2 ũ(ξk, t)− a

[
ϕ1(t)− (−1)kϕ2(t)

]
+ f̃(ξk, t) (2.28)

Nous appliquons la transformée de Laplace à l’équation (2.28), et avec l’équation (1.11), on
trouve :

Ltx {cDα0+ũ(ξk, t)} = −aξ2
kLt {ũ(ξk, t)} − aLt

{[
ϕ1(t)− (−1)kϕ2(t)

]}
+ Lt

{
f̃(ξk, t)

}
.

D’après l’égalité (1.13), nous obtenons :

sαũ∗ −
m−1∑
k=0

ũ(k)(0+)sα−1−k = −aξ2
kũ
∗(ξk, s)− a

[
ϕ∗1(s)− (−1)kϕ∗2(s)

]
+ f̃ ∗(ξk, s), m− 1 < α < m,

ce que implique que

(
sα + aξ2

k

)
ũ∗(ξk, s) =

m−1∑
k=0

ũ(k)(0+)sα−1−k − a
[
ϕ∗1(s)− (−1)kϕ∗2(s)

]
+ f̃ ∗(ξk, s). (2.29)

On a 
1 < α < 2,

et ⇒ m = 2.

m− 1 < α < m,

Donc
m−1∑
k=0

ũ(k)(0+)sα−1−k =
1∑

k=0

ũ(k)(0+)sα−1−k

= ũ(0+)sα−1 + ũ1(0+)sα−2

= g̃(x)sα−1 + h̃(x)sα−2.

(2.30)

Nous remplaçons le résultat de (2.30) dans l’équation (2.29), on obtient :(
sα + aξ2

k

)
ũ∗(ξk, s) = g̃(ξk)s

α−1 + h̃(ξk)s
α−2 − a

[
ϕ∗1(s)− (−1)kϕ∗2(s)

]
+ f̃ ∗(ξk, s), (2.31)

ce qui donne,

ũ∗(ξk, s) =
sα−1

(sα + aξ2
k)

∫ l

0

g(x)sin (ξkx) dx+
sα−2

(sα + aξ2
k)

∫ l

0

h(x)sin (ξkx) dx

− a

(sα + aξ2
k)
ϕ∗1(s) +

a

(sα + aξ2
k)

(−1)kϕ∗2(s) +
1

(sα + aξ2
k)
f̃ ∗(ξk, s).

(2.32)

Maintenant, on applique la transformée inverse de Laplace (1.12) sur l’équation (2.32), on ob-
tient :

L−1 {ũ∗(ξk, s)} = ũ(ξk, t) = L−1

{
sα−1

(sα + aξ2
k)

}∫ l

0

g(x)cos (ξkx) dx

+ L−1

{
sα−2

(sα + aξ2
k)

}∫ l

0

h(x)cos (ξkx) dx− aL−1

{
1

(sα + aξ2
k)
ϕ∗1(s)

}
+ a(−1)kL−1

{
1

(sα + aξ2
k)
ϕ∗2(s)

}
+ L−1

{
1

(sα + aξ2
k)
f̃ ∗(ξk, s)

}
.

(2.33)
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1. D’après l’équation (1.22), on a :

L−1

{
sα−1

sα + aξ2
k

}
= Eα(−aξ2

kt
α). (2.34)

2. D’après l’équation (1.23), on a :

L−1

{
sα−2

sα + aξ2
k

}
= tEα,2(−aξ2

kt
α). (2.35)

3. On pose z∗(s) = 1
sα+aξk

, et d’après (1.24), nous avons :

L−1 {z∗} = z(t) = tα−1Eα,α(−aξ2
kt
α).

D’après le théorème de convolution (1.14), on a :

L−1

{
1

(sα − aξ2
k)
ϕ∗1(s)

}
=

∫ t

0

τα−1Eα,α(−aξ2
kτ

α)ϕ1(t− τ)dτ, (2.36)

et

L−1

{
1

(sα − aξ2
k)
ϕ∗2(s)

}
=

∫ t

0

τα−1Eα,α(−aξ2
kτ

α)ϕ2(t− τ)dτ, (2.37)

et

L−1

{
1

(sα − aξ2
k)
f̃(ξk, s)

}
=

∫ t

0

τα−1Eα,α(−aξ2
kτ

α)f̃(ξk, t− τ)dτ. (2.38)

Nous remplaçons les résultats précédents (2.34)-(2.38) dans (2.33), nous obtenons :

ũ(ξk, t) =Eα(−aξ2
kt
α)

∫ l

0

g(x)cos (ξkx) dx+ tEα,2(−aξ2
kt
α)

∫ l

0

h(x)cos (ξkx) dx

− a
∫ t

0

τα−1Eα,α(−aξ2
kτ

α)ϕ1(t− τ)dτ + a

∫ t

0

τα−1Eα,α(−aξ2
kτ

α)ϕ2(t− τ)dτ

+

∫ t

0

τα−1Eα,α(−aξ2
kτ

α)f̃(ξk, t− τ)dτ.

(2.39)

Finalement, on applique la transformée inverse de cosinus-Fourier fini (1.16) sur l’équation
(2.41), on obtient :

F−1 {ũ(ξk, t)} = u(x, t) =
2

l

+∞∑
k=0

ũ(ξk, t)cos(ξkx).

Alors

u(x, t) =
2

L

+∞∑
k=0

[
Eα
(
−aξ2

kt
α
) ∫ L

0

g(x)cos (xξk) dx+ tEα,2
(
−aξ2

kt
α
) ∫ L

0

h(x)cos (xξk) dx

− a
∫ t

0

τα−1Eα,α
(
−aξ2

kτ
α
)
ϕ1(t− τ)dτ + a(−1)k

∫ t

0

τα−1Eα,α
(
−aξ2

kτ
α
)
ϕ2(t− τ)dτ

+

∫ t

0

τα−1Eα,α
(
−aξ2

kτ
α
)
f̃(t− τ)dτ

]
cos (xξk) ,

où
ξk =

kπ

L
.
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2.3 Problème de diffusion-onde fractionnaire avec conditions
aux limites de Dirichlet-Neumann

2.3.1 Position du problème

Soient α ∈ [1, 2] , L > 0 et T > 0. On considère le problème d’évolution suivant :
Trouver u : [0, L]× [0, T ] −→ R tels que

cDα0+u(x, t) = a
∂2u(x, t)

∂x2
+ f(x, t), (x, t) ∈ [0, L]× [0, T ] , (2.40)

u(x, 0) = g(x), x ∈ [0, L] , (2.41)

∂u

∂t
(x, 0) = h(x), x ∈ [0, L] , (2.42)

∂u

∂x
(0, t) = ϕ1(t), t ∈ [0, T ] , (2.43)

∂u

∂x
(l, t) = ϕ2(t), t ∈ [0, T ] , (2.44)

où a > 0, f, g, h, ϕ1 et ϕ2 sont des fonctions données et cDα0+u(x, t) est la dérivée fractionnaire
de Caputo d’ordre α. L’équation (2.40) représente l’équation de diffusion-onde fractionnaire en
temps définie dans un intervalle borné[0, L], (2.41), (2.42) représentent les conditions initiales et
(2.43), (2.44) sont des conditions aux limites de Dirichlet-Neumann

2.3.2 Résolution du problème

Proposition 2.3. La solution analytique u du problème (2.40)-(2.44) est donnée par la forme :

u(x, t) =
∞∑
k=0

[
Eα

(
−
(

2k + 1

2L
π

)2

tα

)
Bk(0) + tEα,2

(
−
(

2k + 1

2L
π

)2

tα

)
B
′

k(0)

+

∫ t

0

τα−1Eα,α

(
−
(

2k + 1

2L
π

)2

τα

)
f̃k(t− τ)dτ

]
sin

(
2k + 1

2L
πx

)
+ ϕ1(t) + ϕ1(t)x+

[
ϕ2(t)− ϕ1(t)

2L

]
x2.

Démonstration. On pose que la solution u sous la forme :

u(x, t) = w(x, t) + v(x, t), (2.45)

où v est une fonction définie par :

v(x, t) = ϕ1(t) + ϕ1(t)x+

[
ϕ2(t)− ϕ1(t)

2L

]
x2, (2.46)
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satisfait les conditions aux limites

v(0, t) = ϕ1(t) , vx(L, t) = ϕ2(t).

La fonction w est une solution de problème suivant :
Nous remplaçons (2.45) dans (2.40)-(2.44), on obtient :

cDα0+w(x, t) = a
∂2w(x, t)

∂x2
+ f̃(x, t),

w(x, 0) = g1(x),
wx(x, 0) = h1(x),

w(0, t) =
∂w

∂x
(L, t) = 0,

(2.47)

où

f̃(x, t) = a

[
ϕ2(t)− ϕ1(t)

L

]
−c Dα0+v(x, t) + f(x, t),

g1(x) = g(x)−
(
ϕ1(0) + ϕ1(0)x+

[
ϕ2(0)− ϕ1(0)

2L

]
x2

)
,

h1(x) = h(x)−
(
ϕ1(0) +

[
ϕ2(0)− ϕ1(0)

L

]
x

)
.

Nous résolvons l’équation homogène correspondante dans le problème (2.47), telle que f̃(x, t)
est remplacée par 0 avec les conditions aux limites

cDα0+w(x, t) = a
∂2w(x, t)

∂x2

w(x, 0) = g1(x)
wx(x, 0) = h1(x)

w(0, t) =
∂w

∂x
(L, t) = 0.

(2.48)

En utilisant la méthode de séparation des variables, la méthode peut être présentée en deux
étapes :

1. la première étape : séparation des variables, on cherche la solution du problème de la
forme

w(x, t) = X(x)T (t). (2.49)

2. La deuxième étape : Superposition, où on essaie de trouver une somme de solutions de
la forme (2.49) que vérifie la condition aux limites de problème (2.48).

1. Séparation des variables, on cherchons la solution du problème qui est donné par la for-
mule (2.49).
On remplaçons (2.49) dans l’équation de problème (2.48), on obtient :

cDα0+w(x, t) =c Dα0+ (X(x)T (t)) = X(x)T (α)(t),

∂2w(x, t)

∂x2
=

∂2

∂x2
(X(x)T (t)) = T (t)X(2)(x).
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Donc, l’équation de problème (2.48) devient :

X(x)T (α)(t)− aT (t)X(2)(x) = 0, pour tout 0 < x < L, 0 < t < T,

ce qui implique que :

T (α)(t)

T (t)
= a

X(2)(x)

X(x)
.

Nous avons une fonction de la variable x qui est égale à une fonction avec une variable t.
Donc, cette fonction est égale à une constante c

T (α)(t)

T (t)
= a

X(2)(x)

X(x)
= c.

Les conditions aux limite de la problème (2.48) devient{
w(0, t) = X(0)T (t) = 0 ⇒ X(0) = 0,

w(L, t) = X
′
(L)T (t) = 0 ⇒ X

′
(L) = 0, pour tout 0 < t < T.

Nous obtenons une équation différentielle linéaire ordinaire par X(x). Une relation diffé-
rentielle linéaire fractionnaire ordinaire avec la dérivée de Caputo pour T (t).
Cherchons les valeurs propres et les fonctions propres du problème Sturm-Lioville ( de
équation différentielle linéaire ordinaire par X(x)) ce qui est donné par{

X
′′
(x)− λX(x) = 0,

X(0) = X
′
(L) = 0, avec λ < 0,

(2.50)

on pose λ = −θ2

X
′′
(x) + θ2X(x) = 0,

en utilisant l’équation caractéristique, il devient

r = ±iθ.

Donc, la solution de 2.50 est donnée par :

X(x) = Acos (θx) +Bsin (θx) .

On a, Le problème 2.50 est constitué de l’équation différentielle et des conditions aux
limites {

X(0) = A = 0,

X
′
(L) = −Bθcos (θx) = 0⇒ θ =

2k + 1

2L
π,

ces conditions aux limites sont dites séparées, car elles portent chacune sur une extrémité
de l’intervalle [0, L].
On trouve que le spectre (les valeurs propres) est

σ = {θk : k ∈ N∗) , où θk =
2k + 1

2L
π,
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et des fonctions propres associées à θk sont données par

Xk(x) = Bksin

(
2k + 1

2L
x

)
, k = 1, 2, 3, . . . .

alors, la solution du problème (2.47) est donnée par

u(x, t) = Bk(t)sin

(
2k + 1

2L
x

)
, k = 1, 2, 3, . . . .

D’où, la somme des solutions est encore une solution de (2.47)
2. Superposition, maintenant on cherchons la solution du problème non homogène (2.47) de

la forme :

w(x, t) =
∞∑
k=1

Bk(t)sin

(
2k + 1

2L
πx

)
. (2.51)

Nous développons f̃(x, t) comme un série de Fourier par les fonctions propres{
sin

(
2k + 1

2L
πx

)}

f̃(x, t) =
∞∑
k=1

f̃k(t)sin

(
2k + 1

2L
πx

)
, (2.52)

Où

f̃k(t) =
2

L

∫ L

0

f̃(x, t)sin

(
2k + 1

2L
πx

)
dx.

On remplaçant(2.51) et (2.52) en (2.47), on trouve :

cDαt

(
∞∑
k=1

Bk(t)sin

(
2k + 1

2L
πx

))
=a

∂2

∂x2

(
∞∑
k=1

Bk(t)sin

(
2k + 1

2L
πx

))
+
∞∑
k=1

f̃k(t)sin

(
2k + 1

2L
πx

)
,

ce qui donne,
∞∑
k=1

cDαt Bk(t)sin

(
2k + 1

2L
πx

)
= −

(
2k + 1

2L
π

)2

a

∞∑
k=1

Bk(t)sin

(
2k + 1

2L
πx

)
+
∞∑
k=1

f̃k(t)sin

(
2k + 1

2L
πx

)
.

On obtient

cDαt Bk(t) = −
(

2k + 1

2L
π

)2

aBk(t) + f̃k(t).

Puisque w(x,t) satisfait les conditions initiales en (2.47), nous devons avoir :
w(x, 0) =

∑∞
k=1Bk(0)sin

(
2k + 1

2L
πx

)
= g1(x), 0 < x < L,

wt(x, 0) =
∑∞

k=1B
′

k(0)sin

(
2k + 1

2L
πx

)
= h1(x), 0 < x < L.
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on a g1 et h1 sont écrire comme une série de Fourier, avec les coefficients de Fourier Bk(0)
et B′k(0) qui sont données par :

Bk(0) =
2

L

∫ L

0

g1(x)sin

(
2k + 1

2L
πx

)
dx,

B
′

k(0) =
2

L

∫ L

0

h1(x)sin

(
2k + 1

2L
πx

)
dx.

Donc, Bk(t) est une solution de problème suivant :

cDαt Bk(t) +

(
2k + 1

2L
π

)2

aBk(t) = f̃k(t),

Bk(0) =
2

L

∫ L

0

g1(x)sin

(
2k + 1

2L
π

)
dx,

B
′

k(0) =
2

L

∫ L

0

h1(x)sin

(
2k + 1

2L
πx

)
dx.

(2.53)

On applique la transformée de Laplace sur l’équation de problème (2.53) :

L{cDαt Bk(t)}+

(
2k + 1

2L
π

)2

aL{Bk(t)} = L
{
f̃k(t)

}
.

D’après l’équation (1.13), on a

sαB∗k(s)−
m−1∑
i=0

sα−1−iB
(i)
k (0) +

(
2k + 1

2L
π

)2

aB∗k(s) = f̃ ∗k (s), m− 1 < α < m. (2.54)

on a 
1 < α < 2,

et ⇒ m = 2.
m− 1 < α < m,

Alors

m−1∑
i=0

sα−1−iB
(i)
k (0) =

1∑
i=0

sα−1−iB
(i)
k (0)

= sα−1Bk(0) + sα−2B
′

k(0)

Donc, L’équation (2.54) est équivalente à(
sα +

(
2k + 1

2L
π

)2

a

)
B∗k(s) = sα−1Bk(0) + sα−2B

′

k(0) + f̃ ∗k (s),

ce la veut dire

B∗k(s) =
sα−1(

sα +
(

2k+1
2L

π
)2
a
)Bk(0) +

sα−2(
sα +

(
2k+1

2L
π
)2
a
)B′k(0) +

1(
sα +

(
2k+1

2L
π
)2
a
) f̃ ∗k (s).

(2.55)
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On applique la transformée inverse de Laplace sur l’équation (2.55), on obtient

L−1 {B∗k(s)} = Bk(t) = L−1

 sα−1(
sα +

(
2k+1

2L
πx
)2
a
)Bk(0)

+ L−1

 sα−2(
sα +

(
2k+1

2L
π
)2
a
)B′k(0)


+ L−1

 1(
sα +

(
2k+1

2L
π
)2
a
) f̃ ∗k (s)

 .

(2.56)

(a) D’après l’équation (1.22), on a

L−1

 sα−1(
sα +

(
2k+1

2L
πx
)2
a
)
 = Eα

(
−
(

2k + 1

2L
π

)2

tα

)
. (2.57)

(b) D’après l’équation (1.23), on a

L−1

 sα−2(
sα +

(
2k+1

2L
πx
)2
a
)
 = tEα,2

(
−
(

2k + 1

2L
π

)2

tα

)
. (2.58)

(c) D’après le théorème de convolution (1.14), on obtient :

L−1

 1(
sα +

(
2k+1

2L
π
)2
a
) f̃ ∗k (s)

 =

∫ t

0

τα−1Eα,α

(
−
(

2k + 1

2L
π

)2

τα

)
f̃k(t− τ)dτ.

(2.59)

On remplaçons les résultats précédents (2.57)-(2.59) dans (2.59), on obtient la forme de la
fonction Bk :

Bk(t) = Eα

(
−
(

2k + 1

2L
π

)2

tα

)
Bk(0) + tEα,2

(
−
(

2k + 1

2L
π

)2

tα

)
B
′

k(0)

+

∫ t

0

τα−1Eα,α

(
−
(

2k + 1

2L
π

)2

τα

)
f̃k(t− τ)dτ.

D’autre part, la solution de problème (2.47) est donnée par :

w(x, t) =
∞∑
k=1

Bk(t)sin

(
2k + 1

2L
πx

)
,

Alors

w(x, t) =
∞∑
k=0

[
Eα

(
−
(

2k + 1

2L
π

)2

tα

)
Bk(0) + tEα,2

(
−
(

2k + 1

2L
π

)2

tα

)
B
′

k(0)

+

∫ t

0

τα−1Eα,α

(
−
(

2k + 1

2L
π

)2

τα

)
f̃k(t− τ)dτ

]
sin

(
2k + 1

2L
πx

)
,

(2.60)
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avec les fonctions Bk(0) et f̃k(t) sont définies précédemment. Afin de trouver la solution
u(x, t), d’après équation (2.45) (par la addition de (2.46) et (2.60)), on trouve :

u(x, t) =
∞∑
k=0

[
Eα

(
−
(

2k + 1

2L
π

)2

tα

)
Bk(0) + tEα,2

(
−
(

2k + 1

2L
π

)2

tα

)
B
′

k(0)

+

∫ t

0

τα−1Eα,α

(
−
(

2k + 1

2L
π

)2

τα

)
f̃k(t− τ)dτ

]
sin

(
2k + 1

2L
πx

)
+ ϕ1(t) + ϕ1(t)x+

[
ϕ2(t)− ϕ1(t)

2L

]
x2.
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CHAPITRE 3

RÉSOLUTION NUMÉRIQUE

D ans ce chapitre, nous avons introduit une approximation de différence finie implicite pour
l’équation de diffusion-onde avec des conditions aux limites de Dirichlet-Neumann. La

stabilité et la convergence sont démontrées par récurrence, et avec la méthode de Cholesky un
exemple numérique a été présenté pour montrer l’efficacité de cette approximation.
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3.1 Approximation numérique

Soient n,m ∈ N. On définit tk = kτ , k = 0, 1, . . . , n, xi = ih, i = 0, 1, . . . , n, où τ = T/n
et h = L/m sont le pas d’espace et le pas de temps respectivement. Soit uki l’approximation
numérique de u(xi, tk) .

1. La discrétisation de la dérivée première dans la direction t est donnée par :

∂u

∂tk+1

(xi, tk+1) =
uk+1
i − uk+1

i−1

τ
+ cτ, (3.1)

où c est une constante.

2. La discrétisation de la dérivée seconde ordre dans la direction x est donnée par :

∂2u

∂x2
i

(xi, tk+1) =
uk+1
i+1 − 2uk+1

i + uk+1
i−1

h2
+ c2h

2, (3.2)

où c2 est une constante.

3. La discrétisation de les conditions initiales et aux limites sont données par :
– Pour la condition initiale :

u(xi, 0) = g(xi)⇒ u0
i = gi,

ut(xi, 0) = h(xi)⇒ u−1
i = u0

i − τh(xi).
(3.3)

– Pour les conditions aux limites :

u(x0, tk+1) = ϕ1(tk+1)⇒ uk+1
0 = ϕ1(tk+1),

ux(xm, tk+1) = ϕ2(tk+1)⇒ uk+1
m = hϕ2(tk+1) + uk+1

m−1.
(3.4)

4. La discrétisation de la dérive de Caputo pour 1 ≺ α ≺ 2 est définie par le lemme suivant

Lemme 3.1. Une approximation discrète de la dérivée fractionnaire (1.7) peut être obtenue par
une formule simple :

∂αu

∂tαi
(xi, tk+1) =

τ−α

Γ(3− α)

k∑
j=0

bj

(
uk−j+1
i − 2uk−ji + uk−j−1

i

)
, (3.5)

où
bj =

[
(j + 1)2−α − j2−α] .
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Démonstration. D’après l’équation de la dérivée fractionnaire de Caputo (1.7), on a :

∂αu

∂tαi
(xi, tk+1) =

1

Γ(2− α)

∫ tk+1

0

∂2u

∂s2
(xi, s)

ds

(tk+1 − s)α−1

=
1

Γ(2− α)

k∑
j=0

∫ tj+1

tj

u(xi, tj+1)− 2u(xi, tj) + u(xi, tj−1)

τ 2

ds

(tk+1 − s)α−1

=
1

Γ(2− α)

k∑
j=0

u(xi, tj+1)− 2u(xi, tj) + u(xi, tj−1)

τ 2

∫ tj+1

tj

ds

(tk+1 − s)α−1

=
1

Γ(2− α)

k∑
j=0

u(xi, tj+1)− 2u(xi, tj) + u(xi, tj−1)

τ 2

[
1/2− α (tk+1 − tj)2−α

− (tk+1 − tj+1)2−α]
=

1

(2− α) Γ(2− α)

k∑
j=0

u(xi, tj+1)− 2u(xi, tj) + u(xi, tj−1)

τ 2

[
(τ (k + 1− j))2−α

− (τ (k − j))2−α] ,
d’après la propriété 1.1 de la fonction Gamma, on a

∂αu

∂tαi
(xi, tk+1) =

τ−α

Γ(3− α)

k∑
j=0

(
uj+1
i − 2uji + uj−1

i

) [
(k + 1− j)2−α − (k − j)2−α] .

On pose J = k − j, {
j = 0⇔ J = k

j = k ⇔ J = 0

Donc

∂αu

∂tαi
(xi, tk+1) =

τ−α

Γ(3− α)

k∑
J=0

(
uk−J+1
i − 2uk−Ji + uk−J−1

i

) [
(J + 1)2−α − (J)2−α]

=
τ−α

Γ(3− α)

k∑
J=0

bJ
(
uk−J+1
i − 2uk−Ji + uk−J−1

i

)
.

Ensuite, nous avons :

Lαh,τu(xi, tk+1) =
τ−α

Γ(3− α)

k∑
j=0

[u(xi, tk−j+1)− 2u(xi, tk−j) + u(xi, tk−j−1)]
[
(j + 1)2−α − (j)2−α] .
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Alors∣∣∣∣ ∂αu∂tαk+1

(xi, tk+1)− Lαh,τu(xi, tk+1)

∣∣∣∣ ≤ 1

Γ(2− α)

k∑
j=0

∫ tj+1

t−j

∣∣∣∣∂2u

∂s2
(xi, s)

− u(xi, tj+1)− 2u(xi, tj) + u(xi, tj−1)

τ 2

∣∣∣∣× ds

(tk+1 − s)α−1

≤ c1τ
2

Γ(2− α)

k∑
j=0

∫ tj+1

t−j

ds

(tk+1 − s)α−1

≤ c1τ
2

Γ(2− α)

∫ tk+1

0

ds

(tk+1 − s)α−1

≤ c1τ
2

Γ(3− α)
((k + 1)τ)2−α

≤ cτ 2,

(3.6)

où c1 et c sont des constantes.

3.1.1 Schéma des différences finies

Un schéma implicite peut être donné par suite :
En utilisant (3.2) et (3.5), l’équation de problème (2.40) devient

τ−α

Γ(3− α)

k∑
j=0

bj

(
uk−j+1
i − 2uk−ji + uk−j−1

i

)
= a

un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

h2
+ fk+1

i ,

ce que implique que

k∑
j=0

bj

(
uk−j+1
i − 2uk−ji + uk−j−1

i

)
=
aταΓ(3− α)

h2

(
un+1
i+1 − 2un+1

i + un+1
i−1

)
+ ταΓ(3− α)fk+1

i .

Pour i = 1, 2, . . . ,M − 1; k = 0, 1, 2, . . . , N − 1. Soit p =
aταΓ(3− α)

h2
, l’équation ci dessus peut

être reécrite comme suivant

−p
(
uk+1
i+1 − uk+1

i + uk+1
i−1

)
= −

k+1∑
j=1

bj

(
uk−j+1
i − 2uk−ji + uk−j−1

i

)
+ ταΓ(3− α)fk+1

i ,

−puk+1
i+1 + (1 + 2p)uk+1

i − puk+1
i−1 = 2uki − uk−1

i −
k∑
j=1

bj

(
uk−j+1
i − 2uk−ji + uk−j−1

i

)
+ ταΓ(3− α)fk+1

i .

Par conséquent

1. Pour k = 0

−pu1
i+1 + (1 + 2p)u1

i − pu1
i−1 = 2u0

i − u−1
i + ταΓ(3− α)fk+1

i ,
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De (3.3), on obtient

−pu1
i+1 + (1 + 2p)u1

i − pu1
i−1 = 2u0

i − (u0
i − τhi) + ταΓ(3− α)fk+1

i

Donc, le schéma des différences finies implicite pour k = 0 est donnée par

−pu1
i+1 + (1 + 2p)u1

i − pu1
i−1 = u0

i + τhi + ταΓ(3− α)fk+1
i . (3.7)

2. Pour k > 0

− puk+1
i+1 + (1 + 2p)uk+1

i − puk+1
i−1

= 2uki − uk−1
i −

k∑
j=1

bj

(
uk−j+1
i − 2uk−ji uk−j−1

i

)
+ ταΓ(3− α)fk+1

i

= 2uki − uk−1
i −

k−1∑
j=0

bj+1u
k−j
i + 2

k∑
j=1

bju
k−j
i −

k+1∑
j=2

bj−1u
k−j
i + ταΓ(3− α)fk+1

i

=
k−1∑
j=2

[−bj+1 + 2bj − bj−1]uk−ji + 2uki − uk−1
i − b1u

k
i − b2u

k−1
i + 2b1u

k−1
i + 2bku

0
i − bk−1u

0
i − bku−1

i

=
k−1∑
j=2

[−bj+1 + 2bj − bj−1]uk−ji + 2uki − uk−1
i − b1u

k
i − b2u

k−1
i + 2b1u

k−1
i + 2bku

0
i − bk−1u

0
i

− bk(u0
i − τhi) + ταΓ(3− α)fk+1

i

=
k−1∑
j=2

[−bj+1 + 2bj − bj−1]uk−ji +
[
−uk−1

i + 2b1u
k−1
i − b2u

k−1
i

]︸ ︷︷ ︸
j=1

+(2− b1)uki + (bk − bk−1)u
0
i + bkτhi

+ ταΓ(3− α)fk+1
i

=
k−1∑
j=1

[−bj+1 + 2bj − bj−1]uk−ji + (2− b1)uki + (bk − bk−1)u
0
i + bkτhi + ταΓ(3− α)fk+1

i .

Donc, le schéma des différences finies implicite pour k > 0 est donnée par

−puk+1
i+1 + (1 + 2p)uk+1

i − puk+1
i−1 =

k−1∑
j=1

cj+1u
k−j
i + (2− b1)uki + (bk − bk−1)u

0
i + bkτhi

+ ταΓ(3− α)fk+1
i ,

(3.8)

Où
cj+1 = −bj+1 + 2bj − bj−1.
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3.1.2 Système Matricielle

On observe qu’on obtient (m − 1) équations servant à déterminer les (m − 1) inconnues
(u1, u2, . . . , um−1) . On dit usuellement qu’on a discrétisé le problème par une méthode de
différences finies utilisant le schéma implicite. On note que la connaissance des conditions au
bord u0 et um−1 est nécessaires à la résolution du système, puisqu’elles apparaissent dans (3.7),
(3.8) lorsque i = 1, 2, . . . ,m− 1

1. Pour k = 0

De (3.7), on a
– Pour i = 1

−pu1
2 + (1 + 2p)u1

1 − pu1
0 = u0

i + τh1 + ταΓ(3− α)fk+1
1 .

– Pour i = 2

−pu1
3 + (1 + 2p)u1

2 − pu1
1 = u0

i + τh2 + ταΓ(3− α)fk+1
2 .

...
...

...
...

...
...

– Pour i = m− 1

−pu1
m + (1 + 2p)2u1

m−1 − pu1
m−2 = u0

i + τhm−1 + ταΓ(3− α)fk+1
m−1.

En utilisant 3.3 et 3.4 , nous obtenons
– Pour i = 1

−pu1
2 + (1 + 2p)u1

1 = u0
i + τh1 + ταΓ(3− α)fk+1

1 + pϕk+1
1 .

– Pour i = 2

−pu1
3 + (1 + 2p)u1

2 − pu1
1 = u0

i + τh2 + ταΓ(3− α)fk+1
2 .

...
...

...
...

...
...

– Pour i = m− 1

−pu1
m−2 + (1 + p)u1

m−1 = u0
i + τhm−1 + ταΓ(3− α)fk+1

m−1 + phϕk+1
2 .

2. Pour k > 0 De même manière de cas (k = 0).

Donc, pour i = 1, 2, 3, . . . ,m , l’équations (3.7) et (3.8) peuvent être écrits comme suite :
Au1 = u0 + τh+ ταΓ(3− α)f 1 + vk+1,

Auk+1 = (2− b1)uk + (bk − bk−1)u0 + c2u
k−1 + . . .+ cku

1 + bkτh+ ταΓ(3− α)fk+1 + vk+1,

u0 = g,

(3.9)
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où

A =



1 + 2p −p 0
−p 1 + 2p −p

. . . . . . . . .
. . . . . . . . .
−p 1 + 2p −p

0 −p 1 + p


, uk =



uk1
uk2
uk3
...
...

ukm−1


, h =



h1

h2

h3
...
...

hm−1


,

vk =



pϕk1
0
0
...
...

phϕk2


et fk =



fk1
fk2
fk3
...
...

fkm−1


.

Remarque 3.1. La matrice A est définie positive

Démonstration. Pour montrer que la matrice A est définie positive, il suffit de montrer que

uTAu > 0 , ∀u 6= 0.

On a

uTAu =
[
u1 u2 . . . . . . um−1

]


1 + 2p −p 0
−p 1 + 2p −p

. . . . . . . . .
. . . . . . −p

0 −p 1 + p




u1

u2
...
...

um−1



=
m−3∑
i=1

[
(1 + 2p)(ui)

2 − 2puiui+1 + (1 + 2p)(ui+1)2
]

+
[
(1 + 2p)(um−2)2 − 2pum−2um−1 + (1 + p)(um−1)2

]
=

m−3∑
i=1

[(√
p/2ui −

√
p/2ui+1

)2

+ (1 + 3p/2)u2
i + (1 + 3p/2)u2

i+1

]
+

[(√
p/2um−2 −

√
p/2um−1

)2

+ (1 + 3p/2)u2
m−2 + (1 + p/2)u2

m−1

]
> 0,

donc, pour tout u 6= 0 : uTAu > 0
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3.1.3 Stabilité du schéma implicite

Nous supposons que ũki , (i = 0, 1, 2, . . . ,m; k = 0, 1, 2, . . . , n) est la solution approximative
de (3.7) et (3.8) :

−pũ1
i+1 + (1 + 2p)ũ1

i − pũ1
i−1 = ũ0

i + τhi + ταΓ(3− α)f 1
i

−pũk+1
i+1 + (1 + 2p)ũk+1

i − pũk+1
i−1 = (2− b1)ũki + (bk − bk−1)ũ0

i +
∑k−1

j=1 cj+1ũ
k−j
i + bkτhi

+ταΓ(3− α)fk+1
i ,

et le erreur εki = ũki − uki , (i = 0, 1, 2, . . . ,m; k = 0, 1, 2, . . . , n), satisfait :{
−pε1

i+1 + (1 + 2p)ε1
i − pε1

i−1 = ε0
i ,

−pεk+1
i+1 + (1 + 2p)εk+1

i − pεk+1
i−1 = (2− b1)εki + (bk − bk−1)ε0

i +
∑k−1

j=1 cj+1ε
k−j
i ,

quiui peut être écrit comme :
AE1 = E0,

AEk+1 = (2− b1)Ek + (bk − bk−1)E0 + c2E
k−1 + . . .+ ckE

1,

E0,

(3.10)

où
Ek =

[
εk1, ε

k
2, ε

k
3, . . . , ε

k
m−1

]T , par conséquent, le résultat suivant peut être prouvé en utilisant la
démonstration par récurrence,

Lemme 3.2. Sous l’hypothèse (3.10), on a :∥∥Ek
∥∥
∞ ≤ C

∥∥E0
∥∥
∞ , k = 1, 2, . . . , n. (3.11)

Démonstration. Pour k = 1
Soit |ε1` | = max1≤i≤m−1 |ε1i |. Nous avons :∣∣ε1

`

∣∣ = −p
∣∣ε1
`

∣∣+ (1 + 2p)
∣∣ε1
`

∣∣− p ∣∣ε1
`

∣∣
≤ −p

∣∣ε1
`+1

∣∣+ (1 + 2p)
∣∣ε1
`

∣∣− p ∣∣ε1
`−1

∣∣
≤
∣∣−pε1

`+1 + (1 + 2p)ε1
` − pε1

`−1

∣∣
≤ ε0

`

≤
∥∥E0

∥∥
∞ ,

donc ∥∥E1
∥∥
∞ ≤

∥∥E0
∥∥
∞ .

Supposons que ‖Ej‖∞ ≤ c ‖E0‖∞ , i = 1, 2, . . . , k, et soit
∣∣εk+1
`

∣∣ = max1≤i≤m−1

∣∣εk+1
i

∣∣ .
Alors, nous avons aussi :∣∣εk+1

`

∣∣ = −p
∣∣εk+1
`

∣∣+ (1 + 2p)
∣∣εk+1
`

∣∣− p ∣∣εk+1
`

∣∣
≤ −p

∣∣εk+1
`+1

∣∣+ (1 + 2p)
∣∣εk+1
`

∣∣− p ∣∣εk+1
`−1

∣∣
≤
∣∣−pεk+1

`+1 + (1 + 2p)εk+1
` − pεk+1

`−1

∣∣
≤

∣∣∣∣∣(2− b1)εk` + (bk − bk−1)ε0
` +

k−1∑
j=1

cj+1ε
k−j
`

∣∣∣∣∣
≤ |(2− b1)| c

∥∥E0
∥∥
∞ + |(bk − bk−1)| c

∥∥E0
∥∥
∞ +

∣∣∣∣∣
k−1∑
j=1

cj+1

∣∣∣∣∣ c ∥∥E0
∥∥
∞ ,
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on a bj est décroissante, alors

∣∣εk+1
`

∣∣ ≤ {2− b1 − (bk − bk−1) +
k−1∑
j=1

(bj − bj+1)−
k−1∑
j=1

(bj − bj−1)

}
c
∥∥E0

∥∥
∞

≤ {2− b1 − (bk − bk−1) + (b1 − bk) + (b0 − bk−1)}
∥∥E0

∥∥
∞

≤ {(3− 2bk)} c
∥∥E0

∥∥
∞

≤ 3c
∥∥E0

∥∥
∞ .

Donc ∥∥Ek+1
∥∥
∞ ≤ C

∥∥E0
∥∥
∞ .

Par conséquence, le théorème suivant est obtenu :

Théorème 3.1. Les approximations des différences finies implicites fractionnaires définies par (3.7) ,
(3.8) sont inconditionnellement stables.

3.1.4 Convergence du schéma des différences finies

Soit u(xi, t − k), (i = 1, 2, . . . ,m − 1, k = 1, 2, 3, . . . , n) est la solution exacte du problème au
point de maillage (xi, tk). Définir eki = u(xi, tk) − uki , (i = 1, 2, . . . ,m − 1, k = 1, 2, 3, . . . , n) et
ek =

(
ek1, e

k
2, . . . , e

k
m−1

)T
En utilisant e0 = 0. La remplacement de uki = u(xi, tk)− eki en (3.7), (3.8) conduit à :

1. Pour k = 0, l’équation (3.7) devient :

− p
[
u(xi+1, t1)− e1

i+1

]
+ (1 + 2p)

[
u(xi, t1)− e1

i

]
− p

[
u(xi−1, t1)− e1

i−1

]
= u(xi, t0)− e0

i + τhi + ταΓ(3− α)f 1
i ,

donc

−pe1
i+1 + (1 + 2p)e1

i − pe1
i−1 = −p [u(xi, t1)− 2u(xi, t1) + u(xi, t1)] + u(xi, t1)

− τhi − u0
i − ταΓ(3− α)f 1

i

= R1
i ,

2. Pour k > 1, l’équation (3.8) devient :

− p
[
u(xi+1, tk+1)− ek+1

i+1

]
+ (1 + 2p)

[
u(xi, tk+1)− e1

i

]
− p

[
u(xi−1, tk+1)− ek+1

i−1

]
= (2− b1)

[
u(xi, tk)− eki

]
+

k−1∑
j=1

cj+1

[
u(xi, tk−j)− ek−ji

]
+ (bk − bk−1)

[
u(xi, t0)− e0

i

]
+ bkτhi + ταΓ(3− α)fk+1

i ,
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donc

−pek+1
i+1 + (1 + 2p)ek+1

i − pek+1
i−1 = (2− b1)eki +

k−1∑
j=1

cj+1e
k−j
i −

k−1∑
j=1

cj+1u(xi, tk−j)

− p [u(xi+1, tk+1)− 2u(xi, tk+1) + u(xi−1, tk+1)] + u(xi, tk+1)

− (2− b1)u(xi, tk)− (bk − bk−1)u(xi, t0)− bkτhi − ταΓ(3− α)fk+1
i

= (2− b1)eki +
k−1∑
j=1

cj+1e
k−j
i +Rk+1

i ,

où

Rk+1
i = −

k−1∑
j=1

cj+1u(xi, tk−j) + u(xi, tk+1)− p [u(xi+1, tk+1)− 2u(xi, tk+1) + u(xi−1, tk+1)]

− (2− b1)u(xi, tk)− (bk − bk−1)u(xi, t0)− bkτhi − ταΓ(3− α)fk+1
i

= −
k−1∑
j=1

[−bj+1 + 2bj − bj−1]u(xi, tk−j) + u(xi, tk+1)− (2− b1)u(xi, tk)︸ ︷︷ ︸
I1

−(bk − bk−1)u(xi, t0)− bkτhi︸ ︷︷ ︸
I2

−p [u(xi+1, tk+1)− 2u(xi, tk+1) + u(xi−1, tk+1)]

− ταΓ(3− α)fk+1
i .

on a

I1 + I2 =
k∑
j=2

bju(xi, tk−j+1)− 2
k−1∑
j=1

bju(xi, tk−j) +
k−2∑
j=0

bju(xi, tk−j−1) + u(xi, tk+1)− (2− b1)u(xi, tk)

− (bk − bk−1)u(xi, t0)− bkτhi

=
k−2∑
j=2

bj [u(xi, tk−j+1)− 2u(xi, tk−j) + u(xi, tk−j−1)] + bk [u(xi, t−1)− 2u(xi, t0) + u(xi, t1)]︸ ︷︷ ︸
j=k

+ bk−1 [u(xi, t0)− 2u(xi, t1) + u(xi, t2)]︸ ︷︷ ︸
j=k−1

+ b1 [u(xi, tk−2)− 2u(xi, tk−1) + u(xi, tk)]︸ ︷︷ ︸
j=1

+ b0 [u(xi, tk+1)− 2u(xi, tk) + u(xi, tk−1)]︸ ︷︷ ︸
j=0

=
k∑
j=0

bj [u(xi, tk−j+1)− 2u(xi, tk−j) + u(xi, tk−j−1)] .
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Donc

Rk+1
i =

k∑
j=0

bj [u(xi, tk−j+1)− 2u(xi, tk−j) + u(xi, tk−j−1)]

− aταΓ(3− α)

h2
[u(xi+1, tk+1)− 2u(xi, tk+1) + u(xi−1, tk+1)]

− ταΓ(3− α)fk+1
i .

De (3.2), (3.6), nous avons

u(xi+1, tk+1)− 2u(xi,k+1 ) + u(xi−1, tk+1)

h2
=
∂2u

∂x2
i

(xi, tn+1) + c2h
2,

et

1

ταΓ(3− α)

k∑
j=0

bj [u(xi, tk−j+1)− u(xi, tk−j)] =
∂αu

∂tαk+1

(xi, tk+1) + c1τ
2.

Par conséquent

Rk+1
i = ταΓ(3− α)

[
∂αu

∂tα
(xi, tn+1)− a∂

2u

∂x2
i

(xi, tn+1)− fk+1
i + c1τ

2 + c2h
2

]
.

De l’équation de diffusion-onde fractionnaire (2.40), On obtient

Rk+1
i = c2h

2τα + c1τ
α+2,

alors, il existe c > 0, tel que∣∣Rk+1
i

∣∣ ≤ c
(
h2τα + τα+2

)
i = 1, 2, . . . ,m− 1; k = 1, 2, . . . , n.

Lemme 3.3. Pour k = 1, 2, . . . , n, on a :∥∥eK∥∥∞ ≤ cb−1
k−1

(
h2τα + τα+2

)
.

Démonstration. Soient ‖e1‖∞ = |e1
` | = max1≤i≤m−1 |e1

i |,
∣∣ek+1
`

∣∣ = max1≤i≤m−1

∣∣ek+1
i

∣∣. Notez que
b−1
j ≤ b−1

k , j = 0, 1, 2, . . . , k

Pour k = 1, nous avons ∣∣e1
`

∣∣ = −p
∣∣e1
`

∣∣+ (1 + 2p)
∣∣e1
`

∣∣− p ∣∣e1
`

∣∣
≤ −p

∣∣e1
`+1

∣∣+ (1 + 2p)
∣∣e1
`

∣∣− p ∣∣e1
`−1

∣∣
≤
∣∣−pe1

`+1 + (1 + 2p)e1
` − pe1

`−1

∣∣
≤
∣∣R1

i

∣∣
≤ cb−1

0

(
h2τα + τα+2

)
.

Alors ∥∥e1
∥∥
∞ ≤ cb−1

0

(
h2τα + τα+2

)
.
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Supposer que ‖ej‖∞ ≤ cb−1
j−1 (h2τα + τα+2) , i = 1, 2, . . . , k .Soit

∣∣ek+1
`

∣∣ = max1≤i≤m−1

∣∣ek+1
i

∣∣. No-
tez que b−1

j ≤ b−1
k , j = 0, 1, 2, . . . , k

Alors, nous avons ∣∣ek+1
`

∣∣ = −p
∣∣ek+1
`

∣∣+ (1 + 2p)
∣∣ek+1
`

∣∣− p ∣∣ek+1
`

∣∣
≤ −p

∣∣ek+1
`+1

∣∣+ (1 + 2p)
∣∣ek+1
`

∣∣− p ∣∣ek+1
`−1

∣∣
≤
∣∣−pek+1

`+1 + (1 + 2p)ek+1
` − pek+1

`−1

∣∣
≤

∣∣∣∣∣(2− b1)eki +
k−1∑
j=1

cj+1e
k−j
i +Rk+1

i

∣∣∣∣∣
on a bj est une fonction décroissante, alors

∣∣ek+1
`

∣∣ ≤ (2− b1)cb−1
k−1

(
h2τα + τα+2

)
+

(
k−1∑
j=1

(bj − bj+1)−
k−1∑
j=1

(bj − bj−1)

)
cb−1
k−j−1

(
h2τα + τα+2

)
+ c
(
h2τα + τα+2

)
≤ {(2− b1) + (b1 − bk)− (b0 − bk−1) + bk} cb−1

k

(
h2τα + τα+2

)
,

(
car b−1

j ≤ b−1
k

)
≤ (3− bk−1)cb−1

k

(
h2τα + τα+2

)
.

on a

lim
k→∞

b−1
k

kα
= lim

k→∞

k−α

(k + 1)2−α − k2−α

= lim
k→∞

k−2

(1 + 1
k
)2−α − 1

= lim
k→∞

k−2

1 + (2− α)k−1 − 1

= lim
k→∞

1

(1− α)k

= 0.

Par conséquent , il y’a une constante ε, telle que

b−1
k

kα
< ε.

Donc ∥∥eK+1
∥∥
∞ ≤ cεkα

(
h2τα + τα+2

)
.

Et comme kτ ≤ T est fini, alors nous obtenons le résultat suivant

Théorème 3.2. Soit uki la valeur approchée de u(xi, tk) calculée a l’aide du schéma des différences finies
(3.7) et (3.8), ensuite il y’a une constante positive C, tell que∣∣uki − u(xi, tk)

∣∣ ≤ C
(
h2 + τ 2

)
, i = 1, 2, . . . ,m− 1, k = 1, 2, . . . , n.
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Démonstration. on a ∥∥eK∥∥∞ ≤ cεkα
(
h2τα + τα+2

)
≤ cεkατα

(
h2 + τ 2

)
≤ cεTα

(
h2 + τ 2

)
≤ C

(
h2 + τ 2

)
.

3.2 Méthode de Cholesky

L’algorithme de Cholesky peut être utilisé pour obtenir la solution d’un système linéaire à
matrice symétrique, définie positive et tridiagonale comme suit :

Initiation : Soient g , h , ϕ1 , ϕ2 et f des fonctions données , (n,m) ∈ N∗, α ∈ ] 1, 2 ] , h =
1

m
, τ =

1

n
, xi = ih , p =

aταΓ(3− α)

h2
, bj =

[
(j + 1)2−α − j2−α] et cj+1 = −bj+1 + 2bj − bj−1

1. Éléments de deuxième membre
– pour k = 0

Pour i = 1, 2, . . . , n+ 1 , on a :

ri = g(xi) + Γ(3− α)ταf(xi, t1),

– Pour k = 1, 2, . . . ,m :
Et pour i = 1, 2, . . . , n , on a :

rk+1
1 = (bk − bk−1)g(x1) + (2− b1)u(x1, tk) + c2u(x1, tk−1) + . . .+ cku(xi, t1) + bkτi + pϕ1

+ Γ(3− α)ταf(xi, tk+1),

rk+1
i = (bk − bk−1)g(xi) + (2− b1)u(xi, tk) + c2u(xi, tk−1) + . . .+ cku(xi, t1) + bkτwi

+ Γ(3− α)ταf(xi, tk+1),

rk+1
n+1 = (bk − bk−1)gn+ 1 + (2− b1)u(xn+1, tk) + c2u(xn+1, tk−1) + . . .+ cku(xi, t1)

+ bkτwiϕ2 + Γ(3− α)ταf(xi, tk+1),

2. Éléments de matrice
pour i = 1, 2, . . . , n , on a :

Di = (1 + 2p)

Dn+1 = (1 + p)

Bi = −p.

Factorisation :

d1 =
√
D1

Pour i = 2, . . . , n , on a : li =
Bi−1

di−1

di =
√
Di − l2i .
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Résolution :

Ly = r ⇐⇒


y1 =

r1

d1

yi =
(ri − liyi−1)

di
pour tout i = 2, 3, . . . , n+ 1.

LTu = y ⇐⇒


un =

yn+1

dn+1

ui =
(yi − li+1ui+1)

di
pour tout i = n, n− 1, . . . , 1.

3.3 Application numérique

Dans cette section, nous avons implémente notre schéma de différence sur un exemple qui
supporte l’analyse théorique

Exemple 3.1. Soit u : ] 0, 1 ]× ] 0, 1 ] solution du problème suivant :


cDα0+u(x, t) = ∂2u(x,t)

∂x2
+ 2x(1−x)t2−α

Γ(3−α)
+ 2(t2 + 1), α = 3/2

u(x, 0) = x(1− x) , ut(x, 0) = 0

u(0, t) = 0 , ux(1, t) = −(t2 + 1).

La solution exacte de ce problème est ,

u(x, t) = x(1− x)(t2 + 1)

La solution analytique et la solution numérique sont données par les figures :
– FIGURE 3.1 : représente la solution exacte et la solution approche de le premier cas( τ =

0.02, h = 0.01 ,n = 1et t = 0.02 )
– FIGURE 3.2 : représente la solution exacte et la solution approche de le deuxième cas (
τ = 0.01, h = 0.01,n = 2 et t = 0.02 )

Grâce Figures 3.1, Figure 3.2 et Figure ?? on remarque que la solution numérique et la solution
exacte sont coïncides.
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FIGURE 3.1 – Solution analytique et solution numérique pour 1er cas
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FIGURE 3.2 – Solution analytique et solution numérique pour 2me cas
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudie un problème d’évolution pour une équation de
diffusion-onde fractionnaire de Caputo en temps avec les trois conditions aux limites de Di-
richlet, Neumann et Mixte.

Ce travail se déroule en deux étapes :

3 Étude analytique : nous avons calculé la solution analytique de l’équation (1) avec des
conditions initiales et aux limites de Dirichlet, Neumann et mixte, en utilisant les trans-
formées de Laplace et de Fourier et la méthode de séparation des variables. Cette solution
analytique est exprimée par des fonctions de type Mittag-Leffler.

3 Étude numérique : nous avons introduit une approximation de différence finie implicite
pour l’équation de diffusion-onde (1) avec des conditions aux limites Mixte. La stabilité et
la convergence sont démontrées par récurrence, et un exemple numérique a été présenté
pour montrer l’efficacité de cette approximation.

Comme perspectives, nous avons prévu les projets de recherches suivants :

+ Analyse mathématique et numérique d’un problème de diffusion-onde fractionnaire de
Caputo en dimension deux :

cDα0+u (x, y, t) = a (uxx + uyy) + f (x, y, t) , 1 < α < 2,

+ Condition initiale,
+Conditions aux limites.

Où a > 0 est une constante et f est une fonction donnée.

+ Méthode de transformée différentielle réduite pour la résolution d’équations aux dérivées
partielles fractionnaires.
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Résumé

D ans ce mémoire, nous avons étudie un problème d’évolution pour une équation de diffusion-
onde fractionnaire en temps avec les trois conditions aux limites de Dirichlet, Neumann et

Mixte. Nous avons calculé la solution analytique en utilisant les transformées de Laplace et de
Fourier et la méthode de séparation des variables. Pour la solution numérique, une approxima-
tion de différence finie implicite est construite. La stabilité et la convergence sont démontrées
par récurrence. Enfin, un exemple numérique a été présenté pour montrer l’efficacité de cette
approximation.

Mots-Clés : Calcul fractionnaire, Équation de diffusion-onde fractionnaire, Méthode de
séparation des variables, , Méthode de différences finies, Méthode de Cholesky, Transformée
de Fourier, Transformée de Laplace.

I n this memoir, we studied a problem of evolution for a time-fractional diffusion-wave equa-
tion with three kinds of nonhomogeneous boundary conditions, namely, Dirichlet, Neu-

mann and mixed boundary conditions. We derived the analytic solution using the Laplace and
Fourier transforms and method of separating variables. For the numerical solution, an impli-
cit finite difference approximation is constructed. Stability and convergence are demonstrated
by recurrence. Finally, one numerical example is presented to show the effectiveness of this
approximation.

Keywords : Cholesky method, Finite difference method, Fourier transform, Fractional calculs,
Fractional diffusion-wave equation, Laplace transform, Separation of variables method.
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