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Notation

— N : L’ensemble de tous les nombres naturels.
- N, : NU{0}.

— Z : L’ensemble de tous les nombres entiers.
— R™ :L’espace Euclidien.

= |a] = artazt........ +au, a; € N, i=1....n.

— |Q| : est la mesure de Lebesgue de 2 C R™.
— Soient A;, As deux espaces A; — A, s’il existe ¢ = 0 telle que

||f||A2 <C ||f||A1 VfeA
— p’ est 'exposont congugué de p ou é + 1% =1
— F'est I'espace dual de E.
— Soit f:R®™ — R supp f est le support de f :

suppf={z € R, f(x) # 0} .

— D(R") = Cg° (R™) est 'espace de fonctions C* (R") & support compact.

— S (R™) est l'espace de fonctions C*° (R") & décroissance rapide.

— On définit la transformation de Fourier par :

F(f)&) = fpne™f(x)dz.  feSR).

et sa transformée de Fourier inverse est :

(F1f) () = 2m)" [ €7 F (€) o
— B(z,r) la boule de centre = et de rayon r :
B(z,r)={yeR": |ly—z| < r}.

~ fxg@) = [g f@—y)g(y)dy et la convolition de f et g .



Introduction

Depuis longtemps les espaces de Sobolev Hj, W... ont fait I'objet de plusieurs
travaux de recharche. Les espaces de Lizorkin-Triebel F; (RRSobolev.

Des théories ont été étudiées dans les espaces F (R") comme la résolution de
certaines équations aux dérivées partielles avec des données dans F; (R™), la continuité
de certains opérateurs pseudo-différentiels sur les F; (R"), etc.

On dispose actuellemnt d’une riche littérature dans ce domaine, voir par exemple
[7, 8,9, 10].

Notre mémoire est organisé en quatres chapitres :

- Dans le premier, on présente la série de Littewood-Paley et quelques inégalités
principales et classiques.

- Dans le deuxiéme chapitre, on définit les espaces de Besov et Lizorkin-Triebel avec
leurs propriétés essentielles.

- Dans le troisieme, nous allons donner les normes continues des espaces de Lizorkin-
Triebel.

- Dans le dernier chapitre, on va étudier la composition sur les espaces de Lizorkin-

Triebel dans le case s = 1+ 1/p, d’aprés un résultat di & Moussai en 2018.



Chapitre 1

Décomposition de Littewood-Paley .

Dans ce chapitre on va rappeler les notions essentielles quon va utiliser par la suite

savoir particulier Décomposition de Littewood-Paley, quelque Inégalités principales .



1.1 Rapples de quelque espaces

L’espace de Lebesgue
Définition
Soient 0 < p < oo et  C R"™ LP(Q) est 'espace de Lebesgue,de fonction mesurable

telle que

3=

171 _ (JoIf (@) dx)r si 0 < p < o0
He supess |f ()] si p=oo

si Q=R"onpose L?(R") =L" et | f/L" (R")| =/,
Espace de Schwartz

Définition

S={f: RM™ — C, f € C®(R"), limp o |2|™ f* (2) = 0}.
1£lls = supseren (1+ 2)™ [f1* (@), Ym, k.
Distribition tempérées

Définition

on appelle distribition tempérée sur R une forme linéaire continue sur I’espace vecto-
rielle .S.

L’ensemble des distribitions tempérées est noté S’
S'={T:5 — C},

(T.f) = [en T () f(x)dzx,f €S, TeS.

Espace de Bessel

Définition
Espace de Bessel est I'espace des fonctions f € 5" (R") noté H, ou
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£l = (€0 +1P)* F @) @) < o0,

(seR,1 < p <00).

Espace de Sobolev
Définition

Espace de Sobolev est I'espace de fonctions f € L? (R") noté W)™ o :

||f||w;" = Z|a\§m ||daf||p = 0.

(1<p<oo,m=123.....).

1.2 Décomposition de Littewood-Paley

Soit ¢ € S telle que :

(1) suppp C { € R" : 1 < ¢ < 3}
(17) @ (&) = 0 pour 1< [¢] < 3.
(i) 3,0 (29) = 1 pour € € R — {0}

On pose ¥ (§) =135, ¢ (27¢)

On obtient une fonction ¥ € C* (R") tel que
supp¥ C {£ C R": |¢| < 3}. Alors pour tout £ € R" ona Y (27€) =1 est appelle

la partition de I'unite.

Acette partition ,on associe une suit d’opérateurs de convolutions A; : S" — C*

definis par

F(Af)(€) = (27€) f(€) pour j=12........

et

F(Af) (&) =T (&) f (&)



Pour tout f € S’ la décomposition de Littlewood-Paley de f est

f =m0 A frree (L1).

La série(1.1)converge au sens des distributions tempérées.
Remarque
Soit f € S’,7 € N, et a > 0, on deéfinit les opérateurs maximaux associés (fonction

maximale de peetre) aux Agpar
*,a _ 1A; f )l
A7 f (2) = Supyemn sy
et

*,a _ |A; f ()l
A3 (x) = supyep, oty

‘Note définition dépend de tout fagcon du choix de couronne {{ € R" : 1 < [¢| < 3}
puis de ¢ lintérét d’une telle décomposition réside dans les propriétés de presque-

orthogonalité des opérateurs ;.

1.3 Inégalités principales

Théoréme (Inégalité de Holder)
Soint f € LP (R") avec 1 < p,q < oo et (
Alors

1,1 _ 1
pta=r)

(fg) € L"(R") et [ fgll, < \If1l, lgll, -

Théoréme(inégalité de yong)
Soint p, q,r € |1; +00] telle que % + % =41

1
avec 1 > p et r > ¢ alors pour toute f € LY (R") et g € L (R") ona :

f-gel”R") et [If-gll, <71, llgll,

5



Théoréme(Inégalité de Benstein)
Siont 1 < p<g<oo etaecN"ilexiste C, = C(a,p,q,n) = 0 telle que pour
tout f € LP(R™) avec suppf C {£ € R : |¢| < R}.

ona :
5@, < R G=xel g

Théoréme (Inégalité de Nikol’skii)
Soint 0 < a < b,s € R, (U;) € S telle que supplU; C {€:a2 <€ < b2},
A= (S U1,))7 < oo.
Alors la série ) >0 Uj convergent dans 5.
si @ =0 le resultat est correct si s > 0.
Preuve

Soit ¢ € S alors :
0 =Dop+ D 151 Qrp s Vo €S |(X0Uj, )| < 400

O UL A0y + O UL D Qwp)

j>0 j=0 k>1
A N

J

~~

D, D,
mais :(f, Qrg) = (f,2"F 7§ (2%) x ¢
=/ @) (JPFTI @) (@~ 2)g () d=) do
= [[f(z)2""F~16(2% (x — 2))dxg (2)dz
=[ f*2MF15 (2% (2) g (2)dz
=(Qrf, 9)
et (f, Do) = (Ao f,p) car f est paire et réelle.
Dy =33 0(22 QuUj, 0)
= >0k md Ujs Quep)
(Shm U Qi) < S IS Uil 1@y (Holder)
<C Yo i U5, - 274 N €N.
St 103, = 25, (10511, - 229) (279)
< (52, (2910,) ) (S, 2 )

6
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< A(Shm,, )
Z?;lT—lmQ 9—sjd’ — 9—ksd' Z?fml olsqg’ _ 022—ksq'
|Dy| < 33,y A27F927RN — G5 A Y7 27 RN
N:s+N)0= N)—s
= | Dy| < CyA{oo

Dy = <Zj20 AUj, ) = <Z;'n=10 Uj, Do)
Car
(€ U;(6)

Q, = suppl; = a2/ < || < b2

Qy =suppp = [¢| < 2
UNQ=0 si $<a2i=2<Y
:>m1:10g(%) <0
Donc
Dy = (32720 Ujs Aop)
D1 < 327 KUj, As)]

< 2o UL 1Asell,,
< G UG, llell,
o MUl = 3272 U1, 2727
< (727 T3 ],)0)7.(Sy 2797
< AV (277

>y 27%94 = Cy  (nbr fini de termes)
D1l < CiCoA g, = C3A <00 .



Chapitre 2

Espaces de Besov et

Lizorkin-Triebel

Nous allons définir mainteant les espaces de Lizorkin-Triebel qui jouent un role im-
portant en analyse fonctionnelle. Pour cela, ce chapiter contient des définitions et qulques

propriétés mission.



2.1 Définition des espaces de Besov et Lizorkin-Triebel.

L’espace de Besov
Définition 01
Soit s € R p,q € [1,+00] L’espace de Besov B, est 'ensemble des f € 5" (R")tq

1A £, + (5229 [1Q4,)1)7 < oo.

avec

1f1

my. = 1Al + (52,29 Q1)1

L’espace de Besov homogeéne
Définition 02

L’espace de Besov homogéene B;qest I'ensembele f € S/ _tq

/1

By = (200027 Qi 11,)7)7 < 00 (1.1)

L’espace homogéne de Lizorkin-Triebel
Définition 03
Soint s € R p,q € [1,+0o0].

L’espace homogene de Lizorkin-Triebel est 'ensemble des f € S’ (R™) tellesque :

1/]

i, = | e 11,0

Ly

L’espace de Lizorkin-Triebel non homogéne
Définition 04
On definit comme dans By 'espace de Lizorkin-Triebel non homogene FJ par s €

R,1<p < o0.

/1

< Q.

b, = 181, + [ (Sa@ 15 1,)97 ||




Remarque

Les espace de Lizorkin-Triebel £} sont des espaces de quasi-Banach (espaces de Ba-
nach si min(p, ¢) > 1).Pour une présentation détaillée de ces espaces, on poura consulter
H.Triebel [12],[13] et [14].

Définition 05

Un espace de Banach de distribution (E,B,D)dans D’ (R™)est un sous -espace vectoriel
EdeD’ (R")muni d’une norme completel|-|| ; telle que I'injection canonique E — D' (R")
soit continue.

Définition 06

Soit £ un E, B, D on dit qu’une distribution g est un multiplicateur de E(on note
g € M (F)),s'l existe ¢ > 0,telque pour tout f € C* N Eon ait gf € E et ||gf] 5z <
C||f|| pon muni M (E) de la norme

91l ascy = supllgfllg: fe C¥NE [ fllg =1}

2.2 Plongement dans 5, (R")et F; (R")

Les espaces de Lizorkin-Triebel sont des généralisations des espace deLp et les espaces
des potontieils de Bessl Hp des F' € S’ (R")

Maintenat,nous rappellons quelques inclusion et égalités au sens des normes entre les
espace de Besov et de Lizorkin-Triebel.la plupart sont démontrées dans [1] , [2, 3, 4]et[5,6,7, 8] .

Définition

On deéfint F, ;’moﬂF .00 qui I'espace de Holder.

C* = B3, ot C* =B, (e :F3 = B3 et B = I3 ).

Proposition 01

Les propriété suivantes sont vérifieet.

(i) C* (R™) = B, o (R"), si s e RPN

10



(71) Ly (R™) = FJ, (R™), si 1<p=<oo.
wg) W (R") = Fly (R"), sl 1 <p<oo,meN".
p,2

(iv) By, (R") = Fy (R"), si 1<p<o0,s€R.

H:(R") = F3, (R") | si 1<p<oc.
p?
Proposition 02
(i) Soit s € R ,alors
SR?) — F5 (R") — S"(R").

(77) Soient s e R;1 <p<oo et 1<qg<oo,alors

B} in(a) (R") = Fpg (R") = B} o) (RY) -

(73i) Soient —oco <0 < s <00 et 1<p,rt<oo,alors
B;, (R) — BZ, (R").

(17v) Soient s e R;)1 <r<t<oo et 1<p<ooalors
By, (R") = By, (R").

(v) Soient 1<p.<p<o0, 1<g<x et s—
By (R") — By (R").

Poyq

2> 5, — 2 alors
p Po

(vi) Soient sz2—1<g<oo et 1<p=<r<oo alors
Fr (R") — L, (R").

(vii) Soient s=4%-—% , 1<g<oo ,1<p=<ocoous=2-—

T

B:, (R") — L, (R").

=
preuve voir[9.coro2.p.36] .
Proposition03
(1) Soit s > 0 alors
Bi  (R") — M (B, (R")).
si s=<0 alors
B, (R") — M (B:, (R")).
(77) Soit t = 0 alors
B (mey < M(B;q (R”)).
Preuve voir [9,4.7.1,p.229].

11
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2.3 L’interpolation

L’interpolation dans L, (R™)

Théoréme (Riesz-Thorin)

Soient 6 € 10,1 et pg, p1 € [1, +00] telle que py # pret % = 1p—_09 -+ p%.
Alors on a

(L (R™), L7t (R™)] = Ly (R™).

Preuve. :Voir [15].
L’interpolation dans B;  (R") et F; (R").

Proposition

Soit T Un opérateur linéaire de H dans lui méme telle que

1T, < collfllay» VF € Ao,
ITflla, <erllflla,, Vf € A

Alors T envoie (A, A1)y, dans lui méme avec

1T f Nl 0,40, < €M Nl t0,40),,,

ou

c<ct 0, 0<f0<let0<gq<oo.

L’interpolation réelle

Les théorémes suivants sont tous démontré dans le liver Triebel [16] .

Théoréme

soient qo, q1,q € ]0,4+00],0 < 6 < 1 et 59,51 € R telle que sg # s1 et s = (1 —0)sg +
0s,.

(1) Si0 < p < oo, alors

(B (R"), B3 (R)) 00 = Brg(R").

p,q1 p:q1

12



(¢7) Si0 < p < oo, alors

(Fgo, (R, Fn (RY), = F3, (RY).

p,q1 p,q1 p,q

Théoréme
Soient pg, p1 € |0, +o00[, 0< 6 < let 59,51 € Ret s = (1 —0)sp + 9517% = lp;oe + p%-
alors

(Bg, (RY) B, (RM), = B;, (R").

P1,q91 P1,91

13



Chapitre 3

Normes continues de I (R")

Dans ce chapitre, on va étudier les normes continues de espaces de Besov et Lizorkin-

Triebel et on énoncera quelques théorémes principaux.

14



3.1 Opérateur de différences

Pour tout distribution f sur R™ et tout h € R",on pose A, :== 7 — hf — f ,on
considére aussi les puissances successives de 'opérateur Ay ,définie inductivement par
A} =Ay et AZ‘H = Ap o AP, Vm € N*,
On vérifie aisément la formule suivante
o
AR f =310 (=1) T jnf-

m
Nous utiliserons par la suite la notation suivante :pour [ € N* p € [1,400],t > 0 et

f fonction définie sur R"on pose

Alf (x)‘pdx)% )

wWpi (f31) = supjay<s (Jon

Les propositions suivantes présentent des normes équivalentes dans By (R”) et [ (R™).
Pour la preuve, voir par exemple [9, prop.2.1.2/2,p.19], [5,th.2.6.1, p.140] .
Proposition

Soient [ un entier, 0 < s <[ , ¢ € [1,4+00] et 1 < p < oo.Alors D'espace

B> (R")est I'ensemble des distributions tempérées f vérifiant

/]

sy = 170+ (feo 1117 (o | AL @) da) ) < o0,

pour 1 < p < oc,alors 'espace de Lizorkin-Triebel FJ (R") est 'ensemble des distri-
butions tempérées f vérifiant

1

e 1 (VY G AN

< +00.
p

Preuve.Voir [9, p.41].

3.2 Théorémes principaux.

Théoréme 01

Si0<s =<1, alors By (R"), est I'ensemble des fonctions f telles que

15



1

1,, s 7
SUP,eRn <fo (t*wpBra (f31)) %) T+ /1L, @), < o0 (1)

De plus l'expression ci-dessus est une norme équivaleunte sur B, | (R™),, -
Théoréme 02

B}, (R™),, est I'ensemble des fonctions f telles que
1
L 1
sWacrr (fo (7500 (F36)" %)+ 1 e, <

0. (2)

De plus 'expression ci-dessus est une norme équivaleunte sur B; q (R™),, -
Théoréme 03

Si0<s =<1, alors F (R"), est I'ensemble des fonctions f telles que

(fol (t—s—n j’|h|§t AL ()] dh)q %>§
00. 3)

SUD,cpn + HfHLp(R")lu =

L,(B+a)

De plus I'expression ci-dessus est une norme équivaleunte sur  F; (R"),, .
Théoréme 04

E} ,(R™),, est I'ensemble des fonctions f telles que

(R (5 Sy 27 1) )"
0. (4)

SUPgeRrn + ”f”Lp(]Rn)lu =

Ly(B+a)

De plus 'expression ci-dessus est une norme équivaleunte sur Fp{q (R™),, -

Preuves des théorémes

Sans pert de généralité, on peut supposer que B est la boule unité de R™ .Dans cette
section, on fixe deux fonction ¢, et ¢, dans D (R™) telles que :

0 <y <1 est non nulle et portée par B/4,

iy () =1 sur 4B.

Lemme 1

Pour tout ¢ € [1, +00[ et tout réel a , il existe ¢ > 0 tel que

16



1
@ 1/,q =
supgqy £ (1) < e ([ (tu (1) )"

pour toute fonction croissante u sur l'intervalle |0, 1] .
Preuve de théoréme 01
On utilisera la formule suivant,valable pour tout h € R" et toutes fonctions f et g

sur R”

Ay (f9) (T-ng) + f (Ang) . (5)

Désignons par A (f) le premier terme de 'inégalité(1) .
Etape 01
Soit f une fonction telle que A (f) < oo par la formule(5),on a pour tous a, h € R™
et |h| <t <1,
(e 180 (7aspo) f) (@) do)
< (Jan |80 f (@) @ (z +h = a)|” dﬂf);’j(fw [f (@)I” 1A (Taeo) (2)I" d)
< (fora A0S @1 )" + 1900 (S| @ do )
< i (wpmia (£ + 1 Do, ) -

D=

Par la condition s < 1,on voit que
1

(foé (t™*w, ((Tatpo) [31))" %> q

<e <(f0é (t*wpta (f31))" ?); + (fig oy %)é ”fHLp(R")lu) '

L’expression ci-dessus étant majorée par csA (f),pour une certaine constante cy,il

vient

supacn [1(720) Fllgy_ ey < c3A(F)

Etape 02
Siot f € By, (R"),, .On viot aussitot que Ay, ((7o¢y) f) () = Apf (z)pour tout a €
R™ jtout € B + a,et tout |h| < 1.0n en déduit aisément que

A(f) < casupgepn [[(Tapr) fHF;’q(R") :

17



Preuve de théoréme 02

On désignera par A (f) le premier terme de I'inégalité (2) et on posera

Mp,a(f) = Sup0<t§% %np,B—&-a (f? t) :

Résultats préliminaires
On dispose des formules suivantes, ou k € N*, h € R"et ou f et g sont des fonctions

quelconque :

AG (fg) = (ALF) (T-2ng9) + (AR9) (T-nf) + (Anf) (Azng)
(6)

Ap =2 gy, — S0 27TA2 (7)

La premiére est immédiate, la seconde s’obtient facilement par récurrence sur k.
Lemme 2

Il existe ¢ > 0 tel que

piren (1:0) < et { (fopo [ @O )+ My (1) 1]}

pour tout 0 <t < 1 , tout a € R" et toute fonction localment intégrable f.
Preuve
Le lemme est une variante de l'inégalité classique de Marchaud.On définit I’entier

k > 1 par 'encadrement 27%~! <t < 27% De la formule (7),on déduit pour |h| <t
1

(fialO0f (@) d)”

<2 ([ Asad @P ) + A2 (faa 8305 @ SIROK
<27 (Jp [ @ de) 4 T2 (240 1),

<t (fyp, | @ o)+t It My (1),

18



ce qui conclut la preuve du lemme 2.

FEtapel 5,|_|—|\/]oo

Soit f une fonction telle que A (f) < oco. par la formule (6),il vient, pour |h| < ¢ < 7,

(o 133 ((a00) 1) @ d2)F < (o 1AL () 0 (& 4+ 98— @) da)F 4 (g IF (& BP 85 (i)
([l A2 @P d2)" +art (fp,, 1] @) dz)"+

|=

at ([l (@) do)’
< 5 (Mo (1:0) + 1 ooy, + i (£,1))

et donc

(o (7, (aspa) £:0)" )

Q=

<

s (JoF (7 e (F50)" )" s gy, (e #1700) s (fF (opra (F300)" %)

1
q

En conséquece

1 .
SuP,ern [|(Tatpo) f‘|Bg7q(Rn) <G (A (f) + sup,cpn <f04 (Wp,Bra (f31))* %) ) :

Grace au lemme,on a pour tout a € R,
1

(5 @ (1) )

1

< e 1 fllr@ny,, (f(f tqfldt) "+ My (f) (foi gt |1nt|th) .

En appliquant le lemme 1 a la foncton croissante ¢t — 7, 5, (f;t), on conclut que

SuPene | (Ta0) £y ey < rA(F)

EtapeZ

Soit f € B’;,q (R™),, ;En procédant comme dans I’étape2 de la preuve du théoréme

1,il vient

19



lu

A(f) < cs ||f||B;7q(R")

Preuve de théoréme 03
On désignera par A (f) le premier terme de 'inégalité (3) .
Etapel

Soit f une fonction telle que A (f) < oo . par la formule (5) ,nous avons

f\h|§t |A((Tatpo) f) ()] dh
S eI @) o+ = @) AT )] [y An(rago) ()] dh

On obtient

p

<f]Rn (foé (t—s—n f|h|§t IAL(Tao) f) ()| dh )q %> 2 dx);
< (fee (8 (o e s @lan )1 ) ) s (f 1 @ )’

=
=

ce qui nous donne

SUP,epn || (Tato) [ Fg ,(R") < A(f).

Etape2

Supposons que f € FJ (R™),, - En procédant comme dans I’étape 2 de la preuve du

théoremel, il vient

A(f) < e | fl

F;,q (Rn)lu ’

Preuve de théoréme 04
On désinera par A (f) le premier terme de 'inégalitié (4).
Etapel
Soit f une fonction telle que A (f) < oo .Soit

Q|-

1, e g
G () i= (fy (1777 et 1031 ()] d) " %)
par la formule (6), il vient, pour tous a,z € R" et t > 0,
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f\h|gt | AL ((Tap0) f) (2)| dh
< JueBRS @) o (2 + 20 —a) dht [, |f (2 + 0)[[AR(Tapo) ()| dh+
Jinze A0S (@)1 |AonTaipy (x)] dh.

On en déduit, pour tout a € R",

(e (B (7 S8 ) D @] an) ") ) %
< Spen (B (7 Sy 82 D ] a0) ) )

< (U(a)+V(a) +W(a)),

3=

ou

3=

0= Sr (B (7 falats @l an) 4) o)
o= (g (BE (0 fyals o+ 0] ) %)de)
Wi = fpa (B (0 0 )] an)’ %)5dx)
On voit facilement que
U @)+ V(0) < ea (fyy G @) dn) + a0 ®)
Estimation de W (a) .Posons
G (@) i= (i (477 Jyyc 1B ()| 1) )’

En décomposant 'intervalle ]O, 116] en intervalles dyadique et en utilisant des majo-

rations évi-dentes, on obtient

G1 () < c4Ge (7) Jou
1
4 "N
G (2) 1= (Lo (27 fypcas 180 ()] dn)")
Par le changement de variable h' = 2/73h, il vient
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1

G (#) = (Ljon (fiey Do f (@)]an)")"
Par(7),on a

A =27IT3A, Z] 42 = lAgz —j+3p)

2—J+3n

d'on G () <c; (Gs(x)+ Gy(x)),avec

1

G (z) == (ij4 (27j f\h\ﬁé |[Anf ()] dh>q) q

et

1

Gy (x) = ( j>4 (fh|<1 Z ;27 1|A ]+3hf ‘dh) )

Estimation de (3.0n a aussitot

G3 (J;) = Cs Lh‘gé |Ahf (%)‘ dh.

L’inégalité de Minkowski nous donne, pour tout a € R",

AL

(fs,.G pda:) gcﬁfwgé{ﬁg Anf (2 ypd;c} dh
< ¢ fyyer {fB f x+h)|pdx} dh+ cr(fa,, |f (@) do)?
< o fyes {pea P @ a2} dn ot o gl ) do)’
< s (Jfpulf @ )

Estimation de G4 .Par le lemme 1,0on a, pour tout + € R" et 0 < ¢ < %,
izt 1AL ()] dh < cot™ G ().
En raison du plongement [y — [,,0n a

Gy () <Z]>4fh\<12] )27 I}A J+3hf |dh

On vérifie facilement que
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S <1 (A2, s, f ()] dh = 273720 =Dn Sinjzai—s 185 S ()] dh.

En combinant cette relation avec I'inégalité (9),on obtient

Gy (7) < c10G () X255 S o272 = oG (x).

Il vient donc, pour tout a € R",

(fg-m Gy (x)" d$>; < cn (fB+aG(x)p dm) !

En tenant compte des estimations obtenues oour Gset G4 , on peut conclure que

I'expression W (a) est estimée par

<fB+a )’ dx) (fB+a z)[? d:r)

|=

En combinant avec (8), on conclut que

SuP,ern || (Tato) f”FI}’q(R") < c12A(f).

Etape2
Supposons quef € F,, (R"),, .En procédant comme dans I’étape 2 de la preuve du

théoréme 1, il vient

A(f) < e 1flpy @,
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Chapitre 4

La composition dans le cas limite

s=1+41/p.

Pour f: R — R tel que f (0) =0et [ € Lo (R) ﬁF;{f) (R) on montre que 'opérateur
de composition Ty : g — f o g prend Fplf{l/ P (R") dans Fpsa/? (R") On en déduit donc
la délimitation de T sur les espaces F; (R") pour 0 < s <1+ 1/p.

Dans le pésent chapitre, nous étudions 'opérateur de composition T : g — fog
nassocié¢ aux fonctions f : R — R sur les espaces de Lizorkin-Triebel F; (R") dans le

cas limite s = 1+ 1/p.
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4.1 Quelques préparations.

Définition

Une distribution tempérée f € S’ (R") s’annule a Uinfini si limy_o f(A\"(+)) = 0 dans
S’ (R™) .L/ensemble de toutes ces distributions est noté Cy (R")

Pour illustrer cette définitions ,nous donnons trois exemples de telles distribitions :

(i) fonctions dans L, (R") pour 1 < p < 0.

(ii)dérivées des fonctionsbornée,

(iif)dérivées des distribitions f € Co (R™).

dans ce contexte, le leemme élémentaire suivant sera I'un des outils pour prouver le
résultant principal.

Lemme

Ona Cy(R") N Py (R?) = {0}.

Proposition01

Un membre fofS’_ (R") appartient a F g (R™) si et seulment si ses dérivés du premier
ordre d;f dans 3, (R").

Proposition02

Soit 0<s=<1 et 1=p,qu=o0.

(i) il existe une constante ¢ > 0 telle que pour toute distribition tempérée réguliére f
satisfiaisant M (f) < oo, on a [f] € Fpﬁq (R™) et HfHFg’q(R”) <ec My(f).

(ii) supposons en plus s > n(1/p —1/u).Alors il existe une constante ¢ > 0 telle
que por tout f € F;’q (R™) il existe une distribition tempérée réguliére g satisfaisant
[9]oo = [ et

My (g) < eMyi (f) -
la distribition ¢ peut étre choisie telle que ¢ € C, (R™)pour tout |o| = wv.
Proposition03

Soit 1 < p,q < oo.Les expressions suivates définissent des normes équivalentes dans

F, (R™) :
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0 I
.. 2 n 1 —s
@)1 e = 11,5 (J

la base canonique de R";

1
Wy = 171, 151, pour s = 0

1/q
q
Afeijp %) pour 0 < s < 2 et ou{ey, ..., e, jdésigne

3 s
(1i1) ||f|]§,1§’q(Rn) = |lfll, + My (f) pour 1 <u < ooet nmax(l/p—1/u,0) <s =<1
Proposition 04
Soit s € Ret 1 <p,q<008i fe€ L (R")etge F5, (R")alors f+xgeFS (R")et

1S * gl

Fs ,(R™) <[/l llg] Fs ,(R")

Preuve de proposition04

En utilisant 1'inégalité de Young ,nous obtenons

Iy @7 D) (f+g)ll, = Ilf = (v @7 D) g)ll, < Il Iy 277 D) gll,, (V5 =0).

De méme on a |[p (D) (f*g)ll, < [Ifll, lp (D) gll, et le résultat souhaité suit.

Proposition05

Soit s € Ret 1 X p,q = oo .Alors les opérateurs J; (j = 1, ...,n) prend F; (R")dans
s R etj=1,..,n.

Proposition06

Soit s € Ret 1 = p,q =< oco.Soit f € §'(R").Soit (ug),cy, une suite bornée dans
F;  (R") telle que limy,_,c up, = f dans S"(R") .puis f € F; (R") et

i

4.2 Proposition principale

Propositoin07

soit 1 < p < oo il existe une constante ¢ > 0 telle que

(7'1) ||f © g”FI}’J&%/I’(R) <c ”f/HFpl/(ﬁ,(R) ||9||FP1Y1/P(]R)
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pour tout les fonctions f et , g satisfaisant

— f est de classeC*, f (0) =0 et fr e F;/lp (R),

— g est analytique et g€ Fpl’/lp (R).

Pruve de proposition07

Puisque g est dans F;Jfl/ ”(R) ,il ne peut pas étre un polynome (incluant une constante
puisque p < oo)sauf ie cas trivial de g = 0 , donc nous supposons que g est une fonction

non nulle dans F7Y/7

71 "7 (R) Maintenat, par les hypotheses (f o g)' = (f'og) .

Soit u > 1 un nombre & fixer ultéurement.Selon les propositions 3(i)et1
1 0 gl prnmgey < e (I 0 all, + 10 © D) 9l pa/e ey )
ou ¢ ne dépend que de p. 'hypothese f(0) = 0 implique que || f o g||pest borné par
£l [lgll, -Aussi, par la proposition 3(iii),
1/pu
1£ o gl 17 0 D)l ey < ¢ (I 0 ) g'll, + A" ((f 0 9)9))

ol ¢ est indépendant de f et g .Le terme||(f" o g) ¢'|| est borné par || '], [|g][, -1 suffit
donc de montrer que MI},{)%“ ((f"og)g') et borné par le méme terme que sur le coté droit

de (7.1) puisque p > 1.1’égalité élémentaire.
An((fog)g) (x) = [ (g (x+h)) Ang' (x) + g (x) An (f 0 g) (x).
Rendements
MyZ" ((£0.9)9') < N1F'loo Mp&™ (9') + supyyg =70 (2),

00 = (Rl OF (£ 80 7o) @ 00) e

Nous posons J := sup,, ot~ VPU () et K = ||| M2 (¢') .Ainsi,nous en sommes
réduits & estimer ces deux temes.
Estimation de K .par les propositions 3(ii) et5,cette estimation est évidente.
Estimation de J Nous utilisons certaines techniques données a la fois dans [10, p.2907]et

[11,pp.257-258] .En insérant 'inégalité élémentaire
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9" (@) <1g' (2) — ¢ (z + h)| + min (|g" ()|, |¢' (x + R)]) .

dans J, et en divisant le terme réultant en deux parties, nous optenons J < J; + J,0l

Ji i=supy. ot~ YPU; (t) (i =1,2) avec

U (0) = ([t Jyes 1 (g (2) + 9 2) A0 (0 9) (@) i)
Us (1) 1= (Jt™ oo (min (19’ @] 19’ (2 4+ D))" Ay (70 9) (2)" i)

Estimation de J;.Depuis f’ € L (R) nous avons J; < 2k.

Estimation de .J..Nous commencons par rappeler que g ¢ P, (R) (voir la discussions
au début de cette démonstration).puis par l'analyticité de g,on observe que 1’ensembele
des zéros de g’est non vide et discret,et son complément dans R est I'union d’une famille
finie ou dénombrable (I;),.,d'inttervalles disjoints ouverts non vides .Ainsi, g est une
fonction lisse strictement monotone sur /; .On note gla restriction de g a I; et g; a
fonction inverse de g; pour tout ¢t = 0 on note I;,,I’ensemble(éventuellement vide) de

x € I; dont la distance & la frontiére de I; est supérieure a 2t .nous fixons

Il’ft = II\IZ'J et a;:=sup,p, g’ (x)].

Clairement, I}, est un intervalle de longueur < 4¢ ,oul’union de deux intervalles de

longuer 2¢ .Dans le cas ou 'intervalle ouvert I, n’est pas vide ,nous avons
It 9
bl

9 (97 () +h) —y| <ta, Vyecg(l],) Vhe[-t1].
On ecrit Uy (t) < Us (t) + Uy (t) on

U3 (t) =
- in (|g’ e+ %A, (f w apyige)
(S Sy, (£ Sy (uin (I @)1 19’ (@ D)D) A (f 0 9) ()" dyr/vda)
et Uy (t) est défini de la méme maniére avec I}, , au lieu de [}, .Maintenant,pour

simplifier on pose J; := sup,. ot /PU; (t) (i = 3,4); alors Jy < Js + Jy.

Estimation de J; .En utilisant I'inégalité
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min (|g' (z)|, g’ (z + )| < |g' (@) g (@ + h)["7,
et par le changement de variable y := ¢ (z) sur chaque intervalle I; ;,on obtient

Us (t) <
p/u 1/p
(S {7 a7 0 a7 @4 1) = £ @ 51 (0 )+ )] an} ™ ay)

Nous continuons avec le changement suivant de la variable © := © (k) = g (9; ' (y) + h)—
youy € g (1],) et |h] < tet choisissez u satisfaisant (1 —1/p)u = 1.

cela conduit &

1 — u p/u Hr
Us (1) < (zl @ Ly {07 Sz 186 @) 00} dy) . (7.2)
< (S a))' MR (),

et nous allons estimer le dernier terme de cette inégalité.Notons tout d’abord que
depuis f1 € Fp/ ? (R) ,par la proposition 2 (i7) , il existe un f; € S’ (R) régulier tel que
Al = [, fr € Co (R) (rappel que v = 1,voir (7.3.1) et (7.3))

— +1,0 sios— Noou q = 1,
. max ([s — n/p] ) i s—n/p¢Nyou ¢ (73.1)

s—n/p si s—n/p€eN,ou qg=1;

ou [s —n/p|désigne le-par entier de s — n/p.
My (£) < ellF L garm ey (7.3)

On note aussi que f” € Cy (R) (voir 'exemple (ii) dans la section 2) .Ensuite,puisque

fi— f' € Py (R)et fl — f7 € Cy (R) ,par le lemme on a f; — f' = ¢ € R,et on obtient
My (f1) = MpZ" (f' + ) = MpZ" (') (7.4)

L’hypothése ¢’ € Fpl/lp (R) implique que ¢’ est borné et continu avec une limite nulle
a linfini (voir par exemple,[9 ,théoréme 2.2.4/1]).Pour tout I; il existe g, € I; tel que
|’ (e1)] = a; points d’extrémité de I,.Puisque les intervalles ouverts aux extrémités

{e1,8,}, (L € A)sont disjoints par paires ,il s’ensuit que .De plus ,laissez (,étre I'un des
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1
(i) = (Cilg' (@) =g BV <19 vy < M9l pippy -+ (75)

ou la constante ¢ ne dépend que de p.Maintenat ,en remplagant (7.4),(7.3)et (7.5),res-
pectivment, dans (7.2),nous obtenons l’estimation souhaitée pour Js .

Estimation Jy.puisque f' € Lo, (R) et [I7;4] < 4t et puisque
min (|¢' (2)], 9" (z + h)]) < ¢’ (@) < (Vo € L),
il s’ensuit que

Uy (2) < et || f'l| (2 a))"" < ot [1f]] 19 z27r y

(voir (7.5)).Cela implique immédiatement 'estimation souhaitée pour Jy, et nous

concluons que I'inégalité (7.1) est satisfaite. |

4.3 'Théoréme de composition

Théoréme 1.1
Soit 1 < p < oo .Soit f : R — R une fonction mesurable de Borel telle que
F(0) =0 et fr € F/2(R).Alors Ty transpose Fpljl/p (R") en Fyi/” (R") De plus, il

existe une constante ¢ > 0 qui ne dépend que

(11) ”f o gHFZ}VJ&%/F(R") <c Hf,HF;/OZ(R) HgHFZ}J{l/P(Rn) .

pour tous ces f et tous les g € F;’J{I/p (R™).

Remarque

En incorporant L., (R) — Fgopo (R) ,nous avons Lo (R) = FY, . (R) (avec des normes
équivalantes ).Considérons I'space W1 (R") des fonctions de lipschitz bornées sur R”

I'estimation

1o gllwe @y < el e lglwegny > (Vg € Wo (RM)).
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est classique pour f vérifiant f (0) = 0 est f € L., (R) .Ensuite par les plongements

bien connus.
Foi(R") — W (R") — F (R"),

Iestimation (1.1) est vraie dans le cas p = 0.

Preuve de théoréme

Par la remarque nous supposons que 1 < p < c0.Soit f et g tels que f(0) = 0,
fre B2 (R) et ge Fpljl/p (R™).

Etape 1 :lecasn=1.

En utilisant la suit (,oj) de couper-off fonctions définies comme :

J€N,
peC®0<p<1p()=1si|{<1letp()=0sil[=>3/2et

Yz (@8 =1 (VeRN{0}),p() + 25727 =1  (VeR)
ﬁj ::p(zij ()) (] :0,1,...),

on pose
gj = p;xget fj=p;xf— (pj x f (O)) p. les fonctions fjet g; ,sont réelles analytiques
.On a g; — g dans L, (R") ,et par la proposition 4,..........ccccceceviiiiniininininnnnnn

||9j||F;jl/p(R) <G H9||F;;1/p(R) ; }}f}HFgg(R) < e |l parn gy + p; = ()] p,

ol les constantes c¢; et cy sont indépendantes la proposition 7.1 aux deux fjet g; ,il

sensuit que

(111) “f] OngFpl"&}/P(Rn) < C(HfI”Fpl’/og(R) + ‘pj * f (O)‘) HgHF;-’l_l/p(R)
(Vj > 0).

d’une par ,et I'hypothése f (0) = 0 implique |p, * f (0)] < 277 || f'|.  (Vj > 0),pour
tout j > 0,donc lim; ., p; * f (0) = 0,'outre.De plus ,

1fi = flle 27 01f 1l et Nlg; — 9l < 277 |lg'llo (V5 = 0).
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Alors I'inégalité élémentaire

Ifog—=Tfiogille <NWfog—"Tiogllu +If509=ficglle < If = filloellfll
lg; = 9l (V5 2 0).

Montre que fjog; — fog dans S’ (R).Ansi,a partir de (4.6)(1.1.1)nous aplpliquons la

propriété de Fatou(proposition 6)a la suite (f; o g;) et conclure que (1.1)est satisfait.

jENG
Etape 2 :Le cas n > 2 .pour x € R”,on difinit les fonctions Gas -y Gay, DAT
9, (Y) =g (Y T2y s T) s, Goy, () =g (21,9, 23,00, T0) 5. (VY ER).
On opserve d’abord que I'ypothése f (0) = 0 donne ||f o ga:;-Hp <|Iflls ng;Hp .

Deuxiément, en utilisant & la fois la norme équivalente définie dans la proposition
3(i17)

et I'inégalité de Minkawski dans L, (R"!) ;nous optenons

L P 1/p
(r.1.2) gl + (fRn_l (fot R || A2ga! |p%) d:c;) §c||g||FH1/p(Rn)3
ici

dry = H dxy, (j=1,..,n).

1<k<n,k#j

A fortiori gz’ € F;f/p (R) pour presque tout = € R™.A D'étape 1,

w1 esml <1y N9l

141
Fp’to/p(]R

ol ¢ est une constante indépendante de f , g et z.

Maintenante , nous passons & l'estimation du terme || f o g|| ,141/5 g, -ON @
p,o0

(R™)

||fog||F;7£/p(Rn) S
/ n _1_1/p 2 p , l/p
L1l Nl + e 52 5Pocren 7 (fyurs Jy |82 0 g0y ()] dydar)
1/p

/
dxj

p

<[l gl + 23750 | Jnea || ] © 92

14+1
Fphd/P®)
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Ensuite, une combinaison de la derniére inégalité avec a la fois (1.1.2) et (1.1.3) donne

le

Résultat souhaité.l
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Conclusion générale

Il s’agit d’une extention ver les espaces de Lizorkin-Triebel d’une resultat comme dans

les espaces de Besov pour 0 < s < 1+ 1/p en utilisont les normes continues
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Résumé

Dans ce mémoire nous avons étudié les espaces de Besov et
Lizorkin-Triebel,nous avons donner quelque définitions et proprieté
entre ces espaces,on plus de I'étude |'extention ver les espaces de
Lizorkin-Triebel d'une resultat comme dans les espaces de Besov
pour 0<s<1+1/p en utilisont les norms continues.

Mot-clés

Espace de Lizorkin-Triebel,Décomposition de Littewood-Paley,La
composition,Normes continues.

Abstract

In this thesis we have studied the spaces of Besov and lizorkin-
Triebel,we have given some definitions and propety btween these
spaces, we further study the extension to the spaces of Lizorkin-
Triebel of a result as in the Besov spaces for 0<s<1+1/P will use
continuous norms.

Key word

Lizorkin-Triebel spaces,Littlewood-Paley
decomposition,Composition,Continuous norms.
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