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Notation

� N : L�ensemble de tous les nombres naturels.

� N� : N [ f0g:

� Z : L�ensemble de tous les nombres entiers.

� Rn :L�espace Euclidien.

� j�j = �1+�2+..........+�n, �i 2 N�, i=1.....n:

�D� = dj�j�dx�11 :::::::::dxann :

� j
j : est la mesure de Lebesgue de 
 � Rn:

� Soient A1; A2 deux espaces A1 ,! A2 s�il existe c � 0 telle que

kfkA2 � C kfkA1 ,8f 2 A1
� p0 est l�exposont congugué de p où 1

p
+ 1

p0 = 1:

� E 0est l�espace dual de E:

� Soit f : Rn �! R supp f est le support de f :

suppf=fx 2 Rn; f (x) 6= 0g .

�D (Rn) = C10 (Rn) est l�espace de fonctions C1 (Rn) à support compact.

� S (Rn) est l�espace de fonctions C1 (Rn) à décroissance rapide.

� On dé�nit la transformation de Fourier par :

F (f)(�) =
R
Rn e

-ix�f (x) dx: f 2 S (Rn) :

et sa transformée de Fourier inverse est :

(F -1f) (x) = (2�)-n
R
Rn e

ix�f̂ (�) dx:

� B (x; r) la boule de centre x et de rayon r :

B (x; r) = fy 2 Rn : jy � xj � rg :

� f � g (x) =
R
Rn f (x� y) g (y) dy et la convolition de f et g .
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Introduction

Depuis longtemps les espaces de Sobolev Hs
p , W

n
p ::: ont fait l�objet de plusieurs

travaux de recharche. Les espaces de Lizorkin-Triebel F sp;q (RRSobolev:

Des théories ont été étudiées dans les espaces F sp;q (Rn) comme la résolution de

certaines équations aux dérivées partielles avec des données dans F sp;q (Rn), la continuité

de certains opérateurs pseudo-di¤érentiels sur les F sp;q (Rn), etc.

On dispose actuellemnt d�une riche littérature dans ce domaine, voir par exemple

[7, 8, 9, 10].

Notre mémoire est organisé en quatres chapitres :

� Dans le premier, on présente la série de Littewood-Paley et quelques inégalités

principales et classiques.

� Dans le deuxième chapitre, on dé�nit les espaces de Besov et Lizorkin-Triebel avec

leurs propriétés essentielles.

� Dans le troisième, nous allons donner les normes continues des espaces de Lizorkin-

Triebel.

� Dans le dernier chapitre, on va étudier la composition sur les espaces de Lizorkin-

Triebel dans le case s = 1 + 1=p, d�après un résultat dû à Moussai en 2018.
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Chapitre 1

Décomposition de Littewood-Paley .

Dans ce chapitre on va rappeler les notions essentielles quon va utiliser par la suite

savoir particulier Décomposition de Littewood-Paley, quelque Inégalités principales .
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1.1 Rapples de quelque espaces

L�espace de Lebesgue

Dé�nition

Soient 0 � p � 1 et 
 � Rn; Lp (
) est l�espace de Lebesgue,de fonction mesurable

f

telle que

kfkLP (
) =

8<:
�R


jf (x)jp dx

� 1
p si 0 � p � 1

supess jf (x)j si p=1

si 
 = Rn;on pose Lp (Rn) = LP et


f�LP (Rn)

 = kfkp :

Espace de Schwartz

Dé�nition

S =
�
f : R(n) ! C; f 2 C1 (Rn) ; limjxj!1 jxjm fk (x) = 0

	
:

kfkS = supx2R(n) (1 + jxj)
m jf jk (x) ;8m; k :

Distribition tempérées

Dé�nition

on appelle distribition tempérée sur R une forme linéaire continue sur l�espace vecto-

rielle S:

L�ensemble des distribitions tempérées est noté S 0

S 0 = fT : S ! Cg ;

hT; fi =
R
Rn T (x) f (x) dx; f 2 S; T 2 S

0:

Espace de Bessel

Dé�nition

Espace de Bessel est l�espace des fonctions f 2 S 0 (Rn) noté Hs
p où :

3



kfkHs
p
=



(�1 + j�j2� s2 f̂ (�)) (x)




p
� 1;

(s 2 R; 1 � p � 1) :

Espace de Sobolev

Dé�nition

Espace de Sobolev est l�espace de fonctions f 2 Lp (Rn) noté Wm
p où :

kfkwmp =
P

j�j�m kd�fkp � 1:

(1 � p � 1;m = 1:2:3:::::::::).

1.2 Décomposition de Littewood-Paley

Soit ' 2 S telle que :

(i) supp' � f� 2 Rn : 1 � j�j � 3g :

(ii) ' (�) � 0 pour 1 � j�j � 3:

(iii)
P

j2Z ' (2
-j�) = 1 pour � 2 Rn � f0g :

On pose 	(�) = 1�
P

j�1 ' (2
-j�)

On obtient une fonction 	 2 C1 (Rn) tel que

supp	 � f� � Rn : j�j � 3g : Alors pour tout � 2 Rn ona
P
' (2-j�) = 1 est appèllè

la partition de l�unitè.

Acette partition ,on associe une suit d�opérateurs de convolutions �j : S
0 �! C1

dè�nis par

F (�jf) (�) = ' (2
-j�) f̂ (�) pour j = 1:2:::::::::

et

F (��f) (�) = 	 (�) f̂ (�)
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Pour tout f 2 S 0;la décomposition de Littlewood-Paley de f est

f =
P

j�0�jf:::::::: (1:1) :

La série(1:1)converge au sens des distributions tempérées.

Remarque

Soit f 2 S 0; j 2 N� et a � 0; on dè�nit les opérateurs maximaux associés (fonction

maximale de peetre) aux �kpar

��;a
j f (x) = supy2Rn

j�jf(y)j
(1+2j jx-yj)a ;

et

��;a
j;Jf (x) = supy2BJ

j�jf(y)j
(1+2j jx�yj)a :

�Note dé�nition dépend de tout façon du choix de couronne f� 2 Rn : 1 � j�j � 3g

puis de ' l�intérét d�une telle décomposition réside dans les propriétés de presque-

orthogonalité des opérateurs 'j:

1.3 Inégalités principales

Théorème (Inégalité de Holder)

Soint f 2 Lp (Rn) avec 1 � p; q � 1 et (1
p
+ 1

q
= 1

r
).

Alors

(fg) 2 Lr (Rn) et kfgkr � kfkp kgkq :

Théorème(inégalité de yong)

Soint p; q; r 2 ]1; +1] telle que 1
p
+ 1

q
= 1

r
+ 1

avec r � p et r � q alors pour toute f 2 LP (Rn) et g 2 Lq (Rn) ona :

f � g 2 Lr (Rn) et kf � gkr � kfkp kgkq
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Théorème(Inégalité de Benstein)

Siont 1 � p � q � 1 et � 2 Nn;il existe C� = C (�; p; q; n) � 0 telle que pour

tout f 2 Lp (Rn) avec suppf̂ � f� 2 Rn : j�j � Rg :

ona : 

f (�)


q
� C�Rn(

1
p
� 1
q )+j�j kfkp :

Théorème (Inégalité de Nikol�skii)

Soint 0 � a � b ,s 2 R; (Uj) 2 S 0 telle que suppÛJ � f� : a2j � j�j � b2jg :

�A = (
P
(2js kUjkp)q)

1
q � 1:

Alors la série
P

j�0 Uj convergent dans S
0:

�si a = 0 le resultat est correct si s � 0:

Preuve

Soit ' 2 S alors :

' = ��'+
P

k�1Qk' ; 8' 2 S : jh
P
Uj; 'ij � +1

h
X
j�0

Uj;��'i| {z }+ h
X
j�0

Uj;
X
k�1

Qk'i| {z }
D1 D2

mais :hf;Qkgi = hf; 2knF�1�
�
2k�
�
� g

=
R
f (x)

�R
2knF�1� (2k�) (x� z) g (z) dz

�
dx

=
R R

f (x) 2knF�1�(2k (x� z))dxg (z)dz

=
R
f � 2knF�1�

�
2k�
�
(z) g (z)dz

=hQkf; gi

et hf;��'i = h��f; 'i car f est paire et réelle.

D2 =
P

k�0h
P
QkUj; 'i

=
P

k�0h
Pk�m1

k�m2 Uj; Qk'i

jD2j �
P

k�0

���hPk�m1

k�m2
Uj; Qk'i

��� �Pk�0 k
P
Ujkp kQk'kp0..................(Hölder)

� C
P

k�0
Pk�m1

k�m2
kUjkp � 2�kN ,N 2 N:Pk�m1

j=k�m2
kUjkp =

Pk�m1

j=k�m2

�
kUjkp � 2sj

�
(2�sj)

�
�Pk�m1

j=k�m2

�
2sj kUjkp

�q� 1
q
�Pk�m1

j=k�m2
2�sjq

0
� 1
q0
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� A
�Pk�m1

j=k�m2
2�sjq

0
� 1
q0Pk�m1

j=k�m2
2�sjq

0
= 2�ksq

0Pm2

l=m1
2lsq

0
= C22

�ksq0

jD2j � C3
P

k�1A2
�ks2�kN = C3A

P
2�k(s+N)

N : s+Ni0 =) Ni � s

=) jD2j � C4Ah1

D1 = h
P

j�0��Uj; 'i = h
Pm1

j=0 Uj;��'i

CarP
j � (�) Ûj (�)


1 = sup pÛj = a2
j � j�j � b2j


2 = sup p� = j�j � 3
2


1 \ 
2 = ? si 3
2
� a2j = 3

2a
� 2j

=) m1 = log
�
3
2a

�
� 0

Donc

D1 = h
Pm1

j=0 Uj;��'i

jD1j �
Pm1

j=0 jhUj;��'ij

�
Pm1

j=0 kUjkp0 k��'kp
� C1

Pm1

j=0 kUjkp0 k'kpPm1

j=0 kUjkP =
Pm1

j=0 kUjkp 2sj2�sj

� (
Pm1

j=0(2
sj kUjkp)q)

1
q :(
Pm1

j=0 2
�sjq0)

1
q0

� A
Pm1

j=0(2
�sjq0)

1
q0Pm1

j=0 2
�sjq0 = C2 (nbr �ni de termes)

jD1j � C1C2A k'kp0 = C3A � 1 : �
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Chapitre 2

Espaces de Besov et

Lizorkin-Triebel

Nous allons dé�nir mainteant les espaces de Lizorkin-Triebel qui jouent un role im-

portant en analyse fonctionnelle. Pour cela, ce chapiter contient des dé�nitions et qulques

propriétés mission.
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2.1 Dé�nition des espaces de Besov et Lizorkin-Triebel.

L�espace de Besov

Dé�nition 01

Soit s 2 R p; q 2 [1;+1] L�espace de Besov Bsp;q est l�ensemble des f 2 S 0 (Rn)tq

k��fkp + (
P1

j=1(2
sj kQjkp)q)

1
q � 1:

avec

kfkBsp;q = k��fkp + (
P1

j=1(2
sj kQjfkp)q)

1
q :

L�espace de Besov homogène

Dé�nition 02

L�espace de Besov homogène _Bsp;qest l�ensembele f 2 S 01tq

kfk _Bsp;q = (
P1

j2Z(2
sj kQjfkp)q)

1
q � 1::::::::::::::::::(1:1)

L�espace homogène de Lizorkin-Triebel

Dé�nition 03

Soint s 2 R p; q 2 [1;+1] :

L�espace homogène de Lizorkin-Triebel est l�ensemble des f 2 S 0 (Rn) tellesque :

kfk _F sp;q =



(P1

j2Z(2
sj kQjfkp)q)

1
q





Lp
� 1::::::::::::::::::::::::(1:2)

L�espace de Lizorkin-Triebel non homogène

Dé�nition 04

On dè�nit comme dans Bsp;ql�espace de Lizorkin-Triebel non homogène F
s
p;qpar s 2

R; 1 � p � 1:

kfkF sp;q = k��fkp +



(P1

j2Z(2
sj kQjfkp)q)

1
q





Lp
� 1:
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Remarque

Les espace de Lizorkin-Triebel F sp;q sont des espaces de quasi-Banach (espaces de Ba-

nach si min(p; q) � 1).Pour une présentation détaillée de ces espaces, on poura consulter

H.Triebel [12] ; [13] et [14] :

Dé�nition 05

Un espace de Banach de distribution (E,B,D)dansD0 (Rn)est un sous -espace vectoriel

EdeD0 (Rn)muni d�une norme completek�kE telle que l�injection canonique E ,! D0 (Rn)

soit continue.

Dé�nition 06

Soit E un E;B;D on dit qu�une distribution g est un multiplicateur de E(on note

g 2 M (E)),s�il existe c � 0,telque pour tout f 2 C1 \ E;on ait gf 2 E et kgfkE �

C kfkEon muni M (E) de la norme

kgkM(E) := sup fkgfkE : f 2 C1 \ E; kfkE = 1g :

2.2 Plongement dans Bsp;q (Rn)et F sp;q (Rn)

Les espaces de Lizorkin-Triebel sont des généralisations des espace deLP et les espaces

des potontieils de Bessl HS
P des F 2 S 0 (Rn)

Maintenat,nous rappellons quelques inclusion et égalités au sens des normes entre les

espace de Besov et de Lizorkin-Triebel.la plupart sont démontrées dans [1] ; [2; 3; 4]et[5; 6; 7; 8] :

Dé�nition

On dè�nt F s1;1où _F
s
1;1 qui l�espace de Hölder.

Cs = Bs1;1 où _Cs = _Bs1;1 (i-e :F s1;1 = B
s
1;1 et _Bs1;1 = _F s1;1).

Proposition 01

Les propriété suivantes sont véri�eet.

(i) Cs (Rn) = Bs1;1 (Rn) ; si s 2 R+�N:

10



(ii) Lp (Rn) = F 0p;2 (Rn) ; si 1 � p � 1:

(iii) Wm
p (Rn) = Fmp;2 (Rn) ; si 1 � p � 1;m 2 N�:

(iv) Bsp;p (Rn) = F sp;p (Rn) , si 1 � p � 1; s 2 R:

(v) Hs
p (Rn) = F sp;2 (Rn) , si 1 � p � 1:

Proposition 02

(i) Soit s 2 R ;alors

S (Rn) ,! F sp;q (Rn) ,! S 0 (Rn) :

(ii) Soient s 2 R; 1 � p � 1 et 1 � q � 1;alors

Bsp;min(p;q) (Rn) ,! F sp;q (Rn) ,! Bsp;max(p;q) (Rn) :

(iii) Soient �1 � � � s � 1 et 1 � p; r; t � 1;alors

Bsp;r (Rn) ,! B�p;t (Rn) :

(iv) Soient s 2 R; 1 � r � t � 1 et 1 � p � 1 alors

Bsp;r (Rn) ,! Bsp;t (Rn) :

(v) Soient 1 � p� � p � 1 ; 1 � q � 1 et s� n
p
� s� � n

p�
alors

Bs�p�;q (R
n) ,! Bsp;q (Rn) :

(vi) Soient s � n
p
� n

r
; 1 � q � 1 et 1 � p � r � 1 alors

F sp;q (Rn) ,! Lr (Rn) :

(vii) Soient s � n
p
� n

r
, 1 � q � 1 ; 1 � p � 1 où s = n

p
� n

r
et q � r alors

Bsp;q (Rn) ,! Lr (Rn) :

preuve voir[9:coro2:p:36] :

Proposition03

(i) Soit s � 0 alors

Bs1;q (Rn) ,! M
�
Bsp;q (Rn)

�
:

si s � 0 alors

B�s1;q (Rn) ,! M
�
Bsp;q (Rn)

�
:

(ii) Soit t � 0 alors

B
t+(np )
p;1 (Rn) ,! M

�
_Bsp;q (Rn)

�
:

Preuve voir [9; 4:7:1; p:229] :
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2.3 L�interpolation

L�interpolation dans Lp (Rn)

Théorème (Riesz-Thorin)

Soient � 2 ]0; 1[ et p0; p1 2 [1;+1] telle que p0 6= p1et 1p =
1��
p0
+ �

p1
:

Alors on a

[Lp0 (Rn) ; Lp1 (Rn)]� = Lp (Rn) :

Preuve. :Voir [15] :

L�interpolation dans Bsp;q (Rn) et F sp;q (Rn) :

Proposition

Soit T Un opérateur linéaire de H dans lui même telle que

kTfkA0 � c0 kfkA0 ; 8f 2 A0:

kTfkA1 � c1 kfkA1 ; 8f 2 A1:

Alors T envoie (A0; A1)�;q dans lui même avec

kTfk(A0;A1)�;q � c kfk(A0;A1)�;q ;

où

c � c1��0 c�1; 0� � � 1 et 0 � q � 1:

L�interpolation réelle

Les théorèmes suivants sont tous démontré dans le liver Triebel [16] :

Théorème

soient q0; q1; q 2 ]0;+1] ; 0 � � � 1 et s0; s1 2 R telle que s0 6= s1 et s = (1� �)s0 +

�s1:

(i) Si 0 � p � 1; alors

�
Bs0p;q1 (R

n) ; Bs1p;q1 (R
n)
�
�;q
= Bsp;q (Rn) :

12



(ii) Si 0 � p � 1; alors

�
F s0p;q1 (R

n) ; F s1p;q1 (R
n)
�
�;q
= F sp;q (Rn) :

Théorème

Soient p0; p1 2 ]0;+1[ ; 0� � � 1et s0; s1 2 R et s = (1� �)s0 + �s1; 1p =
1��
p0
+ �

p1
:

alors

�
Bs1p1;q1 (R

n) ; Bs1p1;q1 (R
n)
�
�;q
= Bsp;q (Rn) :

13



Chapitre 3

Normes continues de F sp;q (Rn)

Dans ce chapitre, on va étudier les normes continues de espaces de Besov et Lizorkin-

Triebel et on énoncera quelques théorèmes principaux.
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3.1 Opérateur de di¤érences

Pour tout distribution f sur Rn et tout h 2 Rn,on pose �h := � � hf � f ,on

considére aussi les puissances successives de l�opérateur �h;dé�nie inductivement par

�1
h := �h et �m+1

h := �h ��m
h ;8m 2 N�:

On véri�e aisément la formule suivante

�m
h f =

Pm
j=0 (�1)

j

0@ j

m

1A ��jhf:
Nous utiliserons par la suite la notation suivante :pour l 2 N�; p 2 [1;+1] ; t � 0 et

f fonction dé�nie sur Rnon pose

!p;l (f ; t) := supjhj�t
�R
Rn
���l

hf (x)
��p dx� 1p :

Les propositions suivantes présentent des normes équivalentes dansBsp;q (Rn) et F sp;q (Rn) :

Pour la preuve, voir par exemple [9; prop:2:1:2=2; p:19] ; [5; th:2:6:1; p:140] :

Proposition

Soient l un entier, 0 � s � l ; q 2 [1;+1] et 1 � p � 1:Alors l�espace

Bsp;q (Rn)est l�ensemble des distributions tempérées f véri�ant

kfkBsp;q(Rn) := kfkp +
�R

Rn jhj
�sq �R

Rn
���l

hf (x)
��p dx� qp dh

jhjn
� 1
q � +1:

pour 1 � p � 1;alors l�espace de Lizorkin-Triebel F sp;q (Rn) est l�ensemble des distri-

butions tempérées f véri�ant

kfkF sp;q(Rn) := kfkp +




�R 10 �t�s�n Rjhj�t ���l

hf (�)
�� dh�q dt

t

� 1
q






p

� +1:

Preuve.Voir [9; p:41] :

3.2 Théorèmes principaux.

Théorème 01

Si 0 � s � 1; alors Bsp;q (Rn)luest l�ensemble des fonctions f telles que
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supa2Rn
�R 1

0
(t�s!p;B+a (f ; t))

q dt
t

� 1
q
+ kfkLp(Rn)lu � 1: (1)

De plus l�expression ci-dessus est une norme équivaleunte sur Bsp;q (Rn)lu :

Théorème 02

B1p;q (Rn)lu est l�ensemble des fonctions f telles que

supa2Rn
�R 1

0

�
t�1�p;B+a (f ; t)

�q dt
t

� 1
q
+ kfkLp(Rn)lu �

1: (2)

De plus l�expression ci-dessus est une norme équivaleunte sur B1p;q (Rn)lu :

Théorème 03

Si 0 � s � 1; alors F sp;q (Rn)luest l�ensemble des fonctions f telles que

supa2Rn





�R 10 �t�s�n Rjhj�t j�hf (�)j dh
�q

dt
t

� 1
q






Lp(B+a)

+ kfkLp(Rn)lu �

1: (3)

De plus l�expression ci-dessus est une norme équivaleunte sur F sp;q (Rn)lu :

Théorème 04

F 1p;q (Rn)lu est l�ensemble des fonctions f telles que

supa2Rn





�R 10 �t�n�1 Rjhj�t j�2
hf (�)j dh

�q
dt
t

� 1
q






Lp(B+a)

+ kfkLp(Rn)lu �

1: (4)

De plus l�expression ci-dessus est une norme équivaleunte sur F 1p;q (Rn)lu :

Preuves des théorèmes

Sans pert de généralité, on peut supposer que B est la boule unité de Rn .Dans cette

section, on �xe deux fonction '0 et '1 dans D (Rn) ,telles que :

_0 � '0 � 1 est non nulle et portée par B=4;

_'1 (x) = 1 sur 4B:

Lemme 1

Pour tout q 2 [1;+1[ et tout réel � , il existe c � 0 tel que
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sup0�t� 1
2
t�u (t) � c

�R 1
0
(t�u (t))q @t

t

� 1
q
:

pour toute fonction croissante u sur l�intervalle ]0; 1] :

Preuve de théorème 01

On utilisera la formule suivant,valable pour tout h 2 Rn et toutes fonctions f et g

sur Rn

�h (fg) (��hg) + f (�hg) : (5)

Désignons par A (f) le premier terme de l�inégalité(1) :

Etape 01

Soit f une fonction telle que A (f) � 1 par la formule(5),on a pour tous a; h 2 Rn

et jhj � t � 1
2
; �R

Rn j�h ((�a'0) f) (x)j
p dx

� 1
p

�
�R
Rn j�hf (x)'0 (x+ h� a)j

p dx
� 1
p+
�R
Rn jf (x)j

p j�h (�a'0) (x)j
p dx

� 1
p

�
�R

B+a
j�hf (x)jp dx

� 1
p
+ t kr'0k1

�R
B+a

jf (x)jp dx
� 1
p

� c1
�
!p;B+a (f; t) + t kfkLp(Rn)lu

�
:

Par la condition s � 1;on voit que�R 1
2

0
(t�s!p ((�a'0) f ; t))

q dt
t

� 1
q

� c1
��R 1

2

0
(t�s!p;B+a (f ; t))

q dt
t

� 1
q
+
�R 1

2

0
(t1�s)

q dt
t

� 1
q kfkLp(Rn)lu

�
:

L�expression ci-dessus étant majorée par c2A (f) ;pour une certaine constante c2;il

vient

supa2Rn k(�a'0) fkBsp;q(Rn) � c3A (f) :

Etape 02

Siot f 2 Bsp;q (Rn)lu :On viot aussitôt que �h ((�a'1) f) (x) = �hf (x)pour tout a 2

Rn ,tout x 2 B + a;et tout jhj � 1:On en déduit aisément que

A (f) � c4 supa2Rn k(�a'1) fkF sp;q(Rn) :
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Preuve de théorème 02

On désignera par A (f) le premier terme de l�inégalité (2) et on posera

Mp;a(f) := sup0�t� 1
2

1
t
�p;B+a (f; t) :

Résultats préliminaires

On dispose des formules suivantes, où k 2 N�; h 2 Rnet où f et g sont des fonctions

quelconque :

�2
h (fg) = (�

2
hf) (��2hg) + (�

2
hg) (��hf) + (�hf) (�2hg) ;

(6)

�h = 2
�k�2kh �

Pk�1
l=0 2

�l�1�2
2lh
: (7)

La premiére est immédiate, la seconde s�obtient facilement par récurrence sur k:

Lemme 2

Il existe c � 0 tel que

!p;B+a (f; t) � ct
��R

2B+a
jf (x)jp dx

� 1
p
+Mp;a (f) jln tj

�
;

pour tout 0 � t � 1
2
; tout a 2 Rn et toute fonction localment intégrable f:

Preuve

Le lemme est une variante de l�inégalité classique de Marchaud.On dé�nit l�entier

k � 1 par l�encadrement 2�k�1 � t � 2�k:De la formule (7),on déduit pour jhj � t�R
B+a

j�hf (x)jp dx
� 1
p

� 2�k
�R

B+a
j�2khf (x)jp dx

� 1
p
+
Pk�1

l=0 2
�l�1

�R
B+a

���2
2lh
f (x)

��p dx� 1
p

� 2�k+1
�R

2B+a
jf (x)jp dx

� 1
p
+
Pk�1

l=0 2
�l�1 �2l�kMp;a (f)

�
;

� 4t
�R

2B+a
jf (x)jp dx

� 1
p
+ 1

ln 2
t jln tjMp;a (f) ;
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ce qui conclut la preuve du lemme 2.

Etape1 �Etape1

Soit f une fonction telle que A (f) � 1. par la formule (6),il vient, pour jhj � t � 1
4
;�R

Rn j�
2
h ((�a'0) f) (x)j

p
dx
� 1
p �

�R
Rn j�

2
hf (x)'0 (x+ 2h� a)j

p
dx
� 1
p+
�R
Rn jf (x+ h)j

p j�2
h (�a'0) (x)j

p
dx
� 1
p

+
�R

B+a
j�2

hf (x)j
p
dx
� 1
p
+c1t

�R
B+a

jf (x)jp dx
� 1
p
+

c2t
�R

B+a
j�hf (x)jp dx

� 1
p

� c3
�
�p;B+a (f; t) + t

2 kfkLp(Rn)lu + t!p;B+a (f; t)
�
;

et donc�R 1
4

0

�
t�1�p ((�a'0) f ; t)

�q dt
t

� 1
q

�

c3

�R 1
4

0

�
t�1�p;B+a (f ; t)

�q dt
t

� 1
q
+c3 kfkLp(Rn)lu

�R 1
4

0
tq�1dt

� 1
q
+c3

�R 1
4

0
(!p;B+a (f ; t))

q dt
t

� 1
q
:

En conséquece

supa2Rn k(�a'0) fkB1p;q(Rn) � c4
�
A (f) + supa2Rn

�R 1
4

0
(!p;B+a (f ; t))

q dt
t

� 1
q

�
:

Grâce au lemme,on a pour tout a 2 Rn;�R 1
4

0
(!p;B+a (f ; t))

q dt
t

� 1
q

� c5 kfkLp(Rn)lu
�R 1

4

0
tq�1dt

� 1
q
+ c6Mp;a (f)

�R 1
4

0
tq�1 jln tjq dt

� 1
q
:

En appliquant le lemme 1 a la foncton croissante t 7�! �p;B+a (f ; t) ; on conclut que

supa2Rn k(�a'0) fkB1p;q(Rn) � c7A (f) :

Étape2

Soit f 2 B1p;q (Rn)lu ,En procédant comme dans l�étape2 de la preuve du théoréme

1,il vient
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A (f) � c8 kfkB1p;q(Rn)lu :

Preuve de théorème 03

On désignera par A (f) le premier terme de l�inégalité (3) .

Étape1

Soit f une fonction telle que A (f) � 1 . par la formule (5) ,nous avons

R
jhj�t j�h((�a'0)f) (x)j dh

�
R
jhj�t j�hf (x)j'0 (x+ h� a) dh+ jf (x)j

R
jhj�t j�h(�a'0) (x)j dh:

On obtient �R
Rn

�R 1
2

0

�
t�s�n

R
jhj�t j�h((�a'0)f) (x)j dh

�q
dt
t

� p
q

dx

� 1
p

�
�R

Rn

�R 1
2

0

�
t�s�n

R
jhj�t j�hf (x)j dh

�q
dt
t

� p
q

dx

� 1
p

+ c1

�R
B+a

jf (x)jp dx
� 1
p
;

ce qui nous donne

supa2Rn k(�a'0) fkF sp;q(Rn) � c2A (f) :

Étape2

Supposons que f 2 F sp;q (Rn)lu . En procédant comme dans l�étape 2 de la preuve du

théorème1, il vient

A (f) � c3 kfkF sp;q(Rn)lu :

Preuve de théorème 04

On désinera par A (f) le premier terme de l�inégalitié (4).

Étape1

Soit f une fonction telle que A (f) � 1 .Soit

G (x) :=
�R 1

0

�
t�n�1

R
jhj�t j�

2
hf (x)j dh

�q
dt
t

� 1
q

.

par la formule (6), il vient, pour tous a; x 2 Rn et t � 0;
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R
jhj�t j�

2
h((�a'0)f) (x)j dh

�
R
jhj�t j�

2
hf (x)j'0 (x+ 2h� a) dh+

R
jhj�t jf (x+ h)j j�

2
h(�a'0) (x)j dh+R

jhj�t j�hf (x)j j�2h�a'0 (x)j dh:

On en déduit, pour tout a 2 Rn;� R
Rn

�R 1
16

0

�
t�n�1

R
jhj�t j�

2
h((�a'0) f) (x)j dh

�q
dt
t

� p
q

dx

� 1
p

�
� R

B
2
+a

�R 1
16

0

�
t�n�1

R
jhj�t j�

2
h((�a'0) f) (x)j dh

�q
dt
t

� p
q

dx

� 1
p

� c1 (U (a) + V (a) +W (a)) ;

où

U (a) :=

� R
B
2
+a

�R 1
16

0

�
t�n�1

R
jhj�t j�

2
hf (x)j dh

�q
dt
t

� p
q

dx

� 1
p

;

V (a) :=

� R
B
2
+a

�R 1
16

0

�
t�n+1

R
jhj�t jf (x+ h)j dh

�q
@t
t

� p
q

dx

� 1
p

;

W (a) :=

� R
B
2
+a

�R 1
16

0

�
t�n

R
jhj�t j�hf (x)j dh

�q
dt
t

� p
q

dx

� 1
p

:

On voit facilement que

U (a) + V (a) � c2
�R

B+a
G (x)p dx

� 1
p
+ c3 kfkLp(B+a) : (8)

Estimation de W (a) :Posons

G1 (x) :=
�R 1

16

0

�
t�n

R
jhj�t j�hf (x)j dh

�q
dt
t

� 1
q

:

En décomposant l�intervalle
�
0; 1

16

�
en intervalles dyadique et en utilisant des majo-

rations évi-dentes, on obtient

G1 (x) � c4G2 (x) ,où

G2 (x) :=
�P

j�4

�
2jn
R
jhj�2�j j�hf (x)j dh

�q� 1
q

:

Par le changement de variable h0 = 2j�3h; il vient
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G2 (x) =
�P

j�4

�R
jhj� 1

8
j�2�j+3hf (x)j dh

�q� 1
q

:

Par(7),on a

�
2�j+3h

= 2�j+3�h �
Pj�4

l=0 2
�l�1�2

2l�j+3h;

d�où G2 (x) � c5 ( G3 (x) + G4 (x)) ;avec

G3 (x) :=
�P

j�4

�
2�j

R
jhj� 1

8
j�hf (x)j dh

�q� 1
q

:

et

G4 (x) :=
�P

j�4

�R
jhj� 1

8

Pj�4
l=0 2

�l�1
���2

2l�j+3hf (x)
�� dh�q� 1

q

:

Estimation de G3:On a aussitôt

G3 (x) = c6
R
jhj� 1

8
j�hf (x)j dh:

L�inégalité de Minkowski nous donne, pour tout a 2 Rn;�R
B
2
+a
G3 (x)

p dx
� 1
p � c6

R
jhj� 1

8

nR
B
2
+a
j�hf (x)jp dx

o 1
p
dh

� c6
R
jhj� 1

8

nR
B
2
+a
jf (x+ h)jp dx

o 1
p
dh+ c7(

R
B
2
+a
jf (x)jp dx)

1
p

� c6
R
jhj� 1

8

nR
B+a

jf (x)jp dx
o 1

p
dh+ c7(

R
B
2
+a
jf (x)jp dx)

1
p

� c8
�R

B+a
jf (x)jp dx

� 1
p
:

Estimation de G4 .Par le lemme 1,on a, pour tout x 2 Rn et 0 � t � 1
2
;

R
jhj�t j�

2
hf (x)j dh � c9tn+1 G (x) : (9)

En raison du plongement l1 ,! lq;on a

G4 (x) �
P

j�4
R
jhj� 1

8

Pj�4
l=0 2

�l�1
���2

2l�j+3hf (x)
�� dh:

On véri�e facilement que
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R
jhj� 1

8

���2
2l�j+3hf (x)

�� dh = 2�3n2(j�l)n Rjhj�2l�j j�2
hf (x)j dh:

En combinant cette relation avec l�inégalité (9),on obtient

G4 (x) � c10G (x)
P

j�4
Pj�4

l=0 2
�l�12l�j = c11G (x) :

Il vient donc, pour tout a 2 Rn;�R
B
2
+a
G4 (x)

p dx
� 1
p � c11

�R
B+a

G (x)p dx
� 1
p
:

En tenant compte des estimations obtenues oour G3et G4 , on peut conclure que

l�expression W (a) est estimée par�R
B+a

G (x)p dx
� 1
p
+
�R

B+a
jf (x)jp dx

� 1
p
:

En combinant avec (8), on conclut que

supa2Rn k(�a'0) fkF 1p;q(Rn) � c12A (f) :

Étape2

Supposons quef 2 F 1p;q (Rn)lu .En procédant comme dans l�étape 2 de la preuve du

théorème 1; il vient

A (f) � c13 kfkF 1p;q(Rn)lu :
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Chapitre 4

La composition dans le cas limite

s=1+1/p.

Pour f : R! R tel que f (0) = 0 et f 0 2 L1 (R)\ _F 1=pp;1 (R) on montre que l�opérateur

de composition Tf : g 7�! f � g prend F 1+1=pp;1 (Rn) dans F 1+1=pp;1 (Rn) On en déduit donc

la délimitation de Tf sur les espaces F sp;q (Rn) pour 0 � s � 1 + 1=p:

Dans le pésent chapitre, nous étudions l�opérateur de composition Tf : g 7�! f � g

nassocié aux fonctions f : R ! R sur les espaces de Lizorkin-Triebel F sp;q (Rn) dans le

cas limite s = 1 + 1=p:
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4.1 Quelques préparations.

Dé�nition

Une distribution tempérée f 2 S 0 (Rn) s�annule à l�in�ni si lim�!0 f(�
�1(�)) = 0 dans

S 0 (Rn) :L0ensemble de toutes ces distributions est noté ~C0 (Rn)

Pour illustrer cette dé�nitions ,nous donnons trois exemples de telles distribitions :

(i) fonctions dans Lp (Rn) pour 1 � p � 1:

(ii)dérivées des fonctionsbornée,

(iii)dérivées des distribitions f 2 ~C0 (Rn) :

dans ce contexte, le leemme élémentaire suivant sera l�un des outils pour prouver le

résultant principal.

Lemme

On a ~C0 (Rn) \ P1 (Rn) = f0g :

Proposition01

Un membre f �fS 01 (Rn) appartient à _F sp;q (Rn) si et seulment si ses dérivés du premier

ordre djf dans _F s�1p;q (Rn) :

Proposition02

Soit 0 � s � 1 et 1 � p; q; u � 1:

(i) il existe une constante c � 0 telle que pour toute distribition tempérée réguliére f

satis�aisant M s;u
p;q (f) � 1; on a [f ]1 2 _F sp;q (Rn) et kfk _F sp;q(Rn) � c M

s;u
p;q (f) :

(ii) supposons en plus s � n (1=p� 1=u) :Alors il existe une constante c � 0 telle

que por tout f 2 _F sp;q (Rn) ;il existe une distribition tempérée réguliére g satisfaisant

[g]1 = f et

M s;u
p;q (g) � cM s;u

p;q (f) :

la distribition g peut être choisie telle que g(�) 2 ~C0 (Rn)pour tout j�j = v:

Proposition03

Soit 1 � p; q � 1:Les expressions suivates dé�nissent des normes équivalentes dans

F sp;q (Rn) :
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(i) kfk(1)F sp;q(Rn) := kfkp + kfk _Fsp;q(Rn)
pour s � 0;

(ii) kfk(2)F sp;q(Rn) := kfkp+
Pn

j=1

�R 1
0
t�sq




�2
tej
f



q
p

dt
t

�1=q
pour 0 � s � 2 et oufe1; :::; engdésigne

la base canonique de Rn;

(iii) kfk(3)F sp;q(Rn) := kfkp +M
s;u
p;q (f) pour 1 � u � 1 et nmax (1=p� 1=u; 0) � s � 1:

Proposition 04

Soit s 2 R et 1 � p; q � 1:Si f 2 L1 (Rn) et g 2 F sp;q (Rn) alors f � g 2 F sp;q (Rn) et

kf � gkF sp;q(Rn) � kfk1 kgkF sp;q(Rn) :

Preuve de proposition04

En utilisant l�inégalité de Young ,nous obtenons

k
 (2�jD) (f � g)kp = kf � (
 (2�jD) g)kp � kfk1 k
 (2�jD) gkp (8j � 0) :

De même on a k� (D) (f � g)kp � kfk1 k� (D) gkp ;et le résultat souhaité suit.

Proposition05

Soit s 2 R et 1 � p; q � 1 .Alors les opérateurs @j (j = 1; :::; n) prend F sp;q (Rn)dans

F s�1p;q (Rn) et j = 1; :::; n:

Proposition06

Soit s 2 R et 1 � p; q � 1:Soit f 2 S 0 (Rn) :Soit (uk)k2N�une suite bornée dans

F sp;q (Rn) telle que limk!1 uk = f dans S 0 (Rn) :puis f 2 F sp;q (Rn) et

kfkF sp;q(Rn) � c limk!1 inf kukkF sp;q(Rn) :

4.2 Proposition principale

Propositoin07

soit 1 � p � 1 il existe une constante c � 0 telle que

(7:1) kf � gk
F
1+1=p
p;1 (R) � c kf

0k
F
1=p
p;1(R)

kgk
F
1+1=p
p;1 (R)
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pour tout les fonctions f et ; g satisfaisant

� f est de classeC1; f (0) = 0 et f 0 2 F 1=pp;1 (R) ;

� g est analytique et g2 F 1=pp;1 (R) :

Pruve de proposition07

Puisque g est dans F 1+1=pp;1 (R) ,il ne peut pas être un polynôme (incluant une constante

puisque p � 1)sauf ie cas trivial de g = 0 , donc nous supposons que g est une fonction

non nulle dans F 1+1=pp;1 (R) :Maintenat, par les hypothèses (f � g)0 = (f 0 � g) g0:

Soit u � 1 un nombre à �xer ultéurement.Selon les propositions 3(i)et1

kf � gk
F
1+1=p
p;1 (R) � c

�
kf � gkp + k(f 0 � g) g0kF 1=pp;1(R)

�
;

où c ne dépend que de p: l�hypothèse f (0) = 0 implique que kf � gkpest bornè par

kf 0k1 kgkp .Aussi, par la proposition 3(iii),

kf � gkp k(f 0 � g) g0kF 1=pp;1(R)
� c

�
k(f 0 � g) g0kp +M

1=p;u
p;1 ((f 0 � g) g0)

�
;

où c est indépendant de f et g .Le termek(f 0 � g) g0kpest borné par kf 0k1 kgkp :Il su¢ t

donc de montrer que M1=p;u
p;1 ((f 0 � g) g0) et borné par le méme terme que sur le côté droit

de (7:1) puisque p � 1:L�égalité élémentaire.

�h ((f
0 � g) g0) (x) = f 0 (g (x+ h))�hg

0 (x) + g0 (x)�h (f
0 � g) (x) :

Rendements

M
1=p;u
p;1 ((f 0 � g) g0) � kf 0k1M

1=p;u
p;1 (g0) + supt�0 t

�1=pU (t) ;

où

U (t) :=

�R
R jg

0 (x)jp
�
t�1
R
jhj�t j�h (f

0 � g) (x)ju @h
�p=u

dx

�1=p
:

Nous posons J := supt�0 t
�1=pU (t) et K := kf 0k1M

1=p;u
p;1 (g0) :Ainsi,nous en sommes

réduits à estimer ces deux temes.

Estimation de K .par les propositions 3(ii) et5,cette estimation est évidente.

Estimation de J Nous utilisons certaines techniques données à la fois dans [10; p:2907]et

[11,pp.257-258] :En insérant l�inégalité élémentaire
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jg0 (x)j � jg0 (x)� g0 (x+ h)j+min (jg0 (x)j ; jg0 (x+ h)j) :

dans J, et en divisant le terme réultant en deux parties, nous optenons J � J1+J2;où

Ji := supt�0 t
�1=pUi (t) (i = 1; 2) avec

U1 (t) :=
�R

R(t
�1 R

jhj�t j(�hg
0 (x) + g0 (x)�h (f

0 � g) (x))ju dh)p=udx
�1=p

:

U2 (t) :=
�R

R(t
�1 R

jhj�t (min (jg
0 (x)j ; jg0 (x+ h)j))u ��h (f

0 � g) (x)u dh)p=udx
�1=p

:

Estimation de J1:Depuis f 0 2 L1 (R) nous avons J1 � 2k:

Estimation de J2::Nous commençons par rappeler que g =2 P1 (R) (voir la discussions

au début de cette démonstration).puis par l�analyticité de g,on observe que l�ensembele

des zéros de g0est non vide et discret,et son complément dans R est l�union d�une famille

�nie ou dénombrable (Il)l2�d
0inttervalles disjoints ouverts non vides .Ainsi, g est une

fonction lisse strictement monotone sur Il .On note glla restriction de g à Il et g�1l la

fonction inverse de gl pour tout t � 0 on note I 0l;t;l�ensemble(éventuellement vide) de

x 2 Il dont la distance à la frontiére de Il est supérieure à 2t .nous �xons

I 00l;t := IlnI 0l;t et al := supx2Il jg
0 (x)j :

Clairement, I 00l;t est un intervalle de longueur � 4t ,oùl�union de deux intervalles de

longuer 2t .Dans le cas où l�intervalle ouvert I 0l;t ,n�est pas vide ,nous avons��g �g�1l (y) + h
�
� y

�� � tal; 8y 2 g
�
I 0l;t
�
;8h 2 [�t; t] :

On ecrit U2 (t) � U3 (t) + U4 (t) où

U3 (t) :=�P
l

R
I0l;t

�
t�1
R
jhj�t (min (jg

0 (x)j ; jg0 (x+ h)j))
�u
��h (f

0 � g) (x)u dh)p=udx
�1=p

:

et U4 (t) est dé�ni de la même maniére avec I 00l;t , au lieu de I
0
l;t .Maintenant,pour

simpli�er on pose Ji := supt�0 t
�1=pUi (t) (i = 3; 4) ; alors J2 � J3 + J4:

Estimation de J3 .En utilisant l�inégalité
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min (jg0 (x)j ; jg0 (x+ h)j) � jg0 (x)j1=p jg0 (x+ h)j1�1=p ;

et par le changement de variable y := g (x) sur chaque intervalle Il ,on obtient

U3 (t) ��P
l

R
g(I0l;t)

n
t�1
R
jhj�t

��f 0 �g �g�1l (y) + h
��
� f 0 (y)

��u � ��g0 �g�1l (y) + h
���(1�1=p)u dhop=u dy�1=p :

Nous continuons avec le changement suivant de la variable� := � (h) = g
�
g�1l (y) + h

�
�

y;où y 2 g
�
I 0l;t
�
et jhj � t;et choisissez u satisfaisant (1� 1=p)u = 1:

cela conduit à

U3 (t) �
�P

l a
p�1
l

R
g(I0l;t)

n
(tal)

�1 R
j	j�tal j�	f

0 (y)ju @�
op=u

dy

�1=p
: (7:2)

� t1=p (
P

l a
p
l )
1=pM

1=p;u
p;1 (f 0) ;

et nous allons estimer le dernier terme de cette inégalité.Notons tout d�abord que

depuis f 0 2 F 1=pp;1 (R) ;par la proposition 2 (ii) , il existe un f1 2 S 0 (R) régulier tel que

[f1]1 = [f
0]1 ; f1 2 ~C0 (R) (rappel que v = 1; voir (7:3:1) et (7:3))

v :=

8<: max ([s� n=p] + 1; 0) si s� n=p =2 N�ou q � 1;

s� n=p si s� n=p 2 N� ou q = 1;
(7:3:1)

ou [s� n=p]désigne le-par entier de s� n=p:

M
1=p;u
p;1 (f1) � c kf 0k _F 1=pp;1(R)

: (7:3)

On note aussi que f 00 2 ~C0 (R) (voir l�exemple (ii) dans la section 2) :Ensuite,puisque

f1 � f 0 2 P1 (R)et f 01 � f" 2 ~C0 (R) ;par le lemme on a f1 � f 0 = c 2 R;et on obtient

M
1=p;u
p;1 (f1) =M

1=p;u
p;1 (f 0 + c) =M

1=p;u
p;1 (f 0) : (7:4)

L�hypothése g0 2 F 1=pp;1 (R) implique que g0 est borné et continu avec une limite nulle

à l�in�ni (voir par exemple,[9 ,théorème 2.2.4/1]):Pour tout Il il existe "l 2 Il tel que

jg0 ("l)j = al points d�extrémité de Il:Puisque les intervalles ouverts aux extrémités

f"l; �lg ; (l 2 �)sont disjoints par paires ,il s�ensuit que .De plus ,laissez �lêtre l�un des
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(
P

l a
p
l )
1=p = (

P
l jg0 ("l)� g0 (�l)j

p)
1=p � kg0kBVP (R) � c kg

0k
F
1=p
p;1 (R)

; (7:5)

où la constante c ne dépend que de p:Maintenat ,en remplaçant (7.4),(7.3)et (7.5),res-

pectivment, dans (7.2),nous obtenons l�estimation souhaitée pour J3 .

Estimation J4:puisque f 0 2 L1 (R) et jI"l;tj � 4t et puisque

min (jg0 (x)j ; jg0 (x+ h)j) � jg0 (x)j � al (8x 2 Il),

il s�ensuit que

U4 (x) � c1t1=p kf 0k1 (
P

l a
p
l )
1=p � c2t1=p kf 0k1 kg0kF 1=pp;1 (R)

(voir (7.5)).Cela implique immédiatement l�estimation souhaitée pour J4; et nous

concluons que l�inégalité (7.1) est satisfaite. �

4.3 Théorème de composition

Théorème 1.1

Soit 1 � p � 1 .Soit f : R �! R une fonction mesurable de Borel telle que

f (0) = 0 et f 0 2 F 1=pp;1 (R) :Alors Tf transpose F 1+1=pp;1 (Rn) en F 1+1=pp;1 (Rn) .De plus, il

existe une constante c � 0 qui ne dépend que

(1.1) kf � gk
F
1+1=p
p;1 (Rn) � c kf

0k
F
1=p
p;1(R)

kgk
F
1+1=p
p;1 (Rn) :

pour tous ces f et tous les g 2 F 1+1=pp;1 (Rn) :

Remarque

En incorporant L1 (R) ,! _F 01;1 (R) ;nous avons L1 (R) = F 01;1 (R) (avec des normes

équivalantes ):Considérons l�space W 1
1 (Rn) des fonctions de lipschitz bornées sur Rn

l�estimation

kf � gkW 1
1(Rn)

� c kf 0k1 kgkW 1
1(Rn)

, (8g 2 W 1
1 (Rn)) :
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est classique pour f véri�ant f (0) = 0 est f 0 2 L1 (R) :Ensuite par les plongements

bien connus.

F 11;1 (Rn) ,! W 1
1 (Rn) ,! F 11;1 (Rn) ;

l�estimation (1.1) est vraie dans le cas p = 0:

Preuve de théorème

Par la remarque nous supposons que 1 � p � 1:Soit f et g tels que f (0) = 0;

f 0 2 F 1=pp;1 (R) et g 2 F 1+1=pp;1 (Rn) :

Étape 1 :le cas n = 1 .

En utilisant la suit
�
�j
�
j2N�

de couper-o¤ fonctions dé�nies comme :

� 2 C1; 0 � � � 1; � (�) = 1 si j�j � 1 et � (�) = 0 si j�j � 3=2 etP
j2Z 
 (2

j�) = 1 (8� 2 Rnn f0g) ; � (�) +
P

j�1 
 (2
�j�) = 1 (8� 2 Rn)

�̂j := � (2
�j (�)) (j = 0; 1; :::) ;

on pose

gj := �j �g et fj := �j �f�
�
�j � f (0)

�
p: les fonctions fjet gj ,sont réelles analytiques

.On a gj �! g dans Lp (Rn) ;et par la proposition 4;...................................................

kgjkF 1+1=pp;1 (R) � c1 kgkF 1+1=pp;1 (R) ,


f 0j

F 1=pp;1(R)

� c2 kf 0kF 1=pp;1(R)
+
���j � f (0)�� �;

où les constantes c1 et c2 sont indépendantes la proposition 7.1 aux deux fjet gj ,il

sensuit que

(1:1:1) kfj � gjkF 1+1=pp;1 (Rn) � c(kf
0k
F
1=p
p;1(R)

+
���j � f (0)��) kgkF 1+1=pp;1 (R)

(8j � 0).

d�une par ,et l�hypothése f (0) = 0 implique
���j � f (0)�� � c2�j kf 0k1 (8j � 0),pour

tout j � 0;donc limj!1 �j � f (0) = 0;l�outre.De plus ,

kfj � fk1 � c2�j kf 0k1 et kgj � gk1 � c2�j kg0k1 (8j � 0).
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Alors l�inégalité élémentaire

kf � g � fj � gjk1 � kf � g � fj � gk1 + kfj � g � fj � gjk1 � kf � fjk1 c kfk1
kgj � gk1 (8j � 0).

Montre que fj �gj ! f �g dans S 0 (R) :Ansi,à partir de (4.6)(1:1:1)nous aplpliquons la

propriété de Fatou(proposition 6)à la suite (fj � gj)j2N� ;et conclure que (1.1)est satisfait.

Étape 2 :Le cas n � 2 .pour x 2 Rn;on di�nit les fonctions gx01 ; :::; gx0n par

gx01 (y) := g (y; x2; :::; xn) ; gx02 (y) := g (x1; y; x3; :::; xn) ; ::: (8y 2 R) :

On opserve d�abord que l�ypothése f (0) = 0 donne


f � gx0j

p � kf 0k1 

gx0j

p .

Deuxiément, en utilisant à la fois la norme équivalente dé�nie dans la proposition

3(ii)

et l�inégalité de Minkawski dans Lp (Rn�1) ;nous optenons

(1:1:2) kgkp +
�R

Rn�1

�R 1
0
t�1�1=p



�2
tgx

0
j




p
dt
t

�p
dx0j

�1=p
� c kgk

F
1+1=p
p;1 (Rn) ;

ici

dx0j =
Y

1�k�n;k 6=j

dxk (j = 1; :::; n) :

A fortiori gx0j 2 F
1+1=p
p;1 (R) pour presque tout x 2 Rn:A l�étape 1,

(1:1:3)


f � gx0j



F
1+1=p
p;1 (R)

� kf 0k
F
1=p
p;1(R)



gx0j

F 1+1=pp;1 (R)

où c est une constante indépendante de f , g et x:

Maintenante , nous passons à l�estimation du terme kf � gk
F
1+1=p
p;1 (Rn) :on a

kf � gk
F
1+1=p
p;1 (Rn) �

c1 kf 0k1 kgkp + c1
Pn

j=1 sup0�t�1 t
�1�1=p

�R
Rn�1

R
R

����2
tf � gx0j (y)

���p dydx0j�1=p
� c1 kf 0k1 kgkp + c2

Pn
j=1

0@R
Rn�1




f � gx0j


p
F
1+1=p
p;1 (R)

dx0j

1A1=p

:
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Ensuite, une combinaison de la derniére inégalité avec à la fois (1:1:2) et (1:1:3) donne

le

Résultat souhaité.�

........................

.........................
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Conclusion générale
Il s�agit d�une extention ver les espaces de Lizorkin-Triebel d�une resultat comme dans

les espaces de Besov pour 0 � s � 1 + 1=p en utilisont les normes continues
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Résumé  

       Dans ce mémoire nous avons étudié les espaces de Besov et 

Lizorkin-Triebel,nous avons donner quelque définitions et proprieté 

entre ces espaces,on plus de l'étude l'extention ver les espaces de 

Lizorkin-Triebel d'une resultat comme dans les espaces de Besov 

pour 0<s<1+1/p en utilisont les norms continues. 

Mot-clés 

Espace de Lizorkin-Triebel,Décomposition de Littewood-Paley,La 

composition,Normes continues. 

Abstract                  

       In this thesis we have studied the spaces of Besov and lizorkin-

Triebel,we have given some definitions and propety btween these 

spaces, we further study the extension to the spaces of Lizorkin-

Triebel of a result as in the Besov spaces for 0<s<1+1/P will use 

continuous norms. 

Key word 

Lizorkin-Triebel spaces,Littlewood-Paley  

decomposition,Composition,Continuous norms. 

 

  الملخص 

وقدمنا بعض التعریفات ,درسنا في أطروحتنا فضاءات بیزوف و لیزوركین تریبل       

لمسافات لیزوركین تریبل في  الامتدادوالخصائص بین بین ھده الفضاءات و درسنا كدلك 

  .بستخدام معاییر مستمرة s<1+1/p>0 حالة   

  .المعاییر المستمرة,التكوین,Littlewood-Paleyتححل ,Lizorkin-Triebelمساحة    


