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Notation

N Est la collection de tous les nombres naturals.
Rn L’espace Euclidien.
Z L’ensemble de tout les nombres entiers.
‖.‖ La norme.

L(E,F ) L’ensemble des applications linéaires définies de E dans F.
L(E,F ) L’ensemble des applications linéaires et continues définies de E dans F .
X1 ↪→ X2 Soient X1 et X2 deux espaces. s’il existe c > 0, telle que

‖f‖X2 ≤ c‖f‖X1 , ∀f ∈ X1.
χE Désigne la fonction caractéristique d’un ensemble mesurable E ⊂ Rn est definit par

χE =

{
1 si x ∈ E
0 si x /∈ E

|B| La mesure de Lebesgue de B ⊆ Rn .
Bk Bk :=

{
x ∈ Rn : |x| ≤ 2k

}
pour k ∈ Z.

Ck Ck := Bk \Bk−1 pour k ∈ Z.
{χ̃k}∞k=0 Nous définissons l’ensemble par χ̃0 := χB0 et χ̃k := χRk si k ≥ 1 .
L1
loc(Rn) Pour tout ω ∈ L1

loc(Rn) et un ensemble compact F ⊂ Rn,
on écrit ω(F ) :=

∫
F
ω(x)dx.

B(x, r) La boule de centre x et de rayon r , definit par
B(x, r) = {y ∈ Rn : |y − x| < r}.

ϑn Le volume de la boule unité {x ∈ Rn : |x| < 1}



Introduction

En mathématiques et plus particulièrement en analyse, la fonction maximale de Hardy-
Littlewood est un opérateur qui associe à toute fonction localement intégrable f en tout point
x sur Rn comme étant la borne supérieure des valeurs moyennes de |f | sur les boules centrées
en x. La notion de fonction maximale est intervenue pour la première fois dans un article publié
en 1930 par Godfrey Harold Hardy et John Edensor Littlewood [10]. La fonction maximale et
ses diverses généralisations jouent un rôle important dans diverses branches de l’analyse telles
que la théorie de l’approximation, les équations aux dérivées partielles, la théorie des espaces
de fonctions, etc.

Depuis les années 1930, plusieurs chercheurs ont étudiés la continuité de la fonction
maximale de Hardy-Littlewood sur des espaces de fonctions, comme les espaces de Lebesgue
Lp, BMO, Herz et autres.

Un résultat bien connu de Fefferman et Stein dans [6] indique que si M désigne l’opérateur
maximal de Hardy -Littewood, alors M satisfait les inégalités de type faible et de type fort
des normes vectorielles valuées. Dans [1], Andersen et John ont établi une version pondérée
du résultat de Fefferman-Stein et ont montré que lorsque M est remplacé par des intégrales
singulières les mêmes conclusions sont toujours valables. Ces inégalités se montrent aujourd’hui
des outils d’analyse très utiles.

Le but de ce mémoire est de donné la continuité de l’opérateur maximal de Hardy-
Littlewood à valeur vectorielle sur les espaces de Herz avec poids et les espaces de Herz faibles
avec poids, ce sont les résultats démontrés par T.Lin, et Y.Dachun [18].

Ce travail de recherche est composé de trois chapitres :
Le premier chapitre sont abordés les espaces de Lebesgue où sont données quelques propriétés
comme d’inégalités classiques telles que celle de Hölder, Minkowski, et en plus de certains
notations sur la fonction maximale de Hardy-Littelwood sont nécessaires aux chapitres suivants.

Dans le deuxième chapitre on donne les défnitions des espaces de Herz homogène
K̇α,p
q (ω1, ω2) et non homogène Kα,p

q (ω1, ω2) avec poids, les espace de Herz faibles homogène
WK̇α,p

q (ω1, ω2) et non homogène WKα,p
q (ω1, ω2) avec poids, quelques propriétés principales de
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ces espaces, et en termine par des notions sur les classes de Muckenhoupt.

Dans le troisième chapitre on étudier la continuité de opérateur maximal de Hardy-
Littlewood à valeur vectorielle et on termine ce chapitre par des application de cette étude.
Le mémoire se termine par une conclusion générale.
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons certaines notation préliminaires fondamentales, néces-
saires dans ce mémoire, concernant les espaces fonctionnels et la fonction maximale de Hardy-
Littelwood.

1.1 Notation sur certains espaces fonctionels

Nous sommes maintenant en mesure de définir certains espaces fonctionels.

1.1.1 Définition et propriétés élémentaires

Définition 1.1 (L’espace de suites p sommable) Soit 0 < p ≤ ∞ . On appelle `p(Z) l’es-
paces de suites {fj}j≥0 à valeurs réelles ou complexes telles que

‖{fj}j≥0‖`p(Z) =

(
∞∑

j=−∞

|fj|p
) 1

p

<∞, si 0 < p <∞.

et
‖{fj}j≥0‖`∞(Z) = sup

j∈Z
|fj| <∞.

Remarque 1.1

1. Ces espaces sont des Banach pour p ≥ 1.

2. Si 0 ≤ p ≤ q ≤ ∞ , alors on a `p ↪→ `q.

Définition 1.2 Soint 0 < p ≤ ∞ et Ω ⊆ Rn , on pose

Lp(Ω) =
{
f : Ω −→ C, telle que f mesurable et ‖f‖Lp(Ω) <∞

}
avec

‖f‖Lp(Ω) =‖f‖p =


(∫

Ω
|f(x)|pdx

) 1
p , si 0 < p <∞

supessx∈Ω |f(x)| , si p =∞.

7



1.1. NOTATION SUR CERTAINS ESPACES FONCTIONELS Chapitre 1

Si Ω = Rn , on pose Lp(Rn) = Lp.

Remarque 1.2 Les espces Lp(Ω) sont des espaces de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞.

1.1.2 L’espace de Lebesgue localment intégrable

Définition 1.3 Soint 0 < p ≤ ∞ . L’espace de Lebesgue localment intégrable est défini par
Lploc(Rn) = {f mesurable : fχK ∈ Lp(Rn) pour tous les sous-ensembles compacts K ⊂ Rn}.

1.1.3 L’espace de Lebesgue avec poids

Définition 1.4 On dit que ω est une fonction de poids, si est une fonction localement intégrable
non négative sur Rn.

Définition 1.5 Soint 0 < p ≤ ∞, Ω ⊆ Rn et ω une fonction de poids, on pose

Lp(Ω,ω) =
{
f : Ω −→ C, telle que f mesurable et ‖f‖Lp(Ω,ω) <∞

}
avec

‖f‖Lq(Ω,ω) =‖f‖q,ω =


(∫

Ω
|f(x)|qω(x)dx

) 1
q , si 0 < q <∞

supessx∈Ωω(x) |f(x)| , si q =∞.

Si Ω = Rn , on pose Lq(Rn, ω) = Lqω(Rn).

Remarque 1.3

i) Les espces Lq(Ω,ω) sont des espaces de Banach pour 1 ≤ q ≤ ∞.

ii) Si ω = 1, nous notons simplement Lqω(Rn) par Lq(Rn).

1.1.4 L’espace de Lebesgue localment intégrable avec poids

Définition 1.6 Soint 0 < q ≤ ∞. L’espace de Lebesgue localment intégrable est défini par

Lqloc(R
n, ω) = {f mesurable : fχK ∈ Lqω(Rn) pour tous les sous-ensembles compacts K ⊂ Rn} .

Si ω = 1, nous notons simplement Lqloc(Rn, ω) par Lqloc(Rn).

1.1.5 Certain inégalités élémentaires

Nous rappelons dans cette subsection quelque inégalités classiques, dans les espaces Lq(Rn)

qui sont nécessaires pour la suite de ce mémoire.

Lemme 1.1 Pour 0 < p ≤ 1, nous avons utilisé l’inéquation bien connue suivante

( ∞∑
i=1

|ai|
)p
≤

∞∑
i=1

|ai|p.

8 Université M. Boudiaf/M’sila/2022-2023



1.2. LA FONCTION MAXIMALE DE HARDY-LITTELWOOD Chapitre 1

Théorème 1.1 (Inégalite de Hölder ) Soient f ∈ Lp(Rn) et g ∈ Lq(Rn), avec 1 ≤ p, q ≤ ∞
telle que 1

p
+ 1

q
= 1

r
alors

f · g ∈ Lr(Rn) et ‖f · g‖Lr(Rn) ≤‖f‖Lp(Rn)‖g‖Lq(Rn).

Théorème 1.2 (Inegalite de Minkowski) Soint f, g ∈ Lq(Rn) et 1 ≤ q ≤ ∞, alors f + g ∈
Lq(Rn) et

‖f + g‖Lq(Rn) ≤ ‖f‖Lq(Rn) + ‖g‖Lq(Rn)

Théorème 1.3 (Inégalité de Minkowski généralisée) Soient 0 < γ ≤ β ≤ ∞ et
{fj}∞j=0 ⊂ Lγloc(Rn), alors on a

(
∞∑
j=1

(∫
Rn
| fj(x) |γ dy

)β
γ

dx

) 1
β

≤ C

∫
Rn

(
∞∑
j=1

| fj(x) |β dx

) γ
β

dy

 1
γ

. (1.1)

1.2 La fonction maximale de Hardy-Littelwood

Nous donnons ici la définition de la fonction maximale de Hardy-Littlewood, qui joue un
rôle très important en analyse harmonique.

Définition 1.7 Soit f une fonction localement intégrable définie sur Rn , Mf est dite fonction
maximale si :

M(f)(x) = sup
r>0

1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

|f(y)|dy. (1.2)

Le résultat d’intégrabilité suivant, également connu sous le nom de théorème maximal, joue un
rôle fondamental dans de nombreux domaines de l’analyse mathématique.

Théorème 1.4 (Hardy-Littlewood-Wiener) Soit f une fonction mesurable sur Rn , alors :

a) Si f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞, la fonction Mf est finie presque-partout .

b) Si f ∈ L1(Rn), alors pour tout α > 0, il existe une constante C = C(n) > 0 telle que

|{x : (Mf)(x) > α}| ≤ C1

α

∫
Rn
|f(x)|dx. (1.3)

c) Si f ∈ Lp(Rn), 1 < p ≤ ∞ et (Mf) ∈ Lp(Rn) alors :

‖Mf‖Lp(Rn) ≤ Cp‖f‖Lp(Rn), (1.4)

où Cp dépendent de p.

Preuve. Pour la preuve voir [12, 19, 27].
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Chapitre 2

Les espaces de type Herz avec poids

L’objectif de ce chapitre est de rappeler les notions essentielles dans le cadre générale et
de donné quelques propriétés sur certains espaces fonctionnels et les outils que nous aurons à
utiliser dans ce mémoire.

2.1 Défintion et quelque propriétés des espace de Herz

L’objet de cette partie est de rappeler quelques définitions et notations essentielles de l’es-
pace de Herz avec poids et de donné quelques propriétés principales.

2.1.1 Définition les espaces de Herz

Nous utilisons la notation suivante pour définir les espaces de Herz.
Bk := B(0, 2k), Ck := Bk\Bk−1 et χk = χCk , pour k ∈ Z, C̃k = Ck, C̃k = B0, et χ̃k = χCk ,

pour k ∈ N.
Nous commençons par définir de l’espace de Herz homogène et non homogène.

Définition 2.1 Soient α ∈ R, 0 < p, q ≤ ∞.

1. On définit l’espace de Herz homogène par :

K̇α,p
q (Rn) =

{
f ∈ Lqloc(R

n\{0}) :‖f‖K̇α,p
q (Rn) <∞

}
avec

‖f‖K̇α,p
q (Rn) =

(
∞∑

k=−∞

2kαp‖fχk‖pq

) 1
p

.

2. On définit l’espace de Herz non homogène par :

Kα,p
q (Rn) =

{
f ∈ Lqloc(R

n) :‖f‖Kα,p
q (Rn) <∞

}
avec

‖f‖Kα,p
q (Rn) =

(
∞∑
k=0

2kαp‖fχ̃k‖pq

) 1
p

.

10



2.1. DÉFINTION ET QUELQUE PROPRIÉTÉS DES ESPACE DE HERZ Chapitre 2

Avec les modifications habituelles faites lorsque p =∞ et / ou q =∞.

Proposition 2.1 ([16]) La relation entre Herz homogène et non homgéne est donnée par :

Kα,p
q (Rn) = K̇α,p

q (Rn) ∩ Lq(R).

Pour tout α ∈ R et 0 < p, q ≤ ∞

2.1.2 Quelques propriétés de base

Dans cette sous-section, on va donnée certains propriétés des espaces de Herz.

Proposition 2.2 ([16])

1. Les epaces K̇α,p
q (Rn) sont des espaces quasi-Banach et si min(p, q) ≥ 1, alors K̇α,p

q (Rn)

sont des espaces de Banach.

2. Si α = 0 et 0 < p ≤ ∞ , alors

K̇0,p
p (Rn) = K0,p

p (Rn) = Lp(Rn).

3. Pour α ∈ Rn, alors on a

K̇
α
p
,p

p (Rn) = K
α
p
,q

q (Rn) = Lp(Rn, |x|α).

4. Si p1 ≤ p2, alors on a

K̇α,p1
q (Rn) ↪→ K̇α,p2

q (Rn) et Kα,p1
q (Rn) ↪→ Kα,p2

q (Rn).

5. Si α2 ≤ α1, alors on a
Kα1,p
q (Rn) ↪→ Kα2,p

q (Rn)

6. Si q2 ≤ q1, alors on a

K̇α,p
q1

(Rn) ↪→ K̇
α−n

(
1
q1
− 1
q2

)
,p

q2 (Rn), Kα,p
q1

(Rn) ↪→ K
α−n

(
1
q1
− 1
q2

)
,p

q2 (Rn)

7. Si 0 < q1 ≤ q <∞, −n
q
< α < n(1− 1

q
) et 0 < p <∞ , alors on a

K̇α,p
q (Rn) ⊂ Lq1Loc(R

n).

2.1.3 Définition les espaces de Herz avec poids

Nous allons maintenant définir l’espace de Herz homogène et non homogène avec poids.

Définition 2.2 Soit α ∈ R, 0 < p, q ≤ ∞ et ω1, ω2 sont des fonctions de poids non négatives.

11 Université M. Boudiaf/M’sila/2022-2023



2.1. DÉFINTION ET QUELQUE PROPRIÉTÉS DES ESPACE DE HERZ Chapitre 2

1. L’espace de Herz homogène avec poids K̇α,p
q (ω1, ω2) est défini en termes de

‖f‖K̇α,p
q (ω1,ω2)

=

{
∞∑

k=−∞

[ω1(Bk)]
αp
n ‖fχk‖pLqω2

} 1
p

.

avec
K̇α,p
q (ω1, ω2) =

{
f ∈ Lqloc(R

n\{0}, ω2) :‖f‖K̇α,p
q (ω1,ω2)

<∞
}
.

2. L’espace de Herz non homogène avec poids Kα,p
q (ω1, ω2) est défini en termes de

‖f‖Kα,p
q (ω1,ω2) =

{
‖fχB0‖

p
Lqω2

+
∞∑
k=1

[ω1(Bk)]
αp
n ‖fχk‖pLqω2

} 1
p

.

avec
Kα,p
q (ω1, ω2) =

{
f ∈ Lqloc(R

n, ω2) :‖f‖Kq,p
q (ω1,ω2) <∞

}
.

Ici, les modifications habituelles ont été appliquées lorsque p =∞ où q =∞.

Remarque 2.1

i) Si ω1 = ω2 = 1, nous notons simplement K̇α,p
q (ω1, ω2) et Kα,p

q (ω1, ω2) respectifs, par
K̇α,p
q (Rn) et Kα,p

q (Rn).

ii) Pour tout α ∈ R et 0 < p, q ≤ ∞. La relation entre Herz homogène et non homgéne est
donnée par

Kα,p
q (ω1, ω2) = K̇α,p

q (ω1, ω2) ∩ Lqω2
(R).

et
‖f‖Kα,p

q (ω1,ω2) =‖f‖Lqω2+‖f‖K̇α,p
q (ω1,ω2)

.

Proposition 2.3

1. Les epaces K̇α,p
q (ω1, ω2) sont des espaces quasi-Banach et si min(p, q) ≥ 1, alors

K̇α,p
q (ω1, ω2) sont des espaces de Banach.

2. Si α = 0, 0 < q ≤ ∞ et ω1, ω2 ∈ L1
loc(Rn) tel que ω1, ω2 > 0 . Alors

K̇0,q
q (ω1, ω2) = K0,q

q (ω1, ω2) = Lqω2
(Rn)

3. Si p1 ≤ p2, alors on a

K̇α,p1
q (ω1, ω2) ↪→ K̇α,p2

q (ω1, ω2) et Kα,p1
q (ω1, ω2) ↪→ Kα,p2

q (ω1, ω2).

4. Si α2 ≤ α1, alors on a
Kα1,p
q (ω1, ω2) ↪→ Kα2,p

q (ω1, ω2).

Lemme 2.1 ([15]) Soit α ∈ R, 0 < p < ∞, 1 < q < ∞, 1 ≤ q1 < ∞, 1 ≤ q2 ≤ q , ω1 ∈ Aq1

12 Université M. Boudiaf/M’sila/2022-2023



2.2. DÉFINTION ET QUELQUE PROPRIÉTÉS DES ESPACE DE HERZ FAIBLES AVEC
POIDS Chapitre 2

et ω2 ∈ Aq2. Supposons que

ω1 = ω2, q1 = q2, et − n
q
< α < n

(
1
q1
− 1

q

)
,

−σ2n
q1q

< α < n
q1

(
1− q2

q

)
.

Alors l’ensemble de toutes les fonctions infiniment différentiables à support compact est dense
dans K̇α,p

q (ω1, ω2) et dans Kα,p
q (ω1, ω2)

Enfin, nous exposons la dualité des espaces de Herz par Hernandez et Yang [13]. Ils donnent
le résultat pour le cas sans poids. Nous obtenons la dualité suivante pour le cas avec poids par
le même argument que leur preuve. Soit X∗ désigne l’espace dual d’un espace de Banach X.

Lemme 2.2 ([15]) Soit α ∈ R, 0 < p <∞, 1 < q <∞, ω1 ∈ L1
loc(Rn) tel que ω1 > 0 a.e., et

ω2 ∈ L1
loc(Rn) tel que ω2 > 0 a.e. et ω−1/(q−1)2 ∈ L1

loc(Rn). Il s’ensuit que

K̇α,p
q (ω1, ω2)

∗ = K̇−α,p
′

q′ (ω1, ω
−1/(q−1)
2 ).

et
Kα,p
q (ω1, ω2)

∗ = K−α,p
′

q′ (ω1, ω
−1/(q−1)
2 ).

Ici, p′ signifie ∞ si 0 < p ≤ 1.

2.2 Défintion et quelque propriétés des espace de Herz

faibles avec poids

Nous allons rappeler la définition de l’espace de Herz faibles avec poids. Ils peuvent être
considérés comme un complément aux espaces WLq(Rn).

2.2.1 Définition les espaces de Lebesgue faibles avec poids

Rappelons d’abord la notion d’une fonction de distribution et l’espace de Lebesgue faible.

Fonction de distribution

Définition 2.3 Soit Ω ⊂ Rn, Ω ensemble mesurable, tel que f : Ω −→ C, une fonction
mesurable. La fonction m(λ, f) est dite une fonction de distribution de f , Si ∀λ ∈ [0,∞),
l’égalité suivante est vérifiée

m(λ, f) = mes{x ∈ Ω : |f(x)| > λ}.

Lemme 2.3 De la définition on peut déduire :

1. m(λ, f) = m(λ, |f |).

2. Si f ∼ g alors m(λ, f) = m(λ, g) sur [0,∞).
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3. Si p.p sur Ω |f | > |g| alors : m(λ, f) ≥ m(λ, g), ∀λ ∈ [0,∞).

Preuve.

1. m(λ, f) = m(λ, |f |) évidente.

2. Soient Ω = (0,∞), λ ∈ [0,∞[ et g ∼ f ,

g ∼ f ⇔ (g 6= f sur Ω1 ⊂ Ω tels que : mes{Ω1} = 0)

et (g = fsurΩ/Ω1 = Ω2),

tel que Ω = Ω1 ∪Ω2.

m(λ, g) = mes{x ∈ Ω : |g(x)| > λ}

= mes{x ∈ Ω1 : |g(x)| > λ}+mes{x ∈ Ω2 : |g(x)| > λ}

= mes{x ∈ Ω2 : |g(x)| > λ}

= mes{x ∈ Ω2 : |f(x)| > λ}

= mes{x ∈ Ω1 : |f(x)| > λ}+mes{x ∈ Ω2 : |f(x)| > λ}

= mes{x ∈ Ω : |f(x)| > λ}

= m(λ, f).

Donc
m(λ, f) = m(λ, g).

3. On pose

m(λ, f) = mes{x ∈ Ω : |f(x)| > λ} = mes{Ω1},

m(λ, g) = mes{x ∈ Ω : |g(x)| > λ} = mes{Ω2}.

Donc
|g(x)| > λ =⇒ |f(x)| > λ.

Alors si

{x ∈ Ω2 =⇒ x ∈ Ω1} =⇒ Ω2 ⊂ Ω1

=⇒ mes{Ω2} ≤ mes{Ω1}

=⇒ m(λ, g) ≤ m(λ, f).

Théorème 2.1 Soit Ω ⊂ Rn, Ω ensemble mesurable, f est une fonction mesurable sur Ω,
alors
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1. Si 1 < p <∞ on a

‖f‖Lp(Ω)=

(
p

∫ ∞
0

λp−1m(λ, f)dλ

) 1
p

=

(
−
∫ ∞
0

λpdm(λ, f)

) 1
p

. (2.1)

2. Si p =∞ on a
‖f‖L∞= inf{λ : m(λ, f) = 0}. (2.2)

3. Si p=1 on a
‖f‖L1(Ω)=‖m(λ, f)‖L1(Ω). (2.3)

Preuve.

1. Pour 1 < p <∞, on a∫ ∞
0

λp−1m(λ, f)dλ =

∫ ∞
0

λp

λ
m(λ, f)dλ

=

∫ ∞
0

λp

λ

(∫
{x:|f |>λ}

dµ

)
dλ

=

∫ ∞
0

λp

λ

(∫
Ω

χ{x:|f |>λ}dµ

)
dλ,

D’aprés le théorème de Fubini, on obtient

∫ ∞
0

λp

λ

∫
Ω

χ{x:|f |>λ}dµdλ =

∫
Ω

(∫ |f(x)|
0

λp

λ
dλ

)
dµ

=

∫
Ω

1

p
|f(x)|pdx

=
1

p

∫
Ω

|f(x)|pdx

=
1

p
‖f‖pLp .

D’où

1

p
‖f‖pLp =

∫ ∞
0

λpm(λ, f)
dλ

λ

‖f‖pLp = p

∫ ∞
0

λpm(λ, f)
dλ

λ

‖f‖Lp =

(
p

∫ ∞
0

λpm(λ, f)
dλ

λ

) 1
p

.

2. Pour p =∞ on a par défintion

‖f‖L∞ = inf{λ ≥ 0,mes{x ∈ Ω : |f(x)| > λ} = 0},
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et d’aprés la définition de m(λ, f),

‖f‖L∞ = inf{λ : m(λ, f) = 0}.

3. On remplace dans (2.1) p = 1 on obtient

‖f‖L1(Ω) =

∫ ∞
0

m(λ, f)dλ = ‖m(λ, f)‖L1(Ω).

L’espace de Lebesgue faible

Définition 2.4 Soient 0 < p ≤ ∞, Ω ⊂ Rn, Ω un ensemble mesurable et f : Ω −→ C. Pour
0 < p <∞, on dit que f ∈ WLp(Ω) (espace faible) si f est mesurable sur Ω et

‖f‖WLp(Ω) = sup
λ∈[0.∞)

λ(m(λ, f))
1
p <∞.

Dans le cas p =∞ , on a WL∞ = L∞. Si Ω = Rn , on pose WLp(Rn) = WLp.

Remarque 2.2 Il est facile de vérifier que pour 0 ≤ p ≤ ∞, Lp(Rn) ( WLp(Rn).

Lemme 2.4 Soit g une fonction définie sur Rn ,∀α > 0, Eα = {αx : |g(x)| > α} et g intégrable,
alors

m(α) ≤ A

α

tels que :(A =
∫
Rn |g(y)|dy et m(α) désigne la mesure de Eα, appelée distribution de fonction

g).

Preuve.

A =

∫
Rn
|g(y)|dy ≥

∫
Eα

|g(y)|dy ≥
∫
Eα

αdy

≥ α

∫
Eα

dy = αm(α).

2.2.2 Définition les espaces de Herz faibles avec poids

Nous utilisons la notation suivante pour définir les espaces de Herz faibles avec poids.
Pour tout k ∈ Z et toute fonction mesurable f(x) sur Rn soit

mk
ω(λ, f) = ω({x ∈ Ck : |f(x)| > λ}),

pour k ∈ R, soit
m̃k
ω(λ, f) = mk

ω(λ, f)
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et
m̃0
ω(λ, f) = ω({x ∈ B0 : |f(x)| > λ}).

Définition 2.5 Soit α ∈ R, 0 < q <∞ et 0 < p ≤ ∞.

1- On dit d’une fonction mesurable f sur Rn qui’elle appartient à l’espace Herz homogène faibles
avec poids WK̇α,p

q (ω1, ω2), si

‖f‖WK̇α,p
q (ω1,ω2)

= sup
λ>0

λ

{
∞∑

k=−∞

[ω1(Bk)]
αp
n

{
mk
ω2

(λ, f)
p
q

} 1
p
<∞

}
.

où la modification habituelle est faite lorsque p =∞.

2- Une fonction mesurable f sur Rn est dit appartenir à l’espace Herz non-homogène faibles
avec poids WKα,p

q (ω1, ω2), si

‖f‖WKα,p
q (ω1,ω2) = sup

λ>0
λ

{
∞∑
k=0

[ω1(Bk)]
αp
n

{
m̃k
ω2

(λ, f)
p
q

} 1
p
<∞

}
.

où la modification habituelle est faite lorsque p =∞.

Remarque 2.3 Les espaces de Herz faibles sont étudiés par Hu, Lu et Yang dans [14] lorsque
ω1, ω2 = 1.

1. Il est clair que pour tout q ∈ (0,∞), on a

WK̇0,q
q (ω1, ω2) = WK0,q

q (ω1, ω2) = WLqω2
(Rn)

L’habituel espace de Lebesgue faible avec poids.

2. Si ω1 = ω2 = 1, nous notons simplement WK̇α,p
q (ω1, ω2) et WKα,p

q (ω1, ω2) respectifs, par
WK̇α,p

q (Rn) et WKα,p
q (Rn).

2.3 Les classes de Muckenhoupt

Pour plus de détails concernant la classe de Muckunhoupt, nous nous référons à [7, 23, 28].
Pour ω ∈ L1

loc(Rn) et un ensemble compact F ⊂ Rn, on écrit ω(F ) =
∫
F
ω(x)dx.

2.3.1 La classe Ap

Définition 2.6

1. Soit 1 < p < ∞, et ω ∈ L1
loc(Rn)) tel que ω > 0 et ω−1/(p−1) ∈ L1

loc(Rn)). La classe de
poids Ap est constituée de tous les ω satisfaisant

Ap(ω) = sup
B⊂Rn

(
1

|B|
ω(B)

)(
1

|B|

∫
B

ω(x)−1/(p−1)dx

)p−1
≤ ∞,
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et chaque ω ∈ Ap est un Ap poids.

2. Soit ω ∈ L1
loc(Rn)) tel que tel que ω > 0. La classe de poids A1 est constituée de tous les

ω satisfaisant

A1(ω) = sup
B⊂Rn

( 1

|B|
ω(B)

)∥∥ω(x)−1
∥∥
L∞
≤ ∞,

et chaque ω ∈ A1 est un A1 poids.

Exemple 2.1 ([9]) La fonction ω(x) = |x|α, x ∈ Rn est en Ap si et seulement si −n < α <

n(p− 1)

Preuve. Une mesure positive dµ est dite doublée si pour tout C <∞

µ(2B) ≤ Cµ(B). (2.4)

Pour 1 < p <∞, on examine pour quel α l’expression suivante est finie :

sup
B⊂Rn

(
1

|B|

∫
B

|x|α dx
)(

1

|B|

∫
B

|x|−α
p′
p dx

) p
p′

(2.5)

pour toute boule B. Nous démontrons que les mesures |x|α dx doublent lorsque α > −n. Nous
divisons toutes les boules B(x0, R) dans Rn en deux catégories : boules de type I qui satisfont
|x0| ≥ 3R et de type II qui satisfont |x0| < 3R. Pour les boules de type I, on observe que

∫
B(x0,2R)

|x|α dx ≤ ϑn(2R)n

{
(|x0|+ 2R)α si α ≥ 0,

(|x0| − 2R)α si α < 0,∫
B(x0,R)

|x|α dx ≥ ϑnR
n

{
(|x0| −R)a si α ≥ 0,

(|x0|+R)α si α < 0.

Depuis |x0| ≥ 3R, nous avons |x0| + 2R ≤ 4(|x0| − R) et |x0| − 2R ≥ 1
4
(|x0| + R) à partir de

dont (2.4) avec C = 23n4|α|.
Pour les boules de type II, on a |x0| ≤ 3R et nous notons deux choses : premièrement∫

B(x0,2R)

|x|α dx ≤
∫
|x|≤5R

|x|α dx = CnR
n+α,

et deuxièmement, puisque |x|α est décroissante radialement pour α < 0 et croissant radialement
pour α ≥ 0, nous avons

∫
B(x0,R)

|x|α dx ≥


∫
B(0,R)

|x|α dx si α ≥ 0,∫
B(3R

x0
|x0|

,R)
|x|α dx si α < 0.

Pour x ∈ B(3R x0
|x0| , R) nous devons |x| ≥ 2R, et donc les deux intégrales à droite sont au moins

un multiple de Rn+α. Ceci établit (2.5) pour les boules de type II.
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Si B = B(x0, R) est de type I, alors pour x satisfaisant |x− x0| ≤ R, nous devons avoir

2

3
|x0| ≤ |x0| −R ≤ |x| ≤ |x0|+R ≤ 4

3
|x0| ,

ainsi, l’expression à l’intérieur de la somme supérieure dans (2.5) est comparable à

|x0|
(
|x0|−α

p′
p
) p
p′ = 1.

Si B(x0, R) est une boule de type II, alors B(0, 5R) a une taille comparable à celle de B(x0, R)

et le contient. Puisque la mesure |x| dx est doublée, les intégrales de la fonction ω sur B(x0, R)

et sur B(0, 5R) sont comparables. Il suffit donc d’estimer l’expression à l’intérieur du supremum
dans (2.5), dans laquelle nous avons remplacé B(x0, R) par B(0, 5R). Mais c’est

(
1

ϑn(5R)n

∫
B(0,5R)

|x|α dx
)(

1

ϑn(5R)n

∫
B(0,5R)

|x|−α
p′
p dx

) p
p′

=

(
n

(5R)n

∫ 5R

0

rα+n−1dr

)(
n

(5R)n

∫ 5R

0

r−α
p′
p
+n−1dr

) p
p′

,

dont on voit facilement qu’elle est finie et indépendante de R exactement lorsque −n < α < n p
p′
.

Nous concluons que ω est un poids Ap, 1 < p <∞, si et seulement si −n < α < n(p− 1).

La preuve précédente peut être modifiée de manière appropriée pour inclure le cas p = 1.
Dans ce cas on obtient que ω est un poids A1 si et seulement si −n < α ≤ 0. Comme on l’a vu,
la mesure ω est en double sur la gamme la plus large −n < a < ∞. Ainsi pour α > n(p − 1),
la fonction ω fournit un exemple d’une mesure de doublement qui n’est pas dans Ap

2.3.2 La classe A(p,q)

Maintenant, rappelons la définition de la classe de fonctions avec poids A(p,q).

Définition 2.7 ([16]) Une fonction non négative et localement intégrable ω sur Rn est dite
appartenir à A(p,q) avec 1 ≤ p, q ≤ ∞ si

(
1

|B|

∫
B

[ω(x)]q dx

)1/q (
1

|B|

∫
B

[ω(x)]−p
′
dx

)1/p′

≤ C0

est valable pour toute boule B avec une certaine constante positive Co. La plus petite constante
C satisfaisant l’inégalité ci-dessus sera appelée A(p,q)-constante de ω.
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2.3.3 La classe A∗p

Définition 2.8 A∗p(1 < p <∞). Une paire de fonctions (u, v) est dit appartenir à A∗p(1 < p <

∞) si

sup
Q⊂Rn

(
1

|Q|

∫
Q

u(x)dx

)(
1

|Q|

∫
Q

v(x)−1/(p−1)dx

)p−1
≤ C.

Proposition 2.4 Les propriétés élémentaires de Ap(1 < p <∞)

1. Ap1 ⊂ Ap2, si 1 ≤ p1 ≤ p2 <∞.

2. ω ∈ Ap, si et seulement si ω1−p′ ∈ Ap′ .

3. ω ∈ Ap, si et seulement si ω−1/(p−1) ∈ Ap′ .

4. Si ω ∈ Ap, alors il existe un ε > 0 telle que p− ε > 1 et ω ∈ Ap−ε.

5. Si ω(x) ∈ Ap, alors il existe un ε > 0 telle que ω(x)1+ε ∈ Ap.

6. Si ω(x) ∈ Ap, alors pour tout 0 < ε < 1, ω(x)ε ∈ Ap.

7. Si ω(x) ∈ Ap, alors il y a C > 0 et ε > 0 telle que, pour tout Q ∈ Rn,

1

|Q|

∫
Q

ω(x)1+εdx ≤ C

(∫
Q

ω(x)dx

)1+ε

.

Proposition 2.5 Les propriétés élémentaires de A∗p (1 < p <∞)

1. A∗p1 ⊂ A∗p2, si 1 < p1 < p2 <∞.

2. (u, v) ∈ A∗p, si et seulement si (v1−p
′
, u1−p

′
) ∈ A∗p′.

3. S∗p ⊂ A∗p, pour 1 < p <∞.

4. Si (u, v) ∈ A∗p, alors pour tout 0 < ε < 1, (uε, vε) ∈ S∗p .

5. Si (u, v) ∈ A∗p et u(x), v(x) ∈ Ap, alors (u, v) ∈ S∗p et (v1−p
′
, u1−p

′
) ∈ S∗p

6. Si (u, v) ∈ A∗p et u(x), v(x) ∈ Ap, alors il existe un ε > 0 telle que (u1+ε, v1+ε) ∈ A∗p et
(v(1−p

′)(1+ε), u(1−p
′)(1+ε)) ∈ A∗p.

7. Si (u, v) ∈ A∗p et u(x), v(x) ∈ Ap, alors il existe un ε > 0 telle que p − ε > 1 et
(u, v) ∈ A∗p−ε.

En utilisant les propriétés élémentaires des poids Ap dans [6], on peut facilement voir les relation
entre Ap et A(p,q), A∗p et A∗(p,q)

Proposition 2.6 Supposons que 0 < α < n, 1 < p < n/α, 1/q = 1/p − α/n, les conclusions
suivantes s’imposent :

ω ∈ A(p,q) ⇔ ωq ∈ Aq(n−α)/n ⇔ ω−p
′ ∈ A1+p′/q (2.6)

(u, v) ∈ A∗(p,q) ⇔ (uq, vq) ∈ A∗q(n−α)/n ⇔ (v−p
′
, u−p

′
) ∈ A∗1+p′/q. (2.7)

Preuve. Les équations (2.6) et (2.7) se déduisent des définitions de Ap et A(p,q),

A∗p et A∗(p,q), respectivement.
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Chapitre 3

La continuité de l’opérateur maximal à
valeur vectorielle

Dans le chapitre suivante, nous donnons la continuité de l’opérateur maximal de Hardy-
Littlewood à valeur vectorielle sur les espaces de Herz avec poids et les espaces de Herz faibles
avec poids, ce sont les résultats démontrés par T.Lin, et Y.Dachun [18].

Nous commençons par la continuité de l’opérateur maximal de Hardy-Littlewood à valeurs
vectorielles sur les espaces de type Herz avec poids, qui est une révision avec poids des inégalités
maximales à valeurs vectorielles de Fefferman-Stein dans [6] dans l’ensemble des espaces de
Lebesgue avec poids et sera utilisé dans la preuve de nos autres théorèmes.

3.1 La continuité sur les espaces de Herz et de Herz faibles

avec poids

Énonçons d’abord la version avec poids suivante des inégalités maximales vectorielles de
Fefferman-Stein dans [1].

Théorème 3.1 ([1]) Soit 1 < r < ∞. Si f = {fj}∞j=1 est une série de fonctions localement
intégrables sur Rn,

M(f) = {M(fk)}∞k=1 , et |f(x)|r =
( ∞∑
k=1

|fk(x)|r
) 1
r
,

alors

i) Pour 1 < q <∞ et ω ∈ Aq, on a∫
Rn
|M(f)(x)|qrω(x)dx ≤

∫
Rn
|f(x)|qrω(x)dx.
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ii) Pour 1 ≤ q <∞ et ω ∈ Aq, on a

ω({x ∈ Rn : |M(f)(x)|r > a}) ≤ Ca−q
∫
Rn
|f(x)|qrω(x)dx.

Où a > 0 est un nombre positif quelconque et C > 0 indépendant de f et de a.

Pour la continuité de l’opérateur maximal à valeur vectoriel M sur les espaces de Herz avec
poids et Herz faible avec poids, nous avons le résultat suivant.

Théorème 3.2 ([18]) Soit f, fk, r et M les mêmes que dans le théorème 3.1. Si ω ∈ A1, ω1 ∈
Am1 , ω2 ∈ Am2 , 1 ≤ m1 < ∞, 1 ≤ m2 ≤ q , et −σ2n/(σ1q) < α < n(1 − m2/q)/m1, où σ1 >

0, σ2 > 0 ne dépendent que de Am1− constante de ω1, Am2− constante de ω2, respectivement,
alors

i) Pour 1 < q <∞ et 0 < p ≤ ∞ on a

‖|M(f)|r‖K̇α,p
q (ω1,ω2)

≤ C‖|f |r‖K̇α,p
q (ω1,ω2)

,

ii) Pour 1 ≤ q <∞ et 0 < p ≤ 1 on a

‖|M(f)|r‖
WK̇

n(1− 1
q ),p

q (ω1,ω2)
≤ C‖|f |r‖

K̇
n(1− 1

p ),q

q (ω1,ω2)
.

Avant de prouver le théorème, nous besoin de lemme suivante.

Lemme 3.1 ([8], P. 401) Si F est une boule ou un cube et E est tout sous-ensemble mesurable
de F , ω1 ∈ Am1 et ω2 ∈ Am2, alors il existe σ1 > 0 et σ2 > 0 ne dépendent que de Am1−
constante de ω1, Am2− constante de ω2, respectivement, telle que

ω1(E)

ω1(F )
≤ C

(
|E|
|F |

)σ1
et

ω2(E)

ω2(F )
≤ C

(
|E|
|F |

)σ2
. (3.1)

Remarque 3.1 Ces σ1 et σ2 sont juste les σ1 et σ2 apparaissant dans le théorème 3.2.
Évidement, si ω1 = ω2, alors σ1 = σ2 et la valeur de α dans le théorème devient −n/q <
α < n(1 − 1/q), qui est le meilleur possible ; voir [17]. La conclusion (ii) du théorème 3.2 est
également le meilleure possible lorsque r = 1 et ω = 1 ; voir [14].

Remarque 3.2 Le théorème 3.2 est toujours vrai si nous remplaçons les espaces homogènes
avec poids de type Herz par des espaces non homogènes avec poids de type Herz. La preuve étant
similaire, nous omettons les détails.

Preuve du théorème 3.2. Montrons d’abord (i). Nous ne montrons que le cas 0 < p <∞.
Le cas p =∞ est facile et nous omettons les détails. Soit |f |r ∈ K̇α,p

q (ω1, ω2). On écrit

fj(x) =
∞∑

i=−∞

fj(x)χi(x) =
∞∑

i=−∞

f ij(x), |f i(x)|r =

(
∞∑
j=1

|f ij(x)|r
) 1

r

.
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Alors, par l’inégalité de Minkowski, nous avons

‖|M(f)|r‖K̇α,p
q (ω1,ω2)

=


∞∑

k=−∞

[ω1(Bk
)]
αp
n

∥∥∥∥∥∥χk
[
∞∑
j=1

(
M(fj)

)r] 1
r

∥∥∥∥∥∥
p

Lqω2 (Rn)


1
p

≤


∞∑

k=−∞

[ω1(Bk
)]
αp
n

∥∥∥∥∥∥χk
[
∞∑
j=1

( ∞∑
i=−∞

M(f ij)
)r] 1

r

∥∥∥∥∥∥
p

Lqω2 (Rn)


1
p

≤ C


∞∑

k=−∞

[ω1(Bk
)]
αp
n

∥∥∥∥∥χk
[
∞∑

i=−∞

( ∞∑
j=1

M r(f ij)
) 1
r

]∥∥∥∥∥
p

Lqω2 (Rn)


1
p

≤ C


∞∑

k=−∞

[ω1(Bk
)]
αp
n

∥∥∥∥∥χk
[

k−2∑
i=−∞

( ∞∑
j=1

M r(f ij)
) 1
r

]∥∥∥∥∥
p

Lqω2 (Rn)


1
p

+ C


∞∑

k=−∞

[ω1(Bk
)]
αp
n

∥∥∥∥∥χk
[

k+1∑
i=k−1

( ∞∑
j=1

M r(f ij)
) 1
r

]∥∥∥∥∥
p

Lqω2 (Rn)


1
p

+ C


∞∑

k=−∞

[ω1(Bk
)]
αp
n

∥∥∥∥∥χk
[
∞∑

i=k+2

( ∞∑
j=1

M r(f ij)
) 1
r

]∥∥∥∥∥
p

Lqω2 (Rn)


1
p

= E1 + E2 + E3,

où et dans ce qui suit, on note [M(f)]r simplement par M r(f).

Pour E2, d’après (i) du théorème 3.1, on a

E2 ≤ C


∞∑

k=−∞

[ω1(Bk
)]
αp
n

∥∥∥∥∥∥χk
 k+1∑
i=k−1

(
∞∑
j=1

(
M(f ij)

)r) 1
r

∥∥∥∥∥∥
p

Lqω2 (Rn)


1
p

≤ C


∞∑

k=−∞

[ω1(Bk
)]
αp
n

∥∥∥∥∥∥
[
∞∑
j=1

(fkj )r

] 1
r

∥∥∥∥∥∥
p

Lpω2 (Rn)


1
p

= C‖|f |r‖K̇α,p
q (ω1,ω2)

.

Pour E1, en utilisant i ≤ k − 2, x ∈ Ck, 1 < r <∞ , et l’inégalité de Minkowski généralisée
(1.1), on a
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[
∞∑
j=1

M r(f ij)(x)

] 1
r

≤ C

[
∞∑
j=1

(
2−kn

∫
Rn
|f ij(y)|dy

)r] 1
r

≤ C2−kn
∫
Rn

(
∞∑
j=1

|f ij(y)|r
) 1

r

dy.

Ainsi, dans ce cas, par α < n(1−m2/q)/m1, on a

E1 ≤ C

{
∞∑

k=−∞

[ω1(Bk
)]
αp
n

[
k−2∑
i=−∞

2−kn [ω2(Bk)]
1
q

∫
Rn

( ∞∑
j=1

|f ij(x)|r
) 1
r
dx

]p} 1
p

≤ C

{
∞∑

k=−∞

[ω1 (Bk)]
αp
n ×

[
k−2∑
i=−∞

2−kn [ω2 (Bk)]
1
q ‖|f i|r‖Lqω2

(∫
Bi

ω2 (x)
−q′
q dx

) 1
q′
]p} 1

p

≤ C

{
∞∑

k=−∞

[ω1 (Bk)]
αp
n ×

[
k−2∑
i=−∞

2−kn [ω2 (Bk)]
1
q |Bi|

1
q′

[
|Bi|
ω2(Bi)

] 1
q

‖|f i|r‖Lqω2

]p} 1
p

≤ C

{
∞∑

k=−∞

[
k−2∑
i=−∞

[ω1 (Bi)]
α
n 2(i−k)n

[
ω1(Bk)

ω1(Bi)

]α
n
[
ω2(Bk)

ω2(Bi)

] 1
q

‖|f i|r‖Lqω2

]p} 1
p

≤ C

{
∞∑

k=−∞

[
k−2∑
i=−∞

[ω1 (Bi)]
α
n 2(i−k)[n−αm1−m2n/q]

∥∥|f i|r∥∥Lpω2
]p} 1

p

.

Pour 1 < p <∞. Par l’inégalité de Hölder, on a

≤ C

{
∞∑

k=−∞

[
k−2∑
i=−∞

2(i−k)[n−αm1−m2n/q] [ω1(Bi)]
αp
n ‖|f i|r‖pLqω2

]

×

[
k−2∑
i=−∞

2(i−k)[n−αm1−m2n/q]p

] p
p′


1
p

,

≤ C

{
∞∑

i=−∞

[
∞∑

k=i+2

2(i−k)[n−αm1−m2n/q]

]
[ω1(Bi)]

αp
n ‖|f i|r‖pLqω2

} 1
p

,

≤ C

{
∞∑

i=−∞

[ω1(Bi)]
α
n ‖|f i|r‖pLqω2

} 1
p

= C‖|f |r‖K̇α,p
q (ω1,ω2)

.
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Si 0 < p ≤ 1. Par le lemme 1.1, on trouve

≤ C

{
∞∑

k=−∞

[
k−2∑
i=−∞

2(i−k)[n−αm1−m2n/q]p [ω1(Bi)]
αp
n ‖|fi|r‖pLqω2

]} 1
p

≤ C

{
∞∑

i=−∞

[
∞∑

k=i+2

2(i−k)[n−αm1−m2n/q]p

]
[ω1(Bi)]

αp
n ‖|f i|r‖pLqω2

} 1
p

≤ C

{
∞∑

i=−∞

[ω1(Bi)]
α
n ‖|f i|r‖pLqω2

} 1
p

= C‖|f |r‖K̇α,p
q (ω1,ω2)

.

Pour E3, de la même façon que E1, pour i ≥ k + 2 et x ∈ Ck par 1 < r <∞ et (1.1), on a

[
∞∑
j=1

M r(f ij)(x)

] 1
r

≤ C

[
∞∑
j=1

(
2−in

∫
Rn
|f ij(y)|dy

)r] 1
r

≤ C2−in
∫
Rn

(
∞∑
j=1

|f ij(y)|r
) 1

r

dy.

Ainsi, dans ce cas, en utilisant (3.1) et ασ1 + σ2n/q > 0, on obtient

E3 ≤ C

{
∞∑

k=−∞

[ω1(Bk)]
αp
n

[
∞∑

i=k+2

2−in [ω2(Bk)]
1
q |Bi|

1
q′

[
|Bi|
ω2(Bi)

] 1
q

‖|f i|r‖Lqω2

]p} 1
p

≤ C

{
∞∑

k=−∞

[
∞∑

i=k+2

[ω1(Bi)]
α
n

[
ω1(Bk)

ω1(Bi)

]α
n
[
ω2(Bk)

ω2(Bi)

] 1
q

‖|f i|r‖Lqω2

]p} 1
p

≤ C

{
∞∑

k=−∞

[
∞∑

i=k+2

[ω1(Bi)]
α
n 2(k−i)(nσ1+σ2n/q)‖|f i|r‖Lqω2

]p} 1
p

≤ C

{
∞∑

i=−∞

2iαp‖|f i|r‖pLqω2

} 1
p

= C‖|f |r‖K̇α,p
q (ω1,ω2)

,

où nous avons omis des techniques de calcul similaires à celles utilisées pour E1. Ainsi (i) est
prouvé.
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Passons maintenant au proe (ii). Pour f ∈ K̇
n(1− 1

q
),p

q (ω, ω), on écrit∥∥∥∥[∑∞j=1M
r(fj)

] 1
r

∥∥∥∥
WK̇

n(1− 1
q ),p

q (ω,ω)

≤ C sup
λ>0

λ


∞∑

k=−∞

[ω(Bk)]
(1− 1

q
)p × ω

x ∈ Ck :

[
∞∑
j=1

M r(fj)(x)

] 1
r

> λ




p
q


1
p

≤ C sup
λ>0

λ


∞∑

k=−∞

[ω(Bk)]
(1− 1

q
)p × ω

x ∈ Ck :

[
∞∑
j=1

M r

(
k−2∑
i=−∞

f ij

)
(x)

] 1
r

>
λ

3




p
q


1
p

+ C sup
λ>0

λ


∞∑

k=−∞

[ω(Bk)]
(1− 1

q
)p × ω

x ∈ Ck :

[
∞∑
j=1

M r

(
k+1∑
i=k−1

f ij

)
(x)

] 1
r

>
λ

3


p/q


1
p

+ C sup
λ>0

λ


∞∑

k=−∞

[ω(Bk)]
(1− 1

q
)p × ω

x ∈ Ck :

[
∞∑
j=1

M r

(
∞∑

i=k+2

f ij

)
(x)

] 1
r

>
λ

3




p
q


1
p

= F1 + F2 + F3.

Pour F2 , puisque M est de type faible avec poids (p, q) et 0 < p ≤ 1, on a donc

F2 ≤ C


∞∑

k=−∞

[ω(Bk)]
(1− 1

q
)p

∥∥∥∥∥∥
[
∞∑
j=1

(
k+1∑
i=k−1

|f ij |

)r] 1
r

∥∥∥∥∥∥
p

Lqω


1
p

≤ C


∞∑

k=−∞

[ω(Bk)]
(1− 1

q
)p

∥∥∥∥∥∥
(
∞∑
j=1

|fkj |

) 1
r

∥∥∥∥∥∥
p

Lqω


1
p

≤ C ‖|f |r‖
K̇
n(1− 1

q ),p

q (ω,ω)
.
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Pour F1, en utilisant i ≤ k − 2, x ∈ Ck, et l’inégalité de Minkowski généralisée (1.1), on a

[
∞∑
j=1

M r

(
k−2∑
i=−∞

f ij

)
(x)

] 1
r

≤

[
∞∑
j=1

(
k−2∑
i=−∞

M(f ij)(x)

)r] 1
r

≤
k−2∑
i=−∞

[
∞∑
j=1

M r(f ij)(x)

] 1
r

≤ C

k−2∑
i=−∞

[
∞∑
j=1

(
2−kn

∫
Rn
|f ij(y)|dy

)r] 1
r

≤ C
k−2∑
i=−∞

2−kn
∫
Rn
|f i(y)|rdy

≤ C
k−2∑
i=−∞

2−kn
(∫

Bi

|f i(y)|qrω(y)dy

) 1
q
(∫

Bi

ω(y)
−q′
q dy

) 1
q′

≤ C
k−2∑
i=−∞

2−kn|Bi|
1
q′

[
|Bi|
ω(Bi)

] 1
q

‖|f i|r‖Lqω

≤ Cω(Bk)
−1

k−2∑
i=−∞

2(i−k)n [ω(Bi)]
1− 1

q
ω(Bk)

ω(Bi)
‖|f i|r‖Lqω

≤ Cω(Bk)
−1

k−2∑
i=−∞

[ω(Bi)]
1− 1

q ‖|fi|r‖Lqω

≤ Cω(Bk)
−1‖|f |r‖

K̇
n(1− 1

q ),p

q (ω,ω)
,

où et dans la suite, 1
q

+ 1
q′

= 1.

Pour F3, en utilisant i ≥ k + 2, x ∈ Ck, et l’inégalité de Minkowski généralisée (1.1), on a

[
∞∑
j=1

M r

(
∞∑

i=k+2

f ij

)
(x)

] 1
r

≤ C

∞∑
i=k+2

[
∞∑
j=1

M r(f ij)(x)

] 1
r

≤ C
∞∑

i=k+2

2−in
∫
Rn
|f i(y)|rdy

≤ C
∞∑

i=k+2

2−in
(∫

Bi

|f i(y)|qrω(y)dy

) 1
q
(∫

Bi

ω(y)
−q′
q dy

) 1
q′

≤ C

∞∑
i=k+2

2−in|Bi|
1
q′

[
|Bi|
ω(Bi)

] 1
q

‖|f i|r‖Lqω

≤ Cω(Bk)
−1

∞∑
i=k+2

[ω(Bi)]
1− 1

q ‖|f i|r‖Lqω

≤ Cω(Bk)
−1‖|f |r‖

K̇
n(1− 1

q ),p

q (ω,ω)
,
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de 0 < p ≤ 1. Ainsi pour tout λ > 0, si

ω

x ∈ Ck :

[
M r

(
k−2∑
i=−∞

f ij

)
(x)

] 1
r

>
λ

3


 6= 0,

ou bien

ω

x ∈ Ck :

[
M r

(
∞∑

j=k+2

f ij

)
(x)

] 1
r

>
λ

3


 6= 0,

alors

λ

3
≤ C [ω(Bk)]

−1‖|f |r‖
K̇
n(1− 1

q ),p

q (ω,ω)
.

Depuis ω ∈ A1, par (1.2), on peut trouver un nombre entier maximum kλ telle que

ω(Bkλ) ≤ Cλ−1‖|f |r‖
K̇
n(1− 1

q )p

q (ω,ω)
.

De ce, pour v = 1, 3, on déduit

Fv ≤ C sup
λ>0

λ

{
kλ∑

k=−∞

[ω(Bk)]
(1− 1

q
)p [ω(Bk)]

p
q

} 1
p

≤ C sup
λ>0

λω(Bkλ)

{
kλ∑

k=−∞

2(k−kλ)nσp

} 1
p

≤ C sup
λ>0

λω(Bkλ)

≤ C sup
λ>0

{
λ

3C

λ
‖|f |r‖

K̇
n(1− 1

q )p

q (ω,ω)

}

= C‖|f |r‖
K̇
n(1− 1

q )p

q (ω,ω)
,

où σ > 0 ne dépend que de A1− constant de ω : voir ([8],p.401).
Ceci termine la preuve du théorème 3.2.

Remarque 3.3 Nous remarquons que lorsque r = ∞, le théorème 3.2 est également vrai. En
effet, soit M̄∞
f(x) = supj |Mfj(x)| ; alors M̄∞f ≤M(|f |∞). A partir de là, il est facile d’obtenir les résultats
souhaités.

Remarque 3.4 Dans le théorème 3.2

1. Si α = 0, p = q et ω1 = ω2 = 1, on trouve le théorème 1.4.

2. Si α = 0, p = q et ω1 = ω2, on trouve le théorème 3.1.
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3.2 Applications

Maintenant, donnons des application du théorème 3.2.

3.2.1 La continuité des opérateurs sous-linéaire

Théorème 3.3 Soit f, fk, r, p, q, α, ω, ω1 et ω2 soit le même que celui du théorème 3.2. Suppo-
sons que un opérateur sous-linéaire T satisfait les conditions suivantes

|Tf(x)| ≤ C|x|−n‖f‖L1 , (3.2)

lorsque supp f ⊂ Ck et |x| ≥ 2k+1 avec k ∈ Z, et que

|Tf(x)| ≤ C2−kn‖f‖L1 , (3.3)

lorsque supp f ⊂ Ck et |x| ≤ 2k−2 avec k ∈ Z. Si nous remplaçons M dans le Lemme 3.1 par
l’opérateur T. et (i) et (ii) de Lemme 3.1 est toujours valable, alors

(i) Pour 1 < q <∞ et 0 < p ≤ ∞, on a

‖|Tf |r‖K̇α,p
q (ω1,ω2)

≤ C‖|f |r‖K̇α,p
q (ω1,ω2)

.

(ii) Pour 1 ≤ q <∞ et 0 < p ≤ 1, on a

‖|Tf |r‖
WK̇

n(1− 1
q ),p

q (ω,ω)
≤ C‖|f |r‖

K̇
n(1− 1

q ),p

q (ω,ω)
.

Preuve. Nous montrons d’abord (i). Ecrire f comme dans la preuve du théorème 3.2 et définir

‖|Tf |r‖K̇α,p
q (ω1ω2)

=


∞∑

k=−∞

[ω1(Bk)]
αp
n

∥∥∥∥∥∥χk
[
∞∑
j=1

(Tfj)
r

] 1
r

∥∥∥∥∥∥
p

Lqω2


1
p

≤ C


∞∑

k=−∞

[ω1(Bk)]
αp
n

∥∥∥∥∥∥χk
[
∞∑

j=−∞

∣∣∣∣∣T j
(

k−2∑
i=−∞

f ij

)∣∣∣∣∣
r] 1

r

∥∥∥∥∥∥
p

Lqω2


1
p

+ C


∞∑

k=−∞

[ω1(Bk)]
αp
n

∥∥∥∥∥∥χk
 k+1∑
i=k−1

[
∞∑
j=1

(
Tf ij
)r] 1

r

∥∥∥∥∥∥
p

Lqω2


1
p

+ C


∞∑

k=−∞

[ω1(Bk)]
αp
n

∥∥∥∥∥∥χk
 ∞∑
i=k+2

[
∞∑
j=1

(
Tf ij
)r] 1

r

∥∥∥∥∥∥
p

Lqω2


1
p

= G1 +G2 +G3.
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L’estimation de G2 est facile en utilisant les hypothèses du théorème. Nous omettons les détails.
Pour G1, par (3.2), nous avons d’abord que pour x ∈ Ck

{
∞∑
j=1

∣∣∣∣∣T
(

k−2∑
i=−∞

fi

)
(x)

∣∣∣∣∣
r} 1

r

≤

{
∞∑
j=1

∣∣∣∣|x|−n ∫
|x−y|≤3|x|/2

∣∣∣∣ k−2∑
j=−∞

f ij(y)|dy|r
} 1

r

≤

{
∞∑
j=1

M r(fj)(x)

} 1
r

.

Par conséquent, par le théorème 3.2, nous obtenons

G1 ≤ C‖|M(f)|r‖K̇α,p
q (ω1,ω2)

≤ C‖|f |r‖K̇α,p
q (ω1,ω2)

,

c’est ce que nous voulions.

Pour G3, noter que si x ∈ Ck, y ∈ Cj; et j ≥ k + 2, alors 2|x| ≤ |y|. A partir de là ,(3.3)
et l’inégalité (1.1), il s’ensuit que pour x ∈ Ck,[

∞∑
j=1

∣∣Tf ij(x)
∣∣r] 1

r

≤ C

[
∞∑
j=1

(
2−in

∫
Rn
|f ij(y)|dy

)r] 1
r

≤ C2−in
∫
Rn

(
∞∑
j=1

|f ij(y)|r
) 1

r

dy.

A partir de là, par une estimation similaire à E3, nous pouvons déduire une estimation
désirbable pour G3. Ceci termine la preuve de (i).
La preuve de (ii) est similaire à celle du théorème 3.2 (ii), nous omettons les détails. Ceci
termine la preuve du théorème 3.3.

Nous avons un théorème similaire pour les espaces non homogènes et nous omettons les
détails.

Théorème 3.4 Soit f, fk, r, p, q, α, ω, ω1 et ω2 sont les mêmes que dans le théorème 3.3. Sup-
posons qu’un opérateur sous-linéaire T satisfasse les conditions suivantes

|Tf(x)| ≤ C|x|−n‖f‖L1 ; (3.4)

quand supp f ⊂ B0 et |x| > 2 ou supp f ⊂ Ck et |x| ≥ 2k+1 avec k ∈ N, et que

|Tf(x)| ≤ C2−kn‖f‖L1 ; (3.5)

quand supp f ⊂ Ck et |x| ≤ 2k−2 avec k ≥ 2. Si nous remplaçons M dans le théorème 3.1 par
l’opérateur T, et (i) et (ii) du théorème 3.1 sont toujours valables, alors
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(i) Pour 1 < q <∞ et 0 < p ≤ ∞, on a

‖|Tf |r‖Kα,p
q (ω1,ω2) ≤ C‖|f |r‖Kα,p

q (ω1,ω2)

(ii) Pour 1 ≤ q <∞ et 0 < p ≤ 1, on a

‖|Tf |r‖
WK

n(1− 1
q ),p

q (ω,ω)
≤ C‖|f |r‖

K
n(1− 1

q ),p

q (ω,ω)
.

Nous avons le corollaire simple suivant qui est pratique pour les applications.

Corollaire 3.1 Soit α, p, q, r, ω, ω1 et ω2 sont les mêmes que dans le théorème 3.3.
Si un opérateur sous-linéaire T satisfait que pour tout f ∈ L1(Rn) à support compact et x /∈
supp f ,

|Tf(x)| ≤ C

∫
Rn

|f(y)|
|x− y|n

dy

et T satisfait (i), (ii) du Lemme 3.1, alors T satisfait aussi (i), (ii) du théorème 3.3 et (i),(ii)
du théorème 3.4.

C’est évident, soit T ∗ est un opérateur intégral singulier maximal dans ([1],p.26). Alors,
par les théorèmes 5.1 et 5.2 dans [1] , T ∗ satisfait (i) et (ii) du lemme 3.1 ; par conséquent,(i)
et (ii) des théorèmes 3.3 et 3.4 sont également valables pour T ∗. D’autres applications peuvent
être données en combinant le théorème 3 de [29] avec certains résultats connus nous omettons
les détails.

Grâce à ce fait et à une procédure similaire à celle du théorème 3.2 avec des calculs plus
compliqués, nous pouvons prouver les versions fractionnaires suivantes des théorèmes 3.3 et 3.4.
Nous omettons les détails pour des raisons de simplicité.

Théorème 3.5 Soit 0 < l < n. Supposons qu’un opérateur sous-linéaire Tlf satisfasse à la
condition suivante

|Tlf(x)| ≤ C|x|−(n−l)‖f‖L1 , (3.6)

quand supp f ⊂ Ck et |x| ≥ 2k+1 avec k ∈ Z, et que

|Tlf(x)| ≤ C2−k(n−l)‖f‖L1 , (3.7)

quand supp f ⊂ Ck et |x| ≤ 2k−2 avec k ∈ Z.
Soit 0 < p1 ≤ p2 ≤ ∞ , 1 ≤ q1 < n/l , 1/q2 = 1/q1 − l/n,

−n/q1 + l < α < n(1− 1/q1), 1 ≤ r ≤ ∞, ωq2 ∈ A1, ω1 ∈ Am1, ω
q2
2 ∈ Am2,

1 ≤ m1 <∞,1 ≤ m2 ≤ q2(n− l)/n et −σ2n/(σ1q2) < α < (n− l − nm2/q2)/m1,
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où σ1 et σ2 ne dépendent que de Am1− constante de ω1 et Am2− constante de ωq22 , respec-
tivement. Si l’opérateur |Tlf |r est continué de,Lq

ω
q1
2

(Rn) dans Lq
ω
q2
2

(Rn), où 1 < q1 < n/l, et

L1
ωq1 (Rn) dans WL

n/(n−l)
ωq2 (Rn), alors

(i) Pour 1 < q1 < n/l et 0 < p1 ≤ p2 ≤ ∞, on a

‖|Tlf |r‖K̇α,p2
q2

(ω1,ω
q2
2 ) ≤ C‖|f |r‖K̇α,p1

q1
(ω1,ω

q1
2 )

(i) Pour 1 ≤ q1 < n/l et 0 < p1 ≤ 1, on a

‖|Tlf |r‖
K̇
n(1− 1

q1
),p2

q2
(ωq2 ,ωq2 )

≤ C‖|f |r‖
K̇
n(1− 1

q1
),p1

q1
(ωq2 ,ωq1 )

Théorème 3.6 Soit p1, p2, q1, q2, l, r, α, ω, ω1,et ω2 sont les mêmes que dans le théorème 3.5.
Supposons qu’un opérateur sous-linéaire Tl satisfasse les conditions suivantes

|Tlf(x)| ≤ C|x|−(n−l)‖f‖L1 , (3.8)

quand supp f ⊂ B0 et |x| > 2 ou supp f ⊂ Ck et |x| ≥ 2k+1, avec k ∈ N, et que

|Tlf(x)| ≤ C2−k(n−l)‖f‖L1 , (3.9)

quand supp f ⊂ Ck et |x| ≤ 2k−2 avec k ≥ 2, Si l’opérateur |Tlf |r est continué de Lq
ω
q1
2

(Rn)

dans Lq
ω
q2
2

(Rn), où 1 < q1 < n/l et L1
ωq1 (Rn) dans WL

n/(n−l)
ωq2 (Rn), alors

(i) Pour 1 < q1 < n/l et 0 < p1 ≤ p2 ≤ ∞, on a

‖|Tlf |r‖Kα,p2
q2

(ωq2 ,ωq2 ) ≤ C‖|f |r‖Kα,p1
q1

(ωq2 ,ωq1 )

(ii) Pour 1 ≤ q1 < n/l et 0 < p1 ≤ 1, on a

‖|Tlf |r‖
WK

n(1− 1
q1

),p2
q2

(ωq2 ,ωq2 )
≤ C‖|f |r‖

K
n(1− 1

q1
),p1

q1
(ωq2 ,ωq1 )

Remarque 3.5 Soit 0 < l < n. Si Tlf satisfait

|Tlf(x)| ≤ C

∫
Rn

|f(y)|
|x− y|n−l

dy, (3.10)

pour toute fonction intégrable f à support compact et x /∈ supp f , alors Tlf satisfait évidemment
(3.8) et (3.9). en particulier, si Tl est l’intégrale fractionnaire standard Il ou l’opérateur maximal
fractionnaire suivant Ml défini par

Mlf(x) = suppr>0

1

rn−l

∫
B(x,y)

|f(y)|dy,

alors Tl satisfait évidemment à (3.10) et donc à (3.8) et (3.9). De plus, par (1.1), nous avons
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que pour 1 ≤ r ≤ ∞,

{
∞∑
j=1

|Ilfj(x)|r
} 1

r

+

{
∞∑
j=1

|Mlfj(x)|r
}1/r

≤ CIl

(
∞∑
j=1

|fj|r
) 1

r

(x).

Par ce biais et en combinant les résultats de [23], on peut obtenir les conclusions suivantes ;
voir également [26].

Lemme 3.2 Soit 0 < l < n et r , f et |f |r sont les mêmes que dans le théorème 3.1.
Si 1 ≤ q1 < n/l, 1/q2 = 1/q1 − l/n,Mlf = {Ml(fj)}∞j=1, et I, F {Il(fj)}

∞
j=1, alors

(i) Pour 1 < l < n/l et ω ∈ A(q1,q2), on a

‖|Mlf |r‖Lq2
ωq2

+‖|Ilf |r‖Lq2
ωq2
≤ C‖|f |r‖Lq

ωq1

(ii) Pour 1 ≤ q1 < n/l et ω ∈ A(q1,q2), on a

[ωq2({x ∈ Rn : |Mlf(x)|r > λ})]
1
q2 + [ωq2({x ∈ Rn : |Ilf(x)|r > λ})]

1
q2 ≤ Cλ−1‖|f |r‖Lq

ωq1
.

Ainsi, les conclusions des théorèmes 3.5 et 3.6 sont vraies pour Ml et Il. Nous omettons les
détails.
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Conclusion

Nous avons atteint les dernières lettres de ce mémoire, et ce fut un bon voyage dans le
monde de l’analyse mathématique et en particulier dans l’analyse fonctionnelle.

Au cours ce modeste travail, nous avons rencontré de nouveaux concepts, des idées
intéressantes et des résultats importants, tels que la fonction maximale de Hardy-Littelwood,
les espaces de Herz, les espaces de Herz avec poids, les espaces de Lebesgue faibles avec poids,
l’espace de Marcinkiewicz, la classe Ap de Muckenhoupt, les espaces de Herz faibles avec poids,
...etc.

Dans ce mémoire nous avons étudie la continuité de l’opérateur maximal de Hardy-
Littlewood à valeur vectorielle sur les espaces de Herz et de Herz faibles avec poids de plus les
applications sublinéaire et sous-linéaire.

Comme il est bien connu qu’aucun effort humain ne peut être parfait, sans défauts et sans
lacunes, le lecteur de ce mémoire trouvera des fautes et des erreurs involontaires.
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Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier la continuité des opérateurs maximal de
Hardy-Littlewood à valeur vectorielle sur certains espaces de type Herz avec poids, comme les
espaces de Herz avec poids et les espaces de Herz faibles avec poids.

Mots clés : L’opérateur maximal de Hardy-Littlewood, Espaces de Herz, Espace de Herz
faible.

Abstract

The principal objective of this memory is to study the continuity of maximal vector-valued
Hardy-Littlewood operators on certain Herz spaces with weights, such as weighted Herz spaces
Herz spaces with weights and weak Herz spaces with weights.

Key words : The maximal Hardy-Littlewood operator, Herz spaces, Weak Herz space.
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