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0.2 Notation générale

p* L’exposant conjugué de p (i.e., 117 + 1% = 1) .

Bx Boule unité fermée de I'espace X.

K Corps des scalaires réels ou complexes.

L(X,Y) Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y.

o (X*,X) Topologie faible- x définie sur X*.

L(Q,%, ) Espace des classes d’équivalences des fcts mesurables sur Q.
C(K) Espace des fcts continues sur un compact K a valeurs réelles.
L, (X) Espace des suites (7;); > € X absolument p-sommables.

I, (X,Y) Espace des opérateurs p-sommants de X dans Y.

II,,(X,Y) Espace des opérateurs (p,q)-sommants de X dans Y.

D,(X,Y) Espace des opérateurs fortement p-sommants de X dans Y.
D,,(X,Y) Espace des opérateurs fortement (p,q)-sommants de X dans Y.

(Tn)p>1 Suite de fonctions de Rademacher r,, : [0,1] — R.



0.3 Résumé

Titre :Opérateurs fortement (p, ¢)-sommants

Ce mémoire, qui concerne la classe des opérateurs fortement (p, ¢)-sommant, est divisée
en trois parties. Dans la premiére partie, nous introduisons quelques notions et outiles
que nous aurons déja & utilise. Dans la deuxiéme partie, nous étudions ¢, (X) espace des
suites Cohen fortement p-sommable Dans la troisiéme partie, nous introduisons ’idéal
des opérateurs linéaires fortement (p; ¢)-sommants. Parmi les résultats de cette recherche
nous présentons la relation entre ces opérateurs et les opérateurs (p; g)-sommants et plus
précisément, si p = ¢, nous presentons le théoréme de Pietsch (Domination/Factorisation).
Nous prouvons en particulier des théorémes pour les opérateurs fortement p-sommants
aux espaces de Hilbert.

Mots clés : Espace de Banach, Espaces de suite cohen fortement p-sommable, Factori-
sation des opérateurs, Opérateurs (p, ¢)-sommants, Opérateurs fortement (p, ¢)-sommants,

Théoréme de Pietsch.



0.4 Introduction

Les traveaux de ce mémoire se situe dans le cadre de I'analyse fonctionnelle et son
dédiés au développement de quelques théoréemes de sommabilité des opérateurs linéaires.

L’idéal D, des opérateurs fortement p-sommants (1 < p < oo) est défini par Cohen [§]
pour caractériser le dual d’un opérateur p-sommant. Cet idéal a été étendu au cas des
opérateurs linéaires fortement (p, ¢)-sommants par Apiola [2] et généralisée par Achour-
Mezrag en 2007 dans [1] pour les opérateurs multinéaires. Dans ce mémoire nous etudions
la notion des opérateurs fortement (p; g)-sommants. Nous donnons les relations entre ces
opérateurs et les opérateurs (p;q)-sommants. Pour p = ¢ nous prouvons les types du
théoréme de Pietsch (les deux, Théorémes de domination et de factorisation ).

Ce travail est devisé en trois chapitres qui sont les suivants :

Dans le chapitre 1, on rappelle diverses conventions et définitions, et des résultats
classiques qui seront utilisés par la suite.

Le chapitre 2. I a pour le but de définir et de donner des premiers résultats sur £, (X) "
I’ensemble des suites Cohen fortement p-sommables, ott X un espace de Banach". Parmi les
resultats étudié, la relation avec les espaces de suites sommable et faiblement p-sommables.
En termine ce chapitre par le probleme de dualité.

On introduit dans le chapitre 3, la notion des opérateurs fortement (p, ¢)-sommants.
Nous donnons la définition et signalé les propriétés d’idéal possédée par I'espaces des opé-
rateurs fortement (p, ) —sommants. On cherche & étudier, la relation entre ces opérateurs
et les opérateurs absulement (p, ¢)-sommants. Si p = ¢, nous prouvons le théoréme de do-
mination de Pietch. Nous montrons ensuite, grace au théoréme de factorisation de Pietsch
des opérateurs p-sommants, le théoréme de factorisation pour les opérateurs fortement p-
sommants. La derniére partie du chapitre 3 est consacrée aux applications des résultats

précédents aux espaces de Hilbert.



Chapitre 1
Préliminaire

L’objectif de ce chapitre est d’introduire, dans le cadre générale des espaces de Ba-
nach, les notions et les outiles que nous aurons & utiliser dans ce mémoire. Pour plus de
détails voir [10]. Nous présentons le concept des opérateurs (p, ¢)-sommant avec quelques

propriétés.

1.1 Espaces de fonctions continues et intégrables

Les espaces des suites
Soit p un nombre réel tel que 1 < p < 4o00. Rappelons que £, (N) = ¢, est I’espace vectoriel
des suites de scalaires = (1), pour lesquelles la série )~ |z,|” converge. Alors £, (N)

neN
est un espace de Banach pour la norme ||.|[, définie par : pour tout z = (), € £, on

e, = (Z wﬁ’);.

neN

a

L’espace des suites de scalaires x = (1,,),,.y bornées muni de la norme
]| = sup [z,]
neN

est un espace de Banach noté /., (N) ou tout simplement /.,. On notera cq (N) ou tout

simplement ¢ le sous-espace fermée de /., des suites qui convergent vers zéro.



L’espaces des fonctions continues
Soit K un espace topologique compact. On désigne par C (K) l'espace de Banach des

fonctions continues de K dans K muni de la norme de la convergence uniforme

[f]] = sup | f (2)]
teK

L’espaces des fonctions intégrables
Soit (€2, %, 1) un espace mesuré, f une fonction Y—mesurable. Pour 1 < p < +o0, on
définit .
I, = ([1r@ran) s 1<p<o
|fll = inf{a>0;u(f"(R\[-a,a])) =0} sip=-+oo
avec |f (t)] < a p présque par tout.

Pour 1 < p < 400, 'espace de Banach L, (1) = L, (2, X, j1) représente I'espace de toutes
les classes d’équivalence, modulo ’égalité presque partout, des fonctions ¥ —mesurables

telles que || f||,, < oo.

1.2 Bidual d’un espace normé et espace de Banach
réflexif

On notera X et Y deux espaces de Banach. La norme sur X est usuellement notée ||.||
ou simplement ||.|| , 'orsqu’un seul espace est en jeu. La boule unité fermée de X sera notée

Bx. On désigne par X* le dual topologique de X : I’espace des formes linéaires continues

sur X muni de la norme duale ||f|y. = sup |f(z)|. On note £ (X,Y’) 'ensemble des
TEBx
applications linéaires continues de X dans Y.
On dira que deux espaces de Banach XY sont isomorphes (X ~ Y) il existe un

opérateur inversible I (dit isomorphisme) de X dans Y. Un opérateur linéaire continu



T : X — Y tel que |T(z)|| > c||z|| pour quelques ¢ > 0 et tout = € X est dit

isomorphisme.

Une isométrie est un opérateur linéaire continu [ : X — Y telle que || (z)]| = ||=|
pour tout z € X. Deux espaces de Banach XY sont isométriques (X ~ Y') si il existe

une isométrie entre X et Y.

Définition 1.2.1 Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé. Le dual topologique de l’espace

de Banach X* s’appelle le bidual topologique de X et se note X**.

Proposition 1.2.2 [10/Soit (X, ||.||) un espace normé. Alors on a :

1. pour tout x € X, l'application
J(z): X* — K
foo— [
est linéaire continue. Ainsi, on a J (x) € X**.

2. L’application
J: X — X*

r — J(x)
est linéaire et isométrie, appelé ’application canonique de X dans son bidual X**.

Ainsi, on identifie X a un sous-espace normé de son bidual X**.

Démonstration. 1. Il est claire que J () est linéaire. Pour tout f € X*, ona|J (z) (f)| =
|f (@) < |IfIIllx]| - Donc Papplication J (x) est contine et on a ||.J (x)| < ||z]| .

2. Pour tout z,y € X et A € K et pour tout f € X*, on a

J(x+Ay) (f) = [ e+ Xy) = fa)+Af (y) = J (2) (N)+A () (f) = (T (2) + AT () (f) -

Dot on a J(x+ Ay) = J(z) + AJ (y). Ainsi, J est une application linéaire. Soit

x € X tel que x # 0, par le théoréme de Hahn-Banach (théoréme de prolongement), il



existe f € X* tel que ||f|| =1 et f(x) = ||z|. Alors on a ||z|| = |f (z)] = |J (z) (f)] <
[T @A = (1T @) < [zl , dow o a [l (z)[| = [lz]] -

Donc J est une isométrie. m

Corollary 1.2.3 Soit (X, ||.||) un espace normé. Alors pour tout x € X, on a :

|f ()]
= sup [f(z)]= sup [f(z)[= sup |f(z)]= sup :
fex+ifl<i rextifl<1 fex+ifl=1 sex=lsizo IfIl
De plus, la borne supérieure est atteinte dans l’égalité ||z|| = sup |f (z)].
feX=|lfll=1

Remarque 1.2.4 (Une autre constrution du complété d’un espace normé.)
Soient (X, ||.||) un espace normé et X** son bidual topologique. On vient de voir que
Uapplication canonique J : X — X** est linéaire et isométrique. Ainsi, on identifie
Uespace normé (X, ||.||) a son image J (X) qui est un sous-espace vectoriel de l’espace de
Banach X**. Posons X = J (X)) Uadhérence de J(X) dans X**, alors X est un espace
de Banach et (X,|.||) est un sous-espace vectoriel dense dans X. On obtient ainsi une

constrution du complété d’un espace normé X.

Remarque 1.2.5 L’application canonique J : X — X** n’est pas toujours surjective.

En effet, si X = ¢y muni de la norme || ||, on a X* = {1, X** = ly et Uapplication

canonique J : X — X** correspond a l’injection canonique ¢y — L. Donc J n’est pas

surjective.

Définition 1.2.6 Un espace de Banach E est dit réflexif si application
J: X — X*
r — J(x)
est bijective.
Notons que si X est un espace normé et si I'application canonique J : X — X** est

bijective, alors nécessairement X est un espace de Banach, car X** est un espace de

Banach et J est une application linéaire bijective et isométrique.



Example 1.2.7 1. Les espaces normés de dimension finies sont réflexifs.

2. Pour tout p €]1,00], £, est réflexif.

Proposition 1.2.8 [10/Soit (X, ||.||) est un espace de Banach réflexif. Alors pour tout
f e X, il existe x € X tel que ||z|]| =1 et || f]| = |f ()]

Démonstration. Soit f € X*. On peut supposé f # 0. On appliquant le le théoréme de
Hahn-Banach (théoréme de prolongement) & f et & X*,on obtiet un élément £ € X** tel
que ||€]| = 1 et £(f) = [|f]| -Comme X réflexif, alors il existe x € X tel que £ = J (z).
Dotwona |z =1et |f| = f(z) =[f(z)]. m

La réciproque de la proposition précédente est aussi vraie. Autrement dit, si (X, ||.||)
est un espace de Banach tel que pour tout f € X* il existe z € X tel que [|z]] = 1
etl| f|| = |f (x)], alors (X, ||.||) est réflexif.

Remarque 1.2.9 Puisque le dual topologique de (co, ||.||..) est (¢1,||.]l;) et le dual topo-
logique de ({1, ].]];) est ({oo, ||.|lo.) » 0N déduit par la proposition précédente que les espaces

co, U1 et U me sont pas réflexifs.

1.3 Application transposées ou adjoints

Définition 1.3.1 Soient X,Y deux espaces normés et T € L(X,Y). L’application
Yy* — X
f —  fol.

est appelée la transposé ou l’adjoint de T et on la note 'T ou T*.

pour mieux retenir la définition ci-dessus, il suffit de mémoriser le diagramme commutatif

suwvant :
X vy
NS
foT

K

10



Example 1.3.2 Soient X un espace normé, E un sous-espace vectoriel de X eti: E —
X linjection canoniqure. Alors i* : X* — E* est l'application de restriction. Autrement

dit, pour tout f € X*, on ai* (f) = fie-

Remarque 1.3.3 Soient X un espace normé et J : X — X** Dapplication canonique.

Alors Uapplication transposé J* : X*** — X* est surjective. En effet, notons d’abord
que pour tout ¢ € X** on a J*(¢) = ¢po J. Soit z* € X*, alorsz* o J 1 : J(X) — K
est une forme linéaire continue sur J (X). Par le théoréme de Hahn-Banach, il existe

¢ € X** qui prolonge x* o J~1. Dot on a J* (¢) = ¢p o J = x*.

Notation 1.3.4 Soit (X, ||.||) un espace normé. Pour tout x € X et tout z* € X*, on

note :
(x,z") = 2" (x).
L’application
XxX* — K
(x,z*)  +— (z,2%).

est clairement bilinéaire et continue car on a |{xz,x*)| < ||z*| ||z|| .

Soient X, Y deux espaces normés et T € L(X,Y), alors pour tout z € X et tout
y*eY* ona:
(T (x),y") = (@, T (y")) -

Remarque 1.3.5 Soient (X, |.]), (Y, H||/> deux espaces normés et T' € L(X,Y). Soit
G un sous-espace vectoriel de Y tel que T (X) C G. Soit S € L (X,G) tel que pour tout
x € X, on ait S(x) =T (x). Alors on a Im (S*) = Im (T*). En effet, Soient f € G* et
f e Y tels que ﬁG — f. Pour tout z € X, on a S*(f)(z) = foS(z) = foT(z) =
T* (f) (x). Donc on a S*(f) =T* (f) , d’ou Im (S*) = Im (T™).

Proposition 1.3.6 Soient X,Y et G trois espaces normés.

1. Pour tout T € L(X,Y), onaT* € L(Y*, X*) et |T*]| = ||T .

11



2. L’application suivante est linéaire.

E(X,Y) — E(Y*,X*)
T — T

3. Pour tout T € L(X,Y) et tout S € L(Y,G), ona (SoT)" =T*0S*

Remarque 1.3.7 Soient E, F' deux espaces normés et T' € L (X,Y) . Alors le diagramme

sutvant est commutatif.

x vy

Jx | LIy

T**

X** SN Y**

Autrement dit, pour tout x € X, on a T* (Jx (x)) = Jy (T (z)) .

1.4 Espace de Hilbert

Définition 1.4.1 Soit X un espace vectoriel. Un produit scalaire sur X est une forme
Hermitienne définie positive sur E.Autrement dit, un produit scalaire sur E est une ap-

plication :
()y: XxX — K

(,y)  +— (5,y)
vérifiant, pour tout x,x',y € X et tout A € K, les propriétés suivants :
1z + 2, y) = (z,y) + (2, y) et (Az,y) = A (z,y).
2. (y, ) = (z,y).
3. (z,x) > 0.
4.

Az,2) =0<=2=0.

Le nombre (x,y) est appelé le produit scalaire des z et y.
Tout espace vectoriel muni d’un produit scalaire (z,y) — (x,y) est un espace normé

pour la norme définit par z —— ||z|| = /(z,z) et, naturellement, un tel espace est

12



toujours considéré comme un espace métrique pour la distance correspondante d (x,y) =

lz =yl = V{z —y,z —y).

Définition 1.4.2 1. Un espace préhilbertien est un couple (X, (,)), ot X est un espace
vectoriel et (.,.) est un produit scalaire sur X.

2. Un espase de Hirbert ou espace hilbertien est un espace préhilbertien qui est aussi de
Banach pour la norme associée au produit scalaire.

Example 1.4.3 {y est un espace de Banach pour la norme ||.||, définit par : pour tout
1

2
T = (Tn)yen,> on a ||z, = (Z |a:n|2) . Soient © = (n),cn > Un)pen € f2. Pour tout
neN

n>0, ona
2|2,Tn| < |znl® + |ynl”, donc la série de terme général x, 7, est convergente dans K.

On pose :
n=0

Alors Uapplication (,) est un produit scalaire sur ly et pour tout x = (xy),cy € l2, ON

|z|| = v/(x,x) . Donc ({2, ]|.||,) est un espace de Hilber

1.5 Topologies faible et x-faible

On se contentera ici d'un bref exposé sur les topologies faibles, et I'on renvoie a [4]
pour un exposé beaucoup plus détaillé sur le sujet.

Sur I'espace de Banach X est définie, en plus de la topologie forte (associée a la norme),
la topologie faible o (X, X*) noté aussi w qui est la topologie la moins fine sur X rendant
continues toutes les formes linéaires sur X.

Soit (2,),>, une suite de X, et x € X. On dit que (), converge faiblement vers z et

on écrit r =w- lim x, si

n—-uoo

() = lim (2%, x,), Va* € X"

n—-—auoo

13



11 est claire que les ouvers (respectivement les fermés) pour la topologie faible o (X, X*)
sont des ouvers (respectivement des fermés) pour la topologie forte.

Sur 'espace X™* outre la topologie de la norme ||.|| . et la topologie faible o (X™*, X**),
est définie la topologie x—faible (préfaible) o (X*, X)) notée aussi w* qui est la topologie
la moins fine sur X* rendant continues toutes les applications linéaires

p,: X* —K

*

T — p, (%) = (z*, ) .

Soit (7},),>, une suite de X*, z* € X*. On dit que (z},),,-,converge préfaiblement vers z*

dans X* et on écrit z* = w*- lim a7 si

n—:ao0

() = lim (2% x,), Vo € X.

n—--auoo

Théoréme de Banach-Alaoglu-Bourbaki.
La boule unités By« est compacte pour la topologie x-faible.
Théoréme de Goldistine.

La boule unités By de X est o (X**, X*)-dense dans la boule unité By« de X**.

1.6 Les opérateurs (p,q)-sommants

Terminons ce chapitre par la notion des opérateurs (p, ¢)-sommants voir [9]. Une pré-

sentation générale des "idéaux d’opérateurs '

" est donnée par Pietsch [14]

Soient n € N, X un espace de Banach. Pour p € [1, 00|, on appelle exposant conjugué
de p le nombre p* € [1, 0] tel que 1 = % + #. Cette relation est symétrique; on dit que
(p; p*) est un couple d’exposants conjugués. On notera que si 1 < p < oo, cela implique

que p*(p — 1) = p et de fagon symétrique, p(p* — 1) = p*; on pourra aussi noter que

-1 -1)=1

Définition 1.6.1 Pour 1 < p < +oo, on note £, (X) (resp €, (X)) lespace des suites

14



absolument p-sommables d’éléments de X dont la norme est :

I ), =l @) iy (annnp) (resp.||<xi>19§n!!p=(anz»np)p,

pour p = 400, on note Uy (X)(resp {2 (X)) Uespace des suites (x,), C X bornées,

normées par :

@) lloo = 1 (@) Ml ) = sUP (|20

Théoréme 1.6.2 1- [9/(, (X) est un espace de Banach.
2-[9] Pour 1 <p < +oo, on a : €, (X)" =l (X*) isometriqguement.

Définition 1.6.3 Pour 1 < p < +o00, on note £y, (X)(resp £}, (X)) Uespace des suites
(2,), C X faiblement p—sommables, c’est a dire des suites (v,), C X vérifiant 32 |(p, zn) [P <

oo pour tout ¢ € X* muni de la norme

1

n p

(resp. ||(x 1<Z<nH = sup (Z‘<%$i>‘p> :
@GB .

Sip=+o00
loow (X) = {(mn)n C X /sup | {(p,x,) |< 400, 0 € X*},
neN
on muni fw ,, (X) par la norme :

@)y oo = N @n) lle oy = sUP sUp [ {0, 0) | -
pEBx* neN

Nous considérons les relations de la dualité entre les espaces des suites.

15



Proposition 1.6.4 1- Si11 <p < o0, on a
| (xn),, ||, = sup { Zaz Tn)

particuliérement, pour X =K, on af| (z,),, Hp = sup

+o00
2 ) By = 50 { v 1 2 1)

3- Pour p =00, on a le, (X) =l (X) isométriquement.

o1 € X5 || (27)7

n=1

< 1} (1.1)

e

()i

nl'n

4- Soit 1 < p < +oo, alors, €, (X) C L (X) et [[(zn),l,., < [(za),ll, pour tout

(#n),, € £ (X).

Proposition 1.6.5 /9]
1-4,, (X) =1, (X) pour 1 <p < 400 si et seulement si dim (X) est fini.
2- 8511 <p<+4o0, ona:l,,(X)=L(»IxX) isometriguement.

3-Sip=1onal,,(X)=L(coX) isometriquement.
Définition 1.6.6 (Opérateur linéaire de rang fini)
Un opérateur T € L (X,Y) est de rang fini s’il est somme fini d’opérateurs de la forme :
rey: X —Y
r—r'Qy(x)=a"(v)y

onx* € X etyeY

L’espace des opérateurs linéaire de rang fini sera noté L, (X,Y).
Définition 1.6.7 (Idéal linéaire)

Un idéal d’opérateur linéaire I est un classe d’opérateurs tels que : pour tout espaces de
Banach X et'Y, on a :
1) Z(X,Y) est un sous-espace vectoriel de L (X,Y).

2) £;(X,Y)CT(X,Y)

16



3) Propriétés d’ideal :si T € Z (X, Y),uec L(E,X) etve LY, F), ona:

voToueI(E F)
De plus, si ||.||; : T — R satisfait:

i) (Z(X,Y),|.ll;) est un espace normé (Banach)

. A: K— K
ii) =1
A— AN =X

iii) [oo T oully <ol [Tl [lul,
alors, (Z(X,Y),||.|l;) s’appelle idéal (de Banach) des opérateurs linéaires.

Définition 1.6.8 Soit T' € L(X,Y), on dit que T est p-sommant pour (1 < p < +00),

s'il existe une constante C > 0 telle que ¥ (z;),;<,, C X, on a

(T (@:))izall, < Cll)iza 0 - (1.2)
On note
m (X,Y)={T:X — Y linéaires p-sommants}
et m, (T') = inf {C vérifiant (1.2)}.

Définition 1.6.9 Soient 1 < ¢ < p < oo et X,Y deux espaces de Banach, un opérateur

linéaire T € L (X,Y) est absolement (p,q) —sommant (ou (p,q) —sommant )si :

V(2)ie; € Lyw(X) Uopérateur :

T: LX) — 4,(Y)
(@), — T ((@)2) = (T (x:),
est bien définit.(i.e., T(&LM(X)) cl,(Y)).
La classe des opérateurs linéaires (p, ¢) —sommants de X dans Y, noté m,, (X,Y). Pour

p=gq,onam,,(X,Y)=m,(X,Y).

17



D’apres le théoreme du graphe fermé, on peut définir ’espace des suites linéaires (p, ¢) —sommmants

comme suit :
oo (X,Y) = {T € LOXY) />0 (z ||T<xi>||p) <@yl Y (@), C X}

Example 1.6.10 Soient K un espace compact, i une mesure positive sur K et 1 < p <

Q.

(i) Pour tout ¢ € L,(p1), Popérateur de multiplication
T, : C(K) — Ly(p)
f — fp

est p—sommant avec ,(7,) = ||l -

(ii) L’opérateur canonique

A

est p—sommant avec m,(.J,) = u(K)?r.

Proposition 1.6.11 1- Soit X, un sous espace d’un espace de Banach X etT € m, (X,Y).
Alors
T/x, € mp (Xo,Y) etmy (T/x,) < mp (T)

2- (Injectivité). Sii: Yy — Y est une isométrie, alors
Tem (X, Yy) <=ioT em,(X,Y)

Dans ce cas, on a 7, (T) =m,(i0T).

18



Théoréme 1.6.12 1- [9]/(Théoréme de Dvoretzky-Rogers,1950). Sip > 1, alors
idx € m, (X,Y) si et seulement si dim X < oo.

2- [6](Théoréme de Grothendieek). Tout opérateur linéaire continu T : {; — ly est 1-
sommant.

3- [12](Théoréme de domination de Pietsch,1967). Soient 1 < p < 00, T : X — Y
un opérateur linéaire,T' est p—sommant si et seulement s’il existe une mesure p sur

(Bx+,0 (X, X")) et C >0 telle que :

rai<o(f e in) voex (13)

Dans ce cas m, (T) < C.

L’inégalité (1.3) de Pietsch implique qu’il existe 7 dans £ (jpz' (X )Lp(#’K), Y) tel que le

diagramme suivant soit commutatif

X — Y
1] A
i(X) — (X))

C(K) — Ly(p,K)

avec T =T o Jpoi et HTH =7, (T).

Ou K = (Bx+, 0(X*, X)),C (K) = {des fonctions continues sur K },i: X — i (X),
i(xr) = ¢, qui est une isométrie injective, i (X) = {¢,, r € X avec ¢, (z*) =< x,2* >}
qui est un sous espace fermé de C (K),J, : C (K) — L,(K, i) est I'injection naturelle,
et m, (J,) =1 (J, est Jp restreint a i (X)).

Théoréme 1.6.13 (Théoréme d’inclusion). Soit T € q1<qa, p1 < pa €t qil — pil < q% — p%,

alors

Tp1,q1 (X,)Y) C Tp2,q2 (X,Y) et Tp2,q2 (1) < Tp1,q1 (T).
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Proposition 1.6.14 Si H est un espace de Hilbert,alors

Uy’ (H,Y) = T (H,Y)
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Chapitre 2

L’espace des suites Cohen fortement

p—sommables

Nous allons étudier dans ce chapitre I’espace des suites fortement p-sommables qui a

été introuduit par Cohen en 1973.

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1 [8] Soit (x,),~; C X et 1 < p < oo. La suite (z,),—, est Cohen

+o00

fortement p—sommables si et seulement si la série Y xt (x,) est convergente pour tout
n=1

(T5) =1 € by w(X¥). On note £, (X) Uespace des suites Cohen fortement p—sommables.

+oo
Lemme 2.1.2 Soit (x,),~, C X. La série >z (x,) est convergete pour tout (x}), o, €
n=1 -
+o00
Upe o(X*) si et seulement si la série ) |z (x,)| est convergete aussi pour tout (},), <, €
n=1 -
Uy o (X).
Démonstration. Pour le cas réel, on prend

osioxk () >0

—zr stk (x,) <0

n n
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et pour le cas complexe, on prend

zh = x exp (—ib,), ou 0, = arg (z) (z,)) .

+o00
Dans les deux cas, »_ 2! (x,) est convergente d’aprés I’hypothese.
n=1

Et donc
+0o0 +oo
Doz (@) =D 2 ()
n=1 n=1

est convergente. L’inverse est clair. m

Théoréme 2.1.3 /4, (X) est un espace normé pour la norme ”@n)nle(p) définie par :

s 1}.

pour tout x = (T,),cn € €p(X), on a

(21

“+o00
> ()
n=1

“(xn)n21||<p> = sup {

Démonstration.
Soit (2n),>; € £, (X), il suffit de montrer que || . [|(;) est fini.

soit f € [€y+ (X*)]" une forme lineaire définit par :

Py =D (@)

On définit (f,),~, la suite des formes lineaire dans ¢, ,,(X*) par :

Full@)2) = D i ().

Il est facile de prouver que toutes les f, sont continues, et par définition de f, et
f,on a f, converge vers f pour tout les points de £y, (X*), et comme €}~ ,(X*) est

complet ; on applique le théoreme de Banach Steinhaus, on obtient : f est continue et

| (zn)oey = sup IS0 @k (z)| =| f |I< oo, alors, || . || satisfaite les
(=5 a2t llp*,w<1

conditions de la norme. m
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Proposition 2.1.4 1) Soit 1 < p < 400, on a
(X)) Cly (X) Clyy (X) et

I (n )iz o<l (n)ny o< (2n)ny )

pour tout (z,),~, € £, (X).
2)Sip=1,ona

0 (X) =6 (X)) et (zn)pZy 1= (zn)nzy Iy

3) Sip= o0, on a

Démonstration.
1) Ona:f, (X) Clyu(X)et | (@n)n llpw<I (@n)n llp -

D’autre part, soit (z,,),_; € £, (X), d’aprés (1.1) et comme By . (x-) C By, (x+) on a

1

+too P +oo
leiils = (Elalr) = s 4 ()
n=1 (:C;kz)%ozleBep*(X*) n=1
—+o00
< sup ()
(@3)5%1€Be e, (x%) In=1

= || (xn)ff:l ||<p>
alors, £, (X) C £, (X) et || (zn)72y [b<Il (zn)72y )

2) Pour p = 1,p* = oo, soit (z,),-, € {1 (X), d’apres(1.1) on a :

00 +oo
@)oo = X el = sup > 25 (2n)
n=1 (ff;‘z)?f:1€BZoo(X*) n=1
+o00
= sup i (z,)| ™
(@3)521€Brg o (x*) In=1
= | (@n)nzy
Proposition 2.1.5 ¢, (X) est un espace de Banach.
Démonstration. D’aprés le Théoreme 2.1.3 || . ||,y est une norme. Dong, il suffit de

montrer que ¢, (X) est complet.
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Soit (x,,)5, une suite de Cauchy dans ¢, (X) telle que x,, = (2,,:)72; :
Ve > 0,3ng € N,Vn,m > ng :|| £, — &y, || (n< €
d’apres la Proposition 2.1.4 on a
len = 2m [[p<Il #n = m )< &
donc (x,)$%; est une suite de Cauchy dans 'espace de Banach ¢, (X). On pose
nleOo T, =x,et x = (2;)2,

on a

“+oo
D a5 (@ni = T)

=1

| 2 — 24, H<p>: sup <e

(x:)?ileBlp*yw(X*)

our m — 00, cela donne
)

+o0

i=1
prwsS 1}

sup <e

(@)Z1EBe ., (x%)

Ce qui implique que || z,, — ||, < €, alors

+00
lol = s { [Sat @] (o0,

+o0o
= sup{ [ St (= )+ 0t @D o1
i=1
+o0o “+o00
< sup i (r; — Tng)| + sup (T )
()52 lp*,w<1 li=1 ()21 llp* <1 li=1
< et |zl
< o0
donc, x = (x;)72, € {, (X), alors, lim =z, = x dans ¢, (X), d’ot £, (X) est complet. m

n—-4o0o

2.2 Dualité

Théoréme 2.2.1 [2/Soit 1 < p < 0.
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1. Soit o* = (z})iL; € £}, (X*). L’application :

for (X)) — K
(@) — for (20)0y) = z<x>

est une forme linéaire continue sur £ (X) .

2. L’application
Foo by (X7) — [G(X)]
rt = (x7)iey > far
est un isomorphisme isométrique.
Autrement dit, si 1 < p < oo, alors le dual topologique de £ (X) est £7.  (X*).
Démonstration.

L. Il est claire que f,- est linéaire. Soient z* = (x7)iL; € . , (X*). Pour tout (z;)iL, €

£y (X), ona

| for ((z)in) | = ()

< z\” S @iy e

< sup Zx**( O (@) [l
(@77 = <1 |i=

= ||( 7,)1 1 H p)“( )i:l p*w -

Donc f,- est bien définit est continue et || f-

2.Par (1) on a

(@7)izt [lpe o -

I (@F)isn) =1 e

alors, f est continue et || f ||< 1.

<|l (z9)iza

p*’w

On va montrer la surjectivité de f, soit fo- € [ (X)] "

On pose x} = fy= 0 1;, telle que 9, est 'injection canonique de X dans 7 (X) avec

¥; (z) = (045),
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ou
1 sie=7
5ij = /
0 sii#j
Il est claire que ()", C X* et for ((x)1y) = D i (x;),V(z;)P, € ) (X)
i=1
donc

F(@7)imn) = fae

p*,UJSH fx*

Si|lz||<1let] (X)X, |[,<1, on obtient
=1 llp

Il reste & montrer que || (z})",

St (Aia)

i=1

IN

I (Aiz)izy [ <p> sup

(@) llp* w<1

H " n i P %
sl sw (Sl )

(@3)ig llp* <1

—

< 1Ol s @) e
()il <1
< 1
alors
1
n p* p*
@)y e = sup (2 o (a2) )
lz||I<1 \i=1
n
= sup sup >N (z)
=1

<1 (na)iy ||p§1

= sup
iy || <t llzl<1

(2r)

n
= sup > (i)
”(Ai)?:lH(p)SH( i) ?:IHPSLHI“HSl i=1
n
= Sup 7 ()
(@) lpy <1 li=1
= || fx*

Donc, I'application f est une isometrie surjective qui permet d’identifier le dual de £ (X)

avec (. ,(X*). =

Théoréme 2.2.2 [2/Soit 1 < p < oo, [, (X)]" = ly. (X*) isometriquement.
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Démonstration.

On définit 'application :
fo G (X)) — 6, (X))
(@))ie — f((@)is) = for

telle que :
fw* : ﬁz,w (X) —K

(@i — for (@) = L),

Soient (77)iy, (y7 )iy € Iy (X*) et A € K. Pour tout (z;)i; € £, (X) ona:

S+ Ay)is) ((a)in) = Z(ﬂf + Ay (zi)
= Zl’ () +)\Z$ (y1)
= for ((@i)i1) + Mo ((Wi)i21)

alors f est linéaire. D’autre part d’apres le Théoréme de Goldistine, pour tout (z;)"; €

., (X)ona:
 (@7)ig [pw< 1} = SUP{

sup {

**

Exmz

N (@a)isy llpw< 1}

=1
alors
| for ((zi)i) | < HED)

< Z‘” Z)Z(:c;”p ) | (zi)iet llpw
< sup ;x (@) ] Il (zi)iey [lpw< 1} I (zi)izy llpe
= sup {4 @0 o 1] 1 0
= | (&h)iz (@:)izy llpe

done, || for ||| (23) , d’out

<|l (=)

I ((@F)isn) 1= (] far
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Ce qui implique que f est continue et || f ||< 1.
On va montrer la surjectivité de f, soit fo« € £ (X)*. On pose z} = f,+ 0 1);, telle que

1, est application X — lﬁw(X ) définit par
1 sii=y
0 sii#j
11 est claire que (x Z)Z L C X et f((xD)y) (x)iy) = for ((x)1y) = fz*((éijg;i)j)
for ((2i)iy) = Zfb’*(%)vv(%)?:l € Iy, (X)

donc f ((z¥)™,) = fx , alors f est surjective. Il reste & montrer que || (zF)iL

S5z |-

Soient x3*, ...,z € X™ ¢ > 0, et F le sous espace engendré par {z3*, ..., 25"}  d’apres le

Y, (7) = ((5ija:)j ol 0;; =

) <

prencipe de reflexivité local, il existe S € L(F;X) telle que || S [|[< 14 ¢ et

o (Sxf) =a (af),i=1,..,n

(2

Donc
S ar @) = N = 1£Sz) )] < foe (S22 s
=1
de plus
1Sz e = sup{IIS (0, Aa )] < )iy [l < 1}
< (L e)sup {100, Al <l )y 1< 13
< (149 | @)y [l -

Ce qui donne

<(A+e) | for

>l (@)

I (25")izn lpe

alors,

(xi )z 1 ||pw< 1} <(1+¢)
donc

I (z7)ies Ny < fae Il
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D’ou, l'application f,« est une isometrie surjective qui permet d’identifier le dual de

by, (X) avec £7. (X*). =

Corollary 2.2.3 Soit 1 < P < oo. On a les identifications suivants :
1[G ()] = 6(X).
2- [, (X)) =, (X))
3 [ (X)) = g (X,
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Chapitre 3

L’ideal D, ,(X,Y) des opérateurs

linéaires fortement (p, ¢)-sommants

L’idéal D, des opérateurs fortement p-sommants (1 < p < 0o0) est introduit par Cohen [§]
pour caractériser le dual d’un opérateur p-sommant. Cet idéal a été généralisé au cas des
opérateurs linéaires fortement (p, ¢)-sommants par Apiola [2].

Dans ce chapitre nous introduisons et étudions la notion des opérateurs fortement (p, q)-
sommants. Parmi notre résultats, les relations entre ces opérateurs et les opérateurs (p, q)-
sommants sont représentées. Plus précisément, si p = ¢ nous prouvons un nouveau type

du théoréme de Pietsch (les deux, Théorémes de domination et de factorisation ).

3.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 3.1.1 Soit X,Y deux espaces de Banach, T € L(X,Y) et 1 < ¢q,p < o0. On

dit que T' est fortemet (p,q) sommant si l'opérateur linéaire induit est bien defini :

T ly (X) — £ (X)
()i — T ((2:)i) = (T (22)),
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(z’.e., T((, (X)) C (X>>

On note

D

pq

(X,Y)={T: X — Y linéaire fortement (p,q) sommable}

Pourp=1,ona:D;,(X,Y)=L(X,Y).

Pour p = ¢, on a D, (X,Y) I'espace des opérateurs linéaires fortement p—sommants.

Proposition 3.1.2 Soit T € L(X,Y),1 < q,p < 00, les propriétés suivant sont équiva-
lents.

1-TeD,,(X,Y)

23> 0 (T (@)l < ell@iyl, V)i, € X

330> 00 1< T ). > < el 16
Vo

436> 02 [(T )il ) < llEduerlly Fnnen € £ (X)

T1y ey T € XYL, Y €

p*w’

Dans ce cas,

dyq (T) = inf {c : ¢ vérifiant (2) ou (3) ou (4)}

de plus, d,, (1) = HTV)

Démonstration.

k

T :(ZEk

(1) = (2) Nous allons montrons que T est de graphe fermé. Soit (xk)oo ”)nEN)

ko
une suite converge vers = = (z,), € {, (X) et T' (z*) converge vers y = (y,),, € £, (X),
on montre que y = T (). Comme (%), converge vers x = (zy,),, pour tout ¢ > 0
donné : 4 N € N tel que :

q

Vk > N : Hmk — x”q = (Z ||a:fl — anq) <egVneN
n=1

k> NS ok = a||" <eVneN=Vk > N : ||of — 2, <ct,Vn €N

Wk > N |2k — 2] <eVneN

n
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k

alors, pour chaque valeur de n € N | (:vn

), converge vers (z,), en X.

Comme T est continu, pour tout n € N, on a :

lim T (2f) = T( lim a:jj) =T (x,) (3.1)

k—+o00 k—4o00
d’autre part on a :
T (z%) = (T (2*))x converge vers y = (y,), en £, (Y), alors il existe N € N

o0

=  sup (T (2}) = yns )
B ), 1

VkEN:HT(xk)—y

<e¢

n—=
p*w

. i (T (25) = o win)| < e 1@l e
- |<T (xﬁ) - yn>y2>
= sup }<T (2F) = yn, )

Y5 EBy*
— ||T (xﬁ) — yn”y <egVneN

<e sup [{p,yp)], VneN
(pEBy**

<eVneN

alors

lim T (2F) =y, Vn €N (3.2)
(3.1) et (3.2) donnent

lim T(xfl) =T (rpn) =Yn,Vn €N

T (z) = y alors, T est de graphe ferms,

alors (T (mn))n = (yn)n = y’ d’Oﬁ‘ f((mn)n)
donc T est continu.

Alors, V (z;);_, C X, on a :

IT(@o| = N,

Loy p(Y)

S HICE T P
D’ou

Seie=|T| tette que: | T (@), <el@ly e

p(Y)
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(2) = (3) Soit (x;);_, € £, (X),on a:

Z Iea

sup

1) 2,

= T @), )] < el ((wa)y)

i)y < ell(@a)iz)lly, x

*w_zl

e

) IIC

(i), ui)| < ell(@@a)iZo)llg, x)

X) (7 )iz

yz) 1||p W

= (T (za)izilly, < CH((xi>izl)Héq(X)

alors,
(T (zn))nlle, sup > [(T'(wn) , yn)]
p(Y) <n=1
= Jlm osup o 30 [T (), 7))
[[C7OHN I
< o tm_(E@)
n——+00 \ ;=1
Donc
1T @Dl < @il (3.4)
(4) = (1) On montre que : si (z,), € ¢, (X), alors, f((mn)n) = (T (zn)),, € ¢, (Y). Soit
(#n),, € £y (X), donc [[(zn), |, < +00.
D’apres (3.4) on a :
sup Z (T (zn)  yn)| < cll(zn)yZyll, < Fo0
Wi)nz1]| v, <177
par (3.4) et d’apres la, définition de I'infimum on a
TH = sup Tv((xn)n
H (xn), €Bey(x) ) £p(Y)
< ¢ osup (@)l
(wn), €Bey(x)
< ¢
< dpy(T)+€,e>0
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alors

HT’H <c<dy, (T)+eVe>0 (3.5)

(3.3) et (3.5) donnent
g (T) < | T < dyy (T) + 2.

Finalement, on a

o (7) = 7]

De plus T est fortement (p,q) —sommant. m

Proposition 3.1.3 Sig > p, on a :

Dpq (X, Y) ={0}.

Démonstration.
Slq>p,ona1> —|— = (;;p*:i
q+p*
Soit (Ai)i<icp € Z . — {1,0n suppose que T' # 0 et T € D,,(X,Y). On prend
q+p*
(NiT)1cjcn C X et y" € Y™
ST () )] = 31y (T ()
— Z )\q+p*'7 (T )\.‘”P*'qx))
=1
qp* 1
S dpq H()\tﬂ—p q ) ()\iq-%p*'p*y*)
N illp* w
= dpg (T) [[=]] Iy~ X”" : AT
q p*

Alors,

Qe

|<T(1f),y*>|ii1|&'! < dpg (T) [l 1] (ZIAI"“’

=1

=y (T) 2] 7] (z A

) qp*
On prend le sup sur By, puis sur By, on obtient

HT” H 1<'L<nH H 1<z<nH qp

34



ce qui implique que (\;), ., € {1, contradiction avec I'hupotheése (i), <, € € o=

donc T'=0,douD,,(X,Y)={0}. =

Proposition 3.1.4 Soit 1 <¢<p<o0

1) SiTeD,,(X,Y), alors T est continu et ||T|| < dp,(T).

2) (D,,(X,Y),d,,(.)) est un espace vectoriel normé.

Démonstration.

1)-Soit T € D, , (X,Y), pour n=1,0n a:

sup |[(y", T'(x))] < dpq (T) ||

lly*I<1

alors, [[T'(2)]| < dpq (T) [l ]
donc T est continu et |7 < d, (1)
2)-soient 71,5 € D,,(X,Y)

e pour (z;)"; C X et (y/)l;, CY* ona:

> T+ 8) @) 47)
< ST @)+ Do 1< S @) i >
< dy (1) ool 7)1y

= [dpq (T) + dpg (S )izallg 1(7)is

p*7w

alors, T+ S €D, ,(X,)Y)etd,,(T+5S) <d,(T)+dp,(5).

e Soit T'€D,, (X, Y)et A€ K
2 (OAT) (@)l = 1M 25 (T (), i)

< Ay (T) ()i [l [1(57)izs
alors, \T' € D, , (X,Y) et
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dpg (AT) < N[y (T)

On a:
dpvq (T) = dpvq (%AT)
< ydpg (AT)

alors,

dp.q (AT) = | Al dpq (T)

de (3.6) et (3.7) On a :

dpq (AT) = [Al dpq (T))
e Soit '€ D, , (X,Y) tel que d,,, (') =0
ona [T <d,,(T)=0=T=0.

Alors, (D, (X,Y),dy, (T)) est un sous-espace vectoriel normé de £ (X,Y). m

Proposition 3.1.5 (D,, (X,Y),d,,(.)) est un idéal de Banach.

Démonstration.

1) D,, (X,Y) est un sous-espace vectoriel.
(1) Dypq

(3.6)

(it) Ly (X,Y) C D,y (X,Y), il suffit de montrer que tout opérateurs de rang 1 est forte-

ment (p, q) sommant.

Soit T'€ L(X,Y) tel que T'(z) = ¢ (x)y, pour p € X* ety €Y

IN

soit (z;)~; C X, neN,1

§|<T<xi>,y:>! =

-

s
Il
—_

(o (w3) y, 97) |

= X le@l | ) |
2 (Sheer) (Siwanr)”
< 1ol (S hale) 1ol (£ (i)

=1

< el vl 1(z)i ]I, sup <Z (W, yH)P
YEBy

alors, T € Dy (X,Y) et dyy (T) < [lell |1yl -
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g < p < oo puisque ¢, (X) C ¢,(X) on a

3=




D’autre part on a

17| = sup [T ()] sup [|¢ () yl|

llzll<1 ll=l|<1

= sup [p (2)] [lyll
Jall<1

el flyll
dp4 (T)

IN

donc

dpg (T) = |l 19l

pour T': X — Y de rang fini on a

ZS% ) Y Vo € Xy €Y

commeD,, , (X,Y) est un espace vectoriel, T' € D, , (X,Y)
(77i) Propriété d’idéal :

a)-Soient u € L(E,X), T €D, ,(X,Y),ve LY, F),
soit( i, CE(f)L, C F*

2|<UOT0U(%)7J2>|

ST ou (=) v ())

<dpu @) ($ o)’ 3 (s 160 )”
~ (1)l (3 szH") ol s (£ (595 )

< Il 00 ($50507) s (S0 ) o= 528

'I/JEBF**

< lull dpg (T) ol 1Cza)izall, 1(F)im
alors, voT ou e D,,(E,F)et d,,(vo To w) < ||v|| dpg (T) ||u| -

b)-Soit I'opérateur
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A: K—K
A— A

on a
|A|| = sup |A| =1, alors d,, (A) > 1. Soit 1 < ¢ <p < oo ona

[Al<1
n

> A (22) 7))

=1

> I{a47)

2 [l Hny

L (Sr) (Br)’

< @izl 1)zl ., puisque £y (K) = £ 0 (K)
alors, A est fortement (p, ) —sommant et d,,, (A) <1,doncd,,(A) =1

(iv) Dy, (X,Y) est complet
Soit (75,),-, une suite de Cauchy dans (D, (X,Y),d,, (T))
ona ||T| <d,q(T), donc (T,,),-, une suite de Cauchy dans 'espace de Banach £ (X,Y),

IN

.
[y

1
o

~
T

donc elle converge.
On pose linl T,=T¢€ L(X,Y). Nous montrons que " € D, , (X,Y)
T, € D,,(X,Y), alors, pour tout n € N, 'opérateur

To: LX) — 4,(7)
(@), — T ((@)i2) = (T (21)32,

T\ = dp,q (Tn)

est bien défini, de plus ‘

comme (7},), une suite de Cauchy, alors, (ﬁ) est une suite de Cauchy dans

n=1

L(L,(X),0,(Y)), comme ¢, (X) est complet, alors, £ (¢, (X),¢,(Y)) est un espace de

Banach,
donc <ﬁ>oo coverge dans L (¢, (X),£¢,(Y))
n=1
on pose hm T,=5¢ Lty (X),€,(Y)), pour tout (z),e; € £y (X) soit € > 0, alors,

il existe N € N telle que

Bl
L £q( X) £p(Y))
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alors,

nZN:>‘

posons

alors, V (xy)re, € £y (X)

n>N=  suwp ) [Tu(w)—yeu)l<e
(97) o €By () k=1
donc
n>N=—  sup Z (T (zx) — Yr, i) | = | T (1) — willy < ¢
(yz)k:fEBY* k=1
alors
lim T (z) = (3.8)

comme 7T,, — T dans L (X,Y), alors, pour tout k € N :

lim T, (zx) =T (vx) (3.9)

n—--+400

de (3.8) et (3.9) on a

(T (ze))pz1 = Wiy € o (Y)

alors, si on définit 'opérateur :

T: (,(X) —
Wiz — T ((e)izr) = (T (20))ily

alors pour tout (z),—, € £, (X) on a

T((xk)?;l) =(T (xk))goﬂ = (yk)iil = 5((%)20:1) €, (Y).
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Alors, T = S € L(€,(X),l,(Y)) est bien définit, et par suite T € D,, (X,Y) alors,
D, (X,Y) est complet
d’o, D,, (X,Y) est un idéal de Banach. m

Théoréme 3.1.6 Soient ¢i1<q2, p1 < p2, 0N @
Dp27Q2 (X7 Y) g Dplﬂh (X’ Y) et dpl»Ql (T) S dP?v‘]? (T)

Démonstration.
Soit T' € Dy, 4, (X, Y);

alors, por tout y,...,z, dans X, yi, ...,y dans Y* on a

(T(zi),u7)| < dppg (T) ()i g, 107 )il s

< oo (T) ()il 1(07)i2s
<

On conclure que T € D, o, (X,Y) et dp, g (T) < dpy g (T). ®

(2

n
=1

plw

3.2 Relation entre D, ,(X,Y) et m,,(X,Y)

Théoréme 3.2.1 Soit X, Y deux espaces de Banach.
(i) Soit 1 < p < co. L’opérateur T' est dans w4 (X,Y) si et seulement si son opérateur

adjoint T* est fortement (q¢*,p*)—sommant de Y* dans X* et dg p«(T*) = m,, (T).
(i1) Soit 1 < p < oo. L'opérateur T' est dans D, ,(X,Y) si et seulement si son operateur
adjoint T* est (¢*, p*)—sommant de Y* dans X* et wgp po(T*) = d, 4 (T).

Démonstration.

(i) Soit T € m,,(X,Y), alors opérateur linéaire induit est continu

T: (0, (X)— ()
(2 — T ((w)iy) = (T ()i
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T

de plus,

= Tpq (1),
par les théoremes 1.6.2 et 2.2.2 ’adjoint de T

7 o) D, cor e o)

P

(7 )iz — T (47 )iza) = (T"y) )iea
est bien définit, ce qui entraine que 7% dans Dy - (Y, X*) et Hf | = dgrp (T7)

= HfH on obtient dg« p«(T*) = 74 (T') .

comme HT*

(77) la méme démonstration que (i). m

Corollary 3.2.2 Soit 1 < g <p<o0, et soit T : X — Y un opérateur linéaire on a :
T est fortement (p,q)-sommant si et seulement si T** est fortement (p, q)-sommant.
et

dp.q (™) = dp,q (T)

Théoréme 3.2.3 [l existe des espaces de Banach X et'Y telles que :
7 (X,Y) # Dpe (X,Y),1 < p < o0

Démonstration.

(i) Peitsh a montré que 'opérateur canonique I : ¢ — {5 est p-sommant(] € m, ({1, ls))
pour 1 < p < 2,

mais l'opérateur adjoint [* : ¢, — {(y n’est pas p-sommant(l* ¢ 7, ({3, {s)), pour

1 < p < 2(voir [13],p.338). Donc d’aprés le Théoréme 3.2.1 on a

I ¢ Dy (01,03),

pour 2 < p* < 0.
De méme facon, 'opérateur I* € Dy ({3, {s), pour 2 < p* < oo, mais I* ¢ m, ({2, )
pour 1 < p < 2.

(77) Maintenant, Considérans 'opérateur Iy = J o I définit par :
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o o6

Io

N
gp
dans ce diagragrame, I et J sont les inclusions canoniques.
Si J est continu, d’apres la propriété d’ideal I € m, (¢1,¢,) pour tout p > 2, mais 'opéra-
teur adjoint [ : )« — (o n’est pas p-sommant, en effet si z; = (0,0, ...,0,1,0,...) une

-eme

suite avec 1 dans la :“"*position et 0 ailleur, alors

1o (za)Zall, = (Z IIIS(%)HP) p

1
= lim nr = oc0.

n—-:aoo

Bien que

. ;

llz*[I<1 i=1
Sily e m,(lp,ls), alors +00 < 1 qui est impossible.
Donc I} ¢ 7, (€, l) , €t d’apres le Théoréme 3.2.1 Iy & Dy (41, 4,) .

De méme facon, Popérateur Iy € m, (¢1,¢,), mais, Iy & Dy ({1,¢,). ®

3.3 Théorémes de domination et de factorisation de

Pietsh

Théoréme 3.3.1 Soient 1 <p < oo etT € L(X,Y). Alors T est fortement p-sommant
si seulment si s’il existe une probabilité de Radon ji sur By« (muni de la topologie *-faible)

et une constante positive c, telle que pour tout v € X, y* € Y*, on a

Tdp (y)) (3.10)

(@) el ([ 1y ()

By**
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et d,(T) <ec.
Démonstration.
Soit T € D,(X,Y), alors T* € m, (Y*, X*) et mp« (I'™") = d,(T), alors d’apres le
théoréme de domination de Pietsh (le cas des opérateurs p—sommant) : il existe une

probabilité de Radon p sur( By«,c(X, X*)) telle que :

IT* ()] < e (T°) (/ |y**<y*>|p*du) Vyey

Donc pour tout z € X, y* € Y*, on a

(T ()59 = I T ()
< Nl I ()l 1
< allmp (77) (S, Iy P i)

(0 ] (J . b ) )

D’ou le resultat.

Inverseument, Supposons que (3.10) est vérifiant pour tout x € X. Nous montrons que

TeD,(X,Y).
Soit x1,x9, ...z, € X, Yy, Y3, ..., ys € Y*, 3.10 implique

Stz < o5 (Fo. o >r”*d)”l*)
L () (5 b )"
Nl (Joy.r 3l 01 i)

=1

1
«\ P*
< cld, s (S onr)

y**GBy**

alors, '€ D, (X,Y) et d,(T)<c. m

Proposition 3.3.2 Soient 1 < ¢ <p < oo etT € L(X,Y). Supposons qu’il existe une

mesure [ positve sur Bys«(muni de la topologie x-faible) et une constante ¢ > 0 telle que
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pour tout x € X, y* € Y* on a

dp (y7)) (3.11)

v )

(@ (@)l < Clal

By**

Alors T € D, ,(X,Y) etd,,(T) <ec.

Démonstration.

Supposons que (3.11) est vérifiant pour tout € X. Nous montrons que 7% € mg ,» (Y*, X*).
On a

1
P*

@@l <clel ([ G i)

on prend le sup sur x € B, nous obtient

1
* p*
p dﬂ>

1
p*

I7* ()] < ( [ e du) Vyev
By

par le théoréme de domination de Pietsh (cas des opérateurs p—sommants) 'opérateur

sup [y (7 (@) < ([ o)

CUEBX

alors

T* est p*—sommant (i.e (p*, p*) —sommant).

Pour p* < ¢*, et d’aprés le théoréme d’inclusion des opérateurs (p, ¢) —sommants on a :
T* - 7Tq*7p* (Y*, X*) et 7Tq*7p* (T*) S 7Tp*7p* (T*) S C

d’oll

TeD,,(X,)Y) et dy,(T) <c.

Théoréme 3.3.3 (Théoréme de factorisation de Pietsch) Soient 1 < p < oo, X,Y deux

espaces de Banach et T € L(X,Y). Les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) T € D, (X,Y).
(i) Il existe une mesure de probabilité de Borel ji sur By, un espace de Banach Sy (1)
(un sous espace fermé de L, (u, K) ot K = (Bx», 0 (X*,X))) et un opérateur linéaire

continu v : X — (S (u))" tels que

ky oT =1y.0Jj. ov.

Démonstration.
(i) = (i7) Soit T € D, (X,Y), alors T* € m,- (Y*, X*) avec d,, (T') = 7y« (™). D’aprés

le Théoréeme 1.6.12, on obtient la factorisation suivante :

T*

Y — X*
iy* l T u

. " Jp*

iy= (Y") — Sp (n)

donc par dualité, on trouve

Y
ky
T/ N
v\, lu* T 45

*

(Spr ()" == (iy= (Y"))"
ol v est un opérateur linéaire défini comme suit:

(v (), Jp 0iy= (y*)) = (u*okx (x),Jp 0ly« (y*))
= u(Jp0iy- (y")) (2).

Pour tout y* € Y*, x € X. L’application v est bien défini et continu puisque :

[{v (@), Jpr 0ty (YD < ([ pr 0ty (U (g gy 12l 2]

sup {| (v (2), Iy 0 ive (D], [ pe 0 ive (4, < 1} < N0l 2]
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Donc

lo @) < Null llz]l et [lol] < fJull

(#1) = (i) Soit ky o T' = i3 0 Ji o v = (Jp» 0dy+)" o v. L’application Jp« o iy« est p*
sommant. Alors (J,« oiy+)" est fortement p-sommant. Par conséquent, (J,« 0 iy«) o v est

aussi fortement p-sommant. Alors
T* =v"o(Jyo iy+)" o ky« € T (Y, X7)

car ky o ky» = idy~.
Ce qui entraine que

TeD,(X,Y).

3.4 Quelques propriétés pour les espaces de Hilbert

Nous utilisons dans ce paragraphe 'inégalité de Khintchine et aussi I'inégalité de Ka-
hane, avant ¢a on commence par rappeler les variables aléatoires de Rademacher. Elles

sont définies comme suit : pour chaque n dans N, soit la fonction

o [0,1] — R

t — (1)

1, pour sin (2"7t) > 0,
avec 1, (t) = sign (sin (2"7t)) = { 0, pour sin (2"mt) = 0,

—1, pour sin (2"7t) < 0.
La suite (r,), est dite la suite des fonctions de Rademacher.
les fonctions r,(t), n € N peut étre décrit comme :
1 sitel0,i
7“1(75) — [ 2]
-1 site[3,1].
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1site[0,Y]uUli
ro(t) = Sl' 6[714}1 E
-1 SltE[Z,E]U[

il
1

2
: 2s—2 2s—1
1 site SU1 [2n+1, 2n+1]

lwo -

Tn-l-l(t) =
-1 site U Biﬁ, 2311] )

Les fonctions de Rademacher ont été introduites par Rademacher en 1922. Nous référons

au lecteur ([9]) pour plus de détails sur cette notion.

Définition 3.4.1 La suite de Rademacher (r,(t))>, est une suite de variable aléatoire

définies sur Q a valeur dans {—1,1} indépendantes, c’est-a-dire :
1
P{t:r,(t)=41} = P{t:r,(t) = -1} = 5

Théoréme 3.4.2 [7/(Inégalité de Khintchine).
Soitn € N ;1 < p < oo, il existe des constantes positives A, B, telle que pour toute
scalaires (ay,),,, on a

1

Ap< o) < (f

- 0

n

dt » < B> )z,

k=1

Zak Tk t

Théoréme 3.4.3 [7/(Inégalité de Kahane).
Soit 1 < p,q < 00, soit X un espace de Banach et (z,,), une suite dans X, alors il existe

une constante positive K,, telle que

J

Caractérisation sur les espaces de Hilbert

»Q\»—‘

Zrk (t) z

l
/ e ()2l

Théoréme 3.4.4 Soit H un espace de Hilbert et 2 < p < oo, alors

D, (X,H) =D, (X, H) etd,(T) =dy(T).
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Démonstration. D’aprés le théoréme d’inclusion (3.1.6), pour 2 < p < oo on a

D, (X,H) C Do (X, H) et do (T) < d, (T).

Pour la dexiéme inclusion , soit 7' € D, (X, H) , alors d’aprés le théoreme (3.2.1), 'adjoint
T € mo (H*, X™) et mo (T7) = do (T)

et donc T* € m (H*, X*) et w1 (T*) = dy (T) et d’aprés le théoreme (1.6.13) T €
e (H*, X*) et mpe (T*) < 1y (T*) = dy (T) , et par le théoreme (3.2.1)

T eD,(X,H) et d,(T) =y (T*) < dy (T).

]
Nous comparons maintenant la notion des opérateurs p—sommants et les opérateurs for-

tement p—sommants pour certain espaces de Hilbert.

Dans [7], Q. Bu a généralisé le Théoréme (4.2.2, (i7)) de ([8]) pour tout pet g (1 < p,q <
00), (ie., II, (H,Y) C Dy(H,Y)) & la place de p = ¢ = 2 cité dans [[8], Théoréme 4.2.2],
ol H est un espace de Hilbert quelconque et IT, (H,Y") est 'espace de tous les opérateurs

linéaires p—sommants.

Théoréme 3.4.5 Soit 1 < p,q < co,et H un espace de Hilbert. Alors

de plus

Démonstration.

Sans restreindre la généralité, on peut remplacer H par [5' pour m € N. Car, si on prend
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(%i)1<;<,, C H, alors il existe m € N tel que : il existe un isométrie avec 3.
On utilise la projection P : H — (3" puis on retourne au cas initiale. Soit 7" € 7, (H,Y’) .
D’apres le Théoreme 1.6.12, il existe une probabilité de Radon p sur By telle que pour

tout z € [5, on a

7@ < 7 (1) [ 1@ duta?))> (3.12)

m
% * * * J— N
Pour zy,...,z, € I3 et y1, 95, ...,y € Y*, onax; = Tiker, t=1,...,m

k=1
Alors

Sl = S(Earean)
= LT ma (T (e 90)

1

(2

En utilisant I'inégalité de Holder, nous obtenons

n n

ST @)l € S P T (). P)?
o (B 1T (@) P)F)

(Hxi
=1

Ce qui entraine d’aprés I'inégalité de Khintchine que

N

[\
NE

1
3

q* q
dt

q* qi*
dt )

(T @) < % ||a:i||l;n¢(f; 3 ({7 () 37)

n
=1

D’otu encore par 'inégalité de Holder

iil|<T(a:i),y;*>| < Alq*(inll\:cillgnﬁ (iilfol érk(t) (T (ex),y;)
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Alors

L N nz%mu<m> q
= @) | [ o) 2 it

v ° M=t = (1) T (ex)
<34iwam3/1imwn wwp SIS (e (1) fﬁq*
T Apim 2 o || le<ti=1 |s=

et donc inférieure ou égale a

(S @l (A

m

Z ex)

k=

q qL*
q*
(wu%mﬂdg

1

Zgﬁmwméwm%m%x > 7 @ ﬁ). (513

1
*

q* q
dt

é re (8) T (ex)

. ) . N s 1
Nous intéressons maintenant a la quantité ( fo

d’apres 'inégalité de Kahane on a

(/0 Zrk ()T (ex) dt) < Kpgr (/0 Zrk ()T (er) dt) p

et d’apres (3.12), on a
qr = )
fo dt < Kpem (1) | Bf
bk

D’apres I'inégalité de Khintchine

< 3 ra(t)(en), 7 >

' du(w*)) dt)

g) T (er)

< Ky (1) ([ J3|< S0l a” > dutar)anys.
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|~

p

*|

m q q m L
<f01 kzrk ()T (ex) dt) < KB (T) | f (kz < (ex), " >|2) dp(z™)
=1 Blg" =1
1
P
= KpeBymp (T) | [ Hx*H%n dp(z”)
B
< Ky Bpmy (T).
Par conséquent
) 1
1| m 1 -
/ T (er)|| dt | < KpgBym, (T). (3.14)
0 k=1
En combinant (3.13) et (3.14) on a en conclusion
n n 1
2 (T (@), i)l < e Ko By (T) QM) N iy, o) -

Ce qui implique que

et

Ce qui achéve la démonstration. m
Théoréme 3.4.6 Soit 1 < p,q < co,et H un espace de Hilbert. Alors
D, (Y. H) Cm, (Y, H),

de plus

1
Tp (T) < A_Kq*,qu* dy (T).
p

Démonstration. Soit T' € D, (Y, H), d’apres le théoréeme (3.2.1) Padjoint 7% : H* —

Y* est absolement ¢*-sommant, et

e (T7) =d,(T).
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Donc par le théoréme précédent T™ est fortement p*-sommant et

dps (T7) < A_Kq*,qu*Wq* (T") = A_Kq*,qu*dq (T)
p p

finalement par le théoréme(3.2.1) T" est est absolement p-sommant et

1

my (1) = dye (1) < -

Ky pByd, (T).

52



Bibliographie

1]

2]

[9]

[10]

[11]

D. Achour AND L. Mezrag. On the Cohen strongly p-summing multilinear operators.

J. Math. Anal. Appl. 2007 ;327 :550-563.

H. Apiola. Duality between spaces of p-summable sequences, (p, ¢)-summing opera-

tors and characterizations of nuclearity. Math. Ann. 219 (1976) 53-64.
A. Belacel. These de Doctorat, Université de M’sila 2015.
H. Brezis. Analyse fonctionelle. Masson (1987).

Q. Bu and Z. Shi . On Cohen almost multilinear operators. Journal of Mathematical

Analysis and Applications. (2012), Article in press.

Q. Bu. On Banach spaces verifying Grothendieck’s theorem. Bull. London Math. Soc.
35 (2003) 738-748.

Q. Bu. Some maping properties of p-summing operators with Hilbertian domain.

Contemporary Mathematics 328(2003) , 145-149.

J. S. Cohen. Absolutely p-summing, p-Nuclear operators and Thier Conjugates.
Math. Ann. 201, 177-200 (1973) Springer-Verlag 1973.

J. Diestel, H. Jarchow, A. Tonge. Absolutely summing operators. Cambridge Univer-
sity Press, 1995.

N. Elhage Hassan. Topologie générale et espaces normés. Dunod, paris,2011.

G. Hanna and T. Viscarro. Dual et prédual d’un espace de Banach.(27 mai 2011).

53



[12] D. Li, H. Queffélec. (Cours Spécialisés 12) Introduction a I’étude des espaces de
Banach _ Analyse et probabilités-SMF (2005).

[13] A. Pietsch, Absolute p-summierende Abbildungen in normierten R#umen, Studia

Math. 28 (1967), 333-353.

[14] A. Pietsch, “Operator Ideals. Deutsch”, Verlag Wiss, Berlin, 1978 ; North-Holland,
Amsterdam-London-New York-Tokyo, 1980.

54



