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0.2 Notation générale

p∗ L’exposant conjugué de p
(
i.e., 1

p
+ 1

p∗ = 1
)
.

BX Boule unité fermée de l’espace X.

K Corps des scalaires réels ou complexes.

L (X, Y ) Espace des opérateurs linéaires continus de X dans Y.

σ (X∗, X) Topologie faible- ∗ définie sur X∗.

L (Ω,Σ, µ) Espace des classes d’équivalences des fcts mesurables sur Ω.

C (K) Espace des fcts continues sur un compact K à valeurs réelles.

lp (X) Espace des suites (xi)
+∞
i=1 ∈ X absolument p-sommables.

Πp (X, Y ) Espace des opérateurs p-sommants de X dans Y.

Πp,q (X, Y ) Espace des opérateurs (p, q) -sommants de X dans Y.

Dp (X, Y ) Espace des opérateurs fortement p-sommants de X dans Y.

Dp,q (X, Y ) Espace des opérateurs fortement (p, q) -sommants de X dans Y.

(rn)n≥1 Suite de fonctions de Rademacher rn : [0, 1] −→ R.
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0.3 Résumé

Titre :Opérateurs fortement (p, q)-sommants

Ce mémoire, qui concerne la classe des opérateurs fortement (p, q)-sommant, est divisée

en trois parties. Dans la première partie, nous introduisons quelques notions et outiles

que nous aurons déja à utilise. Dans la deuxième partie, nous étudions `p 〈X〉 l’espace des

suites Cohen fortement p-sommable Dans la troisième partie, nous introduisons l’idéal

des opérateurs linéaires fortement (p; q)-sommants. Parmi les résultats de cette recherche

nous présentons la relation entre ces opérateurs et les opérateurs (p; q)-sommants et plus

précisément, si p = q, nous presentons le théorème de Pietsch (Domination/Factorisation).

Nous prouvons en particulier des théorèmes pour les opérateurs fortement p-sommants

aux espaces de Hilbert.

Mots clés : Espace de Banach, Espaces de suite cohen fortement p-sommable, Factori-

sation des opérateurs, Opérateurs (p, q)-sommants, Opérateurs fortement (p, q)-sommants,

Théorème de Pietsch.
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0.4 Introduction

Les traveaux de ce mémoire se situe dans le cadre de l’analyse fonctionnelle et son

dédiés au développement de quelques théorèmes de sommabilité des opérateurs linéaires.

L’idéal Dp des opérateurs fortement p-sommants (1 < p ≤ ∞) est défini par Cohen [8]

pour caractériser le dual d’un opérateur p-sommant. Cet idéal a été étendu au cas des

opérateurs linéaires fortement (p, q)-sommants par Apiola [2] et généralisée par Achour-

Mezrag en 2007 dans [1] pour les opérateurs multinéaires. Dans ce mémoire nous etudions

la notion des opérateurs fortement (p; q)-sommants. Nous donnons les relations entre ces

opérateurs et les opérateurs (p; q)-sommants. Pour p = q nous prouvons les types du

théorème de Pietsch (les deux, Théorèmes de domination et de factorisation ).

Ce travail est devisé en trois chapitres qui sont les suivants :

Dans le chapitre 1, on rappelle diverses conventions et définitions, et des résultats

classiques qui seront utilisés par la suite.

Le chapitre 2. Il a pour le but de définir et de donner des premiers résultats sur `p 〈X〉 "

l’ensemble des suites Cohen fortement p-sommables, oùX un espace de Banach". Parmi les

resultats étudié, la relation avec les espaces de suites sommable et faiblement p-sommables.

En termine ce chapitre par le problème de dualité.

On introduit dans le chapitre 3, la notion des opérateurs fortement (p, q)-sommants.

Nous donnons la définition et signalé les propriétés d’idéal possédée par l’espaces des opé-

rateurs fortement (p, q)−sommants. On cherche à étudier, la relation entre ces opérateurs

et les opérateurs absulement (p, q)-sommants. Si p = q, nous prouvons le théorème de do-

mination de Pietch. Nous montrons ensuite, grâce au théorème de factorisation de Pietsch

des opérateurs p-sommants, le théorème de factorisation pour les opérateurs fortement p-

sommants. La dernière partie du chapitre 3 est consacrée aux applications des résultats

précédents aux espaces de Hilbert.
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Chapitre 1

Préliminaire

L’objectif de ce chapitre est d’introduire, dans le cadre générale des espaces de Ba-

nach, les notions et les outiles que nous aurons à utiliser dans ce mémoire. Pour plus de

détails voir [10]. Nous présentons le concept des opérateurs (p, q)-sommant avec quelques

propriétés.

1.1 Espaces de fonctions continues et intégrables

Les espaces des suites

Soit p un nombre réel tel que 1 ≤ p < +∞. Rappelons que `p (N) = `p est l’espace vectoriel

des suites de scalaires x = (xn)n∈N pour lesquelles la série
∑
n∈N
|xn|p converge. Alors `p (N)

est un espace de Banach pour la norme ‖.‖p définie par : pour tout x = (xn)n∈N ∈ `p, on

a

‖x‖p =

(∑
n∈N

|xn|p
) 1

p

.

L’espace des suites de scalaires x = (xn)n∈N bornées muni de la norme

‖x‖ = sup
n∈N
|xn|

est un espace de Banach noté `∞ (N) ou tout simplement `∞. On notera c0 (N) ou tout

simplement c0 le sous-espace fermée de `∞ des suites qui convergent vers zéro.
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L’espaces des fonctions continues

Soit K un espace topologique compact. On désigne par C (K) l’espace de Banach des

fonctions continues de K dans K muni de la norme de la convergence uniforme

‖f‖ = sup
t∈K
|f (t)|

L’espaces des fonctions intégrables

Soit (Ω,Σ, µ) un espace mesuré, f une fonction Σ−mesurable. Pour 1 ≤ p < +∞, on

définit

‖f‖p =

(∫
Ω

|f (t)|p dµ (t)

) 1
p

si 1 ≤ p < +∞

‖f‖∞ = inf
{
a > 0;µ

(
f−1 (R \ [−a, a])

)
= 0
}

si p = +∞

avec |f (t)| ≤ a µ prèsque par tout.

Pour 1 ≤ p < +∞, l’espace de Banach Lp (µ) = Lp (Ω,Σ, µ) représente l’espace de toutes

les classes d’équivalence, modulo l’égalité presque partout, des fonctions Σ−mesurables

telles que ‖f‖p <∞.

1.2 Bidual d’un espace normé et espace de Banach

réflexif

On notera X et Y deux espaces de Banach. La norme sur X est usuellement notée ‖.‖X
ou simplement ‖.‖ , l’orsqu’un seul espace est en jeu. La boule unité fermée deX sera notée

BX . On désigne par X∗ le dual topologique de X : l’espace des formes linéaires continues

sur X muni de la norme duale ‖f‖X∗ = sup
x∈BX

|f (x)| . On note L (X, Y ) l’ensemble des

applications linéaires continues de X dans Y .

On dira que deux espaces de Banach X, Y sont isomorphes (X ∼ Y ) s’il existe un

opérateur inversible I (dit isomorphisme) de X dans Y . Un opérateur linéaire continu
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T : X −→ Y tel que ‖T (x)‖ ≥ c ‖x‖ pour quelques c > 0 et tout x ∈ X est dit

isomorphisme.

Une isométrie est un opérateur linéaire continu I : X −→ Y telle que ‖I (x)‖ = ‖x‖

pour tout x ∈ X. Deux espaces de Banach X, Y sont isométriques (X ' Y ) si il existe

une isométrie entre X et Y .

Définition 1.2.1 Soit (X, ‖.‖) un espace vectoriel normé. Le dual topologique de l’espace

de Banach X∗ s’appelle le bidual topologique de X et se note X∗∗.

Proposition 1.2.2 [10]Soit (X, ‖.‖) un espace normé. Alors on a :

1. pour tout x ∈ X, l’application

J (x) : X∗ −→ K

f 7−→ f (x)

est linéaire continue. Ainsi, on a J (x) ∈ X∗∗.

2. L’application

J : X −→ X∗∗

x 7−→ J (x)

est linéaire et isométrie, appelé l’application canonique de X dans son bidual X∗∗.

Ainsi, on identifie X à un sous-espace normé de son bidual X∗∗.

Démonstration. 1. Il est claire que J (x) est linéaire. Pour tout f ∈ X∗, on a |J (x) (f)| =

|f (x)| ≤ ‖f‖ ‖x‖ . Donc l’application J (x) est contine et on a ‖J (x)‖ ≤ ‖x‖ .

2. Pour tout x, y ∈ X et λ ∈ K et pour tout f ∈ X∗, on a

J (x+ λy) (f) = f (x+ λy) = f (x)+λf (y) = J (x) (f)+λJ (y) (f) = (J (x) + λJ (y)) (f) .

D’où on a J (x+ λy) = J (x) + λJ (y) . Ainsi, J est une application linéaire. Soit

x ∈ X tel que x 6= 0, par le théorème de Hahn-Banach (théorème de prolongement), il
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existe f ∈ X∗ tel que ‖f‖ = 1 et f (x) = ‖x‖ . Alors on a ‖x‖ = |f (x)| = |J (x) (f)| ≤

‖J (x)‖ ‖f‖ = ‖J (x)‖ ≤ ‖x‖ , d’où on a ‖J (x)‖ = ‖x‖ .

Donc J est une isométrie.

Corollary 1.2.3 Soit (X, ‖.‖) un espace normé. Alors pour tout x ∈ X, on a :

‖x‖ = sup
f∈X∗,‖f‖<1

|f (x)| = sup
f∈X∗,‖f‖≤1

|f (x)| = sup
f∈X∗,‖f‖=1

|f (x)| = sup
f∈X∗,‖f‖6=0

|f (x)|
‖f‖ .

De plus, la borne supèrieure est atteinte dans l’égalité ‖x‖ = sup
f∈X∗,‖f‖=1

|f (x)| .

Remarque 1.2.4 (Une autre constrution du complété d’un espace normé.)

Soient (X, ‖.‖) un espace normé et X∗∗ son bidual topologique. On vient de voir que

l’application canonique J : X −→ X∗∗ est linéaire et isométrique. Ainsi, on identifie

l’espace normé (X, ‖.‖) à son image J (X) qui est un sous-espace vectoriel de l’espace de

Banach X∗∗. Posons X̂ = J (X) l’adhérence de J (X) dans X∗∗, alors X̂ est un espace

de Banach et (X, ‖.‖) est un sous-espace vectoriel dense dans X̂. On obtient ainsi une

constrution du complété d’un espace normé X.

Remarque 1.2.5 L’application canonique J : X −→ X∗∗ n’est pas toujours surjective.

En effet, si X = c0 muni de la norme ‖.‖∞ , on a X∗ = `1, X
∗∗ = `∞ et l’application

canonique J : X −→ X∗∗ correspond à l’injection canonique c0 ↪→ `∞. Donc J n’est pas

surjective.

Définition 1.2.6 Un espace de Banach E est dit réflexif si l’application

J : X −→ X∗∗

x 7−→ J (x)

est bijective.

Notons que si X est un espace normé et si l’application canonique J : X −→ X∗∗ est

bijective, alors nécessairement X est un espace de Banach, car X∗∗ est un espace de

Banach et J est une application linéaire bijective et isométrique.
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Example 1.2.7 1. Les espaces normés de dimension finies sont réflexifs.

2. Pour tout p ∈]1,∞[, `p est réflexif.

Proposition 1.2.8 [10]Soit (X, ‖.‖) est un espace de Banach réflexif. Alors pour tout

f ∈ X∗, il existe x ∈ X tel que ‖x‖ = 1 et ‖f‖ = |f (x)| .

Démonstration. Soit f ∈ X∗. On peut supposé f 6= 0. On appliquant le le théorème de

Hahn-Banach (théorème de prolongement) à f et à X∗,on obtiet un élément ξ ∈ X∗∗ tel

que ‖ξ‖ = 1 et ξ (f) = ‖f‖ .Comme X réflexif, alors il existe x ∈ X tel que ξ = J (x) .

D’où on a ‖x‖ = 1 et ‖f‖ = f (x) = |f (x)| .

La réciproque de la proposition précédente est aussi vraie. Autrement dit, si (X, ‖.‖)

est un espace de Banach tel que pour tout f ∈ X∗ il existe x ∈ X tel que ‖x‖ = 1

et‖f‖ = |f (x)| , alors (X, ‖.‖) est réflexif.

Remarque 1.2.9 Puisque le dual topologique de (c0, ‖.‖∞) est (`1, ‖.‖1) et le dual topo-

logique de (`1, ‖.‖1) est (`∞, ‖.‖∞) , on déduit par la proposition précédente que les espaces

c0, `1 et `∞ ne sont pas réflexifs.

1.3 Application transposées ou adjoints

Définition 1.3.1 Soient X, Y deux espaces normés et T ∈ L (X, Y ) . L’application

Y ∗ −→ X∗

f 7−→ f ◦ T.

est appelée la transposé ou l’adjoint de T et on la note tT ou T ∗.

pour mieux retenir la définition ci-dessus, il suffi t de mémoriser le diagramme commutatif

suivant :
X

T−→ Y

↘
f◦T

↓ f

K
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Example 1.3.2 Soient X un espace normé, E un sous-espace vectoriel de X et i : E ↪→

X l’injection canoniqure. Alors i∗ : X∗ −→ E∗ est l’application de restriction. Autrement

dit, pour tout f ∈ X∗, on a i∗ (f) = f|E.

Remarque 1.3.3 Soient X un espace normé et J : X −→ X∗∗ l’application canonique.

Alors l’application transposé J∗ : X∗∗∗ −→ X∗ est surjective. En effet, notons d’abord

que pour tout φ ∈ X∗∗∗,on a J∗ (φ) = φ ◦ J. Soit x∗ ∈ X∗, alors x∗ ◦ J−1 : J (X) −→ K

est une forme linéaire continue sur J (X) . Par le théorème de Hahn-Banach, il existe

φ ∈ X∗∗∗ qui prolonge x∗ ◦ J−1. D’où on a J∗ (φ) = φ ◦ J = x∗.

Notation 1.3.4 Soit (X, ‖.‖) un espace normé. Pour tout x ∈ X et tout x∗ ∈ X∗, on

note :

〈x, x∗〉 = x∗ (x) .

L’application

X ×X∗ −→ K

(x, x∗) 7−→ 〈x, x∗〉 .

est clairement bilinéaire et continue car on a |〈x, x∗〉| ≤ ‖x∗‖ ‖x‖ .

Soient X, Y deux espaces normés et T ∈ L (X, Y ), alors pour tout x ∈ X et tout

y∗ ∈ Y ∗, on a :

〈T (x) , y∗〉 = 〈x, T ∗ (y∗)〉 .

Remarque 1.3.5 Soient (X, ‖.‖) ,
(
Y, ‖.‖

′
)
deux espaces normés et T ∈ L (X, Y ) . Soit

G un sous-espace vectoriel de Y tel que T (X) ⊂ G. Soit S ∈ L (X,G) tel que pour tout

x ∈ X, on ait S (x) = T (x) . Alors on a Im (S∗) = Im (T ∗) . En effet, Soient f ∈ G∗ et

f̃ ∈ Y ∗ tels que f̃|G = f. Pour tout x ∈ X, on a S∗ (f) (x) = f ◦ S(x) = f̃ ◦ T (x) =

T ∗
(
f̃
)

(x). Donc on a S∗ (f) = T ∗
(
f̃
)
, d’où Im (S∗) = Im (T ∗) .

Proposition 1.3.6 Soient X, Y et G trois espaces normés.

1. Pour tout T ∈ L (X, Y ) , on a T ∗ ∈ L (Y ∗, X∗) et ‖T ∗‖ = ‖T‖ .
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2. L’application suivante est linéaire.

L (X, Y ) −→ L (Y ∗, X∗)

T 7−→ T ∗.

3. Pour tout T ∈ L (X, Y ) et tout S ∈ L (Y,G) , on a (S ◦ T )∗ = T ∗ ◦ S∗.

Remarque 1.3.7 Soient E,F deux espaces normés et T ∈ L (X, Y ) .Alors le diagramme

suivant est commutatif.

X
T−→ Y

JX ↓ ↓ JY
X∗∗

T ∗∗−→ Y ∗∗

Autrement dit, pour tout x ∈ X, on a T ∗∗ (JX (x)) = JY (T (x)) .

1.4 Espace de Hilbert

Définition 1.4.1 Soit X un espace vectoriel. Un produit scalaire sur X est une forme

Hermitienne définie positive sur E.Autrement dit, un produit scalaire sur E est une ap-

plication :

〈, 〉 : X ×X −→ K

(x, y) 7−→ 〈x, y〉

vérifiant, pour tout x, x′, y ∈ X et tout λ ∈ K, les propriétés suivants :

1. 〈x+ x′, y〉 = 〈x, y〉+ 〈x′, y〉 et 〈λx, y〉 = λ 〈x, y〉 .

2. 〈y, x〉 = 〈x, y〉.

3. 〈x, x〉 ≥ 0.

4. 〈x, x〉 = 0⇐⇒ x = 0.

Le nombre 〈x, y〉 est appelé le produit scalaire des x et y.

Tout espace vectoriel muni d’un produit scalaire (x, y) −→ 〈x, y〉 est un espace normé

pour la norme définit par x 7−→ ‖x‖ =
√
〈x, x〉 et, naturellement, un tel espace est
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toujours considéré comme un espace métrique pour la distance correspondante d (x, y) =

‖x− y‖ =
√
〈x− y, x− y〉.

Définition 1.4.2 1. Un espace préhilbertien est un couple (X, 〈, 〉) , où X est un espace

vectoriel et 〈., .〉 est un produit scalaire sur X.

2. Un espase de Hirbert ou espace hilbertien est un espace préhilbertien qui est aussi de

Banach pour la norme associée au produit scalaire.

Example 1.4.3 `2 est un espace de Banach pour la norme ‖.‖2 définit par : pour tout

x = (xn)n∈N , on a ‖x‖2 =

(∑
n∈N
|xn|2

) 1
2

. Soient x = (xn)n∈N , (yn)n∈N ∈ `2. Pour tout

n ≥ 0, on a

2 |xnyn| ≤ |xn|2 + |yn|2 , donc la série de terme général xnyn est convergente dans K.

On pose :

〈x, y〉 =
∞∑
n=0

xnyn.

Alors l’application 〈, 〉 est un produit scalaire sur `2 et pour tout x = (xn)n∈N ∈ `2, on

‖x‖ =
√
〈x, x〉 . Donc (`2, ‖.‖2) est un espace de Hilber

1.5 Topologies faible et ∗-faible

On se contentera ici d’un bref exposé sur les topologies faibles, et l’on renvoie à [4]

pour un exposé beaucoup plus détaillé sur le sujet.

Sur l’espace de Banach X est définie, en plus de la topologie forte (associée à la norme),

la topologie faible σ (X,X∗) noté aussi ω qui est la topologie la moins fine sur X rendant

continues toutes les formes linéaires sur X.

Soit (xn)n≥1 une suite de X, et x ∈ X. On dit que (xn)n≥1 converge faiblement vers x et

on écrit x = ω- lim
n−→∞

xn si

〈x∗, x〉 = lim
n−→∞

〈x∗, xn〉 , ∀x∗ ∈ X∗.
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Il est claire que les ouvers (respectivement les fermés) pour la topologie faible σ (X,X∗)

sont des ouvers (respectivement des fermés) pour la topologie forte.

Sur l’espace X∗ outre la topologie de la norme ‖.‖X∗ et la topologie faible σ (X∗, X∗∗) ,

est définie la topologie ∗−faible (préfaible) σ (X∗, X) notée aussi ω∗ qui est la topologie

la moins fine sur X∗ rendant continues toutes les applications linéaires

ϕx : X∗ −→ K

x∗ 7−→ ϕx (x∗) = 〈x∗, x〉 .

Soit (x∗n)n≥1 une suite de X
∗, x∗ ∈ X∗. On dit que (x∗n)n≥1converge préfaiblement vers x

∗

dans X∗ et on écrit x∗ = ω∗- lim
n−→∞

x∗n si

〈x∗, x〉 = lim
n−→∞

〈x∗, xn〉 , ∀x ∈ X.

Théorème de Banach-Alaoglu-Bourbaki.

La boule unités BX∗ est compacte pour la topologie ∗-faible.

Théorème de Goldistine.

La boule unités BX de X est σ (X∗∗, X∗)-dense dans la boule unité BX∗∗ de X∗∗.

1.6 Les opérateurs (p,q)-sommants

Terminons ce chapitre par la notion des opérateurs (p, q)-sommants voir [9]. Une pré-

sentation générale des "idéaux d’opérateurs " est donnée par Pietsch [14]

Soient n ∈ N, X un espace de Banach. Pour p ∈ [1,∞], on appelle exposant conjugué

de p le nombre p∗ ∈ [1,∞] tel que 1 = 1
p

+ 1
p∗ . Cette relation est symétrique ; on dit que

(p; p∗) est un couple d’exposants conjugués. On notera que si 1 < p < ∞, cela implique

que p∗(p − 1) = p et de façon symétrique, p(p∗ − 1) = p∗ ; on pourra aussi noter que

(p− 1)(p∗ − 1) = 1.

Définition 1.6.1 Pour 1 ≤ p < +∞, on note `p (X) (resp `np (X)) l’espace des suites
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absolument p-sommables d’éléments de X dont la norme est :

‖ (xn)n ‖p=‖ (xn)n ‖`p(X)=

(
+∞∑
n=1

‖xn‖p
) 1

p

(resp.
∥∥(xi)1≤i≤n

∥∥
p

=

(
n∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p

,

pour p = +∞, on note `∞ (X)(resp `n∞ (X)) l’espace des suites (xn)n ⊂ X bornées,

normées par :

‖ (xn)n ‖∞ = ‖ (xn)n ‖`∞(X) = sup
n
‖xn‖.

Théorème 1.6.2 1- [9]`p (X) est un espace de Banach.

2-[9] Pour 1 ≤ p < +∞, on a : `p (X)∗ = `p∗ (X∗) isometriquement.

Définition 1.6.3 Pour 1 ≤ p < +∞, on note `p,ω (X)(resp `np,ω (X)) l’espace des suites

(xn)n ⊂ X faiblement p−sommables, c’est à dire des suites (xn)n ⊂ X vérifiant
∑+∞

n=1 |〈ϕ, xn〉|
p <

∞ pour tout ϕ ∈ X∗ muni de la norme

‖ (xn)n ‖p,ω = ‖ (xn)n ‖`p,ω(X) = sup
ϕ∈BX∗

(
+∞∑
n=1

|〈ϕ, xn〉|p
) 1

p

(resp.
∥∥(xi)1≤i≤n

∥∥
p,ω

= sup
ϕ∈BX∗

(
n∑
i=1

|〈ϕ, xi〉|p
) 1

p

.

Si p = +∞

`∞,ω (X) =

{
(xn)n ⊂ X / sup

n∈N
| 〈ϕ, xn〉 |< +∞, ϕ ∈ X∗

}
,

on muni `∞,ω (X) par la norme :

‖ (xn)n ‖∞,ω = ‖ (xn)n ‖`∞,ω(X) = sup
ϕ∈BX∗

sup
n∈N
| 〈ϕ, xn〉 | .

Nous considérons les relations de la dualité entre les espaces des suites.
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Proposition 1.6.4 1- Si 1 ≤ p <∞, on a

‖ (xn)n ‖p = sup

{∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

x∗n(xn)

∣∣∣∣∣ : (x∗n)∞n=1 ∈ X∗, ‖ (x∗n)∞n=1 ‖p∗≤ 1

}
(1.1)

particuliérement, pour X = K, on a‖ (xn)n ‖p = sup

{∣∣∣∣+∞∑
n=1

λnxn

∣∣∣∣ :‖ (λn)∞n=1 ‖p∗≤ 1

}
2-‖ (xn)n ‖p,ω = sup

{∥∥∥∥+∞∑
n=1

λnxn

∥∥∥∥ :‖ (λn)∞n=1 ‖p∗≤ 1

}
3- Pour p =∞, on a `∞,ω (X) = `∞ (X) isométriquement.

4- Soit 1 ≤ p < +∞, alors, `p (X) ⊂ `p,ω (X) et ‖(xn)n‖p,ω ≤ ‖(xn)n‖p pour tout

(xn)n ∈ `p (X) .

Proposition 1.6.5 [9]

1- `p,ω (X) = `p (X) pour 1 ≤ p < +∞ si et seulement si dim (X) est fini.

2- Si 1 < p ≤ +∞, on a : `p,ω(X) = L(lp∗,X) isometriquement.

3- Si p = 1 on a `p,ω (X) = L(c0,X) isometriquement.

Définition 1.6.6 (Opérateur linéaire de rang fini)

Un opérateur T ∈ L (X, Y ) est de rang fini s’il est somme fini d’opérateurs de la forme :

x∗ ⊗ y : X −→ Y

x −→ x∗ ⊗ y (x) = x∗ (x) y

où x∗ ∈ X∗ et y ∈ Y

L’espace des opérateurs linéaire de rang fini sera noté Lf (X, Y ) .

Définition 1.6.7 (Idéal linéaire)

Un idéal d’opérateur linéaire I est un classe d’opérateurs tels que : pour tout espaces de

Banach X et Y , on a :

1) I (X, Y ) est un sous-espace vectoriel de L (X, Y ) .

2) Lf (X, Y ) ⊂ I (X, Y )
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3) Propriétés d’ideal :si T ∈ I (X, Y ) , u ∈ L (E,X) et v ∈ L (Y, F ) , on a :

v ◦ T ◦ u ∈ I (E,F )

De plus, si ‖.‖I : I −→ R+ satisfait:

i) (I (X, Y ) , ‖.‖I) est un espace normé (Banach)

ii)

∥∥∥∥∥∥ A : K −→ K

λ −→ A (λ) = λ

∥∥∥∥∥∥
I

= 1

iii) ‖v ◦ T ◦ u‖I ≤ ‖v‖ ‖T‖I ‖u‖ ,

alors, (I (X, Y ) , ‖.‖I) s’appelle idéal (de Banach) des opérateurs linéaires.

Définition 1.6.8 Soit T ∈ L (X, Y ) , on dit que T est p-sommant pour (1 ≤ p < +∞),

s’il existe une constante C > 0 telle que ∀ (xi)1≤i≤n ⊂ X, on a

‖(T (xi))
n
i=1‖p ≤ C ‖(xi)ni=1‖p,w . (1.2)

On note

πp (X, Y ) = {T : X −→ Y linéaires p-sommants}

et πp (T ) = inf {C vérifiant (1.2)} .

Définition 1.6.9 Soient 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ et X, Y deux espaces de Banach, un opérateur

linéaire T ∈ L (X, Y ) est absolement (p, q)−sommant (ou (p, q)−sommant )si :

∀ (xi)
∞
i=1 ∈ `q,w(X) l’opérateur :

T̃ : `q,w(X) −→ `p (Y )

(xi)
∞
i=1 7−→ T̃ ((xi)

∞
i=1) = (T (xi))

n
i=1

est bien définit.(i.e., T̃ (`q,w(X)) ⊂ `p (Y )).

La classe des opérateurs linéaires (p, q)−sommants de X dans Y, noté πp,q (X, Y ) . Pour

p = q, on a πp,q (X, Y ) = πp (X, Y ).
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D’après le théorème du graphe fermé, on peut définir l’espace des suites linéaires (p, q)−sommmants

comme suit :

πp,q (X, Y ) =

{
T ∈ L (X, Y ) /∃c > 0 :

(
n∑
i=1

‖T (xi)‖p
) 1

p

≤ c ‖(xi)ni=1‖q,w , ∀ (xi)
n
i=1 ⊂ X

}

Example 1.6.10 Soient K un espace compact, µ une mesure positive sur K et 1 ≤ p <

∞.

(i) Pour tout ϕ ∈ Lp(µ), l’opérateur de multiplication

Tϕ : C(K) −→ Lp(µ)

f 7−→ f.ϕ

est p−sommant avec πp(Tϕ) = ‖ϕ‖p .

(ii) L’opérateur canonique

Jp : C(K) −→ Lp(µ)

f 7−→ f

est p−sommant avec πp(Jp) = µ(K)
1
p .

Proposition 1.6.11 1- SoitX0 un sous espace d’un espace de BanachX et T ∈ πp (X, Y ) .

Alors

T/X0 ∈ πp (X0, Y ) etπp (T/X0) ≤ πp (T )

2- (Injectivité). Si i : Y0 −→ Y est une isométrie, alors

T ∈ πp (X, Y0)⇐⇒ i ◦ T ∈ πp (X, Y )

Dans ce cas, on a πp (T ) = πp (i ◦ T ) .
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Théorème 1.6.12 1- [9](Théorème de Dvoretzky-Rogers,1950). Si p ≥ 1, alors

idX ∈ πp (X, Y ) si et seulement si dimX <∞.

2- [6](Théorème de Grothendieek). Tout opérateur linéaire continu T : `1 −→ `2 est 1-

sommant.

3- [12](Théorème de domination de Pietsch,1967). Soient 1 ≤ p < ∞, T : X −→ Y

un opérateur linéaire,T est p−sommant si et seulement s’il existe une mesure µ sur

(BX∗ , σ (X,X∗)) et C > 0 telle que :

‖T (x)‖ ≤ C

(∫
BX∗

|x∗ (x)|p dµ
) 1

p

, ∀x ∈ X. (1.3)

Dans ce cas πp (T ) ≤ C.

L’inégalité (1.3) de Pietsch implique qu’il existe T̃ dans L
(
jpi (X)

Lp(µ,K)
, Y
)
tel que le

diagramme suivant soit commutatif

X
T−→ Y

i ↓ ↑ T̃

i (X)
J̃p−→ Jp (i (X))

LP (µ,K)

y y

C (K)
Jp−→ Lp (µ,K)

avec T = T̃ ◦ J̃P ◦ i et
∥∥∥T̃∥∥∥ = πp (T ).

Où K = (BX∗ , σ (X∗, X)) , C (K) = {des fonctions continues sur K } , i : X −→ i (X) ,

i (x) = ϕx qui est une isométrie injective, i (X) = {ϕx, x ∈ X avec ϕx (x∗) =< x, x∗ >}

qui est un sous espace fermé de C (K) , Jp : C (K) −→ Lp(K,µ) est l’injection naturelle,

et πp (Jp) = 1 (J̃p est JP restreint à i (X)).

Théorème 1.6.13 (Théorème d’inclusion). Soit T ∈ q1≤q2, p1 ≤ p2 et 1
q1
− 1

p1
≤ 1

q2
− 1

p2
,

alors

πp1,q1 (X, Y ) ⊂ πp2,q2 (X, Y ) et πp2,q2 (T ) ≤ πp1,q1 (T ) .
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Proposition 1.6.14 Si H est un espace de Hilbert,alors

π2 (H, Y ) = π1 (H,Y ) .
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Chapitre 2

L’espace des suites Cohen fortement

p−sommables

Nous allons étudier dans ce chapitre l’espace des suites fortement p-sommables qui a

été introuduit par Cohen en 1973.

2.1 Définitions et propriétés

Définition 2.1.1 [8] Soit (xn)∞n=1 ⊂ X et 1 < p ≤ ∞. La suite (xn)∞n=1 est Cohen

fortement p−sommables si et seulement si la série
+∞∑
x∗n

n=1

(xn) est convergente pour tout

(x∗n)n≥1 ∈ `p∗,ω(X∗). On note `p 〈X〉 l’espace des suites Cohen fortement p−sommables.

Lemme 2.1.2 Soit (xn)∞n=1 ⊂ X. La série
+∞∑
n=1

x∗n (xn) est convergete pour tout (x∗n)n≥1 ∈

`p∗,ω(X∗) si et seulement si la série
+∞∑
n=1

|x∗n (xn)| est convergete aussi pour tout (x∗n)n≥1 ∈

`p∗,ω(X∗).

Démonstration. Pour le cas réel, on prend

z∗n =

 x∗n si x∗n (xn) ≥ 0

−x∗n si x∗n (xn) < 0
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et pour le cas complexe, on prend

z∗n = x∗n exp (−iθn) , où θn = arg (x∗n (xn)) .

Dans les deux cas,
+∞∑
n=1

z∗n (xn) est convergente d’après l’hypothèse.

Et donc
+∞∑
n=1

|x∗n (xn)| =
+∞∑
n=1

z∗n (xn)

est convergente. L’inverse est clair.

Théorème 2.1.3 `p 〈X〉 est un espace normé pour la norme
∥∥(xn)n≥1

∥∥
〈p〉 définie par :

pour tout x = (xn)n∈N ∈ `p 〈X〉 , on a

∥∥(xn)n≥1

∥∥
〈p〉 = sup

{∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

x∗n (xn)

∣∣∣∣∣ :‖ (x∗n)n≥1 ‖p∗,ω≤ 1

}
.

Démonstration.

Soit (xn)n≥1 ∈ `p 〈X〉 , il suffi t de montrer que ‖ . ‖〈p〉 est fini.

soit f ∈ [`p∗,ω(X∗)]∗ une forme lineaire définit par :

f ((x∗n)∞n=1) =
+∞∑
n=1

x∗n (xn)

On définit (fn)∞n=1 la suite des formes lineaire dans `p∗,ω(X∗) par :

fn((x∗n)∞n=1) =
n∑
i=1

x∗i (xi) .

Il est facile de prouver que toutes les fn sont continues, et par définition de fn et

f, on a fn converge vers f pour tout les points de `p∗,ω(X∗), et comme `p∗,ω(X∗) est

complet ; on applique le théoreme de Banach Steinhaus, on obtient : f est continue et

‖ (xn)∞n=1 ‖〈p〉= sup
‖(x∗n)∞n=1‖p∗,ω≤1

∣∣∑+∞
n=1 x

∗
n (xn)

∣∣ =‖ f ‖< ∞, alors, ‖ . ‖〈p〉 satisfaite les

conditions de la norme.
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Proposition 2.1.4 1) Soit 1 < p ≤ +∞, on a

`p 〈X〉 ⊂ `p (X) ⊂ `p,ω (X) et

‖ (xn)∞n=1 ‖p,ω≤‖ (xn)∞n=1 ‖p≤‖ (xn)∞n=1 ‖〈p〉

pour tout (xn)∞n=1 ∈ `p (X) .

2) Si p = 1, on a

`1 〈X〉 = `1 (X) et ‖ (xn)∞n=1 ‖1=‖ (xn)∞n=1 ‖〈1〉

3) Si p =∞, on a

`∞ 〈X〉 = `∞ (X) .

Démonstration.

1) On a : `p (X) ⊂ `p,ω (X) et ‖ (xn)n ‖p,ω≤‖ (xn)n ‖p .

D’autre part, soit (xn)∞n=1 ∈ `p 〈X〉 , d’après (1.1) et comme B`p∗ (X∗) ⊂ B`p∗,ω (X∗) on a

‖ (xn)∞n=1 ‖p =

(
+∞∑
n=1

‖ xn ‖p
) 1

p

= sup
(x∗n)∞n=1∈B`p∗ (X∗)

∣∣∣∣+∞∑
n=1

x∗n(xn)

∣∣∣∣
≤ sup

(x∗n)∞n=1∈B`p∗,ω(X∗)

∣∣∣∣+∞∑
n=1

x∗n(xn)

∣∣∣∣
= ‖ (xn)∞n=1 ‖〈p〉

alors, `p 〈X〉 ⊂ `p (X) et ‖ (xn)∞n=1 ‖p≤‖ (xn)∞n=1 ‖〈p〉
2) Pour p = 1, p∗ =∞, soit (xn)∞n=1 ∈ `1 〈X〉 , d’après(1.1) on a :

‖ (xn)∞n=1 ‖1 =
∞∑
n=1

‖ xn ‖ = sup
(x∗n)∞n=1∈B`∞(X∗)

∣∣∣∣+∞∑
n=1

x∗n(xn)

∣∣∣∣
= sup

(x∗n)∞n=1∈B`∞,ω(X∗)

∣∣∣∣+∞∑
n=1

x∗n(xn)

∣∣∣∣
= ‖ (xn)∞n=1 ‖〈1〉

Proposition 2.1.5 `p 〈X〉 est un espace de Banach.

Démonstration. D’après le Théorème 2.1.3 ‖ . ‖〈p〉 est une norme. Donc, il suffi t de

montrer que `p 〈X〉 est complet.
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Soit (xn)∞n=1 une suite de Cauchy dans `p 〈X〉 telle que xn = (xn,i)
∞
i=1 :

∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀n,m > n0 :‖ xn − xm ‖〈p〉< ε

d’après la Proposition 2.1.4 on a

‖ xn − xm ‖p≤‖ xn − xm ‖〈p〉< ε

donc (xn)∞n=1 est une suite de Cauchy dans l’espace de Banach `p (X) . On pose

lim
n−→∞

xn = x, et x = (xi)
∞
i=1

on a

‖ xn − xm ‖〈p〉= sup
(x∗i )∞i=1∈Blp∗,ω(X∗)

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

x∗i (xn,i − xm,i)
∣∣∣∣∣ < ε

pour m −→∞, cela donne

sup
(x∗i )∞i=1∈B`p∗,ω(X∗)

∣∣∣∣∣
+∞∑
i=1

x∗i (xn,i − xi)
∣∣∣∣∣ < ε

Ce qui implique que ‖ xn − x ‖〈p〉< ε, alors

‖ x ‖〈p〉 = sup

{∣∣∣∣+∞∑
i=1

x∗i (xi)

∣∣∣∣ :‖ (x∗i )
∞
i=1 ‖p∗,ω≤ 1

}
= sup

{∣∣∣∣+∞∑
i=1

x∗i (xi − xn,i) + x∗i (xi,n)

∣∣∣∣ :‖ (x∗i )
∞
i=1 ‖p∗,ω≤ 1

}
≤ sup

‖(x∗i )∞i=1‖p∗,ω≤1

∣∣∣∣+∞∑
i=1

x∗i (xi − xn,i)
∣∣∣∣+ sup

‖(x∗i )∞i=1‖p∗,ω≤1

∣∣∣∣+∞∑
i=1

x∗i (xn,i)

∣∣∣∣
< ε+ ‖ xn ‖〈p〉
< ∞

donc, x = (xi)
∞
i=1 ∈ `p 〈X〉 , alors, lim

n−→+∞
xn = x dans `p 〈X〉 , d’où `p 〈X〉 est complet.

2.2 Dualité

Théorème 2.2.1 [2]Soit 1 ≤ p ≤ ∞.
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1. Soit x∗ = (x∗i )
n
i=1 ∈ `np∗,ω (X∗). L’application :

fx∗ : `np 〈X〉 −→ K

(xi)
n
i=1 7−→ fx∗ ((xi)

n
i=1) =

n∑
i=1

x∗i (xi)

est une forme linéaire continue sur `np 〈X〉 .

2. L’application

f : `np∗,ω (X∗) −→
[
`np 〈X〉

]∗
x∗ = (x∗i )

n
i=1 7−→ fx∗

est un isomorphisme isométrique.

Autrement dit, si 1 ≤ p ≤ ∞, alors le dual topologique de `np 〈X〉 est `np∗,ω (X∗) .

Démonstration.

1. Il est claire que fx∗ est linéaire. Soient x∗ = (x∗i )
n
i=1 ∈ `np∗,ω (X∗) . Pour tout (xi)

n
i=1 ∈

`np 〈X〉 , on a

| fx∗ ((xi)
n
i=1) | =

∣∣∣∣ n∑
i=1

x∗i (xi)

∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∣∣∣ x∗i (xi)

‖(xi)ni=1‖p∗,ω

∣∣∣ ‖ (xi)
n
i=1 ‖p∗,ω

< sup
‖(x∗∗i )ni=1‖p∗,ω≤1

∣∣∣∣ n∑
i=1

x∗∗i (x∗i )

∣∣∣∣ ‖ (xi)
n
i=1 ‖p∗,ω

= ‖ (x∗i )
n
i=1 ‖〈p〉‖ (xi)

n
i=1 ‖p∗,ω .

Donc fx∗ est bien définit est continue et ‖ fx∗ ‖≤‖ (x∗i )
n
i=1 ‖p∗,ω .

2.Par (1) on a

‖ f ((x∗i )
n
i=1) ‖=‖ fx∗ ‖≤‖ (x∗i )

n
i=1 ‖p∗,ω

alors, f est continue et ‖ f ‖≤ 1.

On va montrer la surjectivité de f, soit fx∗ ∈
[
`np 〈X〉

]∗
.

On pose x∗i = fx∗ ◦ ψi, telle que ψi est l’injection canonique de X dans `np,ω(X) avec

ψi (x) = (δijx)j
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où

δij =

 1 si i = j

0 si i 6= j

Il est claire que (x∗i )
n
i=1 ⊂ X∗ et fx∗ ((xi)

n
i=1) =

n∑
i=1

x∗i (xi),∀(xi)ni=1 ∈ `np 〈X〉

donc

f ((x∗i )
n
i=1) = fx∗ .

Il reste à montrer que ‖ (x∗i )
n
i=1 ‖p∗,ω≤‖ fx∗ ‖ .

Si ‖ x ‖≤ 1 et ‖ (λi)
n
i=1 ‖p≤ 1, on obtient

‖ (λix)ni=1 ‖<p> ≤ sup
‖(x∗i )ni=1‖p∗,ω≤1

∣∣∣∣ n∑
i=1

x∗i (λix)

∣∣∣∣
I.H
≤ ‖ (λi)

n
i=1 ‖p sup

‖(x∗i )ni=1‖p∗,ω≤1

(
n∑
i=1

|x∗i (x)|P
∗
) 1

P∗

≤ ‖ (λi)
n
i=1 ‖p sup

‖(x∗i )ni=1‖p∗,ω≤1

‖ (x∗i )
n
i=1 ‖p∗,ω

≤ 1

alors

‖ (x∗i )
n
i=1 ‖p∗,ω = sup

‖x‖≤1

(
n∑
i=1

|x (x∗i )|
p∗
) 1

p∗

= sup
‖x‖≤1

sup
‖(λi)

n
i=1‖p≤1

∣∣∣∣ n∑
i=1

λix
∗
i (x)

∣∣∣∣
= sup
‖(λi)

n
i=1‖p≤1,‖x‖≤1

∣∣∣∣( n∑
i=1

x∗i (λix)

)∣∣∣∣
≤ sup

‖(λi)ni=1‖〈p〉≤‖( λi) n
i=1‖p≤1,‖x‖≤1

∣∣∣∣ n∑
i=1

x∗i (λix)

∣∣∣∣
≤ sup

‖(xi)ni=1‖〈p〉≤1

∣∣∣∣ n∑
i=1

x∗i (xi)

∣∣∣∣
= ‖ fx∗ ‖ .

Donc, l’application f est une isometrie surjective qui permet d’identifier le dual de `np 〈X〉

avec `np∗,ω (X∗) .

Théorème 2.2.2 [2]Soit 1 ≤ p ≤ ∞,
[
`np,ω (X)

]∗
= `np∗ 〈X∗〉 isometriquement.
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Démonstration.

On définit l’application :

f : `np∗ 〈X∗〉 −→
[
`np,ω (X)

]∗
(x∗i )

n
i=1 7−→ f ((x∗i )

n
i=1) = fx∗

telle que :

fx∗ : `np,ω (X) −→ K

(xi)
n
i=1 7−→ fx∗ ((xi)

n
i=1) =

n∑
i=1

x∗i (xi).

Soient (x∗i )
n
i=1, (y

∗
i )
n
i=1 ∈ lnp∗ 〈X∗〉 et λ ∈ K. Pour tout (xi)

n
i=1 ∈ `np,ω (X) on a :

f ((x∗i )
n
i=1 + λ(y∗i )

n
i=1) ((xi)

n
i=1) =

n∑
i=1

(x∗i + λy∗i )(xi)

=
n∑
i=1

x∗i (xi) +
n

λ
∑
i=1

x∗i (yi)

= fx∗ ((xi)
n
i=1) + λfx∗ ((yi)

n
i=1)

alors f est linéaire. D’autre part d’après le Théorème de Goldistine, pour tout (xi)
n
i=1 ∈

`np,ω (X) on a :

sup

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗∗i (x∗i )

∣∣∣∣∣ :‖ (x∗∗i )ni=1 ‖p,ω≤ 1

}
= sup

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗i (xi)

∣∣∣∣∣ :‖ (xi)
n
i=1 ‖p,ω≤ 1

}
,

alors

| fx∗ ((xi)
n
i=1) | ≤

∣∣∣∣ n∑
i=1

x∗i (xi)

∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∣∣∣ x∗i (xi)

‖(xi)ni=1‖p,ω

∣∣∣ ‖ (xi)
n
i=1 ‖p,ω

≤ sup

{∣∣∣∣ n∑
i=1

x∗i (xi)

∣∣∣∣ :‖ (xi)
n
i=1 ‖p,ω≤ 1

}
‖ (xi)

n
i=1 ‖p,ω

= sup

{∣∣∣∣ n∑
i=1

x∗∗i (x∗i )

∣∣∣∣ :‖ (x∗∗i )ni=1 ‖p,ω≤ 1

}
‖ (xi)

n
i=1 ‖p,ω

= ‖ (x∗i )
n
i=1 ‖〈p∗〉‖ (xi)

n
i=1 ‖p,ω

donc, ‖ fx∗ ‖≤‖ (x∗i )
n
i=1 ‖〈p∗〉, d’où

‖ f ((x∗i )
n
i=1) ‖= ‖fx∗‖ ≤‖ (x∗i )

n
i=1 ‖〈p∗〉 .
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Ce qui implique que f est continue et ‖ f ‖≤ 1.

On va montrer la surjectivité de f, soit fx∗ ∈ `np,ω (X)∗ . On pose x∗i = fx∗ ◦ ψi, telle que

ψi est l’application X −→ lnp,ω(X) définit par

ψi (x) = (δijx)j où δij =

 1 si i = j

0 si i 6= j

Il est claire que (x∗i )
n
i=1 ⊂ X∗ et f ((x∗i )

n
i=1) ((xi)

n
i=1) = fx∗ ((xi)

n
i=1) = fx∗((δijxi)j)

fx∗ ((xi)
n
i=1) =

n∑
i=1

x∗i (xi),∀(xi)ni=1 ∈ lnp,ω (X)

donc f ((x∗i )
n
i=1) = fx∗, alors f est surjective. Il reste à montrer que ‖ (x∗i )

n
i=1 ‖〈p∗〉≤‖

f ((x∗i )
n
i=1) ‖ .

Soient x∗∗1 , ..., x
∗∗
n ∈ X∗∗, ε > 0, et F le sous espace engendré par {x∗∗1 , ..., x∗∗n } , d’après le

prencipe de reflexivité local, il existe S ∈ L(F ;X) telle que ‖ S ‖≤ 1 + ε et

x∗i (Sx∗∗i ) = x∗∗i (x∗i ) , i = 1, ..., n

Donc ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗∗i (x∗i )

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗i (Sx∗∗i )

∣∣∣∣∣ = |f((Sx∗∗i )ni=1)| ≤‖ fx∗ ‖‖ (Sx∗∗i )ni=1 ‖p,ω

de plus

‖ (Sx∗∗i )ni=1 ‖p,ω = sup {‖S (
∑n

i=1 λix
∗∗
i )‖ :‖ (λi)

n
i=1 ‖p∗≤ 1}

≤ (1 + ε) sup {‖
∑n

i=1 λix
∗∗
i ‖ :‖ (λi)

n
i=1 ‖p∗≤ 1}

≤ (1 + ε) ‖ (x∗∗i )ni=1 ‖p,ω .

Ce qui donne ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗∗i (x∗i )

∣∣∣∣∣ ≤ (1 + ε) ‖ fx∗ ‖‖ (x∗∗i )ni=1 ‖p,ω

alors,

sup

{∣∣∣∣∣
n∑
i=1

x∗∗i (x∗i )

∣∣∣∣∣ :‖ (x∗∗i )ni=1 ‖p,ω≤ 1

}
≤ (1 + ε) ‖ fx∗ ‖

donc

‖ (x∗i )
n
i=1 ‖〈p∗〉≤‖ fx∗ ‖ .
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D’où, l’application fx∗ est une isometrie surjective qui permet d’identifier le dual de

`np,ω (X) avec `np∗ 〈X∗〉 .

Corollary 2.2.3 Soit 1 ≤ P ≤ ∞. On a les identifications suivants :

1-
[
`np (X)

]∗∗
= `np (X∗∗) .

2-
[
`np,ω (X)

]∗∗
= `np,ω (X∗∗) .

3-
[
`np 〈X〉

]∗∗
= `np 〈X∗∗〉 .
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Chapitre 3

L’ideal Dp,q (X, Y ) des opérateurs

linéaires fortement (p, q)-sommants

L’idéal Dp des opérateurs fortement p-sommants (1 < p ≤ ∞) est introduit par Cohen [8]

pour caractériser le dual d’un opérateur p-sommant. Cet idéal a été généralisé au cas des

opérateurs linéaires fortement (p, q)-sommants par Apiola [2].

Dans ce chapitre nous introduisons et étudions la notion des opérateurs fortement (p, q)-

sommants. Parmi notre résultats, les relations entre ces opérateurs et les opérateurs (p, q)-

sommants sont représentées. Plus précisément, si p = q nous prouvons un nouveau type

du théorème de Pietsch (les deux, Théorèmes de domination et de factorisation ).

3.1 Définitions et propriétés élémentaires

Définition 3.1.1 Soit X, Y deux espaces de Banach, T ∈ L (X, Y ) et 1 ≤ q, p ≤ ∞. On

dit que T est fortemet (p, q) sommant si l’opérateur linéaire induit est bien defini :

T̃ : `q (X) −→ `p 〈X〉

(xi)i −→ T̃ ((xi)i) = (T (xi))i
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(
i.e., T̃ (`q (X)) ⊂ `p 〈X〉

)
On note

Dp,q (X, Y ) = {T : X −→ Y linéaire fortement (p, q) sommable}

Pour p = 1, on a : D1,q (X, Y ) = L (X, Y ) .

Pour p = q, on a Dp (X, Y ) l’espace des opérateurs linéaires fortement p−sommants.

Proposition 3.1.2 Soit T ∈ L (X, Y ) , 1 ≤ q, p ≤ ∞, les propriétés suivant sont équiva-

lents.

1- T ∈ Dp,q (X, Y )

2- ∃c > 0 : ‖(T (xi))
n
i=1‖〈p〉 ≤ c ‖(xi)ni=1‖q ,∀(xi)ni=1 ⊂ X

3- ∃c > 0 :
n∑
i=1

|< T (xi) , y
∗
i >| ≤ c ‖(xi)ni=1‖q ‖(y∗i )

n
i=1‖p∗,ω , x1, ..., xn ∈ X, y∗1, ..., y

∗
n ∈

Y ∗

4- ∃c > 0 :
∥∥(T (xn))n∈N

∥∥
〈p〉 ≤ c ‖(xn)n∈N‖q ,∀(xn)n∈N ∈ `q (X)

Dans ce cas,

dp,q (T ) = inf {c : c vérifiant (2) ou (3) ou (4)}

de plus, dp,q (T ) =
∥∥∥T̃∥∥∥ .

Démonstration.

(1) =⇒ (2) Nous allons montrons que T̃ est de graphe fermé. Soit
(
xk
)∞
k=1

(xk =
(
xkn
)
n∈N)

une suite converge vers x = (xn)n ∈ `q (X) et T̃
(
xk
)
converge vers y = (yn)n ∈ `p 〈X〉 ,

on montre que y = T̃ (x) . Comme
(
xk
)
k
converge vers x = (xn)n , pour tout ε > 0

donné : ∃ N ∈ N tel que :

∀k ≥ N :
∥∥xk − x∥∥

q
=

( ∞∑
n=1

∥∥xkn − xn∥∥q
) 1

q

≤ ε, ∀n ∈ N

=⇒ ∀k ≥ N :
∞∑
n=1

∥∥xkn − xn∥∥q ≤ εq,∀n ∈ N =⇒ ∀k ≥ N :
∥∥xkn − xn∥∥q ≤ εq,∀n ∈ N

=⇒ ∀k ≥ N :
∥∥xkn − xn∥∥ ≤ ε,∀n ∈ N
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alors, pour chaque valeur de n ∈ N ,
(
xkn
)
k
converge vers (xn)n en X.

Comme T est continu, pour tout n ∈ N, on a :

lim
k−→+∞

T
(
xkn
)

= T

(
lim

k−→+∞
xkn

)
= T (xn) (3.1)

d’autre part on a :

T̃
(
xk
)

= (T
(
xk
)
)k converge vers y = (yn)n en `p 〈Y 〉 , alors il existe N ∈ N

∀k ∈ N :
∥∥∥T̃ (xk)− y∥∥∥

`p〈Y 〉
= sup
‖(y∗n)∞n=1‖p∗,ω

∞∑
n=1

∣∣〈T (xkn)− yn, y∗n〉∣∣ ≤ ε

=⇒
∞∑
n=1

∣∣〈T (xkn)− yn, y∗n〉∣∣ ≤ ε ‖(y∗n)n‖p∗,ω
=⇒

∣∣〈T (xkn)− yn, y∗n〉∣∣ ≤ ε sup
ϕ∈BY ∗∗

|〈ϕ, y∗n〉| , ∀n ∈ N

=⇒ sup
y∗n∈BY ∗

∣∣〈T (xkn)− yn, y∗n〉∣∣ ≤ ε,∀n ∈ N

=⇒
∥∥T (xkn)− yn∥∥Y ≤ ε, ∀n ∈ N

alors

lim
k−→+∞

T
(
xkn
)

= yn,∀n ∈ N (3.2)

(3.1) et (3.2) donnent

lim
k−→+∞

T
(
xkn
)

= T (xn) = yn,∀ n ∈ N

alors (T (xn))n = (yn)n = y, d’où T̃ ((xn)n) = T̃ (x) = y alors, T̃ est de graphe fermé,

donc T̃ est continu.

Alors, ∀ (xi)
n
i=1 ⊂ X, on a :∥∥∥T̃ ((xi)

n
i=1)
∥∥∥
`p〈Y 〉

= ‖(T (xi))
n
i=1‖`p〈Y 〉 (3.3)

≤
∥∥∥T̃∥∥∥ ‖((xi)ni=1)‖`q(X) .

D’où

∃c : c =
∥∥∥T̃∥∥∥ telle que :

∥∥∥T̃ ((xi)
n
i=1)
∥∥∥
`p〈Y 〉
≤ c ‖((xi)ni=1)‖`q(X)
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(2) =⇒ (3) Soit (xi)
n
i=1 ∈ `q (X) ,on a:

sup
‖(y∗i )∞i=1‖p∗,ω≤1

n∑
i=1

|〈T (xi) , y
∗
i 〉| ≤ c ‖((xi)ni=1)‖`q(X)

⇐⇒
n∑
i=1

|〈T (xi) , y
∗
i 〉| ≤ c ‖((xi)ni=1)‖`q(X) ‖(y∗i )

n
i=1‖p∗,ω

(3) =⇒ (4)
n∑
i=1

|〈T (xi) , y
∗
i 〉| ≤ c ‖((xi)ni=1)‖`q(X) ‖(y∗i )

n
i=1‖p∗,ω

=⇒ ‖(T (xi))
n
i=1‖`p〈X〉 ≤ c ‖((xi)ni=1)‖`q(X)

alors,

‖(T (xn))n‖`p〈Y 〉 = sup
‖(y∗n)∞n=1‖p∗,ω≤1

∞∑
n=1

|〈T (xn) , y∗n〉|

= lim
n−→+∞

sup
‖(y∗i )ni=1‖p∗,ω≤1

n∑
i=1

|〈T (xi) , y
∗
i 〉|

≤ c lim
n−→+∞

(
n∑
i=1

‖(xi)‖q
) 1

q

.

Donc

‖(T (xn))n‖`p〈Y 〉 ≤ c ‖(xn)∞n=1‖q (3.4)

(4) =⇒ (1) On montre que : si (xn)n ∈ `q (X) , alors, T̃ ((xn)n) = (T (xn))n ∈ `p 〈Y 〉 . Soit

(xn)n ∈ `q (X) , donc ‖(xn)n‖q < +∞.

D’après (3.4) on a :

sup
‖(y∗n)∞n=1‖p∗,ω≤1

∞∑
n=1

|〈T (xn) , y∗n〉| ≤ c ‖(xn)∞n=1‖q < +∞

par (3.4) et d’après la définition de l’infimum on a∥∥∥T̃∥∥∥ = sup
(xn)n∈B`q(X)

∥∥∥T̃ ((xn)n)
∥∥∥
`p〈Y 〉

≤ c sup
(xn)n∈B`q(X)

‖(xn)n‖q

≤ c

< dp,q (T ) + ε, ε > 0
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alors ∥∥∥T̃∥∥∥ ≤ c < dp,q (T ) + ε,∀ε > 0 (3.5)

(3.3) et (3.5) donnent

dp,q (T ) ≤
∥∥∥T̃∥∥∥ < dp,q (T ) + ε.

Finalement, on a

dp,q (T ) =
∥∥∥T̃∥∥∥

De plus T est fortement (p, q)−sommant.

Proposition 3.1.3 Si q > p, on a :

Dp,q (X, Y ) = {0} .

Démonstration.

Si q > p, on a 1 > 1
q

+ 1
p∗ = q+p∗

qp∗ = 1
qp∗
q+p∗

.

Soit (λi)1≤i≤n ∈ ` qp∗
q+p∗
− `1,on suppose que T 6= 0 et T ∈ Dp,q (X, Y ) . On prend

(λix)1≤i≤n ⊂ X et y∗ ∈ Y ∗.
n∑
i=1

|〈T (λix) , y∗〉| =
n∑
i=1

|y∗(T (λix))|

=
n∑
i=1

∣∣∣∣λ qp∗
q+p∗ .

1
p∗

i y∗(T

(
λ

qp∗
q+p∗ .

1
q

i x

)
)

∣∣∣∣
≤ dp,q (T )

∥∥∥∥(λ qp∗
q+p∗ .

1
q

i x

)
i

∥∥∥∥
q

∥∥∥∥(λ qp∗
q+p∗ .

1
p∗

i y∗
)
i

∥∥∥∥
p∗,ω

= dp,q (T ) ‖x‖ ‖y∗‖
∥∥∥∥λ qp∗

q+p∗ .
1
q

i

∥∥∥∥
q

∥∥∥∥λ qp∗
q+p∗ .

1
p∗

i

∥∥∥∥
p∗
.

Alors,

|〈T (x) , y∗〉|
n∑
i=1

|λi| ≤ dp,q (T ) ‖x‖ ‖y∗‖
(

n∑
i=1

|λi|
qp∗
q+p∗

) 1
q
(

n∑
i=1

|λi|
qp∗
q+p∗

) 1
p∗

= dp,q (T ) ‖x‖ ‖y∗‖
(

n∑
i=1

|λi|
qp∗
q+p∗

) 1
qp∗
q+p∗

On prend le sup sur BY ∗ , puis sur BX , on obtient

‖T‖
∥∥(λi)1≤i≤n

∥∥
1
≤ dp,q (T )

∥∥(λi)1≤i≤n
∥∥

qp∗
q+p∗

34



ce qui implique que (λi)1≤i≤n ∈ `1, contradiction avec l’hupothèse (λi)1≤i≤n ∈ ` qp∗
q+p∗
− `1

donc T = 0, d’où Dp,q (X, Y ) = {0} .

Proposition 3.1.4 Soit 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞

1) Si T ∈ Dp,q (X, Y ) , alors T est continu et ‖T‖ ≤ dp,q (T ) .

2) (Dp,q (X, Y ) , dp,q (.)) est un espace vectoriel normé.

Démonstration.

1)-Soit T ∈ Dp,q (X, Y ) , pour n = 1, on a :

sup
‖y∗‖≤1

|〈y∗, T (x)〉| ≤ dp,q (T ) ‖x‖

alors, ‖T (x)‖ ≤ dp,q (T ) ‖x‖

donc T est continu et ‖T‖ ≤ dp,q (T )

2)-soient T, S ∈ Dp,q (X, Y )

• pour (xi)
n
i=1 ⊂ X et (y∗i )

n
i=1 ⊂ Y ∗, on a :

n∑
i=1

|〈(T + S) (xi) , y
∗
i 〉|

≤
n∑
i=1

|〈T (xi) , y
∗
i 〉|+

n∑
i=1

|< S (xi) , y
∗
i >|

≤ dp,q (T ) ‖(xi)i=1‖q ‖(y∗i )
n
i=1‖p∗,ω + dp,q (S) ‖(xi)i=1‖q ‖(y∗i )

n
i=1‖p∗,ω

= [dp,q (T ) + dp,q (S)] ‖(xi)i=1‖q ‖(y∗i )
n
i=1‖p∗,ω

alors, T + S ∈ Dp,q (X, Y ) et dp,q (T + S) ≤ dp,q (T ) + dp,q (S) .

• Soit T ∈ Dp,q (X, Y ) et λ ∈ K
n∑
i=1

|〈(λT ) (xi) , y
∗
i 〉| = |λ|

n∑
i=1

|〈T (xi) , y
∗
i 〉|

≤ |λ| dp,q (T ) ‖(xi)ni=1‖q ‖(y∗i )
n
i=1‖p∗,ω

alors, λT ∈ Dp,q (X, Y ) et

35



dp,q (λT ) ≤ |λ| dp,q (T ) (3.6)

On a :
dp,q (T ) = dp,q

(
1
λ
λT
)

≤ 1
|λ|dp,q (λT )

alors,

dp,q (λT ) ≥ |λ| dp,q (T ) (3.7)

de (3.6) et (3.7) On a :

dp,q (λT ) = |λ| dp,q (T )

• Soit T ∈ Dp,q (X, Y ) tel que dp,q (T ) = 0

on a ‖T‖ ≤ dp,q (T ) = 0 =⇒ T = 0.

Alors, (Dp,q (X, Y ) , dp,q (T )) est un sous-espace vectoriel normé de L (X, Y ).

Proposition 3.1.5 (Dp,q (X, Y ) , dp,q (.)) est un idéal de Banach.

Démonstration.

(i) Dp,q (X, Y ) est un sous-espace vectoriel.

(ii) Lf (X, Y ) ⊂ Dp,q (X, Y ) , il suffi t de montrer que tout opérateurs de rang 1 est forte-

ment (p, q) sommant.

Soit T ∈ L (X, Y ) tel que T (x) = ϕ (x) y, pour ϕ ∈ X∗ et y ∈ Y

soit (xi)
n
i=1 ⊂ X, n ∈ N, 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ puisque `q (X) ⊂ `p (X) on a

n∑
i=1

|〈T (xi) , y
∗
i 〉| =

n∑
i=1

|〈ϕ (xi) y, y
∗
i 〉|

=
n∑
i=1

|ϕ (xi)| | 〈y, y∗i 〉 |

I.H

≤
(

n∑
i=1

|ϕ (xi)|p
) 1

p
(

n∑
i=1

|〈y, y∗i 〉|
p∗
) 1

p∗

≤ ‖ϕ‖
(

n∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p

‖y‖
(

n∑
i=1

∣∣∣〈 y
‖y‖ , y

∗
i

〉∣∣∣p∗) 1
p∗

≤ ‖ϕ‖ ‖y‖ ‖(xi)ni=1‖q sup
ψ∈BY

(
n∑
i=1

|〈ψ, y∗i 〉|
p∗
) 1

p∗

/ψ = y
‖y‖

alors, T ∈ Dp,q (X, Y ) et dp,q (T ) ≤ ‖ϕ‖ ‖y‖ .

36



D’autre part on a

‖T‖ = sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖ = sup
‖x‖≤1

‖ϕ (x) y‖

= sup
‖x‖≤1

|ϕ (x)| ‖y‖

= ‖ϕ‖ ‖y‖

≤ dp,q (T )

donc

dp,q (T ) = ‖ϕ‖ ‖y‖

pour T : X −→ Y de rang fini on a

T (x) =
n∑
k=1

ϕk (x) yk,∀ϕk ∈ X∗, yk ∈ Y

commeDp,q (X, Y ) est un espace vectoriel, T ∈ Dp,q (X, Y )

(iii) Propriété d’idéal :

a)-Soient u ∈ L (E,X), T ∈ Dp,q (X, Y ) , v ∈ L (Y, F ) ,

soit (zi)
n
i=1 ⊂ E, (f ∗i )ni=1 ⊂ F ∗

n∑
i=1

|〈v ◦ T ◦ u (zi) , f
∗
i 〉|

=
n∑
i=1

|〈T ◦ u (zi) , v
∗(f ∗i )〉|

≤ dp,q (T )

(
n∑
i=1

‖u (zi)‖q
) 1

q

sup
ϕ∈BY ∗∗

(
n∑
i=1

|〈ϕ, v∗(f ∗i )〉|p
∗
) 1

p∗

= dp,q (T ) ‖u‖
(

n∑
i=1

‖zi‖q
) 1

q

‖v∗∗‖ sup
ϕ∈BY ∗∗

(
n∑
i=1

∣∣∣〈v∗∗(ϕ)
‖v∗∗‖ , , f

∗
i

〉∣∣∣p∗) 1
p∗

≤ ‖u‖ dp,q (T ) ‖v‖
(

n∑
i=1

‖zi‖q
) 1

q

sup
ψ∈BF∗∗

(
n∑
i=1

|〈ψ, f ∗i 〉|
p∗
) 1

p∗

/ψ = v∗∗(ϕ)
‖v∗∗‖

≤ ‖u‖ dp,q (T ) ‖v‖ ‖(zi)ni=1‖q ‖(f ∗i )ni=1‖p∗,ω
alors, v ◦ T ◦ u ∈ Dp,q (E,F ) et dp,q (v ◦ T ◦ u) ≤ ‖v‖ dp,q (T ) ‖u‖ .

b)-Soit l’opérateur
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A : K −→ K

λ −→ λ

on a

‖A‖ = sup
|λ|≤1

|λ| = 1, alors dp,q (A) ≥ 1. Soit 1 ≤ q ≤ p ≤ ∞ on a

n∑
i=1

|〈A (xi) , y
∗
i 〉| =

n∑
i=1

|〈xi, y∗i 〉|

≤
n∑
i=1

‖xi‖ ‖y∗i ‖

I.H

≤
(

n∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p
(

n∑
i=1

‖y∗i ‖
p∗
) 1

p∗

≤ ‖(xi)ni=1‖q ‖(y∗i )
n
i=1‖p∗,ω puisque `p∗ (K) = `p∗,w (K)

alors, A est fortement (p, q)−sommant et dp,q (A) ≤ 1, donc dp,q (A) = 1

(iv) Dp,q (X, Y ) est complet

Soit (Tn)∞n=1 une suite de Cauchy dans (Dp,q (X, Y ) , dp,q (T ))

on a ‖T‖ ≤ dp,q (T ) , donc (Tn)∞n=1 une suite de Cauchy dans l’espace de Banach L (X, Y ),

donc elle converge.

On pose lim
n−→+∞

Tn = T ∈ L (X, Y ) . Nous montrons que T ∈ Dp,q (X, Y )

Tn ∈ Dp,q (X, Y ) , alors, pour tout n ∈ N, l’opérateur

T̃n : `q (X) −→ `p 〈Y 〉

(xk)
∞
k=1 7−→ T̃n ((xk)

∞
k=1) = (Tn (xk))

∞
k=1

est bien défini, de plus
∥∥∥T̃n∥∥∥ = dp,q (Tn)

comme (Tn)n une suite de Cauchy, alors,
(
T̃n

)∞
n=1

est une suite de Cauchy dans

L (`q (X) , `p 〈Y 〉) , comme `p 〈X〉 est complet, alors, L (`q (X) , `p 〈Y 〉) est un espace de

Banach,

donc
(
T̃n

)∞
n=1

coverge dans L (`q (X) , `p 〈Y 〉)

on pose lim
n−→+∞

T̃n = S ∈ L (`q (X) , `p 〈Y 〉) , pour tout (xk)
∞
k=1 ∈ `q (X) soit ε > 0, alors,

il existe N ∈ N telle que

n ≥ N =⇒
∥∥∥T̃n − S∥∥∥

L( `q( X) ,`p〈Y 〉)
≤ ε
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alors,

n ≥ N =⇒
∥∥∥T̃n ((xk)

∞
k=1)− S ((xk)

∞
k=1)

∥∥∥
`p〈Y 〉

≤ ε,∀ (xk)
∞
k=1 ∈ `q (X)

posons

(yk)
∞
k=1 = S ((xk)

∞
k=1) ∈ `p 〈Y 〉

alors, ∀ (xk)
∞
k=1 ∈ `q (X)

n ≥ N =⇒ sup
(y∗k)

∞
k=1
∈B`p∗,ω(Y ∗)

∞∑
k=1

|〈Tn (xk)− yk, y∗k〉| ≤ ε

donc

n ≥ N =⇒ sup
(y∗k)

∞
k=1
∈BY ∗

∞∑
k=1

|〈Tn (xk)− yk, y∗k〉| = ‖Tn (xk)− yk‖Y ≤ ε

alors

lim
n−→+∞

Tn (xk) = yk (3.8)

comme Tn −→ T dans L (X, Y ), alors, pour tout k ∈ N :

lim
n−→+∞

Tn (xk) = T (xk) (3.9)

de (3.8) et (3.9) on a

(T (xk))
∞
k=1 = (yk)

∞
k=1 ∈ `p 〈Y 〉

alors, si on définit l’opérateur :

T̃ : `q (X) −→ `p 〈Y 〉

(yk)
∞
k=1 7−→ T̃ ((yk)

∞
k=1) = (T (xk))

∞
k=1

alors pour tout (xk)
∞
k=1 ∈ `q (X) on a

T̃ ((xk)
∞
k=1) = (T (xk))

∞
k=1 = (yk)

∞
k=1 = S ((xk)

∞
k=1) ∈ `p 〈Y 〉 .

39



Alors, T̃ = S ∈ L (`q (X) , `p 〈Y 〉) est bien définit, et par suite T ∈ Dp,q (X, Y ) ,alors,

Dp,q (X, Y ) est complet

d’où, Dp,q (X, Y ) est un idéal de Banach.

Théorème 3.1.6 Soient q1≤q2, p1 ≤ p2, on a

Dp2,q2 (X, Y ) ⊆ Dp1,q1 (X, Y ) et dp1,q1 (T ) ≤ dp2,q2 (T )

Démonstration.

Soit T ∈ Dp2,q2 (X, Y ) ;

alors, por tout x1, ..., xn dans X, y∗1, ..., y
∗
n dans Y

∗ on a

∣∣∣∣ n∑
i=1

〈T (xi) , y
∗
i 〉
∣∣∣∣ ≤ dp2,q2 (T ) ‖((xi))ni=1‖q2 ‖(y

∗
i )
n
i=1‖p∗2,ω

≤ dp2,q2 (T ) ‖(xi)ni=1‖q1 ‖(y
∗
i )
n
i=1‖p∗1,ω .

On conclure que T ∈ Dp1,q1 (X, Y ) et dp1,q1 (T ) ≤ dp2,q2 (T ) .

3.2 Relation entre Dp,q (X, Y ) et πp,q (X, Y )

Théorème 3.2.1 Soit X, Y deux espaces de Banach.

(i) Soit 1 ≤ p < ∞. L’opérateur T est dans πp,q (X, Y ) si et seulement si son opérateur

adjoint T ∗ est fortement (q∗, p∗)−sommant de Y ∗ dans X∗ et dq∗,p∗(T ∗) = πp,q (T ).

(ii) Soit 1 < p ≤ ∞. L’opérateur T est dans Dp,q (X,Y ) si et seulement si son operateur

adjoint T ∗ est (q∗, p∗)−sommant de Y ∗ dans X∗ et πq∗,p∗(T ∗) = dp,q (T ) .

Démonstration.

(i) Soit T ∈ πp,q (X, Y ) , alors l’opérateur linéaire induit est continu

T̃ : `nq,ω (X) −→ `np (Y )

(xi)
n
i=1 −→ T̃ ((xi)

n
i=1) = (T (xi))

n
i=1
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de plus,
∥∥∥T̃∥∥∥ = πp,q (T ) ,

par les théorèmes 1.6.2 et 2.2.2 l’adjoint de T̃

T̃ ∗ : [`np (Y )]∗
f2−→ `np∗ (Y ∗)

(T̃)
∗

−→ [`nq,ω (X)]∗
f1−→ `nq∗ 〈X∗〉

(y∗i )
n
i=1 7−→ T̃ ∗ ((y∗i )

n
i=1) = (T ∗y∗i )

n
i=1

est bien définit, ce qui entraine que T ∗ dans Dq∗,p∗ (Y ∗, X∗) et
∥∥∥T̃ ∗∥∥∥ = dq∗,p∗(T

∗)

comme
∥∥∥T̃ ∗∥∥∥ =

∥∥∥T̃∥∥∥ on obtient dq∗,p∗(T ∗) = πp,q (T ) .

(ii) la même démonstration que (i) .

Corollary 3.2.2 Soit 1 < q ≤ p ≤ ∞, et soit T : X −→ Y un opérateur linéaire on a :

T est fortement (p, q)-sommant si et seulement si T ∗∗ est fortement (p, q)-sommant.

et

dp,q (T ∗∗) = dp,q (T )

Théorème 3.2.3 Il existe des espaces de Banach X et Y telles que :

πp (X, Y ) 6= Dp∗ (X, Y ) , 1 ≤ p <∞

Démonstration.

(i) Peitsh a montré que l’opérateur canonique I : `1 −→ `2 est p-sommant(I ∈ πp (`1, `2))

pour 1 ≤ p < 2,

mais l’opérateur adjoint I∗ : `2 −→ `∞ n’est pas p-sommant(I∗ /∈ πp (`2, `∞)), pour

1 ≤ p < 2(voir [13],p.338). Donc d’aprés le Théorème 3.2.1 on a

I /∈ Dp∗ (`1, `2) ,

pour 2 ≤ p∗ ≤ ∞.

De même façon, l’opérateur I∗ ∈ Dp∗ (`2, `∞) , pour 2 ≤ p∗ ≤ ∞, mais I∗ /∈ πp (`2, `∞)

pour 1 ≤ p < 2.

(ii) Maintenant, Considèrans l’opérateur I0 = J ◦ I définit par :
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`1
I−→ `2

I0
↘ ↓ J

`p

dans ce diagragrame, I et J sont les inclusions canoniques.

Si J est continu, d’après la propriété d’ideal I0 ∈ πp (`1, `p) pour tout p ≥ 2, mais l’opéra-

teur adjoint I∗0 : `p∗ −→ `∞ n’est pas p-sommant, en effet si xi = (0, 0, ..., 0, 1, 0, ...) une

suite avec 1 dans la ièmeposition et 0 ailleur, alors

‖(I∗0 (xi))
∞
i=1‖p =

( ∞∑
i=1

‖I∗0 (xi)‖p
) 1

p

= lim
n−→∞

n
1
p =∞.

Bien que

‖(xi)∞i=1‖p,ω = sup
‖x∗‖≤1

( ∞∑
i=1

|< x∗, xi >|p
) 1

p

= 1.

Si I∗0 ∈ πp (`p∗ , `∞) , alors +∞ ≤ 1 qui est impossible.

Donc I∗0 /∈ πp (`p∗ , `∞) , et d’après le Théorème 3.2.1 I0 /∈ Dp∗ (`1, `p) .

De même façon, l’opérateur I0 ∈ πp (`1, `p) , mais, I0 /∈ Dp∗ (`1, `p) .

3.3 Théorèmes de domination et de factorisation de

Pietsh

Théorème 3.3.1 Soient 1 < p <∞ et T ∈ L (X, Y ) . Alors T est fortement p-sommant

si seulment si s’il existe une probabilité de Radon µ sur BY ∗∗(muni de la topologie ∗-faible)

et une constante positive c, telle que pour tout x ∈ X, y∗ ∈ Y ∗, on a

|〈T (x) , y∗〉| ≤ c ‖x‖ (

∫
BY ∗∗

∣∣y∗ (y∗∗)∣∣p∗ dµ (y∗∗)) 1
p∗ . (3.10)
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et dp (T ) ≤ c.

Démonstration.

Soit T ∈ Dp (X, Y ) , alors T ∗ ∈ πp∗ (Y ∗, X∗) et πp∗ (T ∗) = dp (T ) , alors d’après le

théoréme de domination de Pietsh (le cas des opérateurs p−sommant) : il existe une

probabilité de Radon µ sur( BY ∗∗ , σ(X,X∗)) telle que :

‖T ∗ (y∗)‖ ≤ πp∗ (T ∗)

(∫
BY ∗∗

|y∗∗ (y∗)|p
∗
dµ

) 1
p∗

,∀ y∗ ∈ Y ∗

Donc pour tout x ∈ X, y∗ ∈ Y ∗, on a

|〈T (x) , y∗〉| = |〈x, T ∗(y∗)〉|

≤ ‖x‖ ‖T ∗(y∗)‖

≤ ‖x‖ πp∗ (T ∗)
(∫

BY ∗∗
|y∗∗ (y∗)|p

∗
dµ
) 1
p∗

= dp (T ) ‖x‖
(∫

BY ∗∗
|y∗∗ (y∗)|p

∗
dµ
) 1
p∗
.

D’où le resultat.

Inverseument, Supposons que (3.10) est vérifiant pour tout x ∈ X. Nous montrons que

T ∈ Dp (X, Y ) .

Soit x1, x2, ..., xn ∈ X, y∗1, y∗2, ..., y∗n ∈ Y ∗, 3.10 implique
n∑
i=1

|< T (xi) , y
∗
i >| ≤ c

n∑
i=1

(
‖xi‖

(∫
BY ∗∗
|y∗∗i (y∗i )|

p∗ dµ
) 1
p∗
)

I.H

≤ c

(
n∑
i=1

‖xi‖p
) 1

p
(

n∑
i=1

∫
BY ∗∗
|y∗∗i (y∗i )|

p∗ dµ

) 1
p∗

= c ‖(xi)ni=1‖p
(∫

BY ∗∗

n∑
i=1

|y∗∗i (y∗i )|
p∗ dµ

) 1
p∗

≤ c ‖(xi)ni=1‖p sup
y∗∗∈BY ∗∗

(
n∑
i=1

|y∗∗i (y∗i )|
p∗
) 1

p∗

alors, T ∈ Dp (X, Y ) et dp (T ) ≤ c.

Proposition 3.3.2 Soient 1 < q ≤ p < ∞ et T ∈ L (X, Y ). Supposons qu’il existe une

mesure µ positve sur BY ∗∗(muni de la topologie ∗-faible) et une constante c > 0 telle que
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pour tout x ∈ X, y∗ ∈ Y ∗ on a

|〈T (x) , y∗〉| ≤ C ‖x‖ (

∫
BY ∗∗

∣∣y∗ (y∗∗)∣∣p∗ dµ (y∗∗)) 1
p∗ . (3.11)

Alors T ∈ Dp,q (X, Y ) et dp,q (T ) ≤ c.

Démonstration.

Supposons que (3.11) est vérifiant pour tout x ∈ X.Nous montrons que T ∗ ∈ πq∗,p∗ (Y ∗, X∗) .

On a

|y∗ (T (x))| ≤ c ‖x‖
(∫

BY ∗∗

|y∗∗ (y∗)|p
∗
dµ

) 1
p∗

,

on prend le sup sur x ∈ Bx nous obtient

sup
x∈BX

|y∗ (T (x))| ≤
(∫

BY ∗∗

|y∗∗ (y∗)|p
∗
dµ

) 1
p∗

alors

‖T ∗ (y∗)‖ ≤ c

(∫
BY ∗∗

|y∗∗ (y∗)|p
∗
dµ

) 1
p∗

,∀ y∗ ∈ Y ∗

par le théorème de domination de Pietsh (cas des opérateurs p−sommants) l’opérateur

T ∗ est p∗−sommant (i.e (p∗, p∗)−sommant).

Pour p∗ ≤ q∗, et d’après le théorème d’inclusion des opérateurs (p, q)−sommants on a :

T ∗ ∈ πq∗,p∗ (Y ∗, X∗) et πq∗,p∗ (T ∗) ≤ πp∗,p∗ (T ∗) ≤ c

d’où

T ∈ Dp,q (X, Y ) et dp,q (T ) ≤ c.

Théorème 3.3.3 (Théorème de factorisation de Pietsch) Soient 1 < p ≤ ∞, X, Y deux

espaces de Banach et T ∈ L (X, Y ) . Les assertions suivantes sont équivalentes :
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(i) T ∈ Dp (X, Y ) .

(ii) Il existe une mesure de probabilité de Borel µ sur BY ∗∗ , un espace de Banach Sp∗ (µ)

(un sous espace fermé de Lp (µ,K) où K = (BX∗ , σ (X∗, X))) et un opérateur linéaire

continu v : X −→ (Sp∗ (µ))∗ tels que

kY ◦ T = i∗Y ∗ ◦ J∗p∗ ◦ v.

Démonstration.

(i) =⇒ (ii) Soit T ∈ Dp (X, Y ), alors T ∗ ∈ πp∗ (Y ∗, X∗) avec dp (T ) = πp∗ (T ∗) . D’après

le Théorème 1.6.12, on obtient la factorisation suivante :

Y ∗
T ∗−→ X∗

iY ∗ ↓ ↑ u

iY ∗ (Y ∗)
Jp∗−→ Sp∗ (µ)

donc par dualité, on trouve

Y

T ↗
kY
↘

X
kX−→ X∗∗

T ∗∗−→ Y ∗∗

v ↘ ↓ u∗ ↑ i∗Y ∗

(Sp∗ (µ))∗
J∗
p∗−→ (iY ∗ (Y ∗))∗

où v est un opérateur linéaire défini comme suit:

〈v (x) , Jp∗ ◦ iY ∗ (y∗)〉 := 〈u∗ ◦ kX (x) , Jp∗ ◦ iY ∗ (y∗)〉

= u (Jp∗ ◦ iY ∗ (y∗)) (x) .

Pour tout y∗ ∈ Y ∗, x ∈ X. L’application v est bien défini et continu puisque :

|〈v (x) , Jp∗ ◦ iY ∗ (y∗)〉| ≤ ‖Jp∗ ◦ iY ∗ (y∗)‖Lp∗ (BY ∗∗ ,µ) ‖u‖ ‖x‖ .

sup
{
|〈v (x) , Jp∗ ◦ iY ∗ (y∗)〉| , ‖Jp∗ ◦ iY ∗ (y∗)‖Lp∗ (BY ∗∗ ,µ) ≤ 1

}
≤ ‖u‖ ‖x‖
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Donc

‖v (x)‖ ≤ ‖u‖ ‖x‖ et ‖v‖ ≤ ‖u‖ .

(ii) =⇒ (i) Soit kY ◦ T = i∗Y ∗ ◦ J∗p∗ ◦ v = (Jp∗ ◦ iY ∗)∗ ◦ v. L’application Jp∗ ◦ iY ∗ est p∗-

sommant. Alors (Jp∗ ◦ iY ∗)∗ est fortement p-sommant. Par conséquent, (Jp∗ ◦ iY ∗)∗ ◦ v est

aussi fortement p-sommant. Alors

T ∗ = v∗ ◦ (Jp∗ ◦ iY ∗)∗∗ ◦ kY ∗ ∈ πp∗ (Y ∗, X∗)

car k∗Y ◦ kY ∗ = idY ∗ .

Ce qui entraine que

T ∈ Dp (X, Y ) .

3.4 Quelques propriétés pour les espaces de Hilbert

Nous utilisons dans ce paragraphe l’inégalité de Khintchine et aussi l’inégalité de Ka-

hane, avant ça on commence par rappeler les variables aléatoires de Rademacher. Elles

sont définies comme suit : pour chaque n dans N, soit la fonction

rn : [0, 1] −→ R

t 7−→ rn(t)

avec rn(t) = sign (sin (2nπt)) =


1, pour sin (2nπt) > 0,

0, pour sin (2nπt) = 0,

−1, pour sin (2nπt) < 0.

La suite (rn)n est dite la suite des fonctions de Rademacher.

les fonctions rn(t), n ∈ N peut ètre décrit comme :

r1(t) =

 1 si t ∈
[
0, 1

2

]
−1 si t ∈

[
1
2
, 1
]
.
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r2(t) =

 1 si t ∈
[
0, 1

4

]
∪
[

1
2
, 3

4

]
−1 si t ∈

[
1
4
, 1

2

]
∪
[

3
4
, 1
]

rn+1(t) =


1 si t ∈

2n

∪
s=1

[
2s−2
2n+1

, 2s−1
2n+1

]
−1 si t ∈

2n

∪
s=1

[
2s−1
2n+1

, 2s
2n+1

]
.

Les fonctions de Rademacher ont été introduites par Rademacher en 1922. Nous référons

au lecteur ([9]) pour plus de détails sur cette notion.

Définition 3.4.1 La suite de Rademacher (rn(t))∞n=1 est une suite de variable aléatoire

définies sur Ω à valeur dans {−1, 1} indépendantes, c’est-à-dire :

P {t : rn(t) = +1} = P {t : rn(t) = −1} =
1

2
.

Théorème 3.4.2 [7](Inégalité de Khintchine).

Soit n ∈ N ; 1 < p < ∞, il existe des constantes positives Ap,Bp telle que pour toute

scalaires (an)n, on a

Ap(
n∑
k=1

|ak|2)
1
2 ≤ (

1∫
0

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

ak.rk (t)

∣∣∣∣∣
p

dt)
1
p ≤ Bp(

n∑
k=1

|ak|2)
1
2 .

Théorème 3.4.3 [7](Inégalité de Kahane).

Soit 1 < p, q <∞, soit X un espace de Banach et (xn)n une suite dans X, alors il existe

une constante positive Kpq telle que

(

1∫
0

∥∥∥∥∥
n∑
k=1

rk (t)xk

∥∥∥∥∥
q

dt)
1
q ≤ Kpq(

1∫
0

‖rk (t)xk‖p)
1
p .

Caractérisation sur les espaces de Hilbert

Théorème 3.4.4 Soit H un espace de Hilbert et 2 < p ≤ ∞, alors

Dp (X,H) = D2 (X,H) et dp (T ) = d2 (T ) .
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Démonstration. D’après le théorème d’inclusion (3.1.6), pour 2 < p ≤ ∞ on a

Dp (X,H) ⊂ D2 (X,H) et d2 (T ) ≤ dp (T ) .

Pour la dexième inclusion , soit T ∈ D2 (X,H) , alors d’aprés le théorème (3.2.1), l’adjoint

T ∗ ∈ π2 (H∗, X∗) et π2 (T ∗) = d2 (T )

et donc T ∗ ∈ π1 (H∗, X∗) et π1 (T ∗) = d2 (T ) et d’aprés le théorème (1.6.13) T ∗ ∈

πp∗ (H∗, X∗) et πp∗ (T ∗) ≤ π1 (T ∗) = d2 (T ) , et par le théorème (3.2.1)

T ∈ Dp (X,H) et dp (T ) = πp∗ (T ∗) ≤ d2 (T ) .

Nous comparons maintenant la notion des opérateurs p−sommants et les opérateurs for-

tement p−sommants pour certain espaces de Hilbert.

Dans [7], Q. Bu a généralisé le Théorème (4.2.2, (ii)) de ([8]) pour tout p et q (1 < p, q <

∞), (i.e., Πp (H, Y ) ⊂ Dq(H,Y )) à la place de p = q = 2 cité dans [[8],Théorème 4.2.2],

où H est un espace de Hilbert quelconque et Πp (H,Y ) est l’espace de tous les opérateurs

linéaires p−sommants.

Théorème 3.4.5 Soit 1 < p, q <∞,et H un espace de Hilbert. Alors

πp (H,Y ) ⊆ Dq (H,Y ) ,

de plus

dq (T ) ≤ 1

Aq∗
.Bp.Kp,q∗ .πp (T ) .

Démonstration.

Sans restreindre la généralité, on peut remplacer H par lm2 pour m ∈ N. Car, si on prend
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(xi)1≤i≤n ⊂ H, alors il existe m ∈ N tel que : il existe un isométrie avec lm2 .

On utilise la projection P : H −→ lm2 puis on retourne au cas initiale. Soit T ∈ πp (H, Y ) .

D’après le Théorème 1.6.12, il existe une probabilité de Radon µ sur Bln2
telle que pour

tout x ∈ ln2 , on a

‖T (x)‖ ≤ πp (T ) (

∫
Bln2

|x∗(x)|p dµ(x∗))
1
p . (3.12)

Pour x1, ..., xn ∈ lm2 et y∗1, y
∗
2, ..., y

∗
n ∈ Y ∗, on a xi =

m∑
k=1

xi,kek, i = 1, ..., n

Alors
n∑
i=1

|〈T (xi) , y
∗
i 〉| =

n∑
i=1

∣∣∣∣〈 m∑
k=1

xi,kT (ek) , y
∗
i

〉∣∣∣∣
=

n∑
i=1

∣∣∣∣ m∑
k=1

xi,k 〈T (ek) , y
∗
i 〉
∣∣∣∣

En utilisant l’inégalité de Hölder, nous obtenons

n∑
i=1

|〈T (xi) , y
∗
i 〉| ≤

n∑
i=1

(
m∑
k=1

|xi,k|2)
1
2 .(

m∑
k=1

|〈T (ek) , y
∗
i 〉|

2)
1
2

≤
n∑
i=1

(
‖xi‖lm2 (

m∑
k=1

|〈T (ek) , y
∗
i 〉|

2)
1
2

)
Ce qui entraîne d’après l’inégalité de Khintchine que

n∑
i=1

|〈T (xi) , y
∗
i 〉| ≤

n∑
i=1

‖xi‖lm2 1
Aq∗

(∫ 1

0

∣∣∣∣ m∑
k=1

rk (t) 〈T (ek) , y
∗
i 〉
∣∣∣∣q∗ dt

) 1
q∗
 .

D’où encore par l’inégalité de Hölder

n∑
i=1

|〈T (xi) , y
∗
i 〉| ≤ 1

Aq∗
(
n∑
i=1

‖xi‖qlm2 )
1
q

(
n∑
i=1

∫ 1

0

∣∣∣∣ m∑
k=1

rk (t) 〈T (ek) , y
∗
i 〉
∣∣∣∣q∗ dt

) 1
q∗

.
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Alors

n∑
i=1

|〈T (xi) , y
∗
i 〉| ≤ 1

Aq∗
(
n∑
i=1

‖(xi)‖qlm2 )
1
q

(∫ 1

0

n∑
i=1

∣∣∣∣ m∑
k=1

rk (t) 〈T (ek) , y
∗
i 〉
∣∣∣∣q∗ dt

) 1
q∗

=
1

Aq∗
(
n∑
i=1

‖(xi)‖qlm2 )
1
q


∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

rk (t)T (ek)

∥∥∥∥∥
q∗

n∑
i=1

∣∣∣∣ m∑
k=1

y∗i (rk (t)T (ek))

∣∣∣∣∥∥∥∥ m∑
k=1

rk (t)T (ek)

∥∥∥∥
q∗

dt


1
q∗

≤ 1

Aq∗
(
n∑
i=1

‖(xi)‖qlm2 )
1
q

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

rk (t)T (ek)

∥∥∥∥∥
q∗

sup
‖ξ‖≤1

n∑
i=1

∣∣∣∣∣
m∑

k=1

y∗i (rk (t)T (ek))

∣∣∣∣∣
q∗

dt

 1
q∗

et donc inférieure ou égale à

1

Aq∗
(
n∑
i=1

‖(xi)‖qlm2 )
1
q

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

rk (t)T (ek)

∥∥∥∥∥
q∗ (
‖(y∗i )‖ln

q∗,ω(Y ∗)

)q∗
dt

 1
q∗

=
1

Aq∗
(
n∑
i=1

‖(xi)‖qlm2 )
1
q ‖(y∗i )‖ln

q∗,ω(Y ∗)

∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

rk (t)T (ek)

∥∥∥∥∥
q∗

dt

 1
q∗

. (3.13)

Nous intéressons maintenant à la quantité

(∫ 1

0

∥∥∥∥ m∑
k=1

rk (t)T (ek)

∥∥∥∥q∗ dt
) 1

q∗

d’après l’inégalité de Kahane on a∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

rk (t)T (ek)

∥∥∥∥∥
q∗

dt

 1
q∗

≤ Kp,q∗

(∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

rk (t)T (ek)

∥∥∥∥∥
p

dt

) 1
p

et d’après (3.12), on a(∫ 1

0

∥∥∥∥ m∑
k=1

rk (t)T (ek)

∥∥∥∥q∗ dt
) 1

q∗

≤ Kp,q∗πp (T )

∫ 1

0

 ∫
Blm2

∣∣∣∣< m∑
k=1

rk(t)(ek), x
∗ >

∣∣∣∣p dµ(x∗)

 dt


1
p

≤ Kp,q∗πp (T ) (
∫
Blm2

∫ 1

0

∣∣∣∣< m∑
k=1

rk(t)(ek), x
∗ >

∣∣∣∣p dµ(x∗)dt)
1
p .

D’après l’inégalité de Khintchine
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(∫ 1

0

∥∥∥∥ m∑
k=1

rk (t)T (ek)

∥∥∥∥q∗ dt
) 1

q∗

≤ Kp,q∗Bpπp (T )

 ∫
Blm2

(
m∑
k=1

|< (ek), x
∗ >|2

) p
2

dµ(x∗)


1
p

= Kp,q∗Bpπp (T )

 ∫
Blm2

‖x∗‖plm2 dµ(x∗)


1
p

≤ Kp,q∗Bpπp (T ) .

Par conséquent ∫ 1

0

∥∥∥∥∥
m∑
k=1

rk (t)T (ek)

∥∥∥∥∥
q∗

dt

 1
q∗

≤ Kp,q∗Bpπp (T ) . (3.14)

En combinant (3.13) et (3.14) on a en conclusion

n∑
i=1

|〈T (xi) , y
∗
i 〉| ≤ 1

Aq∗
Kp,q∗Bpπp (T ) (

n∑
i=1

‖(xi)‖q)
1
q ‖(y∗i )‖ln

q∗,ω(Y ∗) .

Ce qui implique que

T ∈ Dq(H,Y )

et

dq(T ) ≤ 1

Aq∗
Kp,q∗Bpπp (T ) .

Ce qui achève la démonstration.

Théorème 3.4.6 Soit 1 < p, q <∞,et H un espace de Hilbert. Alors

Dq (Y,H) ⊆ πp (Y,H) ,

de plus

πp (T ) ≤ 1

Ap
Kq∗,pBq∗dq (T ) .

Démonstration. Soit T ∈ Dq (Y,H) , d’après le théorème (3.2.1) l’adjoint T ∗ : H∗ −→

Y ∗ est absolement q∗-sommant, et

πq∗ (T ∗) = dq (T ) .
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Donc par le théorème précédent T ∗ est fortement p∗-sommant et

dp∗ (T ∗) ≤ 1

Ap
Kq∗,pBq∗πq∗ (T ∗) =

1

Ap
Kq∗,pBq∗dq (T )

finalement par le théorème(3.2.1) T est est absolement p-sommant et

πp (T ) = dp∗ (T ∗) ≤ 1

Ap
Kq∗,pBq∗dq (T ) .
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