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Notations

B}‘j’q(R”)

s (R?)

(e1,€2,...,€n)

Ty =21y + ... + Tp¥yn

]

(f * g)(x) = / f(&— p)gy)d

Epn

By (R
D(R")
D'(R")
S(R")
S'(R")
supp f

/

p

désigne ’espace de Besov.

désigne 'espace de Lizorkin-Triebel.
est la base canonique dans R".

est le produit scalaire dans R".

désigne la norme euclidienne dans R".

est le produit du convolutiondes fonctions f et g.

désigne ’espace localisé uniforme d’un espace fonctionnel.
désigne 'espace localisé uniforme de 1’espace de Besov.
I'espace des fonctions C*°(R™) a support compact.

est Iespace dual de D(R").

est ’espace de Schwartz.

est ’espace des distributions empérées.

est le support de f.

est 'exposant conjugué de p, % + i =1, o p € [l,400].




Introduction

La composition sur certains espaces fonctionnels est un probléme qui intéresse par les math-
ématiciens depuis les années 1960. Ou S. Igari [13] en 1965, a étudié les fonctions qui opérent
sur l’espace de Sobolev H*(R) pour 0 < s < 1, ou il a trouvé que ce sont les fonctions locale-
ment lipschitziennes et s’annulant a Uorigine, si H*(R) s’injecte dans L*°(R), les fonctions
globalement lipschitziennes et s’annulant a l'origine, si H*(R) ne s’injecte pas dans L*(R) .
La notion de la localisation uniforme jouent un role dans l’analyse fonctionnelle, il y a
plusieurs chercheurs qui sont intéresse I’étude dans ce point, et puisque depuis quelques
années la version localisée uniforme d’un espace normé sur R" est connue par une fonction
auxiliaire ¢ € D(R™), i.e., on a la relation suivante

Sup [(rag) fll g < 400,
ou 7, désigne 'opérateur de translation, et ¢ € D(R") , positive, non identiquement nulle.
On peut montrer que ’espace localisé uniforme noté Ej,, ne dépend pas du choix de la
fonction auxiliaire .
Dans ce mémoire, on va étudier les fonctions & p—variations bornées et une propriété de
composition dans I'espace de Besov localisé uniforme.
Notre mémoire est organisé en trois chapitres
e Dans le premier chapitre,con va rappeler les notions essentielles sur les espaces de Besov et
les espaces de Lizorkin-Triebel, et quelques Lemmes et résultats principaux qu’on va utiliser
dans la suite.
e Dans le deuxiéme chapitre, on va étudier les fonctions qui opérent par composition a
gauche sur certains espaces de Besov de B;  (R") ot s > 0, p,q € [1,+00].0On cherche a

caractériser les fonctions qui opérent pae composition a gauche sur l'espace B; (R™), i.e.,



Introduction

nous étudions les conditions nécessaires de Lipschitz pour s > 0.

e Dans le troisiéme chapitre, on va étudier L’opérateur de composition 7y = f o g agissant
sur les espaces de Besov avec p € [1,+00], g € |1,+00] et s = o> 1 Si f est une fonction
de R dans R telle que Ty envoie By  (R") dans B; (R™). alors f/ appartient localement
uniformément a B; ' (R).

e Finalement, des conclusions générales et des perspectives sont tirées.



Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires

Dans ce chapitre, on va rappeler les notions essentielles sur les espaces de Besov et les
espaces de Lizorkin-Triebel, et quelques Lemmes et résultats principaux qu’on va utiliser

dans la suite.

1.1 Série de Littelwood-Paley

Dans cette section on va rappeler la définition de la décomposition de Littlewood-Paley
d’une distribution tempérée.
Soit ¢ € S(R™) telle que

(1) suppp C{{€R": 1 <€ <3},

(i) ¢ (€) = 0 pour 1 < [¢] < 3,

(iid) Y- ¢ (277€) = 1 pour § € R™\ {0}.

jez
On pose ¢ (§) =1 — Y ¢ (27%¢) , on obtient une fonction ¢ € C*(R") telle que
k=1

supp o C{E € R": [¢] <3},

Alors, pour tout £ € R™, on a

P+ o277 =1 (1.1)



1.1. Série de Littelwood-Paley

La relation (1.1) est appelé la partition de l'unité. A cette partition on associe une suite

d’opérateurs de convolutions
Ay : S'(R") — C=(R"™) et Q;: S'(R") — C*(R")
telle que

Y

A ©) =02 ) FEO) k=1
(QiN (O =9@7OF©) >0
avec la notation Ag = Q.

Ecrivons la notation (1.1) au point 277¢, alors

Z¢ 27¢) = 1.

k=j+1

En multipliant par f, donc
Z 24 f=F (1.2)

pour j = 0, on obtient :

i.e.

Qof + > Arf=f.
k=1

Et alors

f=> At
k=0

En appliquant ’application F~! sur (1.2), on obtient
Qif+ S A=,
k=j+1

alors

Qif + Z Apf = ZAkH Z Aif,

k=j+1 k=j+1



1.1. Série de Littelwood-Paley

donc ;
Qif =Y Auf.
k=0
Définition 1.1.1 [15] Soit f € S” et a > 0. On définit les opérateurs maximauzr associés
auxr Ay et Qi par

f.a \Qkf(ﬂf—yﬂ
- a et ’f{L‘ = sup —.
S T2 g )) ) = s D

Définition 1.1.2 [1/] Soit Ay et Ay deux espaces de Banach. On dit que Ay est s‘injecte
dans Ay et on écrit A — As, si pour toute fonction [ appartenant a Ay, on a f appartenant

a As. De plus il exist ¢ > 0 telle que

< ell flla -

Définition 1.1.3 [10] Soit E;  (R™) est l’espace de Besov ou l'espace de Lizorkin-Triebel.
On dit que E, (R™) est un algébre si ES - Ey, — E,,. De plus, il exist une canstante

¢ > 0 telle que pour toute f et g appartenant a E, , on a

/-9l

g, <l f]

p,q

B | g ‘ Epa

Proposition 1.1.1 [10] Soient s € R et 0 < p,q < co. Alors les deux propriétés suivantes

sont équivalentes

(4) B, , (R") est un algébre
0<p§oo,0<q§ooets>%,
(i) ou

O<p§oo,0<q§16ts:§.

Proposition 1.1.2 [10] Soient s € R, 0 < p < oo et 0 < q < co. Alors F; (R") est un

algébre si et seulement si

0<p<q§ooets>§,
ou

(i)
0<g<p<ooets>—L-"1



1.2. Espace de Besov et espace de Lizorkin-Triebel

1.2 Espace de Besov et espace de Lizorkin-Triebel

Pour toute les définitions, les propositions et les propri¢tés de B, , et FJ de ce paragraphe
,on peut consulter les livres de Triebel [15] et [16], on pourra aussi voir le livre de T.Runst

et W.Sickel [14].

1.2.1 Espace de Besov B

Définition 1.2.1 [14] Soient s € R et 0 < p,q < o0o. L'espace de Besov By  (R") est
Uensemble de toutes f € S' (R™) telles que

(ijo(2sj HAijp)q)E < +00 pour qF# o0
B ,(R) — (1.3)

I |
Sup;>o (28] ||Ajf‘|p> < 400 pour q= o0

Définition 1.2.2 (i) B, =C° si s >0et s ¢ N.

(4i) Bj , est un espace quasi-Banach(espace de Banach simin(p,q) > 1).
e>0et 0<qy,q1 <0
(i) Byjg = B, si 4 ou

e=0et0<qg<qg <

(7v) Soient so—pﬂozsl—pﬂl et 0 < qo < q <o ,alors

S S
B = Bpig avec (0<po<p1 <00).

1.2.2 Espace de Lizorkin-Triebel FJ,

Définition 1.2.3 [1// Soient s € R,0 < p < 00 et 0 < g < oo,L’espace de Lizorkin-Triebel
s (R") est l‘ensemble de toutes f € SI(R") telles que

< 400 pour q# oo
p

I.f] (1.4)

) { (250 29 1257107
a0 HSUpjzo (259 |Ajf|)Hp < 400 pour g = o0

Remarque 1.2.1 Dans la formule (1.3) (resp. (1.4)) on peut remplacer A; par A7* avec

a> 3 (resp. a > %) ,et on obtient ainsi une norme équivalente dans B;, , (R") (resp. F, (R™)) .

min(p,q



1.3. La relation entre Flf 4 €t B;q

Proposition 1.2.1 (i) F; est un espace quasi-Banach (espace de Banach si min (p,q) > 1).
(11) F)y = LP et F3y= HS pour 1 < p < o0
e>0et 0<qp,qu <0
(ifi) Frte — Fs. i ou
e=0et 0<qgo<q <00

(1) soient sy — p% =5 — pﬁl et 0 < qo < q1 <oo.alors

F;(())ylm - F;117q1 avec (0 <Ppo<p1 < OO)

1.3 La relation entre F]‘j’q et B;jq

Nous allons énoncer quelques inclusions entre B et [ , ou les démonstrations se trouve

dans le livre de Runst et Sickel [14].
Lemme 1.3.1 (i) soient s € R,0 <p < o0 et 0 < ¢ < 00,alors

BS

S S
. [N [N
p,min(p,q) Fp,q B

p.max(p,q)"
(17) soient 0 < p < p; < o0 et s — o =s1 — ,-.alors

s S1
—
Fp,q B

p1,p”

EnplussiO<u§p§v§ooetso—pﬂozs— :sl—pﬂl,alors

SiE

By, — F,,— B,
b

p07u p17v.

Définition 1.3.1 soient s € R. 0 < p < 00 et 0 < g < oo,alors l‘espace LP (£%7) est
() = {{fi} € St fsupp i  {g € R : gl < 2},

ou

< 0.

KA 1L @) = [[{2" A} 1L (@) ]| =

p

- 1
(Zkaq | fl®) e
k=0
soient s € R. 0 < p, g < 00, alors Pespacel®? (LP) est
(29 (LP) = {{fk} C S/ :suppfi C {€¢eR": ¢ < 02’“}},

ou

ik ler ()l = [[{2"fbler ()| = (szwnkai)q < oo,
k=0

10



1.4. Quelques inégalités classiques

1.4 Quelques inégalités classiques

Dans ce paragraphe, on va donner quelques estimations (Young, Holder, Bernstein) comme

outils de la suite de notre travail.

Théoréme 1.4.1 (Inégalité de Holder) soient f € LP (R™),g € L?(R™) avec
1<p,qg<+x et%—{—%:l. Alors

frge L") et |If-gll, < IfIl,l9ll,-

Théoréme 1.4.2 (Inégalité de Young) soient p,q et r € [1,400] tels que 1+ 1 =1 + é.

Alors, Vf € LP (R™) et Vg € LT(R") on a
frgeL"(R") et |fxgl, < |fl,l4l,

Preuve. Fixons g € L9 (R") et considérons l‘opérateur Ty = f x g. on a

Ty (x) = fwglx—y)dy

Rn

ie.,

Tr@)) < [ 1P W o= )l1f @] dy
Donc

ITelly < lgllg 111y,

de plus, par Holder on obtient

[ tst-nas| < lal, 111,

Finalement T': L' — L9 et T : LY — L, par interpolation on obtient alors
T:LP — L" avec %z@—i—ﬁ, %:g, 0 €10,1],

et
1f=gll, < [fll, gl -

11



1.4. Quelques inégalités classiques

Théoréme 1.4.3 (Inégalité de Bernstein) soient 1 < p < q¢ < oo et o € N, il exist une
canstante ¢ = ¢ (a,p,q,n) > 0 telle que pour f € LP (R"™) avec supp fc {£ e R |¢]| < R},
on a

lr@), < eRG= g,

Preuve. Soit ¢ € S (R") telle que ¢ (§) = 1si [¢] < 1.
on pose pr (£) = ¢ (%) telle que g (€) =1 |£] < R, alors on a

FEO=¢r@)f©), et [fO=(Flop)®«rf.

D’aprés I'inégalité de Young , on obtient

7@, < || (F o) ®

1 _
Sl avee 142 =

Comme pour tout z € R", on a

(Flop) (@) = R (F ') (Ra),

donc
|Fren @ = Bt | F 1))
ie.,
Hf(a)”q < CR'aHn(%*%) ||f||p, avec c:H(}ngo)(a) )
n

Lemme 1.4.1 Soit 0 <a <1 et 0 < g < oo, alors pour tout suite réelle positive {e;} € (%,

on a
k

kE —J
a a’€;

J=0

+ < cllerlle s

o0
3 ad;
a a 6]

i=k

14 0a

avec
<C -9 (1 _ amin(l,q))m) )

Preuve. le cas 1 < g < 0o, on pose
k )
_ .k —j /. =k j
e = a E ale; . m=a E a’e;,
Jj=0 Jj=k

12



1.5. Les fonctions a p— variations bornées

donc

k

_ k —j

m = a E a €
J=0

=0
D’aprés I'inégalité de Holder

k k
ng S (Za(k_‘j)eg)(Zaj(k_ﬂ))q/
7=0 7=0
donc, pour tout N € N
N N j=N k=N
.9 .
D < (Q_a) () alt)
k=0 i=0 =0  k=j
< (Qoa)(Q e,
i>0 §>0

donc
Ikllee < 125 llesllea
De méme pour 7.

Pourlecas 0 < ¢ < 1,on a

N j=N k=N
Yol < Q> atk),
k=0 j=0 k=j
Donc
Ieler < ()7 Ml
[ |

1.5 Les fonctions a p—variations bornées
Dans cette section, nous rappelons quelques Définitions et propriétés concernant les fonctions
a p—variations bornées.

Définition 1.5.1 [17] Soitp € [1,400[, alors une fonction f : I — R est dite a p—variation

bornée, s’il existe ¢ > 0 telle que

S Ift) = flte)P < &,

K+1

13



1.6. Exemple de fonction dans ’espace de Besov

pour toutes les suites réelles finies ty < t; < ... < ty de I, le minimum de ses constantes
¢ est noté par v,(f,I). Nous désignons par v,(I) l'ensemble des fonctions f : I — R a
p—variations bornées.
e Nous utiliserons les abréviations v, = v,(R) et v,(f) = v,(f, R). En considérant une suite

avec deux termes, on obtient

[f(@) = FW < wlf, 1), Ve,yel (1.5)

Par conséquent, toute fonction de v, (/) est bornée.
e On peut facilement prouver que v,(I) devient un espace de Banach, s’il est muni de la

norme suivante

1 llopry = suplf (@)l +wp(f, D), V€ vp(l).
Proposition 1.5.1 Soita € I° et Iy = |—o0,a[N 1, Iy = [a,+oo[N]

1. Si f € vy({), alors
vp(f: 1) + vy (f I2) < v (f, D). (1.6)

2. Si f; € vy(L;) pour j = 1,2, alors la fonction f: I — R telle que fI; = f; pour j =
1,2, appartient a v,(/), de plus

vp(fi 1) S vp(fr, 1) + vp(f2, I2) + sup |fil + sup | fa] - (1.7)

Preuve. Voir [10] =

1.6 Exemple de fonction dans ’espace de Besov

Dans cette section, on va donner un exemple de fonction dans I’espace de Besov
f(z) =wvp (2) (la valeur principal de 1 ).
On a

~

7(€) = —imsgne

et
suppA, f C {€eR: ¢ <2},

14



1.6. Exemple de fonction dans ’espace de Besov

D’apres I'inégalité de Bernstein , on obtient
(11
18,f1, < a2 A, (22, (L8)

D’autre part , on a

1801, = @m7# &7 (lanchere)
= e e ]|
= 622%7

car p € D(R).
Alors 'équation (1.8) devient

1A fll, < cQj(l_%), ¢ = cic,
d’ou

2 A ], < @),

La série ijo 2j(8+5)q, 1 < ¢ < +0o0 converge si s < _z%’ ce qui donne f (x) = vp (%) €

B, (R) dans les deux cas suivants

15



Chapitre 2

Fonctions qui opérent sur certains

espaces fonctionnels

Dans ce chapitre, on va étudier les fonctions qui opérent par composition & gauche sur
certains espaces de Besov By  (R") ,ou s > 0, p,q € [1,400].On cherche & caractériser les

. . P , s Y s
fonctions qui opérent par composition & gauche sur 'espace B, , (R"). i.e., nous étudions
les conditions nécessaires de Lipschitz pour s > 0.

Nous avons alors les résultats suivants:

Théoréme 2.0.1 [1] Soit s > 0, f: R — R. Si Ty envoie B;  (R") N L*® (R") dans

By . (R™), alors f est localement lipschitzienne.
Théoréme 2.0.2 [1] Soit s >0, f:R — R.On suppose que

B;,(R") € L*® (R") (autrement dit: s <2 ous=72etqg> 1) . Si Ty envoie By  (R") dans

B, . (R"), alors f est globalement lipschitzienne.

16



2.1. Quelques fonctions de test

2.1 Quelques fonctions de test

Lemme 2.1.1 soient s > 0.5i u € S(R"), il existe une constante ¢ = c(u,s,p,q,n) >

0 telle que
a/p ‘
Zzajk2]((;)_s)u(2j () — /{3) S C Z <Z |Oéjk|p> s
3>0kezn B;’q(]}gn) 720 kezn
So% a2 G)u 20 () = k) < e (ZZ (Iajk|2j?%(2j(-)—k))q> :
j>0kezZn Fs (&™) i>0kezn ,

ou s désigne la fonction caractéristique de Q.

Démonstration. Les estimations résultent des Théorémes 3.1 de [12] et 5.3 de [11], appliqués

a chaque fonction coordonnée de u. m

Lemme 2.1.2 pour toute fonction u € S (R") .il existe une canstante ¢ = ¢ (u, s,p,q,n) >

1/p
< ¢ (Z |0zk|p> :
Bls)’q(Rn) kezm

Démonstration. En faisant j = 0 dans le lemme 2.1.1, on a le résultat. m

0 telle que

Lemme 2.1.3 On suppose que B; . (R") € Lo (R™) <autrement dit 0<s<2ous=7"etq> 1) ,alors
il existe une suite (¢V)V21 de fonctions de classe C* portées par Q, telles que ¢, (x) =1 sur

le cube 277Q) et

VE{EOO H¢VHB§,Q(R") = 0
Démonstration. .Dans le cas s < %.on pose ¢, (r) = ¢ (2"z) I'estimation

_y(ﬁ_s>
W)uHBgﬂ(Rn) < 27 HSDHB;Q(R”)’

]
permet de conclure.

Supposons maintenant s = % et posons

¢, (x) = vt Z ¢ (2r).

1<j<v

17



2.2. Résultats préliminaires

On a donc ¢, (z) = 1 sur 277Q et ¢, (x) = 0 hors de Q.

Le lemme 2.1.1 donne les inégalités

_ —1 j
00l 5 oy = | 2 0 (@0)
== Bly(R")
< Cy(%)_l_
Alors
Jm éullp, @y = 0

2.2 Reésultats préliminaires
Lemme 2.2.1 soient s >0, f : R — R telle que f (0) =

Ty envoie By  (R")NL> (R") dans B;  (R") .Alors il existe des nombres M > 0 et d > 0

tels que I'implication

HgHBg,q(Rn)me(Rn) < 0 = ”fogHBS (R™) < M.

Soit vérifier par toute fonction g portée par Q).
Démonstration. Supposons au contraire . que pour tout cube R et tous nombres M

et J. on puisse trouver une fonction g .portée par R. telle que

||g|B;7q(Rn)mLoo(Rn) S 5 et ||f

n
Donnons -nous une suite (R;), . de cube disjoints et des fonctions ¢; € D (R"), (j > 0)
telles que ¢; (x) = 1 sur 3R, et @; (z) = 0 hors de R;.On notr M; la norme de l'opérateur

g — ©;g, agissant sur By _ (R™). et on choisit des fonction
gi :R"— R, 7=0,1.,
telles que

By ,(R®)NL> (R) < 277 |f

@)y > JM;.

supp g; C 5R;, 1lgjl

18



2.2. Résultats préliminaires

Alors la fonction g = Z i appartient & By (R")NL> (R") et ona ¢; (f og) = foy;.
Jf b

Donc

JM; < |[(fog) @l

< Mjllfoyl

B oo (R™) Bs . (Rn)» Pour tout J-

ce qui absurdre.
Lemme 2.2.2 soient s >0, f:R — R telle que f(0) = 0.

T envoie By (R") dans By  (R"). Alors il existe des nombres M > 0 et 6 > 0 tels que
I’'mplication

By oy S M

195, @y < & = [foul

soit vérifier par toute fonction g portée par Q).

Démonstration. En utilisant la méme démonstration comme le lemme 3.4 =

Lemme 2.2.3 soient s >0 .f : R — R.Supposons que Ty envoie B;  (R")NL> (R") dans

B, . (R") .alors quel que soit ar € R. il existe un opérateur non linéaire
Us : By, (R")NL®R") — B (R").
et des nombres 0, M > 0 tels que

Uug (x) = [flar+g(2)) = flar), Vred.

et
1Uag]

By = M

pour toute fonctions g € D (R"). a support dans (. satisfaisant
< 0.

HQHB;Q(Rn)mLoo(Rn) =

Démonstration. Considérons 'opérateur non linéaire

Vag (z) = ¢(x)(f(@/+g(z)) - f(ar)), VeeR"
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2.3. Preuve des Théorémes 2.0.1 et 2.0.2

On a alors

Vg (1) = o) (f(e(@/2) (@ +g@) - f(g@/2)a), VYreR"

Vo envoie donc By  (R") N L= (R") dans B; , (R") et , en raisonnant comme dans la

preuve du lemme 3.4 . on voit qu’il existe un cube @)/ C @ et des nombres 9, M > 0 tels que

‘|g|B§’q(Rn)ﬁL°°(R") <0 = ||Va’g|Bf,,oo(R") = M,

pour tout fonction g € D (R") telle que supp g C Qr.Posans Q7 = rQ + bavec r > 0
et b € R", et
Uwg () = Vul(g(r™r(-=0)))(rx+0b), VreR™

Alors
Uwg(x) = ¢(re+0b)(f(a/+g(x)) — f(ar), VzeR™

Par l'inclusion @/ C ). nous avons ¢ (rz +b) = 1 sur Q.

Proposition 2.2.1 s0it 0 < s < { avec { entier .une distribution f appartient a B, , (R")

si et seulement si f € LP (R") et

Nyo(f,t) = Os;;glt_swp,g(f,t) < +oo,

ot Wy (f,t) = supjy < </ AL F ()] dx) De plus || f|[, + Npe(f) est une norme
Rn
équivalente dans By  (R").

Démonstration. voir (14) m

2.3 Preuve des Théorémes 2.0.1 et 2.0.2

Soit b, b/ dans R. N > 1 et r,v qui seront choisis en fonction de b et b/.Nous considérons
I’ensemble

et nous définissons

20417
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2.3. Preuve des Théorémes 2.0.1 et 2.0.2

ou ¢ est un entier fixé tel que ¢ > s, et la fonction
g@) = Y (G (2—k) (1 =b)+ ¢, (2)0.
keAn
Le lemme (3.2) donne l'inégalité

> GG k)

keAn

By 1 (R™)
2.3.1 Preuve du Théoréme 2.0.1

Supposons I'opérateur de composition Ty envoie I'espace de Besov B, ; (R")dans By  (R")
(c’est suffisant puisque I'espace B3, (R") se plonge dans tous les Bs  (R™) N L™ (R™)) . Soit
un nombre réel a/ qui reste fixé dans la suite de la preuve. Alors nous obtenons un opérateur

U, et des constantes 9, M selon le lemme (3.6). On prend v =1 et

1
6N -

T —_=
Puisque a < % les cubes r (2aQ + k), k € Z". sont deux & deux disjoints. par définition
de r, nous avons 7 () + k) C ) /2 . pour tout k € Ay.Alors
Uuwg(x) = f(ar+b)—f(ar), si ze€r(aQ+k) pour ke Ay,

Uuwg(x) = f(ar+b)— f(ar), size(Q/2)\Ureayr (2aQ + k).

Grace au choix de r. on a

NN Y e GG-R)| = TN el < e
keAn 00

On obtient
Yoo = i
kGAN st)’l(]Rn)

En utilisant la relation entre » et N .nous obtenons

ST (E(z k) (1 —b) + 6, (2)0

g1

B (RM)  —
k:EAN B;J(Rn)
< =0l > e (R (: k) + bl o1l 55 , )
keAy By 1 (R™)
< b= bl (e N%) + el
< coN?® |bt — b| + ¢ |b]
< o (N*[br— |+ Jb])
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2.3. Preuve des Théorémes 2.0.1 et 2.0.2

Maintenant on suppose

max (o], b — ) < L

2¢o?

et on définit N par la propriété

s é s
N§m<(1\7+1).

Remarquons que la définition de N implique

s 6
N Z 23+162|b7b/| -

Par la condition (3.5) et par définition de N. nous avons

lollgs oy < e (V¥ [br= 8] +]b)
< CQNS|b/—b| +02|b|
) 6
< 26—5] |b/ — b| + CQE
) é
< 5+535
< 5

Puisque le support de g est inclus dans () .on en déduit

[Uarg]

B @y = M

Pour tout = € r (aQ™ + k) . nous avons

x4+ jraes €r(Q+k), Vji=0.---.0
r+jrae; ¢ r(2aQ + k), Vj=1.---.L

Les relatios (3.3) et (3.4) donne aussitot

|A£ael (Uwg) (I)‘ = |f(ar+b)— f(ar+ )|

Par la proposition 3.1 nous obtenons

S / AL, (Uug) (@) da
B0 (B) (kEZAN r(aQt+Fk) | ‘

> o br) — b)["d
> (o) (g%ﬁwwMUW+f>me»|x>
> cs|f(ar4+b1) — f(ar+ )| r*Norr

= o N°|f(ar+01) — f(ar+ D).

P

1Uagl

S =
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2.3. Preuve des Théorémes 2.0.1 et 2.0.2

En prenant en compte les inégalités (3.6) et (3.7). nous voyons que la conditions (3.5)
implique

|f (a7 +b1) — f(ar+1)| < %V)—M,

qui signifie que f est lipschizienne dans un voisinage de a/.

2.3.2 Preuve du Théoréme 2.0.2

Soit f une fonction satisfaisant I’hypothése du Théoréme (3.2) on se propose de mettre en

évidence des constantes o > 0 et K > 0 telles que |0/ — b| < 0 entraine
[f ()= f () < Kl[br—b],

quels que soient b et b/ dans R.

Soit la fonction g telle que

gl) = D e (E—k)Br—1)+ ¢, (2)b.

keAn

Les entiers positifs v et N .ainsi que le nombre r € ]0, 1] .seront précisé dans un instant.
Le lemme (3.3) nous autorise & choisir v tel que

bl 6vll 5y, @ny <
de sorte que N et r devront satisfaire les relations:

S@BIr=b)" < er» Ny < §(2|br—10])7",
riN < 2-v—2

L’estimation (3.2) et la relation (3.8) entraineront

191l 55 ,@mynzoe@ny < N9llss @)
< | —b| H d ek (:-k) + 101160 ll 55 ey
keAN B;’l(]R")
< |br—bleNv +3
< S2[br—b) b=t +3
slbr=b| | s
< 2b—b] T 2
58 _
< 5+5= 0.
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2.3. Preuve des Théorémes 2.0.1 et 2.0.2

L’inégalité (3.9) nous garantit I'inclusion
r(Q+k)C27Q, pour ke Ay
et par conséquent
glx)y=0b, sizer(aQ+k), ke Ay,

g(x) =0, st x € 277Q \Ugeay (20Q + k) .

Pour s < %, il suffit de poser

ro= (5(201\b/—b|)1N2>$1_3,

alors TN = c|br — b[ T Ns » est de 'ordre de grandeur de Ns , 'hypothese 0 < s <
2, un choix convenable N' = N (4, |/ — b[) permet d’avoir(3.9).

Supposons maintenant s = %

Si|br—0b| < g.il est possible de trouver un entier N > 1 tel qu’on ait (3.8). On choisit

alors 1 assez petit pour avoir (3.9). il vient alors

1f < M
Pour tout = € r (@™ + k) .nous avans
z+ jrae; € r(Q + k) \Upeayr (20Q + K1) , Vi=1,..,¢

Alort (3.10), (3.11) et (3.12) nous donnent

|Alae, (fog) (@) = [f(br)—f(b)].

Par la Proposition(3.1) nous optenons

n fae, (fog)(z Pdx
o (R™) > (k;:/OlQ++K (f 9)( )| >

= () (Z IR da:)

= (ra)’|f(br)—f(b dx :
(ra) 1 () — 1 (8) (Z/(Q) )

= (ra)*|f (B) — £ ()] [raQ*]? (Z)

keAn

= |f ()~ fO) 2N +1)7 (ra)”* ]raQﬂ% .

hSA

1/

24



2.3. Preuve des Théorémes 2.0.1 et 2.0.2

L’encadrement (3.8) implique

HfOQHBZS)’OO(Rn)

| (br) = f (b)]

IN

n 1
(2N+1)7 (ra)~*[raQ+|?
caaMri PN »

< oM —b,

IN

que signifie que f et globalement 1 ipschitzienne .
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Chapitre 3

propriété de composition dans le cas

critique de ’espace de Besov

Le calcul fonctionnel dans les espaces localisés-uniformes jouent un role dans diverses ques-
tions d’analyse mathémathiques. Par exemple, si E est une algébre de Banach de fonctions
pour la multiplication usuelle, il est naturel de conjecturer que I’ensemble des multiplica-
teurs de E est précisément Fj,, conjecture confirmée dans le cas des espaces de Sobolev
H* (R™) pour s > %, plus de détaille (voir, [5]) .

Ils interviennent aussi dans la caractérisation des fonctions , qui opérent par composition &
gauche sur certains espaces fonctionnels. Ainsi, les fonctions de R dans R qui opérent, en ce
sens, sur 'espace de Sobolev critique W) (R") . ot Pentier m vérifie m = % > 1. sont précsé-
ment celles dont les dérivées appartiennent localement-uniformément a W,"~* (R) ,voir [6].
L’extension de ceThéoréme aux espaces de Sobolev fractionnaires est une question ouverte.
Dans ce chapitre on va étudier L’opérateur de composition Ty = fog agissant sur les espaces
de Besov avec p € [1,+o0], ¢ € |1,40o0] et s = %> 1. Si [ est une fonction de R dans R
telle que Ty envoie By (R") dans By (R"). alors f7 appartient localement uniformément

a By ' (R).
Définition 3.0.1 on dit que f € Ejpe—unif, si Vo € D(R™) on a

(@) (rap)-fEE (Va € R"),
(b) 3C, >0 tel que ||[(1a) - fllg < Cy (Va € R™).
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3. propriété de composition dans le cas critique de I’espace de Besov

Proposition 3.0.1 St E est une algébre, alors
M (E) = Elocfum'f
Démonstration. .Soit g € M (E), on a

1(a) - 9llz < M9llaree) I7all
= N9lla) el = Ce

D’ou g€ Eloc—unif-
Inversement, soient f € Ejpe_unir €t ¢, € D (R") telle que ¢y = ¢, on a

Ifell, = [1(fY) el

< Nrdlgllels-
Car, fip = frou € E et E est une algébre, de plus
| follg = Ifrovlly < Cy (par définition) ,

d'ot, ||follz < Cllellz - par conséquent f € M (E).
Théoréme 3.0.1 pour 1 < p < oo. Alors on a
M (LP) = L*=.

Démonstration. Voir [5]

Définition 3.0.2 Soit E est un E.B.D et m un entier positif ’espace de Sobolev W™ (E)

d’ordre m de base E est défini par

Wm(E) = {feDI(R"): fDeE pour tout |of <m }.

W™ (E) est un E.B.D pour la norme

1l = D I1F9,

laj<m
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3.1. Localisation d’un espace de distribution

Lemme 3.0.1 [1] Soient s >0, f:R — R, une fonction s’annulant & lorigine telle que
Ty = fog enwoie By, (R") dans B;  (R").Alors il existe des nombres M >0 et 6 > 0 tels

que implication

< M,

||g|B;_’q(]R”) <0 = ||fog|B;m(Rn) =

soit vérifiée par toute fonction g portée par Q).

3.1 Localisation d’un espace de distribution

Définition 3.1.1 Soit E un espace de Banach de distribution dans R™.On dit que [’espace
E est un D (R") —module si of € E pour tout ¢ € D (R") et tout f € E.

Définition 3.1.2 Soit E un espace de Banach de distribution dans R™. E,. est [’ensemble
des distributions f € D' (R") telle que o f € E pour tout p € D (R").

Proposition 3.1.1 Soit E un E.B.D. Si E est un D (R") —module,alors l'opérateur linéaire
f—— @f est bornée sur E , pour tout ¢ € D (R™).

Démonstration. On a

p e DR") = e C>® donc ¢ est continue.
fer = D' (R") donc f est continue

Alors, ¢f est continue et puisque E est un D (R") —module (i.e., pf € E) , donc on a
H : F—F

fo— H({f)=¢f

est un opérateur linéaire et continue sur £ = H est bornée sur E.

Proposition 3.1.2 soit E un espace isométriquement invariant par translation. St E est

un D (R™) —module, alors

17l = el Vo e D(R"), VaeR"
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3.1. Localisation d’un espace de distribution

Démonstration. On a

17l = sup ITapfll;  VfEE, VaeR"
=
= sup ||l¢7—ofllp Vf€EE, VaeR"
£l z=1
= sup et fll 5, car T_of € E
I7—afll =1
= ||90||M(E)~

Proposition 3.1.3 Soit E un E.B.D .Si E est un D (R™) —module et si f € D' (R™), alors

les trois propriétés sont équivalentes

(i) [ € Ejoe.
(1) 11 existe une fonction positive non nulle ¢y € D (R") telle que (T,¢0) f € E pour

tout a € R™.

(73i) pour tout a € R", il existe un cube ouvert D dans R™ contenant a et g € F tels
que g /D =f/D.

Démonstration. . (i) = (ii) =

Sifée€FEy,=—¢fc€kE YoeD(R").

Onar,peD(R"), VoeD(R"), Vac (R"), donc Jp € D (R") positive telle que

(TaSOO) f € E

(ii) = (iid)

soit ¢ € D (R") telle que

e(x)y=1 sur %Q
supp ¢ C @

(ot @ est un cube ouvert dans R"™ contenant 0).

On a 7,90 € D(R"), par (ii) (T,¢) f € E, et on a 7,9 () =1 sur %Q + a, donc

(ta0) f=f sur %Q +a.

(i7i) = (7)
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3.1. Localisation d’un espace de distribution

Supposons que f a la propriété(iii) , il existe les intervalles I; = et distributions g; € E
pour j € J ={1,...,n} telles que g; /D; = f /D; .

On considérons ¢ € D (R?) telle que suppy C Uje;D;.

Soit (), une partition de I'unité relative recouverement (D;),_; de suppy ie., »; €

D (R") et ng%j () =1 pour z € Uje;D;, donc ¢ = gpzjg%j ie,

fe = D pxf

JjeJ

= Y pxg €E

jeJ

Donc f € Ejge.

Définition 3.1.3 Soit £ un E.B.D. Si E est un D (R") —module isométriquement invari-
ant par translation, on dit qu’une distribution f appartient (Ey,) localement uniformément

a E si l'une des conditions suivantes est satisfaite

(1) Il existe une fonction positive non nulle ¢y € D (R™) telle que (7,0) f € E pour tout

a € R", et [|f]l g, = supeern [[(Tao) fllp < 400
(77) pour tout ¢ € D (R"™) on a (7,¢) f € E pour tout a € R", et

sup [(rag) fllz < +oo.
aceR”

Proposition 3.1.4 [2/ On a
(i) < (i1)
Démonstration. (i) = (ii) =
Soient ¢, g € D (R™) et @ un cube ouvert de R™ tel que ¢y ne s’annule pas sur Q.

On a suppy compacte = 3 1, x9, ..., x, dans R" tel que suppy C Uj:jf (Q + ;).

Il existe une fonction s € D (R") telle que

QO = Z% (T:Ej SOO) .
J=1
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3.1. Localisation d’un espace de distribution

Donc pour tout a € R

1Ga) Fle < D M1(7as0) (s 20) £l

< sup ||(reo) fllp Y lmasel
z€R2 =1
< sup |[(7e0) fllg Y, sup [|(7a%) fllg
7ER? = Il=1
= sup ||(Tz0) Sl g § ”Ta%HM(E)
TER2 =1
< nllsdly e sap [[(Tapo) fll g
z€R2
< 400

(i) = (i) évidente.

Remarque 3.1.1 E;, est un D (R") —module isométriquement invariant par translation

pour la norme ||—||p, -

Proposition 3.1.5 [2] Soit p € ]0,+o00[.Alors une fonction mesurable f sur R™ appartient

a LP (R™),, si et seulement si

sup </ |f(1:)|pd:z:)p < +o0,
acR™ Q+a

ou () est un cube ouvert donné dans R".

P
Démonstration. 1) Soit f une fonction telle que sup,cpn ( / If (2)] dx) < 4o00.
Q+a
n

On considére la fonction ¢ € D (R™) telle que

supppo C Q et (Tap0) f € LP (R™).
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3.1. Localisation d’un espace de distribution

On obtient

(rag0) (2) £ ()] dm)p - (/Q+a |(Tatp0) () f ()] d“f)p
< (SUPseqra) Tato (2)]) (/Q
< (supyeo o (@) (/Q+a f (x)” dx>p

1

ol (/Q Fordr)

+o0.

Iagu) 1, =

RTL

P o) ’1”

“+a

IN

IN

Donc, f € L? (R"),, .

2) On suppose que f € L, (R"),, i.e., pour tout ¢ € D(R"),On a (1,9) f € L, (R™).
Pour tout a € R™,et sup,epn [|(Ta) fl|, < 00

On considére ¢ € D (R") ,tel que ¢ (z) = 1 sur ,On obtient

(/Qm|f<x>|pdx)’l’ - (/w|<raw> (w)f(x)lpdw);

< (swsenn 67at) £ @), )

< +o0

Donc

SUP,cRn (/Q |f ()] dx) "< .
+a

Proposition 3.1.6 [2] Soit E un E.B.D.Si E est un D (R") —module, isométriquement

inaivariant par translation, il en est de meme pour W™ (E) et on a

(Wm (E))z = wn (Elu) .

u

Démonstration. On a m

W (E) est un E.B.D.pour la norme || f|lyym g = Z|a\§m Hf(a)HE'
of € W™ (E) pour tout ¢ € D (R") car pf € E, donc W™ (E) est un D (R") —module.

32



3.2. propriété de composition dans l’espace de Besov

Tof € W™ (E) pour tout a € R™ et [|7af|[yym ) = | fllymg) car ¢f € E,donc W™ (E)
est un isométriquement invariant par translation
Vo € D(R"), (rap) f € (W™ (E))
pour a € R", et supgegn [[(7a) [ llyym () < +00
Vo € D(R"). ((rap) /) € B

pour a € R", et sup,cgn H(Tago) f(a)HE < oo, |al<m

feWm™(E), <

u

—

— fe (W™ (EL)).
Donc
(W™ (E))y, = W™ (Ew)-

u

3.2 propriété de composition dans 1’espace de Besov

Soit f, g deux fonction quelconques
OnaAuf(z)=f(zx+h)—f(x), heR"

Donc

An(fg)(z) = flz+h)g(z+h)—f(z)g(z)
= fle+h)glz+h)—f(@)gz)+f(x)glz+h)—f(z)g(z+h)
= (fle+h) = f@)glx+h)+f(z)(g(z+h)—gx)
= (Anf (2)) g (z) + [ (2) (Ang () -
Donc, on a
An(fg) = (Auf)(1-ng) + f(Arg), heR™ (3.1)
On a

A (fg) (@) = An(An(fg) ()
= (AR (@) (ang () + (ARg (2)) (=i f () + (Anf (2)) (A2ng (2))

ie.,

Aj (fg) = (A7) (Toang) + (A7) (T-nf) + (Anf) (A2ng), heR™ (3.2)

Pour tout £k € N*, on a
k—1

Ay = 27, =) 277IA2, . heR™ (3.3)
1=0
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3.2. propriété de composition dans l’espace de Besov

Pour tout sous ensemble borélien A de R, 1 < p < 400, on pose

wpa (fi1) = supjy< (/ AL f (z \pdx)p,
Mpa (f,t) = supp < (/ |AZf ()] da:)

Donc les cas A = R",on pose
WpRn = Wp,
Nprr = Tlp-

Lemme 3.2.1 Soient s = et q > 1,alors il existe une suite (0,),>, de fonctions de classe

C, portées par 4Q), telles que 0, (x) = 1 sur le cube 2*77Q et lim, . |6, ]| g ®n) = 0.
p,q

Démonstration. voir [1]. =

Théoréme 3.2.1 Soits =2 et q>1, f: R — R, siTy enwvoie B; , (R") dans B, , (R"), alors
fre B M (R) localement uniformément.

Démonstration. On suppose que Ty envoie B;  (R") dans By, (R"), tels que
n
s=— m<s<m+1 avec meN, g>1.
p
|

Donc il existe une suite (6,),, de classe C*°, portées par 4Q), telles que 6, (z) = 1 sur
2—v : _
le cube 2277Q) et VETOO 101l 55 (gny = O
Par le lemme 3.0.1, il existe des nombres M > 0 et § > 0 tels que pour toute fonction

€ B, , (R") dont le support est inclus dans 4Q).

< M. (3.4)

Bj ,(R™) <0 = ||f

Hg‘ Rn)

Soit ¢ une fonction dans D (R") & support dans 4Q tel que ¢ () = x sur 2Q).

Pour a € R,b € R* et v > 1, nous définissons la fonction g par

g(x) = ab,(zr)+bp(2'z). (3.5)

On choisit v = v (a) > 1 tel que ||6, HBS L&) S 3q et ona

le (A C)llg

a1
s g(R™) < CATP ||(P| B3 ,(R") VA > 1. (36)
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3.2. propriété de composition dans l’espace de Besov

On définit b par 'égalité
b = .

2llellpg ,@n)”

Donc on a

< lal]l6,]
< 0.

191l 5 , ) e DRl A AR Q)] P

Par la construction de g, on voit que
Ay (fog)(x) = cAnf (2¥br +a). (3.7)
Nous avons f est lipschitzienne, donc on obtient
e (R),. (3.8)

Etape 1 Lecas m < s <m + 1.

Par I'implication (3.4) et la propriété, on obtient

|(fog)] M. (3.9)

s—m <
Bp"(R™)  —

En appliquant (3.9) et (3.7), on voit aussitot que

</ (tms ([ 1t o v apac) ) —) o
(/Ob <tm5 (/bQMmt(f’) (a:)lpda:>;)q%>; < M. (3.10)

pour a € R", on obtient

et donc

b q
s ([t epsonna (107 4)" < 2t
0

acR?
ie.,
e (B (R)),, -

Etape 2 Le cas s =m + 1.

En utilisant 'implication (3.4) et la propriété, on obtient

< M. (3.11)

By =

[(fog)]
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3.2. propriété de composition dans l’espace de Besov

Par l'estimation (3.11) et 1’égalité (3.7) nous obtenons

1
b 7
suﬂ%) (/ t 0pbgpta (1 1)) %) < M, Ya € R™.
acR™ 0

ie.,

f e (B R)),,.
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Conclusions générales et perspectives

Dans ce mémoire, on a étudié les fonctions qui opérent par composition & gauche sur certains
espaces de Besov de B (R") ou s > 0, p,q € [1,4+00]. On a cherché a caractériser les
fonctions qui opérent par composition a gauche sur I'espace B, , (R™), i.e., on a étudié les
conditions nécessaires de Lipschitz pour s > 0.

Finalement, on a étudié¢ L’opérateur de composition 7y = f o g agissant sur les espaces de
Besov avec p € [1,+0o0], ¢ € |1,+0] et s = % > 1. Si f est une fonction de R dans R
telle que Ty envoie By (R") dans By, (R"). alors f7 appartient localement uniformément
a By ' (R).

e Dans les travaux futurs, nous étudierons la propriété de composition sur d’autres espaces

fonctionnels localisés uniformes.
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Abstract:

In this memory, we studied the functions which operate by left
composition on the Besov spaces Bg,q (R™),wheres >0, p,q €

[1, +o0]. i.e., we have studied the necessary Lipschitz conditions for s >
0. Finally, we studied the composition operator T¢_ 4 acting on Besov

spaces withp € [1,+x],q €]1,+o0] and s = g > 1.

Key words: Besov spaces, Composition operators, Functions with

bounded p-variations, Uniform localization.
Résumeé:

Dans ce mémoire, on a étudié les fonctions qui opérent par
composition a gauche sur les espaces de Besov Bg'q (R™),oUs >
0,p,q € [1,+00]. i.e., on a étudié les conditions nécessaires de
Lipschitz pour s > 0. Finalement, on a étudié 'opérateur de
composition Ty = f°g agissant sur les espaces de Besov avec p €

[1,+0],q €]1,+00] et s = % > 1.

Mots-clés: Espaces de Besov, Opérateurs de composition, Les

fonctions a p-variations bornées, Lcalisation uniform.



