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 الملخص:

 فردهولم التكاملية من النوع-رة هو إيجاد حلول تقريبية لمعادلة فولتيراالهدف من هذه المذك

بالإضافة إلى ذلك، يتم تقديم بعض الأمثلة حدود فيتا بال لوكاس  اتالثاني باستخدام كثير

.الطريقة المقترحة للتحقق من فعالية  

 الكلمات المفتاحية :

فردهولم -المعادلات فولتيرا–فريدهولم  المعادلات التكاملية–لفولتيرا المعادلات التكاملية 

طريقة التجميع– كاسليكثيرات حدود فيتا بال –التكاملية  - 

Résumé : 

L'objectif de ce mémoire est de trouver des solutions approximatives à 

l'équation intégrale de Volterra-Fredholm du deuxième espèce en 

utilisant les polynômes de Vieta-Pell-Lucas. Des exemples sont 

donnés pour vérifier l’efficacité de la méthode proposée. 
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Equation intégrales de Volterra-Fredholm, Polynôme Vieta-Pell 
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Abstract 

The objective of this memory is to find approximate solutions to the 

Volterra-Fredholm integral equation of the second kind using Vieta-

Pell-Lucas polynomials. Examples will be provided to illustrate the 

proposed method. 
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Introduction

Introduction
Les équations intégrales occupent une place fondamentale dans la modélisation math-

ématique de nombreux phénomènes physiques, chimiques et biologiques. Parmi les types

d’équations intégrales, les équations de Volterra-Fredholm qui ont la forme:

ϕ(x)− λ1

x∫
a

kv(x, t)ϕ(t)dt− λ2

b∫
a

kf (x, t)ϕ(t)dt = f(x), x ∈ [a, b]

Résoudre analytiquement ces équations s’avère très diffi cile en raison de leur nature

hautement complexe. En effet, les méthodes analytiques traditionnelles, ne sont souvent

applicables qu’à des cas très spécifiques. Par conséquent, il est essentiel de développer des

méthodes numériques précises pour obtenir des solutions approximatives de ces équations.

L’objectif principal de ce travail est de développer et de démontrer une méthode de

collocation effi cace utilisant les polynômes de Vieta-Pell-Lucas, permettant de trouver des

solutions numériques précises à ces équations complexes.

Ce mémoire est structuré en trois chapitres :

Premier chapitre : Nous introduisons les concepts fondamentaux et les théories de

l’analyse, y compris les espaces de Hilbert et de Banach, ainsi que la théorie des opérateurs

bornés, compacts et intégraux. Cette base théorique est essentielle pour comprendre les

équations intégrales et les méthodes de résolution.

Deuxième chapitre : Nous explorons l’existence et l’unicité des solutions des équations

intégrales de Volterra-Fredholm et présentons plusieurs méthodes analytiques de résolution,

telles que la méthode de solution en série et la méthode de décomposition d’Adomian. Des

exemples illustratifs sont fournis pour chaque méthode.

Troisième chapitre : Nous détaillons la méthode numérique de collocation basée sur

les polynômes de Vieta-Pell-Lucas. Des exemples numériques sont présentés pour démontrer

l’effi cacité et la précision de cette approche.

iii



Chapitre 1

Notion d’analyse fonctionnelle

1.1 Espaces fonctionnelles

1.1.1 Espaces vectoriels normés

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur le corps k ( R ou C ) on appelle norme

sur l’espace E toute application ‖.‖ : E −→ R+,vérifant

Pour tout x, y dans E et λ ∈ k

1- ‖λx‖ = |λ| ‖x‖
2- ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖
3− ∀ x ∈ E , ‖x‖ = 0⇔ x = 0

un espace vectoriel muni d’une norme est applé espace vectoriel normé

1.1.2 Espaces de Banach

Définition 1.1.2 (suite de Cauchy). Soit (E, ‖.‖) un espace normé. Une suite (un) est de
cauchy si :

∀ε > 0,∃N ∈ N,∀n,m ≥ N, ‖un − um‖ < ε

1



1.2. Opérateurs

Définition 1.1.3 (Espace complet ou espace de Banch). Soit (E, ‖.‖) un espace normé .
E est dit complet si toute suite de Cauchy dans E est convergente

Tout espace vectoriel normé complet est dit espace de Banach

Exemple: (C [a, b] ,R), ‖.‖∞), l’espace vectoriel des fonctions continues sur [a, b] à

valeurs réelles, mini de la norme ‖f‖∞ = supx∈[a,b] |f(x)| , est un espace de Banach.

1.1.3 Espaces de Hilbert

Définition 1.1.4 (Produit scalaire).Soit H un espace vectoriel sur k (k = R ou C ). Un

produit scalaire sur H est une application 〈., .〉 : H ×H → k

telle que pour tout x, y, z dans H et α ,β dans k on a :

1. 〈αx+ βy, z〉 = α 〈x, z〉+ β 〈y, z〉 ,
2. 〈x, y〉 = 〈y, x〉,
3. 〈x, x〉 ≥ 0,

4. 〈x, x〉 = 0 si et seulement si x = 0.

Définition 1.1.5 (Espaces de Hilbert ).Un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire

est appelé espace préhilbertien. Si,en plus, H est complet par rapport à la norme engendrée

par le produit scalaire, alors H est dit un espace de Hilbert.

1.2 Opérateurs

1.2.1 Opérateurs linéaires

Définition 1.2.1 Soient E et F deux espaces vectoriels .Un opérateur A :E → F est dit

linéaire si:

Pour tout ϕ1, ϕ2 ∈ E ,et α, β ∈ k,

A(αϕ1 + βϕ2) = αA(ϕ1) + βA(ϕ2)

2



1.2. Opérateurs

1.2.2 Opérateurs continus

Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert et A : H1 → H2 un opérateur linéaire. On dit que

A est continu si pour tout x ∈ H1 et toute suite (xn) dans H1 telle que xn → x dans H1 la

suite(Axn) converge vers Ax dans H2, c’est à dire:

lim
n→+∞

A(xn) = A( lim
n→+∞

xn) = A(x)

Il est facile à voir que A est continue si A est continue au point zéro.

1.2.3 Opérateurs bornés

Une application linéaire A entre les espaces vectoriels normés E et F est appelée opérateur

borné s’il existe une constante C > 0, telle que

‖Ax‖F ≤ C ‖x‖E ,∀x ∈ E

En utilisant la linéarité de l’opérateur A, il est facile de voir que A est borné si et

seulement si

‖A‖ = sup
x≤1
‖Ax‖ <∞

1.2.4 Opérateurs compacts

Définition 1.2.2 Soient E et F deux espaces normés et A : E → F un opérateur linéaire.

On dit que A est compact si l’image par A de tout sous ensemble borné de E est relativement

compact.

Définition 1.2.3 Un sous ensemble d’un espace normé est dit relativement compact si son

adhérence est compacte.

Théorème 1.2.1 Soient E et F deux espaces normés et A : E → F un opérateur linéaire.

A est compact si pour toute suite bornée (ϕn) ⊂ E , on peut extraire de la suite

A (ϕn) ⊂ F une sous suite A
(
ϕn(k)

)
qui converge dans F.
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1.2. Opérateurs

Preuve. Soit (ϕn) une suite bornée dans E,comme A est compact,alors A (ϕn) est

relativementcompact dans F ,cette propriété nous donne que A (ϕn) contient une sous suit-

econvergente dans F.

Inversement,prenons un sous-ensemble borné G dans E, et soit (ψn) une suite dans

A(G).Alors il existe unesuite bornée (ϕn) dans G,telle que A (ϕn) = ψn. Par hypothèse

A (ϕn) = ψn

contient une sous suite
(
ψn(k)

)
convergente dans F .

Danc A(G)es trelativement compact,car pour toute suite bornée (ψn) dans A(G) il existe

une sous suite
(
ψn(k)

)
convergente dans F ;

Autrement dit, pour toute ensemble borné G ⊂ E, l’ensemble A(G) est relativement

compact dans F , d’où A est compact.

Théorème 1.2.2 Une combinaison linéaire A = αA1 + βA2 des opérateurs compacts A1et

A2 est un opérateur compact.

Théorème 1.2.3 Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si l’un des

opérateurs A ou B est compact.

Preuve. Soit {ϕn} un suite bornée de E, alors si B est un opérateur borné la suite

Bϕn(x) est aussi bornée, et de la compacité de l’opérateur A il existe une sous suite de

A(Bϕn(x)) qui converge, ce qui implique que AB est compact.

D’autres part si B est compact, on peut extraire de la suite Bϕn(x) une sous suite con-

vergente Bϕn(k)(x), et de la continuité de l’opérateur A car il est borné la suite A(Bϕn(k)(x))

converge, ce qui implique que AB est compact.

1.2.5 Opérateurs intégraux

Définition 1.2.4 On appelle opérateur intégral tout opérateur linéaire A défini sur un

espace normé E à valeurs dans un espace normé F donné sous la forme

Aϕ (x) =

∫
G2

k(x, t)ϕ (t) dt, x ∈ G1

4



1.2. Opérateurs

où k(x t) une fonction mesurable définie sur un ensemble mesuré G1 × G2 et ϕ (t) est

une fonction mesurable définie sur G2 .

La fonction mesurable k(x, y) est dite nayau de l’opérateur intégral A.

Théorème 1.2.4 L’operateur intégral A : C(Ω) → C(Ω) défini par :

Aϕ(x) =

∫
Ω

k(x, y)ϕ(y)dy x, y ∈ Ω

avec un noyau k(x, y) continu est un opérateur compact.
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Chapitre 2

Equations intégrales

Définition 2.0.5 Une équation intégrale est défini comme une équation dans laquelle la

fonction inconnue figure sous le signe d’intégration , la forme générale d’une équation inté-

grale est:

ϕ(x) = f(x) + λ

∫
Ω

k(x, t)ϕ(t)dt

où f(x), k(x, t), sont des fonctions données , Ω un ensemble fermeé, borneé et mesurable

d’un espace euclidien de dimension fini (x et t points de cet espace), λ est un paramétre

numérique et ϕ(x) la fonction inconnue

2.1 Classification des équations intégrales

2.1.1 Equations intégrales linéaires de Volterra

Définition 2.1.1 La forme générale de l’équation intégrale linéaire de Volterra est :

P (x)ϕ (x) = f(x) + λ

∫ x

a

k(x, t)ϕ (t) dt, a < x, t < b. (2.1.1)

où P (x), k(x, t) et f(x) sont des fonctions connues et λ un paramètere non nul, et ϕ(x)

la fonction inconnue.
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2.1. Classification des équations intégrales

1) Si P (x) = 0 l’équation (2.1.1) s’écrit sous la forme:∫ x

a

k(x, t)ϕ (t) dt = f (x)

et appelée équation intégrale linéaire de Volterra du premier espèce.

2) Si P (x) = 1 léquation (2.1.1) s’écrit sous la forme:

ϕ (x) = f(x) + λ

∫ x

a

k(x, t)ϕ (t) dt

et appelée équation intégrale linéaire de Volterra de second espèce.

2.1.2 Equations intégrales linéaires de Fredholm

Définition 2.1.2 La forme générale de l’équation intégrale linéaire de Fredholm est :

P (x)ϕ (x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)ϕ (t) dt, a < x, t < b. (2.1.2)

où P (x), k(x, t) et f(x) sont des fonctions connues et λ un paramètere non nul, et ϕ(x)

la fonction inconnue.

1) Si P (x) = 0, l’équation (2.1.2) s’écrit sous la forme:∫ b

a

k(x, t)ϕ (t) dt = f (x)

et appelée équation intégrale linéaire de Fredholm du premier espèce.

2) Si P (x) = 1 léquation (2.1.2) s’écrit sous la forme:

ϕ (x) = f (x) + λ

∫ b

a

k(x, t)ϕ (t) dt

et appelée équation intégrale linéaire de Fredholm de second espèce.

2.1.3 Equations intégrales de Volterra-Fredholm

Définition 2.1.3 L’equation intégrale de Volterra -Fredholm a la forme suivante:

ϕ(x) = f(x) + λ1

∫ x

a

kv(x, t)ϕ(t)dt+ λ2

∫ b

a

kf (x, t)ϕ(t)dt a ≤ x, t ≤ b (2.1.3)

où ϕ(x) est la fonction inconnue que l’on cherche à déterminer , f(x), kv(x, t), kf (x, t)

sont des fonctions données , λ1, λ2 sont des paramétres réels

7



2.2. Existence et unicité de la solution de l’équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm

Définition 2.1.4 On appelle équation intégrale mixte de Volterra-Fredholm une équation

de la forme :

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

∫ b

a

k(x, t)ϕ(t)dtdx

Exemple 2.1.1

ϕ(x) = 3x2 + x+

∫ x

0

xϕ(t)dt−
∫ 1

0

tϕ(t)dt

ϕ(x) = x+
17

2
x2 −

∫ x

0

∫ 1

0

(x− t)ϕ(t)dtdx

2.2 Existence et unicité de la solution de l’équation

intégrale linéaire de Volterra-Fredholm

Dans cette section nous rappelons les théorèmes que nous allons utilisées pour obtenir des

résultats d’existence et unicité de solutions de l’équation (2.1.3)

Définition 2.2.1 (Norme de Bielecki ). L’application ‖·‖B :C [a, b]→ R+,

‖ϕ‖B = max
x∈[a,b]

|ϕ(x)| e−c(x−a), c > 0

est appelée la norme de Bielecki

Définition 2.2.2 Soit E un espace normé. Un opérateur A : E → E est un opérateur de

Picard s’il existe ϕ0 ∈ E unique telque:

A(ϕ0) = ϕ0, et lim
n→∞

An(ϕ) = ϕ0 pour tout ϕ de E.

Théorème 2.2.1 (principe de contraction).Soit E un espace normé.Si A : E → E un

operateur de contraction admis un point fixe unique ϕ0,alors T est un opérateur de Picard

et

‖ϕ0 − An(ϕ)‖ ≤ αn

1− α ‖ϕ− A(ϕ)‖ , pour tout n ∈ N

8



2.2. Existence et unicité de la solution de l’équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm

Théorème 2.2.2 [6] (d’existence et d’unicité). On considére l’équation linéaire de Volterra-

Fredholm

ϕ(x) = f(x) +

x∫
a

kv(x, t)ϕ(t)dt+

b∫
a

kf (x, t)ϕ(t)dt, x ∈ [a, b] (2.2.1)

Si:

1- f ∈ C[a, b], kv ∈ C(D1), kf ∈ C(D2), tell que D1 = {(x, t) ∈ R2\ a ≤ t ≤ x ≤ b} et
D2 = (a, b]× [a, b].

2-M1 = max(x,t)∈D1 |kv(x, t)|, et M2 = max
(x,t)∈D2

|kf (x, t)|
3-Supposons qu’il existe une constante c > 0,telle que

1

c
[M1 +M2e

c(b−a)] < 1

Alors l’équation ( 2.2.1) a une solution unique ϕ ∈ C[a, b].

Preuve. Soit l’opérateur integral A : C[a, b]→ C[a, b],défini par:

Aϕ(x) = f(x) +

x∫
a

kv(x, t)ϕ(t)dt+

b∫
a

kf (x, t)ϕ(t)dt

On a

9



2.2. Existence et unicité de la solution de l’équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm

|Aϕ(x)− Aψ(x)| =

∣∣∣∣∣∣
x∫
a

kv(x, t)(ϕ(t)− ψ(t))dt+

b∫
a

kf (x, t)(ϕ(t)− ψ(t))dt

∣∣∣∣∣∣
≤

x∫
a

|kv(x, t)| |(ϕ(t)− ψ(t)| dt+

b∫
a

|kf (x, t)| |(ϕ(t)− ψ(t))| dt

≤ M1

x∫
a

|(ϕ(t)− ψ(t))| e−c(t−a)ec(t−a)dt+M2

b∫
a

|(ϕ(t)− ψ(t))| e−c(t−a)ec(t−a)dt

≤ M1 max
t∈[a,b]

|(ϕ(t)− ψ(t))| e−c(t−a)

x∫
a

ec(t−a)dt+

M2 max
t∈[a,b]

|(ϕ(t)− ψ(t))| e−c(t−a)

b∫
a

ec(t−a)dt

≤ M1 ‖ϕ− ψ‖B

x∫
a

ec(t−a)dt+M2 ‖ϕ− ψ‖B

b∫
a

ec(t−a)dt

≤ [
M1

c
(ec(x−a) − 1) +

M2

c
(ec(b−a) − 1)] ‖ϕ− ψ‖B

≤ [
M1

c
ec(x−a) +

M2

c
ec(x−a+b−x)] ‖ϕ− ψ‖B

≤ ec(x−a)

c
(M1 +M2e

c(b−x)) ‖ϕ− ψ‖B

≤ ec(x−a)

c
(M1 +M2e

c(b−a)) ‖ϕ− ψ‖B

Il s’ensuit que

|Aϕ(x)− Aψ(x)| e−c(x−a) ≤ 1

c
(M1 +M2e

c(b−a)) ‖ϕ− ψ‖B Pour tout x ∈ [a, b]

Par conséquent,

‖Aϕ(x)− Aψ(x)‖B ≤
1

c
(M1 +M2e

c(b−a)) ‖ϕ− ψ‖B

On déduit que l’opérateur A est Lipschitzien de constante k = 1
c
(M1 +M2e

c(b−a))

La condition supposée garantit que A est une contraction. Ainsi, nous appliquons le

principe de contraction.
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2.3. Résolution analytique des équations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm

2.3 Résolution analytique des équations intégrales linéaires

de Volterra-Fredholm

2.3.1 La méthode de dévelopement en Série

la méthode de dévelopement en série sera appliquée d’une façon semblable pour résoudre

les équation intégrales linéaires de Volterra-Fredholm .Cette méthode consiste à représenter

la solution de l’equation intégrale comme une série infinie de fonctions, et a déterminer les

coffcients de la série en utilisant les propriétés de l’équation intégrale.

Rappeleons que la formule de Taylor á x = 0 peut être écrite comme

ϕ(x) =
∞∑
n=0

anx
n (2.3.1)

Nous supposons que la solution ϕ(x) de l’équation intégral linéaire de volterra-Fredholm

ϕ(x) = f(x) +
x∫
0

kv(x, t)ϕ(t)dt+
b∫
a

kf (x, t)ϕ(t)dt (2.3.2)

Pour résoudre cette équation intégrale a l’aide de la méthode des solution sous forme

de série nous supposons que la solution ϕ(x) peut étre représentée par une série infinie

de fonction de la forme donné en (2.3.1) .En Substituant cette expression dans l’équation

(2.3.2) nous obtenons

∞∑
k=0

akx
k = T (f(x)) +

x∫
0

k1(x, t)
∞∑
k=0

akt
kdt+

b∫
a

k2(x, t)
∞∑
k=0

akt
kdt

ou T (f(x)) est le devloppement de Taylor de la fonction f pour plus de simplicité on

utilise

a0 + a1x+ a2x
2 + .... = T (f(x)) +

x∫
0

kv(x, t)(a0 + a1t+ a2t
2 + ....)dt+

b∫
a

kf (x, t)(a0 + a1t+ a2t
2 + ....)dt

= T (f(x)) + (
x∫
0

kv(x, t)a0dt+
x∫
0

kv(x, t)a1tdt+
x∫
0

kv(x, t)a2t
2dt+ ....).+

(
b∫
a

kf (x, t)a0dt+
b∫
a

kf (x, t)a1tdt+
b∫
a

kf (x, t)a2t
2dt+ .....)

11



2.3. Résolution analytique des équations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm

Exemple 2.3.1

ϕ(x) = 2− x− x2 − 6x3 + x5 +
x∫
0

tϕ(t)dt+
1∫
−1

(x+ t)ϕ(t)dt (2.3.3)

En remplacant ϕ(x) dans l’équation (2.3.3) par la série

ϕ(x) =
∞∑
n=0

anx
n (2.3.4)

On obtient

∞∑
n=0

anx
n = 2− x− x2 − 6x3 + x5 +

x∫
0

(t
∞∑
n=0

anx
n)dt+

1∫
−1

((x+ t)
∞∑
n=0

ant
n)dt

En évaluant les intégrales du côté droit , en utilisant quelques termes des deux côtés , et

en collectant les coeffi cients de puissances similaires de x, nous trouvons:

a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + a4x
4 + .... = 2 +

2

3
a1 +

2

5
a3 + (−1 + 2a0 +

2

3
a2 +

2

5
a4)x+ (2.3.5)

(−1 +
1

2
a0)x2 + (−6 +

1

3
a1)x3 +

1

4
a2x

4 + (1 +
1

5
a3)x5 + ...

En égalant les coeffi cients de puissances similaires de x des deux cotés de (2.3.5) et en

résolvant le systéme d’équations résultant,nous obtenons

a0 = 2, a1 = 3, a2 = 0, a3 = −5, a4 = a5 = .......... = 0

La solution exacte est donnée par

ϕ(x) = 2 + 3x− 5x3

2.3.2 La méthode de décomposition d’Adomian

la méthode de décomposition Adomien consiste a décomposer la fonction inconnue ϕ(x) de

l’équation (2.3.2) en une somme d’un nombre infini de composantes définies par la série

suivante:.

ϕ(x) =
+∞∑
n=0

ϕn(x)

En plaçant cette série dans l’équation (2.3.2), il vient

12



2.3. Résolution analytique des équations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm

+∞∑
n=0

ϕn(x) = f(x) +
x∫
0

kv(x, t)(
+∞∑
n=0

ϕn(t)dt+
b∫
a

kf (x, t)(
+∞∑
n=0

ϕn(t)dt

La composante ϕ0(x) est identifiée par tous les termes qui ne sont pas inclus dans le

signe intégral

Par conséquent , les composantes ϕj(x), j > 1 de la fonction inconnue ϕ(x) sont com-

plétement déterminées en définissant la relation de récurrence :

ϕ0(x) = f(x)

ϕn+1(x) =
x∫
0

kv(x, t)ϕn(t)dt+
b∫
a

kf (x, t)ϕn(t)dt n > 0

l’équation sous forme de série s’obtient facilement en utilisant l’hypothése de série décrite

on voit clairement que la méthode de décomposition convertissait l’equation intégral en une

détermination élégante

de composantes calculables.

Exemple 2.3.2 Utilisez la méthode de décomposition d’Adomian pour résoudre l’équation

intégrale de Volterra-Fredholm suivante:

ϕ(x) = cos(x)− sin(x) + 2 +
x∫
0

ϕ(t)dt+
π∫
0

(x− t)ϕ(t)dt

L’équation de la méthode de décomposition modifiée donne la relation de récurrence

ϕ0(x) = cos(x)

ϕ1(x) = − sin(x)− 2 +
x∫
0

ϕ(t)dt+
1∫
0

(x− t)ϕ(t)dt = 0

par conséquent la solution exacte est donnée par

ϕ(x) = cos(x)

13



Chapitre 3

Résolution Numérique des équations

intégrales de Volterra-Fredholm

3.1 Polynômes de vieta-pell-lucas

3.1.1 Polynômes de Vieta-Pell

Les polynomes de pell Pn(x) sont definis par la relation de récurrence suivantes : P0(x) = 0 , P1(x) = 1

Pn(x) = 2xPn−1(x)− Pn−2(x) , n ≥ 2


3.1.2 Polynômes de Lucas

Les polynomes de pell Ln(x) sont definis par la relation de récurrence suivantes :

L0(x) = 2, L1(x) = x

Ln+1(x) = xLn(x) + Ln−1(x) , n ≥ 1,

3.1.3 Polynômes de vieta-pell-lucas

Les polynômes de Vieta-Pell Lucas Sn(x) sont définis par la relation de récurrence suivante:

14



3.1. Polynômes de vieta-pell-lucas

S0(x) = 2 , S1(x) = 2x

Sn(x) = 2xSn−1(x)− Sn−2(x) , n > 2

Les premiers termes de Sn(x) sont les suivants:

S0(x) = 2

S1(x) = 2x

S2(x) = 4x2 − 2

S3(x) = 8x3 − 6x

S4(x) = 16x4 − 16x2 + 2

S5(x) = 32x5 − 40x3 + 10x

S6(x) = 64x6 − 96x4 + 36x2 − 2

15



3.2. Résolution Numérique des équations intégrales de Volterra-Fredholm

3.2 Résolution Numérique des équations intégrales de

Volterra-Fredholm

3.2.1 Méthode de collocation Vieta-Pell-Lucas:

On considére l’équation de volterra-fredholm de second espéce

ϕ(x) = f(x) +
x∫
a

kv(x, t)ϕ(t)dt+
b∫
a

kf (x, t)ϕ(t)dt, a 6 x, t 6 b (3.2.1)

on suppose que

ϕ(x) =
n∑
j=0

bjSj (3.2.2)

où Sn(x) sont les polynomes de vieta-pell-lucas de degré n défini sur [a, b] et bj des

coeficiants a déterminer.

Substitant (3.2.1) dans(3.2.2) on obtient

n∑
j=0

bjSj(x) = f(x) +
x∫
a

kv(x, t)
n∑
j=0

bjSj(t)dt+
b∫
a

kf (x, t)
n∑
j=0

bjSj(t)dt

d’où

n∑
j=0

bj(Sj(x)−
x∫
a

kv(x, t)Sj(t)dt−
b∫
a

kf (x, t)Sj(t)dt) = f(x). (3.2.3)

l’équation (3.2.3) peut s’écrire

n∑
j=0

bjWj(x) = f(x)

Wj(x) = Sj(x)−
x∫
0

kv(x, t)Sj(t)dt−
b∫
a

kf (x, t)Sj(t)dt

alors les équations de collocation sont obtenues en prend des points xi

xi = a+
b− a
n

i, i = 0, 1, ..., n

n∑
j=0

bjWj(xi) = f(xi) i = 0, 1, ......., n. (3.2.4)

16



3.3. Exemples Numériques

l’équation (3.2.4) représente un systéme linéaires de (n+ 1) inconnue qui s’écrit sous la

forme

MB = F

M = Wji, j, i = 0, 1......, n

B = (b0, b1, ......bn)t, F = (f0,f1, .....fn)t

B = M−1F

3.3 Exemples Numériques

Dans cette section, nous allons traiter quelques exemples pour résoudre les équations inté-

grales linéaires de Volterra-Fredholm par la méthode de collocation basée sur les polynômes

de VPL.

Exemple 01.

Considérons l’équation intégrale de Volterra-Fredholm de second espèce:

ϕ(x) = ex+(x−1)ex−xe−x2 (ex − 1)+1+

∫ x

0

(x2−t)ϕ(t)dt+

∫ 1

0

(xt+x)ϕ(t)dt =, 0 ≤ x, t ≤ 1,

la solution exacte ϕex(x) donnée par:

ϕex(x) = exp(x).

Table 01. Nous présentons la solution approchée ϕapp obtenue par la méthode de col-

location basée sur les polynômes de VPL. , l’erreur est calculée pour N = 10
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3.3. Exemples Numériques

val x ϕex(x) ϕapp err

0 1.0000e+00 1.0000e+00 6.8775e-10

1.0000e− 01 1.1052e+00 1.1052e+00 5.2904e-10

2.0000e− 01 1.2214e+00 1.2214e+00 3.8006e-10

3.0000e− 01 1.3499e+00 1.3499e+00 2.3399e-10

4.0000e− 01 1.4918e+00 1.4918e+00 8.0708e-11

5.0000e− 01 1.6487e+00 1.6487e+00 8.8719e-11

6.0000e− 01 1.8221e+00 1.8221e+00 2.7769e-10

7.0000e− 01 2.0138e+00 2.0138e+00 4.8036e-10

8.0000e− 01 2.2255e+00 2.2255e+00 6.7919e-10

9.0000e− 01 2.4596e+00 2.4596e+00 8.4427e-10

1.0000e+ 00 2.7183e+00 2.7183e+00 9.3463e-10

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
Sol exact
Sol.app
er

Exemple 02.

Considérons l’équation intégrale de Volterra-Fredholm de second espèce:
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3.3. Exemples Numériques

ϕ(x) = f(x) +

∫ x

0

cos(x− t)ϕ(t)dt+

∫ 1

0

sin(x− t)ϕ(t)dt =, 0 ≤ x, t ≤ 1,

f(x) =
1

2
(cos(x)+exp(x))−1

2
e cos(1) cos(x)−1

2
e(cos(1) sin(x))+

1

2
sin(1) cos(x)−1

2
e sin(1) sin(x)

la solution exacte ϕex(x) donnée par:

ϕex(x) = exp(x).

Table 02. Nous présentons la solution approchée ϕapp obtenue par la méthode de col-

location basée sur les polynômes de VPL. , l’erreur est calculée pour N = 8

val x ϕex(x) ϕapp err

0 1.0000e+00 1.0000e+00 5.0112e-11

1.2500e-01 1.1331e+00 1.1331e+00 3.7862e-11

2.5000e-01 1.2840e+00 1.2840e+00 3.6335e-11

3.7500e-01 1.4550e+00 1.4550e+00 2.7555e-11

5.0000e-01 1.6487e+00 1.6487e+00 1.5260e-11

6.2500e-01 1.8682e+00 1.8682e+00 3.2605e-12

7.5000e-01 2.1170e+00 2.1170e+00 2.5379e-11

8.7500e-01 2.3989e+00 2.3989e+00 5.5010e-11

1.0000e+00 2.7183e+00 2.7183e+00 7.2926e-11
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
Sol exact
Sol.app
er

Exemple 03.

Considérons l’équation intégrale de Volterra-Fredholm de second espèce:

ϕ(x) = f(x) +

∫ x

−1

xtϕ(t)dt+

∫ 1

−1

2 cosh(x+ t)ϕ(t)dt =, − 1 ≤ x, t ≤ 1,

où la fonction f(x) est choisie de sorte que la solution exacte ϕex(x) soit donnée par

ϕex(x) =
cosh(x)

sinh(2) + 1
.

Table 03. Nous présentons la solution approchée ϕapp obtenue par la méthode de col-

location basée sur les polynômes de VPL. , l’erreur est calculée pour N = 8
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val x ϕex(x) ϕapp err

-1.0000e+00 3.3350e-01 3.3350e-01 3.7578e-10

-7.5000e-01 2.7982e-01 2.7982e-01 2.4618e-10

-5.0000e-01 2.4371e-01 2.4371e-01 2.3257e-10

-2.5000e-01 2.2292e-01 2.2292e-01 2.0129e-10

0 2.1613e-01 2.1613e-01 1.7327e-10

2.5000e-01 2.2292e-01 2.2292e-01 1.5590e-10

5.0000e-01 2.4371e-01 2.4371e-01 1.5459e-10

7.5000e-01 2.7982e-01 2.7982e-01 1.8888e-10

1.0000e+00 3.3350e-01 3.3350e-01 1.1721e-10

­1 ­0.8 ­0.6 ­0.4 ­0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

Sol exact
Sol.app
er

Exemple 04.

Considérons l’équation intégrale de Volterra-Fredholm de second espèce:

ϕ(x) = −2

5
x7− 5

4
x4 +x3− 59

20
x+1+

∫ x

0

(2x2t+1)ϕ(t)dt+

∫ 1

0

x(t+1)ϕ(t)dt =, 0 ≤ x, t ≤ 1,
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la solution exacte ϕex(x) donnée par:

ϕex(x) = x3 + 1.

Table 04. Nous présentons la solution approchée ϕapp obtenue par la méthode de col-

location basée sur les polynômes de VPL. , l’erreur est calculée pour N = 4

val x ϕex(x) ϕapp err

0 1.0000e+00 1.0000e+00 1.8541e-14

2.5000e-01 1.0156e+00 1.0156e+00 1.9984e-14

5.0000e-01 1.1250e+00 1.1250e+00 2.0872e-14

7.5000e-01 1.4219e+00 1.4219e+00 1.9762e-14

1.0000e+00 2.0000e+00 2.0000e+00 1.3767e-14

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

Sol exact
Sol.app
er
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Conclusion

Conclusion
Dans ce travail, nous avons présenté plusieurs méthodes analytiques pour

la résolution de l’équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm de seconde

espèce, notamment la méthode des solutions sous forme de série et la méthode de

décomposition d’Adomian. Sur le plan numérique, nous avons utilisé la méthode

de collocation basé sur les polynômes de Vieta-Pell Lucas pour approximer ces

équations . La méthode de collocation consiste à projeter cette équation dans

un sous-espace de dimension finie, où nous cherchons à approcher la solution

exacte par une combinaison linéaire des éléments de la base de Vieta-Pell Lucas.

Nous fournissons également quelques exemples pour illustrer l’applicabilité de

cette méthode.

Les résultats numériques obtenus à partir de ces exemples démontrent l’effi cacité

et la précision de cette méthode.
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