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Hamza `dffl’`a‹vˆo˘i˚rffl `a`c´c´eṗ˚t´é `d`e ˜f´a˚i˚r`e ¯p`a˚r˚tˇi`e `d˚uffl ¯jˇu˚r‹y `d`e `c´e ”m`é›m`o˘i˚r`e.
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Notation

|·| La valeur absolue.

(., .) Produit scalaire.

〈., .〉 Produit de dualité (crochet de dualité) entre l’espace et son dual.

D(Ω) L’espace des fonctions de classe C∞ à support compact dans Ω.

L(E,F ) L’espace des opérateurs linéaires continues de E dans F .

L(E,F ) L’espace des opérateurs linéaires de E dans F .

χ(L) L’indice de L, χ(L) = dimKer(L)− dimCoKer(L).

dimCoKer(L) = codim Im(L).

Ker(L) = {u ∈ E : L(u) = 0F} ⊆ E.

Im(L) = {L(u) ∈ F : u ∈ E} ⊆ F .

↪→c L’injection compact.

q L’exposant conjugué de p, i.e.
1

p
+

1

q
= 1.

BE La boule d’unité fermée de l’espace E, i.e. BE := {x ∈ E, ‖x‖ ≤ 1}.

B(0, 1) La boule d’unité ouverte de centre 0 et de rayon 1, i.e. B(0, 1) := {x ∈ Rn : ‖x‖ < 1}.

∇u Gradient de u, ∇u =

(
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xn

)
.

W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω)|∇u ∈ Lp(Ω)}.

JG(t, x) La matrice Jacobienne de G au point (t, x).

|JG(t, x)| Le déterminant de la matrice Jacobienne de G (le Jacobien).

p.p. Presque partout.

Ω La fermeture de Ω.
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Introduction générale

Soit Ω un ouvert borné de R2, décrit par les variables (t, x) et dont le bord Γ est orienté dans

le sens direct. On note ΓN (resp. ΓC) l’ensemble (éventuellement vide) des segments de Γ qui

sont parallèles à l’axe des x et orientés dans le sens direct (resp. dans le sens opposé).

On définit les espaces :

H1,2
σ (Ω) =

{
u ∈ L2

σ(Ω);
∂u

∂t
∈ L2

σ(Ω);
∂u

∂x
∈ L2

σ(Ω);
∂2u

∂x2
∈ L2

σ(Ω)

}
,

où σ est une fonction de t strictement positive et continûment dérivable dans un intervalle

borné qu’on précisera. L2
σ(Ω) désigne l’espace des fonctions de carré intégrable pour la mesure

σdtdx. H1,2(Ω) désignera l’espace H1,2
σ (Ω) correspondant au poids σ ≡ 1.

E =

{
u ∈ H1,2

σ (Ω) : u|Γ\ΓN =
∂u

∂x
|Γ\ΓN = 0

}
.

Le but de ce travail est de déterminer des conditions (suffisantes) sur l’ouvert non rectangulaire

Ω et le poids σ pour que l’opérateur de la chaleur L =
∂

∂t
− ∂2

∂x2
soit un isomorphisme de E

dans L2
σ(Ω), en d’autres termes on se propose de résoudre le problème (1) suivant :

Trouveru ∈ H1,2
σ (Ω) :

Lu = f ∈ L2
σ(Ω) dans Ω,

u|Γ\ΓN =
∂u

∂x
|Γ\ΓN = 0.

(1)

Plus précisément on considère un ouvert borné Ω tel que :

Ω = {(t, x) ∈ R2 : a < t < b , ϕ1(t) < x < ϕ2(t)},

où (ϕi)i=1,2 désigneront toujours des fonctions lipschitziennes dans ]a, b[ et vérifiant :

ϕ1(t) < ϕ2(t) pour tout t ∈]a, b[,

ϕ1(t) ≤ ϕ2(t) pour tout t ∈ [a, b].

v



Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la manière suivante : dans le premier cha-

pitre, nous allons faire un rappel sur les espaces fonctionnels, principalement espaces de fonc-

tions continues, espaces de Lebesgue, espaces de Sobolev et espaces de Sobolev et de Lebesgue

avec poids, ensuite on donnera quelques définitions et propriétés utiles sur les opérateurs li-

néaires et les fonctions lipschitziennes.

Dans le deuxième chapitre, nous avons démontré l’existence et l’unicité de la solution du pro-

blème (1), dans un domaine plan rectangulaire (i.e. Ω =]0, T [×]0, 1[).

Dans le dernier chapitre, nous avons étudié l’existence et l’unicité de la solution du problème

(1), dans un domaine qui se ramène à un rectangle par un changement de variables conservant

le temps, i.e. lorsque Ω est tel que

ϕ1(a) < ϕ2(a) et ϕ1(b) < ϕ2(b) (i.e. ΓC 6= ∅ et ΓN 6= ∅).

On termine ce mémoire par une conclusion.
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CHAPITRE 1

PRÉLIMINAIRES ET NOTIONS DE BASE

D ans ce chapitre préliminaire, on donnera quelques généralités sur les espaces fonctionnels,

principalement espaces de fonctions continues, espaces de Lebesgue, espaces de Sobolev

et espaces de Sobolev et de Lebesgue avec poids, et quelques définitions et notions de base dans

ce travail sur les opérateurs linéaires et les fonctions lipschitziennes.

1



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 2

1.1 Espaces fonctionnels

On appelle espace fonctionnel un ensemble des fonctions ayant une structure d’espace vec-

toriel.

Dans ce que suit, on considère Ω un ouvert de Rn muni de la mesure de Lebesgue dx.

1.1.1 Espaces de fonctions continues

On note C(Ω,R) l’ensemble des fonctions continues définies sur Ω à valeurs dans R.

Pour tout m ∈ N on note Cm(Ω,R) l’ensemble des fonctions définies sur Ω à valeurs dans R,

telles que pour tout α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn avec |α| =
n∑
i=1

αi ≤ m, la dérivée Dαϕ existe et est

continue sur Ω.

On note C1(Ω,R) l’ensemble des fonctions ϕ : Ω −→ R qui sont dérivables de dérivées

premières Dϕ continues sur Ω.

On note C∞(Ω,R) l’ensemble des fonctions ϕ : Ω −→ R qui sont indéfiniment dérivables

(c’est-à-dire, pour tout α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn la dérivée Dαϕ existe, elle sera alors forcément

continue sur Ω). Nous notons Cm(Ω) = Cm(Ω,R).

1.1.2 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1. Soit 1 ≤ p < +∞, on pose

Lp(Ω) :=

{
f : Ω −→ Rmesurable et

∫
Ω

|f(x)|p dx < +∞
}
,

muni de la norme

‖f‖Lp(Ω) =

[∫
Ω

|f(x)|p dx
]1/p

.

Corollaire 1.1. Pour p = 2, l’espace L2(Ω) est un espace de Hilbert, on peut muni du produit scalaire

(f, g)L2(Ω) =

∫
Ω

f(x)g(x)dx ; ∀f, g ∈ L2(Ω).

Université de M’sila Étude d’une équation de la chaleur dans des domaines plans



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 3

Définition 1.2. On pose

L∞(Ω) := {f : Ω −→ Rmesurable et il existe c > 0 tel que |f(x)| ≤ c p.p. sur Ω} ,

muni de la norme

‖f‖L∞(Ω) = inf {c : |f(x)| ≤ c p.p. sur Ω} .

Définition 1.3. (Espaces Lp(a, b;H), 1 ≤ p ≤ +∞). Soient H un espace de Hilbert et ]a, b[ un

ouvert de R. On désigne par Lp(a, b;H) l’espace des classes des fonctions

f : ]a, b[ −→ H,
t 7−→ f(t),

vérifiant

(i) f est mesurable,

(ii)
∫ b

a

‖f(t)‖pH dt < +∞ pour 1 ≤ p < +∞,

(iii) sup
t∈]a,b[

ess ‖f(t)‖H < +∞ pour p = +∞.

L’espace Lp(a, b;H) est de Banach muni de la norme

[∫ b

a

‖f(t)‖pH dt
]1/p

si 1 ≤ p < +∞,

sup
t∈]a,b[

ess ‖f(t)‖H si p = +∞.

Remarque 1.1. Si p = 2, L2(a, b;H) est un espace de Hilbert et l’application

(u, v) 7−→ (u, v)L2(a,b;H) =

∫ b

a

(u(t), v(t))H dt

définit un produit scalaire sur L2(a, b;H).

Proposition 1.1. (Inégalité de Hölder). Soient f ∈ Lp(Ω) et g ∈ Lq(Ω), avec 1 ≤ p, q ≤ +∞ et q

l’exposant conjugué de p c-à-d :
1

p
+

1

q
= 1.

Alors on a  fg ∈ L1(Ω),∫
Ω

|fg| dx ≤ ‖f‖Lp(Ω) ‖g‖Lq(Ω).

Université de M’sila Étude d’une équation de la chaleur dans des domaines plans



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 4

1.1.3 Espaces de Sobolev

Définition 1.4. Soient m ∈ N et 1 ≤ p ≤ +∞. On appelle espace de Sobolev d’ordre m et on le

note Wm,p(Ω) l’espace :

Wm,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : Dαu ∈ Lp(Ω),∀α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn, 0 ≤ |α| ≤ m} ,

où Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

est la dérivée partielle de u d’ordre α au sens des distributions définie

par :

〈Dαu, ϕ〉 = (−1)|α| 〈u,Dαu〉 ,∀ϕ ∈ D(Ω), avec |α| = α1 + α2 + ...+ αn.

L’espace Wm,p(Ω) est muni de la norme :
‖u‖Wm,p(Ω) =

 ∑
0≤|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)

1/p

si 1 ≤ p < +∞,

‖u‖Wm,p(Ω) = max
0≤|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω) si p =∞.

Proposition 1.2. (Wm,p(Ω); ‖.‖Wm,p(Ω)) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ +∞.

Remarque 1.2. L’espace de Sobolev Wm,p(Ω) est :

1. réflexif pour 1 < p < +∞,

2. séparable pour 1 ≤ p < +∞.

Définition 1.5. Pour p = 2, on pose

Wm,2(Ω) = Hm(Ω) :=
{
u ∈ L2(Ω) : Dαu ∈ L2(Ω),∀α = (α1, α2, ..., αn) ∈ Nn, 0 ≤ |α| ≤ m

}
,

muni de la produit scalaire :

(u, v)Hm(Ω) =
∑

0≤|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω) ; ∀u, v ∈ Hm(Ω).

Proposition 1.3. Hm(Ω) est un espace de Hilbert.

Université de M’sila Étude d’une équation de la chaleur dans des domaines plans



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 5

Définition 1.6. On pose

H1(Ω) :=

{
u : u ∈ L2(Ω),

∂u

∂xi
∈ L2(Ω),∀i = 1, ..., n

}
.

On munit H1(Ω) du produit scalaire :

(u, v)H1(Ω) =

∫
Ω

(
uv +

n∑
i=1

∂u

∂xi

∂v

∂xi

)
= (u, v)L2(Ω) +

n∑
i=1

(
∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2(Ω)

.

La norme correspondante sera notée

‖u‖H1(Ω) = ‖u‖L2(Ω) + ‖∇u‖L2(Ω) .

Définition 1.7. (EspaceH1
0 (Ω)). SoitD(Ω) l’espace des fonctions de classe C∞ à support compact

dans Ω. L’espace de Sobolev H1
0 (Ω) est défini comme l’adhérence de D(Ω) dans H1(Ω).

C’est-à-dire

H1
0 (Ω) := D(Ω)

H1(Ω)
.

Définition 1.8. (Espaces de Sobolev fractionnaire. Voir [2, page 194]).

Soient s ∈]0, 1[ et p ∈]1,+∞[. On définit l’espace de Sobolev fractionnaire W s,p(Ω) par :

W s,p(Ω) :=

{
u ∈ Lp(Ω) telle que

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|sp+n
dxdy <∞

}
.

Proposition 1.4. (Voir [2, page 194]). Pour s ∈]0, 1[, l’espace W s,p(Ω) muni de la norme

‖u‖W s,p(Ω) =

(
‖u‖pLp(Ω) +

∫
Ω

∫
Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|sp+n
dxdy

)1/p

,

est un espace de Banach.

Proposition 1.5. (Voir [2, page 189]). Soient s ∈]0, 1[ , p = 2 et Ω = Rn. On pose

W s,2(Rn) = Hs(Rn) :=

{
u ∈ L2(Rn) et

∫
Rn

∫
Rn

|u(x)− u(y)|2

|x− y|2s+n
dxdy <∞

}
.
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Théorème 1.1. (Théorème de traces. Voir [6, volume 2, page 10]).

Soit Σ est la frontière de Q, avec Q = Ω×]0, T [. Pour u ∈ Hr,s(Q) 1 avec r >
1

2
, s ≥ 0, on peut définir

∂ju

∂ηj
sur Σ si j < r − 1

2
(j entier ≥ 0),

∂ju

∂ηj
∈ Hµj ,νj(Σ) (

∂

∂η
= dérivée normale à Σ, orientée vers l’intérieur deQ),

où
µj
r

=
νj
s

=
r − j − 1

2

r
(νj = 0 si s = 0),

les applications u 7−→ ∂ju

∂ηj
étant linéaires continues de Hr,s(Q) −→ Hµj ,νj(Σ).

On peut également définir, si s >
1

2
, r ≥ 0 :

∂ku

∂tk
(x, 0) sur Ω si k < s− 1

2
(k entier ≥ 0),

∂ku

∂tk
(x, 0) ∈ Hpk(Ω),

où

pk =
r

s
(s− k − 1

2
),

les applications u 7−→ ∂ku

∂tk
(x, 0) étant continues de Hr,s(Q) −→ Hpk(Ω).

1. Pour la définition de l’espace Hr,s(Q) voir [6, volume 2, page 07-10].
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1.1.4 Espaces de Sobolev et de Lebesgue avec poids

Soit σ : Ω −→]0,+∞[ une fonction strictement positive et continûment dérivable dans Ω.

Définition 1.9. (Espaces Lpσ(Ω), 1 ≤ p < +∞). On appelle espace de Lebesgue avec poids σ et

on le note Lpσ(Ω) l’espace :

Lpσ(Ω) :=

{
f : Ω −→ Rmesurable et

∫
Ω

σ(x) |f(x)|p dx < +∞
}
.

Lpσ(Ω) est le Banach muni de la norme

‖f‖Lpσ(Ω) =

[∫
Ω

σ(x) |f(x)|p dx
]1/p

.

Corollaire 1.2. Pour p = 2, l’espace L2
σ(Ω) défini par

L2
σ(Ω) :=

{
f : Ω −→ Rmesurable et

∫
Ω

σ(x) |f(x)|2 dx < +∞
}
,

est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire

(f, g)L2
σ(Ω) =

∫
Ω

σ(x)f(x)g(x)dx ; ∀f, g ∈ L2
σ(Ω).

La norme correspondante sera notée

‖f‖L2
σ(Ω) =

[∫
Ω

σ(x) |f(x)|2 dx
]1/2

.

Définition 1.10. (Espace H1,2
σ (Ω)). Soit Ω un ouvert de R2. On définit l’espace de Sobolev avec

poids H1,2
σ (Ω) par :

H1,2
σ (Ω) =

{
f ∈ L2

σ(Ω),
∂f

∂x1

∈ L2
σ(Ω),

∂f

∂x2

∈ L2
σ(Ω),

∂2f

∂x2
2

∈ L2
σ(Ω)

}
,

c’est un espace de Hilbert, muni de la norme :

‖f‖H1,2
σ (Ω) =

[
‖f‖2

L2
σ(Ω) +

∥∥∥∥ ∂f∂x1

∥∥∥∥2

L2
σ(Ω)

+

∥∥∥∥ ∂f∂x2

∥∥∥∥2

L2
σ(Ω)

+

∥∥∥∥∂2f

∂x2
2

∥∥∥∥2

L2
σ(Ω)

]1/2

.
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1.2 Opérateurs linéaires compacts

Définition 1.11. (Opérateur linéaire). Soient E et F deux espaces vectoriels sur le corps R.

On dit que l’application U définie sur E dans F est une application linéaire ou un opérateur

linéaire si

∀x, y ∈ E, ∀α, β ∈ R on a U(αx+ βy) = αU(x) + βU(y).

Définition 1.12. (Opérateur borné). Soient (E; ‖.‖E) et (F ; ‖.‖F ) deux espaces de Banach. Un

opérateur linéaire U défini sur E dans F est dit borné (continue) s’il existe une constante posi-

tive C ≥ 0 telle que

‖U(x)‖F ≤ C ‖x‖E ; ∀x ∈ E.

Définition 1.13. (Opérateur compact). Soient E et F deux espaces de Banach et T : E −→ F un

opérateur borné. On dit que T est un opérateur compacte si l’image par T de la boule unité BE

est relativement compacte dans F . C-à-d

T est compacte⇔ T (BE) est compacte dans F .

Définition 1.14. (Opérateur isomorphisme). Soient E et F deux espaces de Banach. Si l’appli-

cation linéaire L : E −→ F est bijective continue et L−1 : F −→ E est continue, on dit que

L est un isomorphisme entre E et F .

Définition 1.15. (Opérateur linéaire à indice. Voir [4, page 01]).

On dit qu’un opérateur L ∈ L(E,F ) admet un indice si Ker(L) et CoKer(L) sont de dimension

finie, l’indice de L est alors la quantité

χ(L) = dimKer(L)− dimCoKer(L).

Théorème 1.2. (Voir [4, page 06]). Soient E et F deux espaces de Banach et L ∈ L(E,F ) un opérateur

à indice. Pour tout opérateur compact T ∈ L(E,F ) on a

L+ T admet un indice etχ(L+ T ) = χ(L).
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1.3 Fonctions lipschitziennes

Définition 1.16. Soient (E; ‖.‖E) et (F ; ‖.‖F ) deux espaces de Banach et f : E −→ F une appli-

cation. On dit que f est lipschitzienne s’il existe une constante positive M > 0 telle que

∀x, y ∈ E on a ‖f(x)− f(y)‖F ≤M ‖x− y‖E .

Définition 1.17. Soient I un intervalle de R, f une fonction de I dans R. On dit que la fonction

f est localement lipschitzienne si, pour tout x de I , il existe un intervalle ]a, b[ contenant x et un

réel K tel que

∀u, v ∈]a, b[ on a |f(u)− f(v)| ≤ K |u− v|.

Théorème 1.3. (Théorème de Cauchy-Lipshitz). Soit le problème de Cauchy suivant :{
y′ = f(x, y),
y(x0) = y0.

(1.1)

Si la fonction f est continue et lipshitzienne par rapport a y sur I × Ω ( avec I,Ω ⊂ R ), alors

il existe une solution unique y = h(x) du problème (1.1).

Théorème 1.4. (Théorème de Rademacher. Voir [3, page 216]). Soit f : Ω ⊂ Rn −→ Rm une fonction

lipschitzienne, alors

f est differentiable p.p. sur Ω.

Définition 1.18. (Domaine lipschitzien). Soit Ω un ouvert de Rn dont la frontière ∂Ω est borné.

Alors Ω est appelé un domaine lipschitzien ou «à frontière lipschitzienne» s’il existe des ou-

verts (Ωi)i=0,...,n = {Ω0,Ω1, ...,Ωn} de Rn et des application (ϕi)i=0,...,n, telles que :

• Ω =
n⋃
i=0

Ωi et Ω0 ⊂ Ω,

• ϕi : Ωi −→ B(0, 1) = {x ∈ Rn : ‖x‖ < 1} bijectives et ϕi et ϕ−1
i sont lipschitziennes,

• ϕi(Ωi

⋂
Ω) = B(0, 1)

⋂
Rn

+ où Rn
+ =

{
(x, y) : x ∈ R∗+, y ∈ Rn−1

}
,

ϕi(Ωi

⋂
∂Ω) = B(0, 1)

⋂
{(0, y) : y ∈ Rn−1}.
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CHAPITRE 2

ÉQUATION DE LA CHALEUR DANS DES
OUVERTS RECTANGULAIRES

D ans ce chapitre on va démontrer l’existence et l’unicité de la solution de l’équation de la

chaleur avec condition aux limite homogène de Dirichlet-Neumann, dans un domaine

plan rectangulaire.
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2.1. POSITION DU PROBLÈME 11

2.1 Position du problème

On considère le problème :{
Lu = f ∈ L2

σ(Ω) dans Ω =]0, T [×]0, 1[,

u|Γ\ΓN =
∂u

∂x
|Γ\ΓN = 0,

(2.1)

avec

σ ∈ C1([0, T ]) une fonction strictement positive,

L : E −→ L2
σ(Ω) un opérateur défini par

Lu(t, x) =
∂u

∂t
(t, x)− ∂2u

∂x2
(t, x), (2.2)

u : Ω −→ R est une fonction inconnue et f : Ω −→ R est une fonction donnée dans L2
σ(Ω).

Γ est la frontière de Ω.

ΓN = {T} × [0, 1] est le segment de Γ et orienté dans le sens de l’axe des x.

ΓC = {0} × [0, 1] est le segment de Γ et orienté dans le sens opposé.

Voir figure
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2.2. THÉORÈMES D’EXISTENCE ET D’UNICITÉ 12

Posons :

AU = −∂
2u

∂x2
, BU =

∂u

∂x
et U ′ =

∂u

∂t
.

Donc, l’opérateur L devient

LU = AU + U ′.

Le problème (2.1) se ramène à :
LU = AU + U ′ = f ∈ L2

σ(Ω) dans Ω =]0, T [×]0, 1[,
BU = g sur Γ,
U(0, x) = 0 sur ΓC ,
U ∈ H1,2

σ (Ω),

(2.3)

où g ∈ H 1
2
, 1
4 (Γ) ( d’après le Théorème de traces 1.1 ), avec g = 0 sur Γ\ΓN .

2.2 Théorèmes d’existence et d’unicité

On va démontrer ici qu’il existe une solution unique du problème (2.3) et nous obtenons le

même résultat pour le problème originale (2.1).

Pour cela, on a les cas suivants :

2.2.1 Cas où σ ≡ 1 et g ≡ 0

Théorème 2.1. Le problème (2.3) admet une solution unique U ∈ H1,2(Ω) quand f ∈ L2(Ω) et g ≡ 0.

Démonstration.

• L’existence :

On va considérer A comme un opérateur non borné dans H = L2(Ω), avec

D(A) =
{
V ∈ H2(Ω) : BV = 0 sur Γ

}
.

Soit D′+(H) 1 l’espace des distributions dépendant de t, à valeur dans H et nulles pour t < 0.

1. Pour la définition de l’espace des distributions D′
+(H) voir [6, volume 2, page 22].
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2.2. THÉORÈMES D’EXISTENCE ET D’UNICITÉ 13

Soit w une distribution vérifiant :
w ∈ D′+(L (H,D(A))),(
A+

∂

∂t

)
∗ w = δ ⊗ IH ,

w ∗
(
A+

∂

∂t

)
= δ ⊗ ID(A),

où

δ la mesure de Dirac, IH l’identité dans H et ID(A) l’identité dans D(A).

"⊗" produit tensoriel 2 , "∗" produit de convolution en t 3 .

L’existence de w est assurée d’après la démenstration du Théorème 3.1 (voir [6, volume 2,

page 23]). De plus, w admet un transfomation de Laplace en t 4 et à support dans {t ≥ 0}.

Soit f̃ le prolongement de f par 0 hors de ]0, T [.

Posons

U = w ∗ f̃ , (2.4)

on a

AU + U ′ = A
(
w ∗ f̃

)
+
(
w ∗ f̃

)′
= Aw ∗ f̃ +

∂w

∂t
∗ f̃

=

(
Aw +

∂w

∂t

)
∗ f̃

= (δ ⊗ IH) ∗ f̃

= f̃ .

Alors

U ′ = f̃ − AU.

Donc U ′ ∈ L2(Ω).

2. Pour la définition du produit tensoriel de distributions, avec quelques propriétés générales voir [5, tome 1,
page 207-212].

3. Pour la définition du convolution de distributions, avec quelques propriétés générales voir [5, tome 1, page
213-226].

4. Pour la transfomation de Laplace en t (au sens des distributions) voir [11].
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Maintenant, par définition de U on a

U = 0 si t < 0, et U(0) = 0,

et on a

U ∈ D(A) implique BU = 0.

Donc U = U |]0,T [ est la solution du problème (2.3).

• L’unicité :

Soient U1, U2 deux solutions du problème (2.3), alors

U = U1 − U2,

est une solution du problème (2.3) pour f = 0.

Soit Ũ le prolongement de U par 0 hors de ]0, T [.

D’après la démenstration du Théorème 3.2 (voir [6, volume 2, page 25]), nous avons :

AŨ +
(
Ũ
)′

= U(T )⊗ δ(t− T ),

on a aussi d’après la démenstration du Théorème 3.1 (voir [6, volume 2, page 23]) :

Ũ = w ∗ (U(T )⊗ δ(t− T ))

= w(t− T )U(T ),

mais on a

w(t) = 0 si t < 0,

donc

w(t− T ) = 0 si t < T.

C’est-à-dire

Ũ = 0 sur ]0, T [.

Alors

U = Ũ |]0,T [ = 0.

Ce qui donne l’unicité (U1 = U2).
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2.2.2 Cas où σ ≡ 1 et g 6= 0

Théorème 2.2. Le problème (2.3) admet une solution unique U ∈ H1,2(Ω) pour f ∈ L2(Ω)

et g ∈ H 1
2
, 1
4 (Γ) avec g = 0 sur Γ\ΓN .

Démonstration.

Posons

U = U0 sur Γ.

Donc

U0(0, x) = 0.

Alors

BU0 = g = 0 sur ]0, T [×{0, 1} ,

qui est un relation de compatibilité.

Donc d’après la Remarque 4.1 (voir [6, volume 2, page 30]), il existe un solution unique du

problème (2.3).
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2.2.3 Cas où σ ∈ C1([0, T ])

Théorème 2.3. Le problème (2.1) admet une solution unique u ∈ H1,2
σ (Ω) pour f ∈ L2

σ(Ω).

Démonstration.

Puisque σ = σ(t) (ne depend que de x). On a

∂(σu)

∂t
− σ′u = σ

∂u

∂t
et

∂2(σu)

∂x2
= σ

∂2u

∂x2
.

Alors
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= f implique σ

∂u

∂t
− σ∂

2u

∂x2
= σf.

Donc
∂(σu)

∂t
−
(
σ′

σ
σu+

∂2(σu)

∂x2

)
= σf.

Posons

σu = v et σf = h.

L’équation précédent devient :
∂v

∂t
−
(
σ′

σ
v +

∂2v

∂x2

)
= h.

D’autre par, on a

f ∈ L2
σ(Ω) implique h ∈ L2(Ω).

Aussi, on a

u|Γ\ΓN = 0 implique v|Γ\ΓN = 0,

et
∂v

∂x
|Γ\ΓN =

∂(σu)

∂x
|Γ\ΓN = σ

∂u

∂x
|Γ\ΓN ,

donc
∂u

∂x
|Γ\ΓN = 0 implique

∂v

∂x
|Γ\ΓN = 0.

Nous obtenons le problème suivant :
∂v

∂t
− σ′

σ
v − ∂2v

∂x2
= h ∈ L2(Ω) dans Ω =]0, T [×]0, 1[,

v|Γ\ΓN =
∂v

∂x
|Γ\ΓN = 0.

(2.5)
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Posons

Av = −σ
′

σ
v − ∂2v

∂x2
,

∂v

∂t
= v′ et Bv =

∂v

∂x
.

On revient au problème :
Av + v′ = h ∈ L2(Ω) dans Ω =]0, T [×]0, 1[,
Bv = g,
v(0, x) = 0,

(2.6)

où g est considère comme dans (2.4) .

D’après le paragraphe 6 (voir [6, volume 2, page 36]), on trouve le

Théorème 2.4. Le problème (2.6) admet une solution unique v ∈ H1,2(Ω), pour h ∈ L2(Ω).

Il reste de montrer que u ∈ H1,2
σ (Ω) :

On a v ∈ H1,2(Ω), alors

1.

∫
Ω

v2dtdx < +∞,

2.

∫
Ω

(
∂v

∂t

)2

dtdx < +∞,

3.

∫
Ω

(
∂v

∂x

)2

dtdx < +∞,

4.

∫
Ω

(
∂2v

∂x2

)2

dtdx < +∞.

• On a ∫
Ω

σu2dtdx =

∫
Ω

1

σ
v2dtdx.

Comme σ ∈ C1([0, T ]) et σ 6= 0, alors

1

σ
∈ C1([0, T ]) implique

1

σ
∈ L∞([0, T ]),

on a aussi

σ′ ∈ C([0, T ]) implique σ′ ∈ L∞([0, T ]).

Donc ∫
Ω

σu2dtdx ≤
∥∥∥∥ 1

σ

∥∥∥∥
L∞([0,T ])

‖v‖2
L2(Ω) < +∞.

D’où u ∈ L2
σ(Ω).
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• D’autre par, nous avons∫
Ω

σ

(
∂u

∂t

)2

dtdx =

∫
Ω

1

σ

(
σ
∂u

∂t

)2

dtdx

=

∫
Ω

1

σ

(
∂v

∂t
− σ′

σ
v

)2

dtdx

=

∫
Ω

1

σ

[(
∂v

∂t

)2

+

(
σ′

σ

)2

v2 − 2
σ′

σ
v
∂v

∂t

]
dtdx

−2ab≤a2+b2

≤
∫

Ω

1

σ

[(
∂v

∂t

)2

+

(
σ′

σ

)2

v2 +

(
σ′

σ

)2

v2 +

(
∂v

∂t

)2
]
dtdx

=

∫
Ω

2

σ

[(
∂v

∂t

)2

+

(
σ′

σ

)2

v2

]
dtdx

≤
∥∥∥∥ 2

σ

∥∥∥∥
L∞([0,T ])

∥∥∥∥∂v∂t
∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥2σ′2

σ3

∥∥∥∥
L∞([0,T ])

‖v‖2
L2(Ω) < +∞.

Donc, on obtient
∂u

∂t
∈ L2

σ(Ω).

•Et on a ∫
Ω

σ

(
∂u

∂x

)2

dtdx =

∫
Ω

1

σ

(
∂v

∂x

)2

dtdx

≤
∥∥∥∥ 1

σ

∥∥∥∥
L∞([0,T ])

∥∥∥∥∂v∂x
∥∥∥∥2

L2(Ω)

< +∞.

Donc
∂u

∂x
∈ L2

σ(Ω).

• Et on a aussi ∫
Ω

σ

(
∂2u

∂x2

)2

dtdx =

∫
Ω

1

σ

(
∂2v

∂x2

)2

dtdx

≤
∥∥∥∥ 1

σ

∥∥∥∥
L∞([0,T ])

∥∥∥∥∂2v

∂x2

∥∥∥∥2

L2(Ω)

< +∞.

D’où
∂2u

∂x2
∈ L2

σ(Ω).

On obtient finalement u ∈ H1,2
σ (Ω).
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CHAPITRE 3

ÉQUATION DE LA CHALEUR DANS DES
OUVERTS SE RAMENANT À UN RECTANGLE

D ans ce chapitre on s’intéresse à l’étude de l’existence et l’unicité de la solution de l’équa-

tion de la chaleur avec condition aux limite homogène de Dirichlet-Neumann, dans un

domaine plan non rectangulaire.
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3.1 Position du problème

Soit Ω un ouvert borné de R2 décrit par les variables (t, x), tel que

Ω = {(t, x) ∈ R2 : a < t < b , ϕ1(t) < x < ϕ2(t)},

où ϕ1(a) < ϕ2(a), ϕ1(b) < ϕ2(b) et (ϕi)i=1,2 sont des fonctions lipschitziennes.

Voir figure

avec :

Γ est la frontière de Ω.

ΓN est le segment (éventuellement vide) de Γ et orienté dans le sens de l’axe des x.

ΓC est le segment (éventuellement vide) de Γ et orienté dans le sens opposé.

Nous considérons le problème linéaire suivant :{
Lu = f ∈ L2

σ(Ω) dans Ω,

u|Γ\ΓN =
∂u

∂x
|Γ\ΓN = 0.

(3.1)

Où

σ ∈ C1([a, b]) une fonction strictement positive,

L : E −→ L2
σ(Ω) un opérateur défini par

Lu(t, x) =
∂u

∂t
(t, x)− ∂2u

∂x2
(t, x), (3.2)

u : Ω −→ R est une fonction inconnue et f : Ω −→ R est une fonction donnée dans L2
σ(Ω).
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Pour étudier ce problème, on va le transformer à un problème de domaine rectangulaire, on

va alors transformer Ω vers R =]a, b[×]0, 1[, en utilisant le changement de variables suivant :

3.2 Changement de variable

On pose :
Ft : [ϕ1(t), ϕ2(t)] −→ [0, 1]

x 7−→ Ft(x) = Ax+B,

telle que pour tout t ∈]a, b[, on a {
Ft(ϕ1(t)) = 0,
Ft(ϕ2(t)) = 1,

alors

Aϕ1(t) +B = 0 et Aϕ2(t) +B = 1,

donc

A =
1

ϕ2(t)− ϕ1(t)
et B =

−ϕ1(t)

ϕ2(t)− ϕ1(t)
,

d’où il vient

Ft(x) =
x− ϕ1(t)

ϕ2(t)− ϕ1(t)
, ∀t ∈]a, b[.

On définit le changement de variables comme suit :

G : Ω −→ R =]a, b[×]0, 1[,

(t, x) 7−→ G(t, x) =

(
t,

x− ϕ1(t)

ϕ2(t)− ϕ1(t)

)
= (τ, ξ).

On remarque queG est une fonction affine, et on a ϕ1 et ϕ2 sont des fonctions lipschitziennes

dans ]a, b[, alors G est une fonction lipschitzienne sur Ω. D’après le Théorème de Rademacher

1.4 , G est differentiable p.p. sur Ω.

Proposition 3.1. Le changement de variables G conserve les directions parallèles à l’axe des x.

Preuve. Claire, car le changement de variable qui transforme l’ensemble des segments

[ϕ1(t), ϕ2(t)] qui sont parallèles à l’axe des x vers [0, 1] est une fonction affine, et ceci pour tout

t ∈ [a, b].
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3.3 Problème rectangulaire

Soit u(t, x) = v(τ, ξ), f(t, x) = g(τ, ξ) et L̃ un opérateur défini sur R tel que

L̃v(τ, ξ) =
∂v

∂τ
(τ, ξ) + a(t, x)

∂v

∂ξ
(τ, ξ)− b(τ)

∂2v

∂ξ2
(τ, ξ),

où a(t, x) et b(τ) sont des coefficients à déterminer.

Nous obtenons un problème dans un domaine rectangulaire R =]a, b[×]0, 1[ suivant : L̃v = g ∈ L2
σ(R) dans R =]a, b[×]0, 1[,

v|Γ\ΓN =
∂v

∂ξ
|Γ\ΓN = 0,

(3.3)

avec

σ ∈ C1([a, b]) une fonction strictement positive,

v : R −→ R est une fonction inconnue et g : R −→ R est une fonction donnée dans L2
σ(R).

Γ est la frontière de R.

ΓN = {b} × [0, 1] est le segment de Γ et orienté dans le sens de l’axe des ξ.

ΓC = {a} × [0, 1] est le segment de Γ et orienté dans le sens opposé.

Voir figure
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Les coefficients a(t, x) et b(τ)

D’après le changement de variables précédent, on a

τ = t et ξ =
x− ϕ1(t)

ϕ2(t)− ϕ1(t)
.

On déduit que

1.
∂τ

∂t
(t, x) = 1 et

∂τ

∂x
(t, x) = 0.

2.
∂ξ

∂x
(t, x) =

1

ϕ2(t)− ϕ1(t)
.

3.
∂ξ

∂t
(t, x) =

−ϕ′1(t)[ϕ2(t)− ϕ1(t)]− [x− ϕ1(t)][ϕ′2(t)− ϕ′1(t)]

(ϕ2(t)− ϕ1(t))2

=
−ϕ′1(t)ϕ2(t) + ϕ1(t)ϕ′1(t)− xϕ′2(t) + ϕ1(t)ϕ′2(t) + xϕ′1(t)− ϕ1(t)ϕ′1(t)

(ϕ2(t)− ϕ1(t))2

=
ϕ′1(t)(x− ϕ2(t)) + ϕ′2(t)(ϕ1(t)− x)

(ϕ2(t)− ϕ1(t))2
.

En utilisant la règle de chaînes, nous obtenons

∂u

∂t
(t, x) =

∂τ

∂t

∂v

∂τ
(τ, ξ) +

∂ξ

∂t

∂v

∂ξ
(τ, ξ)

=
∂v

∂τ
(τ, ξ) +

ϕ′1(t)(x− ϕ2(t)) + ϕ′2(t)(ϕ1(t)− x)

(ϕ2(t)− ϕ1(t))2

∂v

∂ξ
(τ, ξ).

On a aussi

∂u

∂x
(t, x) =

∂τ

∂x

∂v

∂τ
(τ, ξ) +

∂ξ

∂x

∂v

∂ξ
(τ, ξ)

=
1

ϕ2(t)− ϕ1(t)

∂v

∂ξ
(τ, ξ).

D’autre part

∂2u

∂x2
(t, x) =

∂

∂x

(
1

ϕ2(t)− ϕ1(t)

∂v

∂ξ
(τ, ξ)

)
=

∂

∂x

(
1

ϕ2(t)− ϕ1(t)

)
∂v

∂ξ
(τ, ξ) +

1

ϕ2(t)− ϕ1(t)

∂

∂x

(
∂v

∂ξ
(τ, ξ)

)
=

1

ϕ2(t)− ϕ1(t)

(
∂τ

∂x

∂2v

∂τ∂ξ
(τ, ξ) +

∂ξ

∂x

∂2v

∂ξ2
(τ, ξ)

)
On obtient

∂2u

∂x2
(t, x) =

1

(ϕ2(t)− ϕ1(t))2

∂2v

∂ξ2
(τ, ξ).

En fin l’opérateur de L définie par (3.2), donne après changement de variables

L̃v(τ, ξ) =
∂v

∂τ
(τ, ξ) +

ϕ′1(t)(x− ϕ2(t)) + ϕ′2(t)(ϕ1(t)− x)

(ϕ2(t)− ϕ1(t))2

∂v

∂ξ
(τ, ξ)− 1

(ϕ2(τ)− ϕ1(τ))2

∂2v

∂2ξ
(τ, ξ).
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Dans la suite on note

a(t, x) =
ϕ′1(t)(x− ϕ2(t)) + ϕ′2(t)(ϕ1(t)− x)

(ϕ2(t)− ϕ1(t))2
,

b(τ) =
1

(ϕ2(τ)− ϕ1(τ))2
.

Remarque 3.1. Les deux problèmes (3.1) et (3.3) sont équivalentes.

3.4 Lemmes fondamentales

Dans cette section, nous allons montrer que le changement de variables G conserve les es-

paces de Sobolev.

Lemme 3.1. Si l’on pose u(t, x) = v(τ, ξ) alors :

u ∈ H1,2(Ω) équivaut à v ∈ H1,2(R).

Preuve. (Voir [10, page 21]).

Lemme 3.2. Si l’on pose u(t, x) = v(τ, ξ) alors :

u ∈ H1,2
σ (Ω) équivaut à v ∈ H1,2

σ (R).

D’après le changement de variables G précédent, on a :

La matrice Jacobienne de G vaut :

JG(t, x) =

 ∂τ
∂t

(t, x) ∂τ
∂x

(t, x)

∂ξ
∂t

(t, x) ∂ξ
∂x

(t, x)

 =

 1 0

a(t, x) 1
ϕ2(t)−ϕ1(t)

 .

Le déterminant de la matrice Jacobienne (le Jacobien) de G vaut :

|JG(t, x)| = 1

ϕ2(t)− ϕ1(t)
.

Comme ϕ1 et ϕ2 sont des fonctions lipschitziennes dans ]a, b[, alors (ϕi)i=1,2 sont continues

sur ]a, b[ ( i.e. (ϕi)i=1,2 ∈ L∞(]a, b[) ) et pour tout t ∈]a, b[, on a

ϕ1(t) < ϕ2(t).
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Alors pour tout t ∈]a, b[ et M > 0, on a

0 <
1

ϕ2(t)− ϕ1(t)
≤M.

Donc |JG(t, x)| est borné.

Clairement G est une fonction bijective, alors la fonction inverse G−1 existe.

Cherchons la fonction inverse G−1 de G :

On a

G(t, x) =

(
t,

x− ϕ1(t)

ϕ2(t)− ϕ1(t)

)
= (τ, ξ),

ce qui implique τ = t,

ξ =
x− ϕ1(t)

ϕ2(t)− ϕ1(t)
,

donc
{
t = τ ,
x = (ϕ2(τ)− ϕ1(τ))ξ + ϕ1(τ).

On obtient

G−1(τ, ξ) = (t, x) = ( τ︸︷︷︸
η(τ,ξ)

, (ϕ2(τ)− ϕ1(τ))ξ + ϕ1(τ)︸ ︷︷ ︸
ψ(τ,ξ)

).

La matrice Jacobienne de G−1 est :

JG−1(τ, ξ) =

 ∂η
∂τ

(τ, ξ) ∂η
∂ξ

(τ, ξ)

∂ψ
∂τ

(τ, ξ) ∂ψ
∂ξ

(τ, ξ)

 =

 1 0

(ϕ′2(τ)− ϕ′1(τ))ξ + ϕ′1(τ) ϕ2(τ)− ϕ1(τ)

 .

Le déterminant de la matrice Jacobienne (le Jacobien) de G−1 est :

|JG−1(τ, ξ)| = ϕ2(τ)− ϕ1(τ).

Comme ϕ1 et ϕ2 sont des fonctions lipschitziennes dans ]a, b[, alors (ϕi)i=1,2 sont continues

sur ]a, b[ ( i.e. (ϕi)i=1,2 ∈ L∞(]a, b[) ) et pour tout τ ∈]a, b[, on a

ϕ1(τ) < ϕ2(τ).

Donc pour tout τ ∈]a, b[ et M > 0, on a

0 < ϕ2(τ)− ϕ1(τ) ≤M.

D’où |JG−1(τ, ξ)| est borné.
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Démonstration du Lemme 3.2.

(⇒) Condition nécessaire :

Supposons que

u ∈ H1,2
σ (Ω) =

{
u ∈ L2

σ(Ω),
∂u

∂t
∈ L2

σ(Ω),
∂u

∂x
∈ L2

σ(Ω),
∂2u

∂x2
∈ L2

σ(Ω)

}
,

et montrons que

v ∈ H1,2
σ (R) =

{
v ∈ L2

σ(R),
∂v

∂τ
∈ L2

σ(R),
∂v

∂ξ
∈ L2

σ(R),
∂2v

∂ξ2
∈ L2

σ(R)

}
.

• Soit u ∈ L2
σ(Ω) c’est-à-dire ∫

Ω

σ(t) [u(t, x)]2 dtdx < +∞.

On a ∫
R

σ(τ) [v(τ, ξ)]2 dτdξ =

∫
Ω

σ(t) [u(t, x)]2 |JG(t, x)| dtdx︸ ︷︷ ︸
dτdξ

≤ M

∫
Ω

σ(t) [u(t, x)]2 dtdx < +∞.

D’où v ∈ L2
σ(R).

• Par ailleurs, on a

(a)
∂v

∂τ
(τ, ξ) =

∂u

∂t
(t, x)− ϕ′1(t)(x− ϕ2(t))− ϕ′2(t)(x− ϕ1(t))

(ϕ2(t)− ϕ1(t))2

∂v

∂ξ
(τ, ξ).

(b)
∂v

∂ξ
(τ, ξ) = (ϕ2(t)− ϕ1(t))

∂u

∂x
(t, x).

(c)
∂2v

∂ξ2
(τ, ξ) = (ϕ2(t)− ϕ1(t))2∂

2u

∂x2
(t, x).

D’après (b) et (c), on déduit que si{
∂u

∂x
∈ L2

σ(Ω);
∂2u

∂x2
∈ L2

σ(Ω)

}
,

implique {
∂v

∂ξ
∈ L2

σ(R);
∂2v

∂ξ2
∈ L2

σ(R)

}
.
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• Il reste de montrer que
∂v

∂τ
∈ L2

σ(R) :

Les égalités (a) et (b) impliquent que

∂v

∂τ
(τ, ξ) =

∂u

∂t
(t, x)− ϕ′1(t)(x− ϕ2(t))− ϕ′2(t)(x− ϕ1(t))

ϕ2(t)− ϕ1(t)︸ ︷︷ ︸
A(t)

∂u

∂x
(t, x)

=
∂u

∂t
(t, x)− A(t)

∂u

∂x
(t, x).

Comme
∂u

∂t
∈ L2

σ(Ω), donc il suffit de prouver que A(t)
∂u

∂x
est dans L2

σ(Ω).

On a ∣∣∣∣A(t)
∂u

∂x
(t, x)

∣∣∣∣ ≤ C |ϕ′1(t)|
∣∣∣∣∂u∂x(t, x)

∣∣∣∣+ C |ϕ′2(t)|
∣∣∣∣∂u∂x(t, x)

∣∣∣∣
où C est une constante provenant des majorations des termes en (ϕi)i=1,2.

On a (ϕi)i=1,2 sont des fonctions lipschitziennes dans ]a, b[, alors

(ϕ′i)i=1,2 sont bornées sur ]a, b[ (i.e. (ϕ′i)i=1,2 ∈ L∞(]a, b[)).

Donc pour tout M > 0, on a ∣∣∣∣A(t)
∂u

∂x
(t, x)

∣∣∣∣ ≤M

∣∣∣∣∂u∂x(t, x)

∣∣∣∣ .
Alors ∫

Ω

σ(t)

∣∣∣∣A(t)
∂u

∂x
(t, x)

∣∣∣∣2 dtdx ≤M

∫
Ω

σ(t)

∣∣∣∣∂u∂x(t, x)

∣∣∣∣2 dtdx < +∞, (car
∂u

∂x
∈ L2

σ(Ω)).

D’où A(t)
∂u

∂x
∈ L2

σ(Ω).
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(⇐) Condition suffisante :

Supposons maintenant que

v ∈ H1,2
σ (R) =

{
v ∈ L2

σ(R),
∂v

∂τ
∈ L2

σ(R),
∂v

∂ξ
∈ L2

σ(R),
∂2v

∂ξ2
∈ L2

σ(R)

}
,

et montrons que

u ∈ H1,2
σ (Ω) =

{
u ∈ L2

σ(Ω),
∂u

∂t
∈ L2

σ(Ω),
∂u

∂x
∈ L2

σ(Ω),
∂2u

∂x2
∈ L2

σ(Ω)

}
.

• Soit v ∈ L2
σ(R) c’est-à-dire ∫

R

σ(τ) [v(τ, ξ)]2 dτdξ < +∞.

On a ∫
Ω

σ(t) [u(t, x)]2 dtdx =

∫
R

σ(τ) [v(τ, ξ)]2 |JG−1(τ, ξ)| dτdξ︸ ︷︷ ︸
dtdx

≤ M

∫
R

σ(τ) [v(τ, ξ)]2 dτdξ < +∞.

Donc, on obtient u ∈ L2
σ(Ω) .

• Par ailleurs, on a

(a′)
∂u

∂t
(t, x) =

∂v

∂τ
(τ, ξ) +

ϕ′1(t)(x− ϕ2(t))− ϕ′2(t)(x− ϕ1(t))

(ϕ2(t)− ϕ1(t))2

∂v

∂ξ
(τ, ξ).

(b′)
∂u

∂x
(t, x) =

1

ϕ2(t)− ϕ1(t)

∂v

∂ξ
(τ, ξ).

(c′)
∂2u

∂x2
(t, x) =

1

(ϕ2(t)− ϕ1(t))2

∂2v

∂ξ2
(τ, ξ).

D’après (b′) et (c′), on déduit que si{
∂v

∂ξ
∈ L2

σ(R);
∂2v

∂ξ2
∈ L2

σ(R)

}
,

implique {
∂u

∂x
∈ L2

σ(Ω);
∂2u

∂x2
∈ L2

σ(Ω)

}
.
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• Il reste de montrer que
∂u

∂t
∈ L2

σ(Ω) :

D’après l’égalité (a′), on a

∂u

∂t
(t, x) =

∂v

∂τ
(τ, ξ) +

ϕ′1(t)(x− ϕ2(t))− ϕ′2(t)(x− ϕ1(t))

(ϕ2(t)− ϕ1(t))2︸ ︷︷ ︸
B(t)

∂v

∂ξ
(τ, ξ).

Comme
∂v

∂τ
∈ L2

σ(R), donc il suffit de montrer que B(t)
∂v

∂ξ
est dans L2

σ(R).

On a (ϕi)i=1,2 sont des fonctions lipschitziennes dans ]a, b[, alors

(ϕ′i)i=1,2 sont bornées sur ]a, b[ (i.e. (ϕ′i)i=1,2 ∈ L∞(]a, b[)).

Donc pour tout N > 0, on a ∣∣∣∣B(t)
∂v

∂ξ
(τ, ξ)

∣∣∣∣ ≤ N

∣∣∣∣∂v∂ξ (τ, ξ)

∣∣∣∣ .
Alors ∫

R

σ(τ)

∣∣∣∣B(t)
∂v

∂ξ
(τ, ξ)

∣∣∣∣2 dτdξ ≤ N

∫
R

σ(τ)

∣∣∣∣∂v∂ξ (τ, ξ)

∣∣∣∣2 dτdξ < +∞, (car
∂v

∂ξ
∈ L2

σ(R)).

D’où B(t)
∂v

∂ξ
est dans L2

σ(R).
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3.5 Existence et unicité du problème

Nous allons étudier ici qu’il existe une solution unique du problème non rectangulaire (3.1).

D’après le problème rectangulaire (3.3), on a

L̃v(τ, ξ) =
∂v

∂τ
(τ, ξ)− b(τ)

∂2v

∂ξ2
(τ, ξ)︸ ︷︷ ︸

L̂v(τ,ξ)

+ a(t, x)
∂v

∂ξ
(τ, ξ)︸ ︷︷ ︸

Tv(τ,ξ)

= g(τ, ξ).

• La propriété de la corne de Besov (voir [1]) est vérifiée dans R relativement à l’espace H1,2(R)

et H1,2
σ (R), donc l’opérateur Tv = a(t, x)

∂v

∂ξ
est compact de H1,2(R) dans L2(R) (H1,2(R) ↪→c

L2(R)) il l’est aussi de H1,2
σ (R) dans L2

σ(R) (H1,2
σ (R) ↪→c L

2
σ(R)).

• L’opérateur L̂v =
∂v

∂τ
− b(τ)

∂2v

∂ξ2
admet un indice (car Ker(L̂) est de dimension finie et Im(L̂)

est de codimension finie) et χ(L̂) = dimKer(L̂)−codim Im(L̂), de plus on a L̂, T ∈ L(H1,2
σ (R), L2

σ(R)).

Dans ce cas, en appliquant la Théorème 1.2 , on obtient

L̂+ T admet un indice etχ(L̂+ T ) = χ(L̂)(i.e. les opérateurs L̂+ T et L̂ ont le même indice).

Il suffit donc d’étudier l’opérateur

L̂v(τ, ξ) =
∂v

∂τ
(τ, ξ)− b(τ)

∂2v

∂ξ2
(τ, ξ).

Pour cela on pose

τ = h(s) implique s = h−1(τ),

où h :]a, b[−→]a, b[ est une fonction continue et bijective sur ]a, b[, h−1 la fonction réciproque de

h est dérivable sur ]a, b[ et on a

(h−1(τ))′ =
1

h′ ◦ h−1(τ)
=

1

h′(s)
.

En utilisant la règle de chaînes, nous obtenons

∂v

∂τ
(τ, ξ) =

∂s

∂τ

∂v

∂s
(s, ξ) +

∂ξ

∂τ

∂v

∂ξ
(s, ξ)

=
1

h′(s)

∂v

∂s
(s, ξ).

D’autre part, on a
∂2v

∂ξ2
(τ, ξ) =

∂2v

∂ξ2
(s, ξ).
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Alors l’opérateur précédent devient

L̂v(s, ξ) =
1

h′(s)

∂v

∂s
(s, ξ)− b(τ)

∂2v

∂ξ2
(s, ξ).

Posons encore b(τ) =
1

h′(s)
, on obtient

h′(s) = [ϕ2(h(s))− ϕ1(h(s))]2 , (3.4)

c’est une équation différentielle ordinaire, d’après le Théorème de Cauchy-Lipshitz 1.3 , l’équa-

tion (3.4) admet une solution h quand son second membre est lipschitzien par rapport à h.

Vérifieons le second membre est lipschitzien par rapport à h :

Soit h1, h2 ∈]a, b[, on a

∣∣(ϕ2(h1)− ϕ1(h1))2 − (ϕ2(h2)− ϕ1(h2))2
∣∣ = |ϕ2(h1)− ϕ1(h1)− ϕ2(h2) + ϕ1(h2)| |ϕ2(h1)− ϕ1(h1)

+ϕ2(h2)− ϕ1(h2)|

≤ |ϕ2(h1)− ϕ1(h1) + ϕ2(h2)− ϕ1(h2)| (|ϕ2(h1)− ϕ2(h2)|

+ |ϕ1(h1)− ϕ1(h2)|) .

On a (ϕi)i=1,2 sont des fonctions lipschitziennes dans ]a, b[, d’où il vient

∣∣(ϕ2(h1)− ϕ1(h1))2 − (ϕ2(h2)− ϕ1(h2))2
∣∣ ≤M |h1 − h2| ; ∀M > 0.

On est donc ramené à l’opérateur L moyennant un changement de poids dans les espaces

de Sobolev.

Le nouveau poids est positif (car h′σ > 0), mais il n’est pas dans C1([a, b]) il est lipschitzien et

ce la suffit pour que la Théorème 2.3 soit valable. On a finalement le

Théorème 3.1. L est un isomorphisme de E dans L2
σ(Ω).
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié un problème parabolique dans un domaine bidimens-

tionnel, c’est l’équation de la chaleur, avec des conditions mixtes (de Dirichlet et de Neumann)

sur le bord. Le domaine est un domaine rectangulaire ou un domaine peut ramener à un do-

maine rectangulaire.

Ce mémoire est basé sur l’article de Sadallah [7], et le livre de J. L. Lions - E. Magenes [6].

Notons qu’il y a une poursuite de ce travail concernant les domaines trigonométriques, que

nous n’avons pas pu aborder car elle fera le mémoire plus long.
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Résumé :

S oit Ω un ouvert borné de R2, décrit par (t, x) dont le bord Γ est orienté dans le sens direct. On note
ΓN (resp. ΓC) l’ensemble des segments de Γ qui sont parallèles à l’axe des x et orientés dans le

sens direct (resp. le sens opposé). Le but de ce travail est de déterminer des conditions sur Ω et σ pour
que le problème suivant admet une solution unique dans H1,2

σ (Ω) :
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= f ∈ L2

σ(Ω) dans Ω,

u|Γ\ΓN =
∂u

∂x
|Γ\ΓN = 0.

Mots-Clés : Espaces de Sobolev et de Lebesgue avec poids, problème parabolique, conditions aux
limites.

Abstract :

L et Ω be a bounded open of R2, described by (t, x) including edge Γ is oriented in the direct
direction. We note ΓN (resp. ΓC) all segments of Γ that are parallel to the x axis and oriented in

the direct direction (resp. the opposite direction). The purpose of this work is to determine conditions on
Ω and σ so that the following problem admits a single solution in H1,2

σ (Ω) :
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= f ∈ L2

σ(Ω) in Ω,

u|Γ\ΓN =
∂u

∂x
|Γ\ΓN = 0.

Keywords : Spaces of Sobolev and Lebesgue with weights, parabolic problem, boundary conditions.
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