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Notation

|| La valeur absolue.

(.,.) Produit scalaire.

(.,.) Produit de dualité (crochet de dualité) entre 1’espace et son dual.
D(2) L’espace des fonctions de classe C* a support compact dans 2.
L(E,F) L'espace des opérateurs linéaires continues de £ dans F.
L(E,F) L’espace des opérateurs linéaires de F dans F.

X(L) L'indice de L, x(L) = dim Ker(L) — dim CoKer(L).

dim CoKer(L) = codim Im(L).

Ker(L) ={ue E:L(u)=0r} CE.

Im(L) ={L(uw) € F:ue E}CF.

e L’injection compact.

q L’exposant conjugué de p, i.e. }9 + é = 1.

Bg La boule d’'unité fermée de 'espace E, i.e. B := {x € E, ||z| < 1}.

B(0,1) La boule d’unité ouverte de centre 0 et de rayon 1, i.e. B(0,1) := {x € R" : ||z] < 1}.
Ju Ou ou

Vu Gradient de u, Vu = <8x1’ TR 8%).

WhP(Q) ={u e LP(Q)|Vu € LP(Q)}.

Ja(t, x) La matrice Jacobienne de G au point (¢, z).

|Ja(t, )| Le déterminant de la matrice Jacobienne de G (le Jacobien).

D-D. Presque partout.

Q La fermeture de .
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Introduction générale

Soit © un ouvert borné de R?, décrit par les variables (¢, z) et dont le bord I est orienté dans
le sens direct. On note I'y (resp. I'c) 'ensemble (éventuellement vide) des segments de I' qui
sont paralleles a 1’axe des z et orientés dans le sens direct (resp. dans le sens opposé).

On définit les espaces :

ou ou 0?u
H2(Q) — 2.0 U 2/0. U 2/0y. U 2
@) = {ue 12005 € 2@ 5t e 120 g e 2@

ou o est une fonction de ¢ strictement positive et continiment dérivable dans un intervalle
borné qu’on précisera. L2 () désigne 1'espace des fonctions de carré intégrable pour la mesure

odtdz. H*(Q) désignera I'espace H}?(Q2) correspondant au poids ¢ = 1.

ou
EFE=<ue H;’z(Q) - U\P\FN = _‘F\FN e
ox

Le but de ce travail est de déterminer des conditions (suffisantes) sur I’'ouvert non rectangulaire
2

() et le poids o pour que l'opérateur de la chaleur L = Er ;2 soit un isomorphisme de £
€T

dans L2(2), en d’autres termes on se propose de résoudre le probleme (1) suivant :

Trouveru € H}*(Q) :
Lu= feL%(Q) dans Q, (1)

U
u’F\FN = %|F\FN =0.

Plus précisément on considére un ouvert borné (2 tel que :
Q={(t,r) eR*:a<t<b, pi(t) <z <t}
oll (¢;)i=1,2 désigneront toujours des fonctions lipschitziennes dans |a, b[ et vérifiant :
©1(t) < po(t) pourtout t €la, b,

©1(t) < @o(t) pour tout t € [a,b].



Ce mémoire se décompose en trois chapitres de la maniére suivante : dans le premier cha-
pitre, nous allons faire un rappel sur les espaces fonctionnels, principalement espaces de fonc-
tions continues, espaces de Lebesgue, espaces de Sobolev et espaces de Sobolev et de Lebesgue
avec poids, ensuite on donnera quelques définitions et propriétés utiles sur les opérateurs li-
néaires et les fonctions lipschitziennes.

Dans le deuxieme chapitre, nous avons démontré I'existence et 1'unicité de la solution du pro-
bleme (T)), dans un domaine plan rectangulaire (i.e. 2 =]0, 7[x]0, 1]).

Dans le dernier chapitre, nous avons étudié l'existence et 1'unicité de la solution du probleme
(1), dans un domaine qui se rameéne & un rectangle par un changement de variables conservant

le temps, i.e. lorsque (2 est tel que

p1(a) < @a(a) et p1(b) < pa(b) (i.e.Tc#0 et Ty #0).

On termine ce mémoire par une conclusion.

vi



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES ET NOTIONS DE BASE

ans ce chapitre préliminaire, on donnera quelques généralités sur les espaces fonctionnels,
principalement espaces de fonctions continues, espaces de Lebesgue, espaces de Sobolev
et espaces de Sobolev et de Lebesgue avec poids, et quelques définitions et notions de base dans

ce travail sur les opérateurs linéaires et les fonctions lipschitziennes.



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 2

1.1 Espaces fonctionnels

On appelle espace fonctionnel un ensemble des fonctions ayant une structure d’espace vec-
toriel.

Dans ce que suit, on considere {2 un ouvert de R” muni de la mesure de Lebesgue dzx.

1.1.1 Espaces de fonctions continues

On note C(©2,R) I’ensemble des fonctions continues définies sur €2 a valeurs dans R.
Pour tout m € N on note C"(£2,R) 'ensemble des fonctions définies sur (2 a valeurs dans R,
telles que pour tout o = (a3, g, ..., ;) € N™ avec |a| = i a; < m, la dérivée Dy existe et est
continue sur (2. Y

On note C'(Q,R) I'ensemble des fonctions ¢ : @ — R qui sont dérivables de dérivées
premieres Dy continues sur (2.

On note C*(2,R) 'ensemble des fonctions ¢ : @ — R qui sont indéfiniment dérivables

(c’est-a-dire, pour tout o = (o, @z, ..., ;) € N™ la dérivée D%y existe, elle sera alors forcément

continue sur €2). Nous notons C™(Q2) = C™(§2, R).

1.1.2 Espaces de Lebesgue

Définition 1.1. Soit 1 < p < 400, on pose

LP(Q)) := {f : ) — Rmesurable et / |f ()P dx < +oo} ,
Q

T [/ fa |pdx]

Corollaire 1.1. Pour p = 2, 'espace L*(S2) est un espace de Hilbert, on peut muni du produit scalaire

muni de la norme

(f,9) 120 /f x)dz: Vf,g € L2(Q).

Université de M’sila Etude d’une équation de la chaleur dans des domaines plans



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 3

Définition 1.2. On pose
L>(Q) :={f : Q@ — Rmesurable et il existe c > 0tel que |f(z)| < ¢ p.p. surQ},

muni de la norme

HfHLoo(Q) =inf{c:|f(z)| < c p.p.surQ}.
Définition 1.3. (Espaces L?(a,b; H),1 < p < +o00). Soient H un espace de Hilbert et |a, b[ un
ouvert de R. On désigne par L?(a, b; H) l'espace des classes des fonctions

f oo Jab) — H,
t — ),

vérifiant
(i) f est mesurable,

b
m)/|U@MZﬁ<GH@pmH1§p<+m,

(iii) sup ess||f(t)]|y < 400 pour p = +o0.
t€]a,b]
L’espace L”(a,b; H) est de Banach muni de la norme

b 1/p
[/ ||f(t)|]’}{dt} si 1<p<—+o0,

sup ess|| f(t)l||; si p=+oo.
t€la,b|

Remarque 1.1. Sip = 2, L?(a, b; H) est un espace de Hilbert et 'application

(1) > (2t ) L2 iy = / (ult), v(t))  dt

définit un produit scalaire sur L?(a, b; H).

Proposition 1.1. (Inégalité de Holder). Soient f € LP(Q2) et g € L4(2), avec 1 < p,q < 400 et q

) 1 1
'exposant conjugué de p c-a-d : — + — = 1.
p g
Alorsona
fg € L'(9),

/Q Folde < [l 19 o

Université de M’sila Etude d’une équation de la chaleur dans des domaines plans



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 4

1.1.3 Espaces de Sobolev

Définition 1.4. Soient m € Net 1 < p < 4o00. On appelle espace de Sobolev d’ordre m et on le
note WP (Q)) I'espace :
WmP(Q) :={u € LP(Q) : D*u € LP(Q),Va = (a1, g, ..., ) € N0 < |a| < m},

loly . , o -
ou D% = 925 Bon est la dérivée partielle de u d’ordre a au sens des distributions définie
x{t...0xon
par:

(D, ) = (=1)/* (u, D*u) Yo € D(Q),avec |a| = a1 + as + ... + an.

L’espace W™P?((1) est muni de la norme :

( 1/p
||u||Wm»P(Q) = Z ||Dau||1£p(9) si 1 <p<+oo,
0<|a|<m
lullwmaiy = og%@{m [ D%u| oo ) si p=oo.

Proposition 1.2. (W™P(2); [[.[|yym.(q)) est un espace de Banach pour 1 < p < +o0.

Remarque 1.2. L'espace de Sobolev WP (() est :
1. réflexif pour 1 < p < +oo,

2. séparable pour 1 < p < +oo.
Définition 1.5. Pour p = 2, on pose

Wm™2(Q) = H™(Q) := {u € L*(Q) : D"u € L*(Q),Va = (a1, a2, ...,a,) € N*,0 < o] <},
muni de la produit scalaire :

(uuv)Hm(Q) - Z (Da%D%)L?(Q); Vu,v € H™(Q).

0<]al<m

Proposition 1.3. H™()) est un espace de Hilbert.

Université de M’sila Etude d’une équation de la chaleur dans des domaines plans



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 5

Définition 1.6. On pose

ou

HY(Q) := {u cu € LA(Q), pr

€ L*(Q),Vi = 1n}

On munit H'(Q2) du produit scalaire :

n 8” a/U n au 81)
<U>U)H1(Q) = /Q <uv + ; axl axz) - (U,U)LQ(Q) + ; (8_1'17 a_xz) L2(Q) .

La norme correspondante sera notée

lull gy = lull p2i) + IVUll 12

Définition 1.7. (Espace H;(f2)). Soit D(2) I'espace des fonctions de classe C* a support compact
dans Q. L'espace de Sobolev Hj () est défini comme 1’adhérence de D(2) dans H'(2).

C’est-a-dire

Hy(Q) == D@

Définition 1.8. (Espaces de Sobolev fractionnaire. Voir [2, page 194]).
Soient s €]0, 1[ et p €]|1, +00|. On définit 'espace de Sobolev fractionnaire W *»({2) par :

WeP(Q) = {u € LP(Q) telle que / Mdmd@; < oo} :

aJo |x_y|sp+n

Proposition 1.4. (Voir [2| page 194]). Pour s €0, 1[, I'espace W*?(Q) muni de la norme

u(z 1/p
iy = (Folley + [ 2L oy )

est un espace de Banach.

Proposition 1.5. (Voir [2, page 189]). Soient s €]0,1[, p = 2 et 2 = R™. On pose

WH(R") = H*(R") := {u € L*(R") et/ / [u( - 25+n Jutx) =)y oo}.

Université de M’sila Etude d’une équation de la chaleur dans des domaines plans



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 6

Théoreme 1.1. (Théoréme de traces. Voir [6, volume 2, page 10]).

. . 1 .
Soit ¥ est la frontiere de (), avec () = 2x]0, T'[. Pour u € HT’S(Q)avec r > 05 > 0, on peut définir

M . 1 .

—— sur X si j<r—— (jentier >0

dlu - 0 L X s beas

o e H"Yi(3) (8_77 = dérivée normale a 3, orientée vers l'intérieur de (),

o

BB 075 (=0 si s=0),

\3
VA
=

o o iy .
les applications u — a—qj étant linéaires continues de H™*(Q) — HH"i(3).
Ui

. 1
On peut également définir, si s > 27 r>0:

%(x,o) sur Q si k< s—% (k entier > 0),
%(x, 0) € H™*(Q),
] )
A
ka;(S—k—§),

k

les applications u — a—t?]j(z, 0) étant continues de H™*(Q)) — HP*(Q).

1. Pour la définition de 'espace H™*(Q) voir [6, volume 2, page 07-10].

Université de M’sila Etude d’une équation de la chaleur dans des domaines plans



1.1. ESPACES FONCTIONNELS 7

1.1.4 Espaces de Sobolev et de Lebesgue avec poids

Soit o : 2 —]0, +00[ une fonction strictement positive et continiment dérivable dans 2.

Définition 1.9. (Espaces L2(2),1 < p < +00). On appelle espace de Lebesgue avec poids o et

on le note L2(£2) l'espace :
LP(Q) = {f : ) — Rmesurable et / o(x) |f(x)]" de < +oo} :
0

LP () est le Banach muni de la norme

1/p
Iz = | | @ [f(@)"dz| .
Q
Corollaire 1.2. Pour p = 2, 'espace L2 () défini par
L2(Q)) = {f : 0 — R mesurable et / o(z)|f(z)| dx < +oo} \
Q
est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire

9z = [ o@f@lalde: Vi.g € L)

Q

La norme correspondante sera notée

oy = | [ o) )P ] -

Définition 1.10. (Espace H1?(2)). Soit © un ouvert de R?. On définit I’espace de Sobolev avec
poids H!?(Q) par:

(@) = {f e 2@, 2 2@, 2L e 20, % ¢ Li(ﬂ)} ,

" Oy " Oxy " O3
c’est un espace de Hilbert, muni de la norme :
) 1/2
L%(Q)] .

2

0% f

2
O0xs

.o s
1l = [anLg(m o e e e

8.732

| ’

i

L3 (Q) L3 (Q)

Université de M’sila Etude d’une équation de la chaleur dans des domaines plans



1.2. OPERATEURS LINEAIRES COMPACTS 8

1.2 Opérateurs linéaires compacts

Définition 1.11. (Opérateur linéaire). Soient E et F' deux espaces vectoriels sur le corps R.
On dit que l'application U définie sur £ dans F' est une application linéaire ou un opérateur

linéaire si
Vo,y € E,Va, €R ona U(azx+ By)=aU(x)+ pU(y).

Définition 1.12. (Opérateur borné). Soient (£} ||.|| ;) et (F;].||z) deux espaces de Banach. Un
opérateur linéaire U défini sur I dans F’ est dit borné (continue) s’il existe une constante posi-
tive C' > 0 telle que

U@l < Cllelly: Va € E.

Définition 1.13. (Opérateur compact). Soient E et F' deux espaces de Banachet7T : E — F un
opérateur borné. On dit que T est un opérateur compacte si l'image par 7' de la boule unité By

est relativement compacte dans F'. C-a-d

T est compacte < T'(Bp) est compacte dans F'.

Définition 1.14. (Opérateur isomorphisme). Soient F et F' deux espaces de Banach. Si l'appli-

cation linéaire L : ' — F est bijective continue et L' : F — F est continue, on dit que
L est un isomorphisme entre F et F.

Définition 1.15. (Opérateur linéaire a indice. Voir [4] page 01]).
On dit qu'un opérateur L € L(E, F') admet un indice si Ker(L) et CoKer(L) sont de dimension

tinie, I'indice de L est alors la quantité
X(L) = dim Ker(L) — dim CoKer(L).

Théoreme 1.2. (Voir [4], page 06]). Soient E et F deux espaces de Banach et L € L(E, F) un opérateur

a indice. Pour tout opérateur compact T € L(E, F)ona

L + T admet un indice et x(L + T) = x(L).

Université de M’sila Etude d’une équation de la chaleur dans des domaines plans



1.3. FONCTIONS LIPSCHITZIENNES 9

1.3 Fonctions lipschitziennes

Définition 1.16. Soient (£} ||.|| ;) et (F; ||.|| ) deux espaces de Banach et f : £ — F une appli-

cation. On dit que f est lipschitzienne s’il existe une constante positive M > 0 telle que

Ve,ye Eona | f(z) = fy)llp < M|z -yl g

Définition 1.17. Soient / un intervalle de R, f une fonction de I dans R. On dit que la fonction
f est localement lipschitzienne si, pour tout = de I, il existe un intervalle |a, b] contenant z et un

réel K tel que
Vu,v €la, bl ona |f(u) — f(v)] < K |u—v|.

Théoréme 1.3. (Théoréme de Cauchy-Lipshitz). Soit le probleme de Cauchy suivant :

y/ =3 f($7y)7
{ y(wo) = yo. (L1

Si la fonction f est continue et lipshitzienne par rapport a y sur I x Q2 (avec 1,2 C R ), alors
il existe une solution unique y = h(x) du probleme (1.1).

Théoreme 1.4. (Théoréme de Rademacher. Voir [3| page 216]). Soit f : Q2 C R™ — R™ une fonction

lipschitzienne, alors
f est differentiable p.p. sur Q.

Définition 1.18. (Domaine lipschitzien). Soit {2 un ouvert de R” dont la frontiere 02 est borné.

Alors (2 est appelé un domaine lipschitzien ou «a frontiére lipschitzienne» s’il existe des ou-

° QZUQZ et Qp CQ,

i=0
e ©;:Q; — B(0,1) = {z € R": ||lz|| < 1} bijectives et ¢; et ¢; ' sont lipschitziennes,
e 0vi(NQ)=B0,1)NRLouR: = {(z,y) :x € R} ,y e R" '},

i(:N0Q) = B(0,1)N{(0,y) : y € R*"}.

Université de M’sila Etude d’une équation de la chaleur dans des domaines plans



CHAPITRE 2

EQUATION DE LA CHALEUR DANS DES
OUVERTS RECTANGULAIRES

@ ans ce chapitre on va démontrer 1'existence et 1'unicité de la solution de 1’équation de la
chaleur avec condition aux limite homogene de Dirichlet-Neumann, dans un domaine

plan rectangulaire.

10



2.1. POSITION DU PROBLEME 11

2.1 Position du probleme

On considere le probleme :

Lu=feL%Q) dans Q=]0,7[x]0,1],
" (2.1)
U|F\FN = %|F\FN =0,
avec
o € C'([0,T]) une fonction strictement positive,
L: E — L%(Q) un opérateur défini par
du 0?u
LU(t,.’IZ) - E(t .’E) - @(t .’I}), (22)

u : 0 — R est une fonction inconnue et f : & — R est une fonction donnée dans L2(().
I" est la frontiere de 2.

I'y ={T} x [0,1] est le segment de I et orienté dans le sens de 1’axe des z.

I'c = {0} x [0, 1] est le segment de I et orienté dans le sens opposé.

Voir figure

X

Université de M’sila Etude d’une équation de la chaleur dans des domaines plans



2.2. THEOREMES D’EXISTENCE ET D'UNICITE 12

Posons :
0?u ou ou
AU=-—, BU=— e U =—.
V=" or © ot
Donc, l'opérateur L devient
LU = AU+ U".

Le probleme (2.1) se rameéne a :

LU=AU+U = f e L2(Q) dans Q=|0,T[x]0,1],
BU =g sur I,

U0,2) =0 sur I'g,

U € Hy*(Q),

(2.3)

ottg e Hz1(T) ( d’apres le Théoreme de traces), avec g = O sur I'\I'y.

2.2 Théoréemes d’existence et d’unicité

On va démontrer ici qu’il existe une solution unique du probleme (2.3) et nous obtenons le
méme résultat pour le probleme originale (2.1).

Pour cela, on a les cas suivants :

221 Casouoc=1letg=0

Théoréme 2.1. Le probleme admet une solution unique U € H*(Q) quand f € L*(Q) et g = 0.

Démonstration.
e ['existence :

On va considérer A comme un opérateur non borné dans H = L*((2), avec
D(A)={V € H*(Q): BV =0surl'}.

Soit D', (H) E| I'espace des distributions dépendant de ¢, a valeur dans H et nulles pour ¢ < 0.

1. Pour la définition de l’espace des distributions D/, (H) voir [6, volume 2, page 22].

Université de M’sila Etude d’une équation de la chaleur dans des domaines plans



2.2. THEOREMES D’EXISTENCE ET D'UNICITE 13

Soit w une distribution vérifiant :
w e D\ (L(H,D(A))),

0
<A—|—§> xw=0® Iy,

0
A+—| = 1
w * ( +3t) 5® D(A)>

ou

d la mesure de Dirac, Iy 'identité dans H et Ip(4) l'identité dans D(A).

"®" produit tensoriel], "«" produit de convolution en tf].

L’existence de w est assurée d’apres la démenstration du Théoréme 3.1 (voir [6, volume 2,

page 23]). De plus, w admet un transfomation de Laplace en ¢[f|et a support dans {t > 0}.
Soit f le prolongement de f par 0 hors de |0, 7].

Posons

U=wxf, (2.4)
on a

AU+ U = A(w*f>+<w*f>/

= Aw*f—l—aa—z:*f

= (Aw—l—%—l:)*f

= (6@1Iy)*f

=
Alors

U = f— AU

Donc U’ € L*(Q).

2. Pour la définition du produit tensoriel de distributions, avec quelques propriétés générales voir [5, tome 1,
page 207-212].

3. Pour la définition du convolution de distributions, avec quelques propriétés générales voir [5 tome 1, page
213-226].

4. Pour la transfomation de Laplace en ¢ (au sens des distributions) voir [11]].

Université de M’sila Etude d’une équation de la chaleur dans des domaines plans
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Maintenant, par définition de U on a
U=0 si t<0, et U(0)=0,

etona

Ue D(A) implique BU =0.

Donc U = Uljo,ry est la solution du probleme (2.3).
e L'unicité :

Soient Uy, U, deux solutions du probleme (2.3), alors
U=U, —U,,

est une solution du probleme pour f = 0.
Soit U le prolongement de U par 0 hors de |0, 7].

D’apres la démenstration du Théoreme 3.2 (voir [6, volume 2, page 25]), nous avons :
L ~\/
ATl (U) = UT)®5(t—T),

on a aussi d’apres la démenstration du Théoreme 3.1 (voir [0, volume 2, page 23]) :

U = wx{UT)®6(t—T))
= w(t-T)U(T),

mais on a
donc
C’est-a-dire
Alors

Ce qui donne l'unicité (U; = U,). m

Université de M’sila Etude d’une équation de la chaleur dans des domaines plans
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222 Casouoc=1letg=#0

Théoréme 2.2. Le probleme admet une solution unique U € H%*(Q) pour f € L*(Q)
et g € H21(T) avec g = 0 sur I'\I'y.

Démonstration.
Posons
U=U, sur T.
Donc
Uo(o, Z') =0.
Alors

BUy=g=0 sur |0,7[x{0,1},

qui est un relation de compatibilité.
Donc d’apres la Remarque 4.1 (voir [6, volume 2, page 30]), il existe un solution unique du

probléme (2.3). m

Université de M’sila Etude d’une équation de la chaleur dans des domaines plans
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2.2.3 Casouo € CY[0,T])
Théoreme 2.3. Le probleme admet une solution unique u € H>*(Q) pour f € L2().
Démonstration.
Puisque 0 = o(t) (ne depend que de z). On a
d(ou) ou 0?(ou) 0?u
ot —auzaa et 72 :aaxz.
Alors
@—@—f implique a@—a@—af
ot~ og2 1 TTPIANE T =05 =00
Donc
J(ou) o’ 0?(ou)
ot (E"“ T o /
Posons
@ =Y et of =
L’équation précédent devient :
ot o ox2)
D’autre par, on a
feLi(Q) implique he L*(Q).
Aussi, on a
ulp\ry =0 implique v|p\r, =0,
et
dv Jd(ou) ou
55 T\x = g Iy = 05—l
donc
ou . . v
%h—‘\l—‘N =0 implique %h\pN =0.
Nous obtenons le probleme suivant :
/ 2
dv_ Tv— ov =he L*Q) dans Q =)0, T[x]0,1],
at o 9 0x? (2.5)
(%
U’F\FN P ‘F\FN 0

Université de M’sila
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Posons
o 0% ov , v

Av=——v——, —= By = —.
T e w U P T
On revient au probleme :
Av+v' =he L*Q) dans Q=|0,T[x]0,1],
Bv =y, (2.6)
v(0,2) =0,
ol g est considére comme dans (2.4) .
D’apres le paragraphe 6 (voir [6, volume 2, page 36]), on trouve le

Théoréme 2.4. Le probleme admet une solution unique v € H"*(Q), pour h € L*(Q).

Il reste de montrer que v € H?(Q):
Onav e H“?(Q), alors

il /v2dtdx < +00,
Q

2 /<@)2dtdx<+oo
“Jo \ Ot ’
2
3/(%) dtdr < 400,

Q
920\ 2

1
/aqutdx:/—v2dtd:v.
Q Q0

Comme o € C'([0,T]) et o # 0, alors

eOna

1 € C'([0,T]) implique % € L*>([0,T7]),

g

on a aussi

o' €C([0,T]) implique o € L*>([0,T)).

Donc

2
[0]l72(0) < +oc.
Le=([0,17)

1
/Juzdtdx < H—
Q g

D'otu € L2(Q).
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e D’autre par, nous avons

2 2
1
/U(@> dtdx = /— (U%) dtdx
1 7\ ?
= /— (@—Zv> dtdx
a0 \Ot o
1] /ov\? o\ , .o v
pr— —_— — —_— _2_ —
/QJ ( t) +(0> v O’Uat] dtdz
—2ab<a?+b2 1 [ ov 2 o’ 2 9 " 2 9
@) (5) e (5) e
Q0 t o o
9 i 2 N\ 2
- /_ (a_;’) +(1> 2| dtda
QU g
< 2 o || ‘ 20"?
N 0 Wl oo o,y 11 9t 2y Il 0% Hlzooqomy)

Dong, on obtient — Ou € L2(Q).

ot
ou\? 1 /00>

eFEton a

1 o ||?
= — < 400.
7 || oo(fo,77) 11 9% [l 120
Donc Ou € L2(Q).
ox
e Et on a aussi
0%\ 2 1 /0%0\?
— | dtdz = — | =— | dtd
/Q"(éw) * /Qa (ax) ’
1 0% ||?
< ||= < +00.
r=(o) 192 || 12
9%u 5
D’OU m - L (Q)

On obtient finalement u € H:*(Q2). m
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CHAPITRE 3

EQUATION DE LA CHALEUR DANS DES
OUVERTS SE RAMENANT A UN RECTANGLE

@ ans ce chapitre on s’intéresse a I’étude de 1'existence et 1'unicité de la solution de 1'équa-
tion de la chaleur avec condition aux limite homogene de Dirichlet-Neumann, dans un

domaine plan non rectangulaire.

19



3.1. POSITION DU PROBLEME 20

3.1 Position du probleme

Soit © un ouvert borné de R? décrit par les variables (¢, x), tel que
Q={(t,x)eR*:a<t<b,p(t) <z <pst)}

ol 1(a) < wa(a), p1(b) < pa(b) et (y;)i=1,2 sont des fonctions lipschitziennes.

Voir figure
x S
/ x = @,(t)
» r
r = '
6/\// el
a b d
avec:

I" est la frontiere de 2.
'y est le segment (éventuellement vide) de I' et orienté dans le sens de 1’axe des z.
I'c est le segment (éventuellement vide) de I et orienté dans le sens opposé.

Nous considérons le probleme linéaire suivant :

Lu=feL%(Q) dans Q,
u 3.1
ulp\ry = %h“\rN =0.
Ou
o € C'([a,b]) une fonction strictement positive,
L: E — LZ(Q) un opérateur défini par
ou 0?u

u : Q — R est une fonction inconnue et f : ) — R est une fonction donnée dans L2 ().
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Pour étudier ce probléme, on va le transformer a un probleme de domaine rectangulaire, on

va alors transformer €2 vers R =|a, b[x]0, 1|, en utilisant le changement de variables suivant :

3.2 Changement de variable

On pose :
Eeow [oa(t), e2(t)] — [0,1]
—

telle que pour tout ¢ €a, b, on a

Fi(pa(t)) = 1,
alors
Apr(t) + B=0 et Agps(t)+ B =1,
donc
1 —1(2)
AfF——— et B=———
wa(t) — (1) pa(t) — ¢a(t)
d’ou il vient
F. (2= 2= p1lt) Vt €a, b].

pa(t) — e (t)’
On définit le changement de variables comme suit :
G : Q — R=la,b[x]0,1],

(t,z) — G(t,z)= (t, #%) = (1,6).

On remarque que G est une fonction affine, et on a ¢; et ¢, sont des fonctions lipschitziennes
dans ]a, b, alors G est une fonction lipschitzienne sur 2. D’apres le Théoreme de Rademacher
, G est differentiable p.p. sur (.

Proposition 3.1. Le changement de variables G conserve les directions paralleles a I'axe des .

Preuve. Claire, car le changement de variable qui transforme 1’ensemble des segments
[01(t), p2(t)] qui sont paralleles a I’axe des z vers [0, 1] est une fonction affine, et ceci pour tout

t€la,b].m
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3.3 Probléme rectangulaire

Soit u(t, z) = v(r,£), f(t,z) = g(t,€) et L un opérateur défini sur R tel que

~ v ov 0%
LU(T7 5) = E(Ta 5) + a(t,m)a_f(ﬂ 5) - b(T)a_gg(Ta 5)7

ou a(t, z) et b(7) sont des coefficients a déterminer.
Nous obtenons un probleme dans un domaine rectangulaire R =|a, b[x]0, 1] suivant :
Lv=ge L2(R) dans R=]a,b[x]0,1],

v (3.3)
U’F\FN = 8_§'F\FN =0,

avec

o € C'([a,b]) une fonction strictement positive,

v : R — R est une fonction inconnue et g : R — R est une fonction donnée dans L2(R).
I' est la frontiere de R.

'y = {b} x [0,1] est le segment de I et orienté dans le sens de ’axe des &.

I'c = {a} x [0,1] est le segment de I et orienté dans le sens opposé.

Voir figure

Eu

L J
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Les coefficients a(t, z) et b(T)

D’apres le changement de variables précédent, on a

B = p(2)
L N RO}

On déduit que
1. %(t,x} =1 et %(i,x) = 0.
o0& B 1
25 = e
5 %(t 2) = —o1()[p2(t) = 1 (t)] = [z — L1 ()][@5(t) — @1 (1)]
ot (p2(t) — ¢1(t))?

_ A 0pa(t) + o1 (D (1) = 2h(8) + o1 (Des(t) + 204 (1) — o1 (D@ (1)
(2(t) = @1 (1))?
Prt)(x = pa(t) + @) (pa(t) — )
(2(t) = er(2))?
En utilisant la regle de chaines, nous obtenons

ou ot Ov 0¢ dv

56T = EE(T@)JFE@—&(T,S)
_ ov. P1(t)(@ = a(t) + pa()(a(t) — ) Ov
Dzt | (020 = (D)2 2 "8
On a aussi
ou o o1 Ov 8§ v
%(t,x) = %E<T’£>+%8_€(T7£)
Il ov
ERCOETIGE R
D’autre part
0%*u o 1 .
50 = 52 (= am #9)
0 1 v 1 o (Ov
T <soz(t) - sol(t)> &Y o (a_g(T’ 5>)
_ 1 @ 0% . %@ _
RO (axaﬂag( " e ag ’5>>
On obtient

0*u 1 0*v
—(t,z) = T7,8).
e P R G
En fin I'opérateur de L définie par (3.2), donne apres changement de variables

~ v i @ () (2 — pa(t)) + @5 (1) (p1(t) — ) dv o 1 0%
L'U(T, 6) - ( ,5) + (@Q(t) — 901(?5))2 85( 76) (¢2(T) — 901(7'))2 826
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Dans la suite on note
P (@ = pa(t)) + () (1) — )
(p2(t) — ¢1(t))? ’
1
(p2(7) = u(7))*
Remarque 3.1. Les deux problemes et sont équivalentes.

a(t,z) =

b(r) =

3.4 Lemmes fondamentales

Dans cette section, nous allons montrer que le changement de variables G conserve les es-

paces de Sobolev.
Lemme 3.1. Sil'on pose u(t,z) = v(7,&) alors :

uwe HY(Q) équivauta v e HY(R).
Preuve. (Voir [10, page 21]). m

Lemme 3.2. Sil’on pose u(t,z) = v(7, &) alors :
ue HY(Q) équivauta v e HY(R).

D’apres le changement de variables GG précédent, on a :

La matrice Jacobienne de G vaut :

%—I(t,x) %(t,x) 1 0
J t,l’ - =

alt:2) %t x) %(t, ) a(t,r) —m—
at\Ll) LT ’ pa()—p1(t)

Le déterminant de la matrice Jacobienne (le Jacobien) de G vaut :

L
©a(t) — pi(t)

Comme ¢; et p, sont des fonctions lipschitziennes dans |a, b], alors (¢;);—1 2 sont continues

[ Ja(t, x)| =

sur |a, b[ (i.e. (¢;)i=1,2 € L™=(]a,b]) ) et pour tout ¢ €]a,b], on a

p1(t) < pa(t).
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Alors pour tout ¢t €la, b/ et M > 0,0on a

1
0< ———= < M.

p2(t) —p1(t)
Donc |Js(t, z)| est borné.

Clairement G est une fonction bijective, alors la fonction inverse G~ existe.

Cherchons la fonction inverse G~! de G :

Ona
o r—pit) ) _ -
Glére) = (t’ o () —sol(t)> el

ce qui implique

gl t=r,
{5W% done {x:wg(ﬂ—w(r))gwl(r).

On obtient
GTH(1,€) = (t,2) = (7_, (2(7) — pu(7)E + (7).

-

(7€) P(7,8)

La matrice Jacobienne de G~ est :

( 2rE) RO ) ( 1 0 )
Jg—1<7', f) = = .
5(1.€) GE(r.6) (05(1) = 1 (7))E + (7)) @a(T) — 01(7)

Le déterminant de la matrice Jacobienne (le Jacobien) de G~ est :

|[Ja-1 (7, §)] = pa(7) — @1(7).

Comme ¢, et , sont des fonctions lipschitziennes dans |a, b, alors (¢;);—1 2 sont continues

sur |a, b[ (i.e. (¢;)iz12 € L™=(]a,b]) ) et pour tout 7 €a, b], on a
©1(7) < 2(7).
Donc pour tout 7 €]a, b/ et M > 0,0on a
0 <pa(7) —u(7) < M.

Dot |Jg-1(T,&)| est borné.
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Démonstration du Lemme 3.2
(=) Condition nécessaire :

Supposons que

ou

2
we @) = {ue 20, 5 e 120). 5 e 2o s e 2@ |

et montrons que

ve HYP(R) = {v € L2(R),

e Soit u € L2(Q) c’est-a-dire

v

or

) o, Pv
S LO’(R)7 8_5 € LO’(‘R)’ 8_52 S LO’(R)} :

/ o(t) [u(t, z)]* dtdz < +oc.
Q

/ o(r) [o(r, )2 drdg
R

D'ouv € L2(R).

e Par ailleurs, on a

ov ou
(a) E(Taf) = a(tax) =
v

_ /Q o (1) [ult, )] | Ja(t, 2)| dtda

drdg¢

< M [ o) [u(t, )] dtde < +oo.

ou

(®)  Zg(1 &) = (p2(t) = eu(t)) 5 (¢, 2).

o€
0%v

0%u

(©) a8 = (@) - o1(1)) 55t @),

D’apres (b) et (c), on déduit que si

implique

Université de M’sila
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e Il reste de montrer que ? € L2(R):
T

Les égalités (a) et (b) impliquent que

ov
5(77 5) -
ou 9 .
Comme Fn € L:(92), donci
Ona
ou
Alt)—
)5,

Ou

1 suffit de prouver que A(t) e

est dans L2(Q).

(t2) +ClA0)] |32 0,

, Ju
< Clek |G

o1 C' est une constante provenant des majorations des termes en (¢; );—1 2.

On a (¢;)i=1,2 sont des fonctions lipschitziennes dans |a, b|, alors

(¢%)i=12 sont bornées sur |a, b (i.e.(¢})i=12 € L=(Ja,b])).

Donc pour tout M > 0, on a

Alors

Zf@%@%@@

UmA@%exmy

ou ou
- <4 i .
PO ST K
2dtdx = M/ o(t) 8—u(t x) thdx < + (cara—u € L2(Q))
1 Q or" "’ o ox T
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(<) Condition suffisante :

Supposons maintenant que
2
v e HY2(R) = {v € L2(R), ? c12(r), 2 cr2p), %0 ¢ L2(R)} ,
T

et montrons que

ou

u€ HY(Q) = {u € L2(Q), 5

c L2(Q), ? € L2(Q), @ € L2(Q)}.

e Soit v € L2(R) c’est-a-dire
/RJ(T) [v(T, f)]2 drd§ < 4o00.
Ona
| o®utor i = [ o) ot e Jos(r )] drds
Q

dtdm

< M/ def < +4o00.
Dong, on obtient u € L2(1?) .
e Par ailleurs, on a
n  Ou _ v i) (@ — pa(t)) — () (@ — pu(t)) Ov
R e (9 ) S0 2g ")
N P N
O 5= L= e og ™
0?u 1 0%

@) 2= o —aeree "

D’apres (V') et (¢'), on déduit que si

implique
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e Il reste de montrer que % € L2(Q):

D’apres l'égalité ('), on a

du, O A —ea(t) = GO — (1) Do
o) = (mOF (e2(t) = 91 () o™

(& J/
-~

B(t)

Comme ? € L%(R), donc il suffit de montrer que B (t)g—z est dans L2(R).
T

On a (y;)i=1,2 sont des fonctions lipschitziennes dans |a, b, alors
(¢5)i=1 2 sont bornées sur |a, b (i.e.(¢})i=12 € L=(]a,b])).

Donc pour tout N > 0, on a
v
B(t N
gm0 < v [Gene)
Alors

B(t )g de£ < +00, (Cara— € L:(R)).

(7,¢) o

Té)

[ o

D’ou B(t)g—z estdans L2(R). =

de£ =8 N/

§
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3.5 Existence et unicité du probléme

Nous allons étudier ici qu'il existe une solution unique du probléme non rectangulaire (3.1).

D’apres le probleme rectangulaire (3.3), on a

Tu(r,€) = 02 (r,€) ~b <>§§Z<T@+a<m>§

\

5(7 f) =9(7,€).

EW(T, £) To(r,€)

e La propriété de la corne de Besov (voir [1]) est vérifiée dans R relativement a I'espace H*(R)

0
et H*(R), donc l'opérateur Tv = a(t,m)—v est compact de H'?(R) dans L*(R) (H"*(R) <.

U3
L*(R)) il I’est aussi de H}?(R) dans L%(R) (H}M(R) <. L2(R)).
e L'opérateur Lv = 8—U (7)== o admet un indice (car Ker(L) est de dimension finie et Im/(L)
T

est de codimension finie) et x (L) = dim Ker(L)—codim I'm(L), de plusona L,Te L(HM(R),LA(R)).
Dans ce cas, en appliquant la Théoréme|1.2|, on obtient

L + T admet un indice et x(L + T) = y(L)(i.e. les opérateurs L + TetL ontle méme indice).

I1 suffit donc d’étudier 1'opérateur

ov 0*v

Eu(r.€) = 57(1€) = br) g (..

Pour cela on pose
7= h(s) implique s=h""(7),
ou h :]a, b]—>]a, b| est une fonction continue et bijective sur |a, b[, h~! la fonction réciproque de

h est dérivable sur |a, b] et on a

PNV 1 1
R S S S O}

En utilisant la regle de chaines, nous obtenons

ov _ 0sOv o0& Ov
5(7»5) = E%(S &+ 85( 3
1 oOv

m%(saﬁ)-

D’autre part, on a
0*v 9*v
8_52(7’ §) = 8_52(8’5)'
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Alors 'opérateur précédent devient

E0(5.) = 77 505 ~ W) G (:6).
Posons encore b(7) = ﬁ, on obtient
W(s) = lpa(h(s)) = @1 (h(s))], (3.4)

c’est une équation différentielle ordinaire, d’apres le Théoreme de Cauchy-Lipshitz|1.3|, 1'équa-

tion (3.4) admet une solution » quand son second membre est lipschitzien par rapport a h.

Vérifieons le second membre est lipschitzien par rapporta h :

Soit hq, hy €]a, b, on a

|(p2(h1) = ¢1(h1))* = (pa(ha) — 01(h2))?| = l2(h1) — @1(h1) — @2(h2) + @1(ha)| [@2(h1) — @1 (ha)
+p2(ha) — ¢1(h2)]
< lp2(h1) — @1(h1) + a(h2) — p1(h2)| (|p2(h1) — pa(he)]
+|e1(h) — @1(h2)]) -

On a (¢;)i=12 sont des fonctions lipschitziennes dans ]a, b], d’ott il vient

’(902(h1) - %01(h1))2 — (p2(h2) — <P1<h2)>2‘ < M |hy = ho|; VM > 0.

On est donc ramené a l'opérateur L moyennant un changement de poids dans les espaces
de Sobolev.
Le nouveau poids est positif (car /’o > 0), mais il n’est pas dans C'([a, b]) il est lipschitzien et

ce la suffit pour que la Théoreme [2.3|s0it valable. On a finalement le

Théoréme 3.1. L est un isomorphisme de E dans L2(2).
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons étudié un probleme parabolique dans un domaine bidimens-
tionnel, c’est I’équation de la chaleur, avec des conditions mixtes (de Dirichlet et de Neumann)
sur le bord. Le domaine est un domaine rectangulaire ou un domaine peut ramener a un do-
maine rectangulaire.

Ce mémoire est basé sur 'article de Sadallah [7], et le livre de J. L. Lions - E. Magenes [6].

Notons qu’il y a une poursuite de ce travail concernant les domaines trigonométriques, que

nous n’avons pas pu aborder car elle fera le mémoire plus long.
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Résumé :

oit Q un ouvert borné de R?, décrit par (¢, z) dont le bord T est orienté dans le sens direct. On note
I'n (resp. I'c) 'ensemble des segments de I' qui sont paralléles a 1'axe des z et orientés dans le
sens direct (resp. le sens opposé). Le but de ce travail est de déterminer des conditions sur {2 et o pour
que le probleme suivant admet une solution unique dans Hy? () :
ou  0*u
—— —— =f€L%(Q) dans Q
5 g L |
u

ulp\ry = %|F\FN =0.

Mots-Clés : Espaces de Sobolev et de Lebesgue avec poids, probléme parabolique, conditions aux

limites.

Abstract :

et 2 be a bounded open of R?, described by (¢,z) including edge T is oriented in the direct
direction. We note I'y (resp. I'c) all segments of I' that are parallel to the x axis and oriented in
the direct direction (resp. the opposite direction). The purpose of this work is to determine conditions on
2 and o so that the following problem admits a single solution in HY2(Q)
ou  *u
ot 0a?_

ou
ulp\ry = %|F\FN = 0.

feri() in Q,

Keywords : Spaces of Sobolev and Lebesgue with weights, parabolic problem, boundary conditions.
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