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Résumé

Ce mémoire concerne ’étude de I’équation de porous media duale, nous utilisons la
méthode auto similaire classique pour étudier cette équation.

Dans le premier chapitre nous avons étudié 'auto similarité de I’équation de porous
media duale et détermine le profil ¢ et transformer & une autre équation qui est 1’équation
de porous media classique.

Apreés dans le deuxiéme chapitre notre étude est basée sur ’équation de porous media
classique, on va chercher les solutions auto similaires pour le premier et la deuxiéme valeur
propre.

Finalement nous étudions les différentes valeurs de la troisiéme valeur propres selon les
différentes valeurs de m
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles ont beaucoup d’intérét, en mathématique, en physique
et dans d’autres domaines.

Les équations liées a la mécanique des fluides sont étudiées par plusieurs mathématiciens,
parmi ces équations on peut citer I’équation des milieux poreux et son duale.

Le probléme des milieux poreux a été étudié par plusieurs auteurs on peut citer: Aronson,
Vazquez, Hulshof etc...

Dans ce mémoire on va étudier le probléme d’existence des solutions auto similaires de
I’équation de porous media conjuguée.

On va détailler le travail réalisée par Vazquez, Hulshof et Francisco [A very singular solu-
tion for the dual porous medium equation and the asymptotic behaviour of general solutions|
qui va consister la base de notre travail.

Le principe consiste & transformer cette équation a un probléme de porous media clas-
sique, 1’étude se fera selon les différentes valeurs propres notées k et I'ordre m de ’équation.

Il claire que pour m = 1 on a I’équation de la chaleur.

Ce mémoire est organisé en trois chapitres

Dans le premier chapitre nous donnons la définition de cette équation, le type de solution
auto similaire recherchée, nous donnons également la condition de similarité liée a cette
équation. Ce probléme est difficile & résoudre ce qui nous oblige a le transformer au probléme
classique « Porous media equation » par une transformation simple. L’inverse est possible
ensuite apres 'obtention des résultats.

Dans le deuxiéme chapitre on étudie le probléme transformé.

On Décrit sous la forme d’un probléme a valeurs propres k, on retrouve les différentes

solutions de I’équation porous media pour différentes valeurs propres, on trouve aussi la



Introduction

solution de Barenblatt dans le cas de valeur propre d’ordre 1, le cas de valeur propre d’ordre
2, on donne explicitement la solution dipodle.

Dans le troisiéme chapitre, le travail traite essentiellement le cas de valeur propre d’ordre
3. Le travail élaboré par Vazquez, Hulshof et Francisco [A very singular solution for the dual
porous medium equation and the asymptotic behaviour of general solutions] qui va consister
la base de notre travail. a été détaillé dans 1’essentiel en prouvant 1’existence de la solution

pour certaines valeurs propres supérieur a 2.



Chapitre 1

L’équation de porous media duale

Dans ce chapitre on va présenter tout d’abord 1’équation de porous media duale qui est

liée & des applications en mécanique des fluides.

Soit I’équation de porous média duale de forme suivante:

Ov(z,t) _ <82v(a:,t)

€T

v(x,0) = vo(z)

Cette équation est présentée comme le duale de I’équation connue sous le nom de "porous
media equation" .

Notre objectif est de chercher des solutions "auto similaires" qui peuvent décrire le
comportement asymptotique des autres solutions du probléme.

Pour admettre ce type de solutions I’équation doit vérifier certaines conditions de simi-

larité.

1.1 Solution auto similaire

Définition 1.1.1 Une solution auto similaire de I’équation (E) est définie comme suit:
v(z,t) =t (xt™")

ot et B sont des exposants de similarité et ¢ le profil de la solution (a déterminer).



1.2. Détermination du profil de la solution

cette solution doit étre a support compact.

La condition de similarité

Définition 1.1.2 Soit P(x,t,u, uy, ...... ) = 0 une équation auz dérivées partielles alors P
admet une solution auto-similaire si et seulement si elle est invariante (d’échelle ) sous
Uaction de dilatation c-a-d si l'on remplace u par a’u et  par a®x et t par a't on a aussi

:P(a*z,a't,a’u, ......) = 0 si u(x,t) est solution de P.

On va vérifier que ’équation (F) admet une solution auto-similaire.

Soit v(x,t) — a*v(a®x,a’t) alors:

Ov __Ov
7= o (L)
et
0*v 5, 0%
o= om (12)

on remplace (1.1) et (1.2) dans I’équation (FE)
ot O0x?

A=y __  mA—2ms

a = a

A—7v=mA—2ms
alors la condition de similarité est:

v=A1-—m)+2ms

donc 'équation (F) admet une solution auto-similaire.

1.2 Détermination du profil de la solution

Pour chercher la solution sous la forme v(z,t) =t %p (:L‘t_ﬁ ), on doit trouver le profil p,en

remplagant cette forme de solution dans I’équation (£ ,on obtient ce qui suit :



1.3. Exemple d’auto similarité

on pose & =t

0
5 =t (—ap (©) - Bey (&)
et )
8 —Q— /!
8—;; =720 (&)
alors
(—ap (&) — BEY (€)) = =t D2miFl (7 (&)™ (1.3)

on dérive formellement par rapport a t
0= [a(m — 1) — 2Bm + 1] ¢~ om=D=28m (nm (1.4)
=a(m—1)—2m=0 (1.5)
remplacer (1.5) dans (1.3), on obtien I’équation différentielle suivante:
()" +ap + B =0 (1.6)

donc le profil ¢ = ¢ (£) est une solution de ’équation différentielle (1.6).
Il claire qu’il est trés difficile de résoudre cette équation.
Pour cela il est judicieux de transformer ’équation(E) a une équation dite de " porous

media equation" qu’ on va étudier dans le chapitre 2 .

1.3 Exemple d’auto similarité

Pour m = 1 l’équation (E) devient 1’équation de la chaleur

ov(z,t)  0*v(x,t)
ot Ox?

on va chercher la condition de similarité

@ = a/\—v@
ot ot
et
Pv 5, 0%

@—a 02



1.3. Exemple d’auto similarité

cela implique que

A v _ A2 @
ot Ox?
alors
DY = 2
donc
A—y=A—2s

implique le résultate suivant est la condition de similarité:
v =2s

Soit v(x,t) =1t %p (xt*B ) la solution auto similaire de I’équation de la chaleur alors:

20— (g (6) - fE6! (6)
et
Py o (g
donc
(~ap () ~ e8! (€) = ™17 (©) (L)

on dérive formellement par rapport a t
0=[-28+ 1]t (¢")"
implique que
1-26=0

alors
1
7=3

si on remplace le résultat ci dessus dans 1’équation (1.7) on obtient:
" 1 /
@+ op+ 5&0 =0

sia= 0= % alors I’équation différentielle devient :

1 1
"no__ - - !
@ —2<p+2€<p



1.3. Exemple d’auto similarité

donc
1 r "
5 (&) =—¢

on integre les deux cotés par rapport a & obtient

1
S =—¢
donc
1 ¢
2,
2
implique que
1
—152 +c=lnyp

alors

() = Kex®
donc la solution v(z,t) s’écrit comme suit
IQ
v(x,t) = Ktze

ou K est une constant arbitraire.

Si K = \/%E, la solution v(z, t) est dite solution fondamental de I’équation de la chaleur



1.4. Transformation du probléme "Porous media duale":

La solution fondamentale de I’équation de la chaleur

1.4 Transformation du probléme "Porous media duale":

Pour traiter le probléme (FE), on doit le transformer a un autre probléme de porous media
classique de la forme suivante:
ou  Pum

% 02 r€R et teRT
x

u(x,0) = ug(x)



1.4. Transformation du probléme "Porous media duale":

alors on pose

v(x,t):/ /u(r,t)dr ds
telle que
/u(s,t)ds = u(x,t)
et .
/u(r, t)dr = u(s,t)
on a
Ou(r, 1) _ O*u™ (r,t)
/ /Tdr dS—/ /Tdr dS
ce qui implique
6 x S N
a(/ /u(r,t)dr ds) = u™(a, )

on obtient enfin le probléme duale

b _ ()"
ot \9x2?

alors pour résoudre I'équation (F) il suffit de résoudre le probléme (E').



Chapitre 2

L’étude du probléme des valeurs

'

propres pour 1’équation " porous

media"

Dans ce chapitre on va étudier I’équation de "porous media " et la transformer & un probléme
des valeurs propres et aprés on cherche les solutions de ce probléme pour la premiére et la

deuxiéme valeurs propre qui sont réciproquement k = k1 =1 et k = ky = 2.

2.1 La solution auto similaire de I’équation "porous

media "

On cherche les solutions de 1’équation (£’) sous forme auto similaire suivante:
u(z,t) =t7°U (xt™7) (2.1)

ou « et (§ sont des exposants & déterminer,ainssi que le profil U

2.1.1 La condition de similarité

Soit u(z,t) — a*u(a®x,at) alors:

ou Ay Ou

10



2.1. La solution auto similaire de I’équation "porous media "

et
O*u™ NPT
— g 2.3
a2 ¢ 0x? (23)
on remplace (2.2) et (2.3) dans I’équation (E’) on obtient
/\77% — mA72S@
ot 0x?
alors
a)\—*y — am)\—2s
donc

A—7vy=mA—2s

alors la condition de similarité est:

v=A1-—m)+2s

2.1.2 Détermination du profil U

Le principe consiste a remplacer la forme (2.1) de solution dans (E/) :

on a
9
5 =t (el (©) - BEU(€)) (24)
et
Fur _ tm P [PUU™ T 4 (m - 1) PUTTPU (2.5)
Ox2 ’

si on remplace (2.4) et (2.5) dans (E’) on obtient
—aU () — BEU' (€) = mit—olm=1-20+1 [U”U(m‘l) + (m— 1)U (U’ﬂ (2.6)
on dérive (2.6) formellement par rapport a ¢, ce qui donne
0=m(—a(m—1) =28+ 1)t D20 [g"U™! 4 (m — 1)U *(U")?]
cela imlique

am—1)+2=1 (2.7)

11



2.1. La solution auto similaire de I’équation "porous media "

pour transformer notre probléme & celui des valeurs propres, on introduit un parametre

k=a/p,

alors si on divise (2.7) par /3 on obtient

1

- 9.

P k(m—1)+2 (28)
et si on divise (2.7) par « on obtient
k

— _ 2.

“ E(m—1)+2 (29)
remplacer (2.7), (2.8) et (2.9) dans (2.6) nous donne 1’équation différentielle suivante:

kU4 U + (U™ =0 (2.10)

ouk=1,2,...;n, ceevnnn. sont les valeurs propres du probléme .

2.1.3 Discution

Si m =1 le probléme (E’) devient le probléme de la chaleur avec une ODE de la forme:
kU +EU'+U"=0 (2.11)

pour tout k on obtient une solution particuliere U, de (2.11) qui est a décroissance

exponentiel si |{] — oo, de plus la solution s’écrit comme

-n —1
up (x,t) =t2 U, (xt7>
et avec une condition initiale
n—1

Uy (z,t) — C

ou ¢ est la mass de Dirac et (), une constante arbitraire positive et la limite est donneé
au sens de distribution .
Si m > 1 Hulshof [7] démontre qu'’il existe une suite croissante infinie {k,} , n > 1

telle que k, — o0, et pour chaque n il existe une famille des solutions non triviales de

I'équation (2.10) dépendant d’un seul parameétre k = k,, et & support compact.

12



2.2. Probléme des valeurs propres

2.2 Probléme des valeurs propres

Les valeurs propres jouent un role important dans la théorie mathématique du probleme
de cauchy (F).

On va étudier notre probleme pour différentes valeurs propres k.

2.2.1 Valeur propre de premier ordre

Si k =1 la relation d’échelle s’écrit comme

1
v=P =
et
u(z,t) =t (xt™) (2.12)

I’équation différentielle s’écrit dans ce cas comme
U+EU + U™ =0 (2.13)

Casm=1":
Si m = 1 I’équation (£') devient I’équation de la chaleur avec o = 1/2 et [ =1/2.

Dans ce cas ’équation (2.13) telle que U doit étre a support compact s’écrit :
U+EU' +U"=0

qui s’écrit comme

(U) = -U"

on inteégre par rapport a &£, on obtient

U = -U'
d’ou
_U
&= U
on obtient
U (&) = ce ¢ (2.14)

13



2.2. Probléme des valeurs propres

alors la solution u(z,t) s’écrit comme

1.2

u(z,t) = ot e " (2.15)
la condition initiale dans ce cas est la fonction de Dirac, c-a-d
u(z,t) — cd(z) si t—0

ol ¢ une constante arbitrairie positive.

— =05
—t=1
—t=15
—t=2
10 8 6 6 8 10
X

Solution de la chaleur pour k=1,m=1etc=1

14



2.2. Probléme des valeurs propres

Casm >1:
1
Si 1 =0, = t
im>1lona a; =/, —— e
— (UM =U+¢U’
cela implique que
—(Um)" = €Uy
on inteégre par rapport a &
-y =ev
cela implique
—mU™ U = €U

d’ou
(Um_l)/ _ _m — 1é

m

En intégrant par rapport a £ on obtient

m—1
i Wgz
donc L
0© = e~ e (2.16)
alors la solution u(x,t) s’écrit comme
1
w(w, 1) =t [c - mzq;lx%mfl} b (2.17)

avec u(z,0) = Md(x) ou 0 est la mass de Dirac et M une fonction de c.

Cette solution est dite solution source type ou solution de Barenblatt.

15



2.2. Probléme des valeurs propres

u(x,t)
24

— t=0.5

—t=1

— t=15

—t=2
0 & s 8 10
X

Solution Barenblatt pour m =2 et ¢ =5

Cas0<m<1:

Pour 0 < m < 1 'équation (E) devient I’équation de diffusion rapide avec a = § =
1

m+1

<0

alors d’aprés [11] pour 0 < m < 1 les formules (2.12),(2.16) restent les mémes

mais avec m — 1 et

qui sont des nomberes négatifs.

Dans ce cas la solution s’écrit

m 1
= _— 2 1—-m — t t
U€) = (c+ o &%) avec ¢ = constan

alors
1—-m -1 -1
2m

w(z, t) = tmi (e +

16



2.2. Probléme des valeurs propres

10 -8 6 8 10
X
Solution barenblatt pour m = % etc=1
2.2.2 Valeur propre d’ordre 2
1 1
Danscecasona «ay=— , [y=—
m 2m
I'équation différentielle ( 2.10) s’écrit comme
— (U™ =2U + U’ (2.18)

Casm=1:
Pour m =1 cela implique a« =1 et 3 = %,
d’ou on a

U'+2U+ €U =0

17



2.2. Probléme des valeurs propres

d’aprés [1] la solution s’écrit comme

U= e e+ a [ )

avec c1,co sont des constantes

ou encore

B 26%52

U= 1 (202@552 — 2¢¢y + iV 2rées erf (%Z\/ﬁf))

alors la solution u(z,t) s’écrit comme

u(x,t)
—1t=05
14+ —t=1
—t=15
1Pt —1t=2
10mR
O -
-10.-8.-I6.I. Illlél‘>.8110
i X
02T
04T

Solution de la chaleurs pour k=2, m=1etc;=0et cy =1

18



2.2. Probléme des valeurs propres

Casm > 1:

Pour m > 1 et avec un état inital u(z,0) telle que
uw(x,t) — C&'(z) si t—0

on a d’aprés [9] la solution de (2.15) s’écrit comme
1

1 m—1 _m1\ ™1
U(§) =¢&m <C—m—+1§ ’”)

donc

(0,0) = 177 ol sign(a) (Bt — gl )
u\x =1im-L|xrm stgn\xr ct2m® — ————— = [L| ™
’ g om(m + 1)

cette solution est dite "solution dipdle".

u(x,t) 12.‘.
10+ —1t=1
—1t=5
08+ — =10

06T

0.4

La solution dipbélesim =2, k=2 etc=1

19



2.2. Probléme des valeurs propres

Cas0<m < 1:

Pour 0 <m <1 et d’aprés [11] on a

1-m
tlx| ™ sign(x)
u(‘r7 t) = L"”Ql 1—m m+1

on peut remarquer que si x — 00 on a

La solution dipéle pour m = %et c=1

20



Chapitre 3

Etude du probléme des valeurs

propres pour k£ = k3

Dans ce chapitre on va chercher la solution pour la valeur de k = k3, pour differentes valeurs

de m.

3.1 La valeur de k3 pour m > 1
Théoréme 3.1.1 [9]:Pour m > 1 on a ks > 3, qui est une fonction continue de m € [1, 00|
et qui tend vers 4 st m — o0 .
Soit m > 1 et k3 la troisieme valeur propre et Us la fonction correspondante telle que
—(Um)" =¢U" + ksU (3.1)

avec

UO)=1 et U'(0)=0 (3.2)

Dans le lemme suivant nous allons résumer quelques propriétés de Uz qu’ils sont

déja démontrés dans [7]
Lemme 3.1.1 [9] :

1. k3 > 2

21



3.1. La valeur de k3 pour m > 1

2. Le support de U est un intervalle borné de la forme [—A, A] avec A > 0
3. U a une racine positive et unique £ = a avec (0 < a < A)

4. (U™ <0si £E=a

on introduit les fonctions suivantes :

Vs = (Us)™

Wy = Z3(6) = /5 Uy

ainsi 23 () = Us
on intégre(3.1) deux fois de £ & A

A A A
- / VYt — / HUL ()t + / kU (£)dt
3 '3 3

alors

—Vy = EUs+ (ks — )W = £24 + (ks — 1) Z4

A A A ,
—/ Vg’dt:/ tngt—i—/ (ks — 1) Zydt
3 3 3

V3 =625+ (ks — 2) 73

donc

cela implique que

Lemme 3.1.2 [9] :
1. W3(0)=0
2. Wy >0 sixel0,Af
3. Zy <0 sizel0,A

4. W3(&) = Z5(&) =0 pour tout £ > A

22
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3.1. La valeur de k3 pour m > 1

Lemme 3.1.3 [9] :On a

- [ Valerte = s = 3) [z (33)

Preuve. on integre (3.7) de 0 & A

_/OAvgdg — /OAgzg(g)df + /OA(kg —2)Z5(§)d¢
alors
—Aﬂ@ﬁzKﬂ@ﬁ—[f%ﬁﬂé+éﬁ%—%%@ﬂf

donc

A A
- [vadg = s -3 [ i)
0 0
Lemme 3.1.4 [9] :Si m > 1 alors

/0 aeyde > 0 (3.9)

Preuve. on a d’apres le lemme 3.1.2 la fonction W est croissante sur U'intervalle|0, a[ et
décroissante sur U'interevalle |a, A|

on définit la fonction V' par une fonction de W comme suit:

V=nw) § €10, 4]

V =Va(W) § €la, Al

les deux fonctions sont définies sur 0 < W < W(A) =0 telle que Vi(o ) = Va(o) =
Vifo) =0 et 12(0)=1

on a
d 1
d—VZ — U = V| sign(V) (3.10)

23



3.1. La valeur de k3 pour m > 1

cela implique que

d¢ = dW x ]V]%1 sign(V')

on obtient
A a A
| vieas = [igas+ [ (3.11)
donc B
_ 17— 1*E
/OV(x)dx—/o Vi(W)|~m dW — /\Vg )| dW
onal;>0

cela exige que

Vi(W) > Va(W) (3.12)

on suppose que (3.12) est faux alors:
V1 + V2 a un minimum en le point W, tel que W, €]0, o[

dans ce point si V] + V5 a un minimum donc
VIW,) + V(W) =0

de (3,6) et (3.10)
—‘/3/ == £U3 + (k‘g - 1)W3

alors
~dVs
donc
dV-
2 =V (ks — DW
AW x [V |m
alors
dV; 1
dVT; =&+ (ks =)W [V ™
et
dV: -1
— i = & (ks = DW. |Va| = sign(Va)
cela implique que
d(Vi+ Vs -1 -1
SO et (ke DWL LT - VI)

24



3.2. Probléme limite m — oo

cette quantité est positive de fait que &, &,, W, les sont aussi alors

Vi(W,) < Vy(W,) contradiction

donc
Vi(W) > Va(W)
alors
A
/ V3(§)d¢ >0
0
| ]
on a A A
- [ Vateyde = ks =) [ Za(eps
0 0
et N
Z5(6) < 0 = / Z3(&) <0
0
d’otl
A A
| vl > 0= - [ Wity <o
0 0
alors

(kg —3)>0= k3 >3

Lemme 3.1.5 [9] : Vi a une solution unique pour b € 10, A[ et b>a

3.2 Probléme limite m — oo

Maintenant on va voir le cas o m — oo.

En intégrant deux fois I’équation (3.1) on obtient

V=2 +(k-2Z , V=U" (4.1)

—1
avec Z"=U, Z'(0)=0 et Z(0)= T3 (4.2)

On peut voir le probléme (4.1)-(4.2) comme une ODE pour la variable Z avec un état
initial dans £ = 0, tant que le probleme pair donc on peut I’étudier seulement sur la partie

positive & > 0.
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3.3. Solution du probléme limite m — oo

Apreés on prend une limite formelle m — oo. Dans ce probléme on arrive au probléme

suivant :

Trouver une fonction Z € ¢}(R, ) tel que sa dérivée seconde est une fonction & variation

bornée Z" € BV ((Ry) ,

avec V' une fonction continue sur R, telle que:
-V=&Z"+(k-2)Z

Z" (&) € sign(V(§)) pour tout £ >0

1
la quantité k|V|+ §V’ > n'est pas croissante sur R

on arrive au probleme limite (Py,) :
V' =¢U + (k—-2)Z

V" = ¢U' + kU

V(0) =1,V'(0) = 0

3.3 Solution du probléme limite m — oo

Théoréme 3.3.1 [9] : Pour tout k > 2 il existe une solution unique du probléme (Px,).

On observe que dans un intervalle ot V' # 0 on a d’aprés (4.4) U = sign(V') € {—1,1}

or U'=0.
de (4.8) on a
~V"=0+kU
cela implique

V" = —k sign(V)

Donc les deux Z et V' sont donnés par un polynéme de degré 2 .

alors de I’é¢tude de l'existence et de I'unicite se réduit au point telle que V' =0

26



3.3. Solution du probléme limite m — oo

Lemme 3.3.1 [9] : Soit Z un solution de probléme (Px) défini dans [0, c[ avec ¢ > 0, on
suppose que V(c) = 0 et V > 0 dans lintervalle |c — 6, c| alors V et Z existent et sont

déterminés uniquement dans l'intervalle |c,c + 6] ; de plus:
1. V'(e=) <0 et V'(c+) <0
2. 8i |[V'(c—)| < 2c alors V'(c+) =0 et V(&) = 0 pour tout & >0

3. 8i |[V'(c=)| > 2c alors V'(c+) =2c+ VI(c—=) <0 et V <0 dans |c,c+ 0]

La preuve de ce lemme est donnée dans[9]

Théoréme 3.3.2 [9]: Soit k > 2, le probléme (Py,) admet une solution négative & support

compact si et seulement si k = 4.la solution est une fonction de degré 2.

18”‘6

Preuve. étape :

Il est claire que la solution de (Px) est une fonction de degré 2 (car Z et V' les deux sont
des fonctions de degré 2). On peut voir qu’au voisinage de O et V>0 ,ona U =1 et V est
donné par un arc

V'=¢(+(k-1)7

et
—-V'=14(k-1)2"

comme Z" = U donc pour £ > 0 on a Z” =1 alors

V=14 (k—1)

alors

SV =€+ (k- 1
donc

v—_121w DN+ C

2 2

sic=1ona
V——k§2+1
2
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3.3. Solution du probléme limite m — oo

V' a un solution dans le point £ = a telle que

k
—§a2+1=0

—,/% sia<0
,/% sia>0
/2
a= —
k

de plus, tant que V'(a—) = —ka et —ka+2a <0 d’aprés le lemme (3.3.1) on a

cela implique que

comme a > 0 donc

V'(a+) = —(k +2)a

et comme V(A) =0 et V < 0 dans |0, a] et utilise la symétrie de I’arc parabolique on

obtient que :

V(A=) = -V'(a+) = (k+2)a (4.10)

de (4.8) et comme V' < 0 dans ]0,a[ on a

V" =¢U + kU
cela implique que
V'=k
alors on a dans cette intervalle
V(&) =kE—2(k—1)a (4.11)

(4.10) et (4.11) implique que
V'i(a=) = (k+2)a=kA—2(k—1)a

donc

(k+2)a+2(k—1)a=FkA

alors

a (4.12)



3.3. Solution du probléme limite m — oo

2ieme étape

—1
On détermine Z telleque 72" =1si0<é<a, 2" =-1 si a<§<A,Z(0):m
et voisinag a infinie on a V' = 0 donc
£7'+(k—2)Z =0 (4.13)
d’apreés (4.7) et (4.11) on a
—kA+2(k—1)a=AU (A) + (k—1)Z'(A)
donc
(1—k)A+2(k—1Da=(k—1)Z'(A)
alors
—A+2a=7"(A)
cela implique que
—4
Z'(A) = _k T a (4.14)
et d’apres (4.13) on a
2"+ (k—2)Z=0
donc
—AZ'(A) = (k —2)Z(A)
alors
—AZ'(A)
Z(A) =
alors
k—4
Z(A) =aA——— 4.15
(4) = aA = (415)
Pour k£ > 4 on a Z(A) > 0 contradiction car d’aprés le lemme 3.1.2 on a Z(A) = 0.
pour 2 < k < 4 on a d’aprés le lemme 3.3.1
k? — 8k
V(A=) —2A = o8k (4.16)

k

on va chercher ou V/(A—) — 24 < 0. comme a > 0 et k£ > 0 alors

k* —8k+8=0
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3.4. La convergence de la solution si m — oo

cela implique que

E=+vV2ou k=—-v2

donc V/(A—) —2A <0 si —v/2 <k <+v2et V(€) =0 dans |]A, oco[ et d’aprés (4.16) la
valeur de Z(A) <0 .

d’apres I'équation (4.13) et pour V =0 on a Z(£) < 0 pour tout £ > A alors Z(£) n’est
pas une fonction & support compact, donc k ¢]2, 4.

Jiemestape :

Pour k=4 onaa= \/% , A=2a, Z(A) =0 et les deux fonctions V et Z dans (A+)
sont prolongement de la fonction nulle.on a d’apres le lemme 3.1.2 Z(&) < 0 pour £ €]0, A|

et V a une solution exact dans cette intervalle. m

3.4 La convergence de la solution si m — oo

Théoréme 3.4.1 [9] :Soit ks = ks(m) la troisiéme valeur propre de l’équation (3.1) alors

ks(m) — 4 sim — o

Pour démontrer ce théoréme, on a besoin de I’étude du probléme (3.1) — (3.2) dans le

cas ol m — 00

Lemme 3.4.1 [9] :Soit Z une solution du probléme (4.1)-(4.2). alors les fonctions suivantes

sont décroissantes dans R :

km

m—+1 1
Q= ——|V|'m +-V7?
! m+1|| *3
m mt1 k—1
Py = ——— |V|'m 7"
2 m+1H T
By =22+ (k—2)m— |z
3= 3 + ( )m—l—lH

Preuve. on pose g(s) = |s|i sign (s)
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3.4. La convergence de la solution si m — oo

=k \V|$ V'sign(V) + V'V
cela implique que
) =V'(k g(V)+ V")

on a d’apres (4.8)
V" = €U — kU

alors

) = V'(k g(V) — €U = kU)
donc

o =V [kg(V) U — k|V|" sign(V)]
cela implique que
@) = V' [¢V]

donc

@ = —m (U)* V|7 sign(V)

alors

o) = —m& (U')’ g (V)

comme mé& (U’ )2 > (0 et la fonction g croissante donc ®; est décroissante.
2.
O = V' |V sign(V) + (k— 1) 2'Z"

cela implique que
o = V' V|7 sign(V) + (k — 1) Z' |V |7 sign(V)
donc
O, = (V' + (k- 1) Z) V|7 sign(V)

d’apres (4.7)
V= €U — (k—1)Z'

alors



3.4. La convergence de la solution si m — oo

donc @, est décroissante.
3.
O, = 2'(2" + (k — 2) | Z|m sign(Z)

on a d’apres (4.1)
V=2 (k-2)Z

sa implique que

7" =¢7'+ (k—2)Z

alors
~2" = |62+ (k — 2)Z|" sign(€Z' + (k — 2)2)
donc
~7" =97+ (k-2)Z)
d’ou

Oy = —7'(g(€Z' + (k — 2)Z) — (k — 2)m | 2|7 sign(Z))

ce qui implique

Oy = —Z'[9($2"+ (k= 2)2) — g((k = 2)Z)]

et comme la fonction g est croissante et Z’ croissante (d’aprés le lemme 3.1.2 ) donc @3

est décroissant. m

Lemme 3.4.2 [9]: Soit k > 2 et soit Z la solution de probléme(4.1) — (4.2), alors les iné-

galités suivantes sont valable dans R :

1. V| <1.
2. 7"=U < 1.
1
3. |7 < ——
| |_l€—2

2km
m+1

4. V2 <
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3.4. La convergence de la solution si m — oo

2m

A TS

La preuve de ce lemme est dans [9]

Lemme 3.4.3 [9] : k3(m) reste borné si m — oo.

Preuve. On suppose que k3 — 0o si m — oo.
Soit m; — oo une suite telle que k; = k3(m;) — oo et soit Z; solution du probléme

(4.1) — (4.2). on introduit un transformation :

~

7€) = ,%Zx 58

et
V() = Vi(V/k€)

si on pose t = /k;¢ I'équation déffirentielle devient:

des relations ci dessus on a Z; tend en C}._ (R, vers certaine fonction Z et Z(0) =1 ,

loc

Z'(0) =0 et Z <0 depuit Z; <0 pour tout j.

onaZJ’»’:Uj et

. t o~ 2\ 4
()= pm [ (1-2) 7
cela implique que

lim (—fﬁ) = lim Zj
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3.4. La convergence de la solution si m — oo

=1

donc
i m ~
lim <—ZJ> = lim Z;
alors
1
. 5 . 5 m . 5
lim —Z7 = lim |Z;| 7 sign(Z;)

cela implique que

—7" = sign(Z)

donc Z a plusieurs signes changés donc contradiction.

Par conséquant, pour toute suite m; — oo il existe un sous suite m;, telleque lim k; —

mj, —00
. Il existe autre sous-suite telle que
d’apres le lemme 3.4.2 on a
Z;—Z, Z'—Z', V;—V  Uniformément dans les ensembles bornés (4.19)

on a

Lemme 3.4.4 [9] : Z est une solution negative du probléme (P,) .

a1 _
de (4.19), Uy = |V;|™i sign (V;) et |[U;| < 1 alors Z et V satisfaie (4.3)-(4.5).

tant que U; a deux extréme non triviale et comme |U;| < 1 alors :

U’ est borné dans L' (R,)

J

alors U’ est une mesure et U € BV (R) on obtient que

Uj— U dans L} (Ry) 1<p<o0

loc

et
U; — U dans R,

(4.7) et (4.19) implique que V satisfaie la condition (4.6). m

Lemme 3.4.5 [9] : Les deuz V et Z a support compact.

34



3.4. La convergence de la solution si m — oo

Preuve. on a

—VI=¢U+(k—1)2'

d’apres le lemme 3.4.2

1
Vi<let 25—

comme |V| et |Z| sont borné alors |V'| et |Z’| sont borné.

donc [£U;| est uniformément borné indépendant de j et £ alors il existe une constante ¢

telle que

U] < ¢
cela implique que
c
Ul <=
’ ]‘ £
donc
Vil < <§) (4.20)

alors si m; — oo on obtient V(£) = 0 pour tout £ > ¢ .
donc V' a support compact.

On peut écrit I'équation (4.1) comme suite
_51{:—3 — (gk—QZ)/
tant que Z; a support borné on a:

MT2Z(6) = Oot’“f—3X/jtdt
2,9 = [

d’aprés (4.19) et (4.20) on a:

&2Z(¢) = /00 tE_3V(t)dt pour tout & > 0
3

et comme V & support compact on conclut que Z & support compact.

Donc d’apres les lemmes 3.4.4 et 3.4.5 la solution de (P.,) est une solution non

positive & support compact et le théoréme 3.3.2 implique que k& = 4 donc ks(m) = 4 si

m—-o0 n
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3.5. La continuité de ks(m)

3.5 La continuité de k3;(m)

Dans cette section on démontre que k3(m) est continue pour tout 1 < m < oo.
Théoréme 3.5.1 [9] : La fonction ks(m) est continue pour 1 < m < oco.
On introduit une parameétre X et les condition suivantes
m>0, k>0, 24+k(m—1)k>0 (5.1)
A>k, 24+ Am—1)>0
Lemme 3.5.1 [9] : (5.1) et (5.2) implique que

24 Am —k >0 (5.3)

Lemme 3.5.2 [9] : On suppose que (5.1) et (5.2) valable. Soit 0 < @ < a < oo et soit U
solution de (3.1) telle que dans Uintervalle |a,al, U est borné et U # 0 et

a"U(a) = Ula) =0

alors
A +>\(m 24A(m—1)
M = sup &' |U(x)| < F(m,k,\)|U| (5.4)

a<z<a
ou Ul est sup|U| dans |a,a] et F est une fonction continue définie dans l’espace
(m, k, \) qu’est détermié par (5.1) et (5.2) .de plus F est indépendant de U ,a et a.
on remarque que quand m > 1 alors on peut choisir A et k arbitrairement. au contraire
si0 <m <1 alors (5.1) et (5.2) implique que k < 2= et A< 2.

En autre cas si A=k on a

Corollaire 3.5.1 [9] : On suppose que (5.1) wvalable et soit 0 < a < a < oo et soit U

solution de (3.1) telle que U est borné en |a,a| et U # 0 alors :
2+k(m 1)
sup € |U(2)] < Gom ) 012 55)

ot G est une fonction continue dans ’espace (m, k) qu’est déterminé par (5.1) et inde-

pendant de U, a et a .
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3.5. La continuité de ks(m)

Preuve. (du lemme 3.5.1)
On suppose que U > 0 en |a,al, le cas U < 0 est une extension analogue, il existe p €

la, a[ telle que M = pkU (p) et

(P*U (p)" = P (pU'(p) + AU (p)) =0

et comme V = U™ alors

1-m

Lyt L ava (p) =0
m

implique que

Lyiiavip) =0
m

donc
oIV = XV (p) (5.6)
et comme M = sup & |U(€)| alors
a<t<a
U©) < &
implique que .
V() < (g\) = 2{—: pour tout & €la,al (5.7)

On peut écrit ’équation (3.1) de la forme suivante:

_é—k—lvll — (é—kU),
on intégre avec V'(a) < 0et U (a) =0

/ (gkU),dé- — _/ é—k—lv/ldé—
p P
cela implique que
P = [ Ve (58)
p
on intégre par partie (5.8)
PU ) = VV(@)a = Vi)t = [ (=) € Y € dg
p

alors

PPU (p) < =V'(p)p* " = (k= 1)p" 2V (p) + (k — 1) (k — 2) / 2"V (€) d€
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3.5. La continuité de ks(m)

par (5.6),(5.7) et (5.3) on obtient
PPU (p) < FLM™pt=2oAm
avec

(k—1)(k—2)
24+ Im—k

on a
Ul
M < oMU t *A<|—°°
<P Ul et p < 5

A

et comme 2 4+ X\ (m — 1) > 0 alors on conclut que le lemme est valable pour F' = F}*.

Preuve. (du théoréme 3.5.1): m

D’aprés le section précédant on a m; est une suite qui converge a valeurs m € [1, 00| et
k;j = ks(m) et U; solution de (3.1) — (3.2) .

soit k; — k € [3,00] et on a
Uy—U, V;=>V et V]V

uniformément dans un ensemble borné de R et k < oo,or V = U™ et U est une solution
de (3.1)-(3.2) avec k = k et W > 0 dans ]0,00[. Maintenant on peut pas posséder un
minimum local dans le point ou W < 0 ,en plus W (§,) = W’ (§,) = 0 implique W (£) =0
pour tout £ > &,.

On a W = U donc W' a une racine unique dans ]0.00].

2ieme gtape:

1
m Sign

U est absolument continue car U = Vi et V est de class C, la fonction g (s) = |s
s est absolument continue et V' a un seul arc par (3.1)

3ieme atape:
il reste de démontre que U a un support borné pour m > 1 et a décroissance exponentiel

pour m = 1, tant que m; > 1 on peut appliquer le lemme 3.5.1 sur U avec A quelconque or
1U; (©)] < ¢(N)¢ pour tout £>0

ol ¢(A) est indépendant de j .on a |U;| < 1 dans R,on conclut que U & decroissance
in oo plus rapide que de tous puissance de £ '.maintenant si m > 1, Hulshof démontre

dans [7] qui tout solution & décroissance plus rapide que ¢ si &€ — oo il faut a support
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3.6. La valeur de k3 pour 0 < m < 1

compact et . or U a support compact et k = ks (m) car I'unicité de les valeurs propres
(la démonstration dans [7]) .
Dans le cas ou m = 1 les solutions de —U"” = (U’ + kU sont a décroissance plus rapide

que |€]7F si € — 0o , actuellement a décroissance exponentielle . ainssi k = ks (1) =3 m

3.6 La valeur de k3 pour 0 <m < 1

Dans cette section on va étudier I'existence de les valeurs propres et les fonctions propres
de ’EDO (2.10).

On remplace k par 'exposant « et 3 alors I’équation (2.10) devient

V(&) + BEU (&) + al (§) =0 (6.1)

ol « est une parametre libre et 26 =a (1 —m)+1let 0 < k < 1 )
—-m

2
Théoréme 3.6.1 [9] :Soit 0 < m < 1, alors il existe un nombre unique k3 € ]2, ——]|
—-m

telle que 'équation (6.1) a une fonction propre avec deux racines, de plus telles solutions
sont nécessairement symétrique .
La démonstration est tres longue et donnée dans [9]

Théoréme 3.6.2 [9] :Il existe une suite strictement croissante:

O<ki=1<ky=2<ky<kys<...... <

telle que la symétrie de la solution de (6.1) a décroissance optimale si et seulment si

k =k, avec n impair (pair) .
Corollaire 3.6.1 [9] : Pour0<m <1 onaks <3

Preuve. La démonstration est analogue a celle du théoréme 3.1.1 avec la méme déf-
inition de V' W et Z , excepté que ces fonctions ne sont pas & support compact et par
conséquance A est remplacé par oo, la formule (3.8) reste valable et Z3 (£) continue négative
mais

/0 TVa()de <0
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3.7. Etude du cas m =1

par conséquence d’application de U'inegalité (3.12) de la formule (3.11) et prenant 1 — %

est négative alors k3 < 3. m
Théoréme 3.6.3 [9] : Pour 0 < m < 1 la fonction ks(m) est continue.

La démonstration dans[9] .

3.7 Etude du cas m=1

Pour m =1 et d’aprés [9] on a k3 =3 alors

3
04:5,6: et

1
2
—U" =2U" +3U

U(¢) = j—; (652 {01 + ¢ / e€2d5D

alors d’apres [1] on a

alors

U (&) = (462 — 2)cre ™8 + (1 — 28%)cpiv/merf (i€) e ¢ — 26,
donc

2

=3 —2® [T . . =1\ =a? z? =1
u(z,t) =t2 (2ciet 2?—1 +zﬁCQerf(zxt2)et 1—27 — 20t ¢y
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Conclusion

L’objectif de ce travail est chercher les solutions auto similaires du probléme de porous
media duale.

On a démontre que le probléme de porous media duale admet des solutions auto similaires
a support compact pour tout 0 < m < 0o, mais pour obtenir ces solution il faut transformer
a probléme de porous media classique.

Le probléme de porous media classique traité sous forme d’un probléme a valeurs propres,
on trouve les différentes solutions de ce probléme selon les différents ordres de ces valeurs
propres.

Plusieurs solutions explicites ont été données.
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