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Résumé

Ce mémoire concerne l’étude de l’équation de porous media duale, nous utilisons la

méthode auto similaire classique pour étudier cette équation.

Dans le premier chapitre nous avons étudié l’auto similarité de l’équation de porous

media duale et détermine le profil ϕ et transformer à une autre équation qui est l’équation

de porous media classique.

Après dans le deuxième chapitre notre étude est basée sur l’équation de porous media

classique, on va chercher les solutions auto similaires pour le premier et la deuxième valeur

propre.

Finalement nous étudions les différentes valeurs de la troisième valeur propres selon les

différentes valeurs de m

Mots clés :
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles ont beaucoup d’intérêt, en mathématique, en physique

et dans d’autres domaines.

Les équations liées à la mécanique des fluides sont étudiées par plusieurs mathématiciens,

parmi ces équations on peut citer l’équation des milieux poreux et son duale.

Le problème des milieux poreux a été étudié par plusieurs auteurs on peut citer: Aronson,

Vazquez, Hulshof etc...

Dans ce mémoire on va étudier le problème d’existence des solutions auto similaires de

l’équation de porous media conjuguée.

On va détailler le travail réalisée par Vazquez, Hulshof et Francisco [A very singular solu-

tion for the dual porous medium equation and the asymptotic behaviour of general solutions]

qui va consister la base de notre travail.

Le principe consiste à transformer cette équation à un problème de porous media clas-

sique, l’étude se fera selon les différentes valeurs propres notées k et l’ordre m de l’équation.

Il claire que pour m = 1 on a l’équation de la chaleur.

Ce mémoire est organisé en trois chapitres

Dans le premier chapitre nous donnons la définition de cette équation, le type de solution

auto similaire recherchée, nous donnons également la condition de similarité liée a cette

équation. Ce problème est diffi cile à résoudre ce qui nous oblige à le transformer au problème

classique « Porous media equation » par une transformation simple. L’inverse est possible

ensuite après l’obtention des résultats.

Dans le deuxième chapitre on étudie le problème transformé.

On l’écrit sous la forme d’un problème à valeurs propres k, on retrouve les différentes

solutions de l’équation porous media pour différentes valeurs propres, on trouve aussi la
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Introduction

solution de Barenblatt dans le cas de valeur propre d’ordre 1, le cas de valeur propre d’ordre

2, on donne explicitement la solution dipôle.

Dans le troisième chapitre, le travail traite essentiellement le cas de valeur propre d’ordre

3. Le travail élaboré par Vazquez, Hulshof et Francisco [A very singular solution for the dual

porous medium equation and the asymptotic behaviour of general solutions] qui va consister

la base de notre travail. a été détaillé dans l’essentiel en prouvant l’existence de la solution

pour certaines valeurs propres supérieur à 2.
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Chapitre 1

L’équation de porous media duale

Dans ce chapitre on va présenter tout d’abord l’équation de porous media duale qui est

liée à des applications en mécanique des fluides.

Soit l’équation de porous média duale de forme suivante:
∂v(x, t)

∂t
=

(
∂2v(x, t)

∂x2

)m
x ∈ R et t ∈ R+

v(x, 0) = v0(x)

(E)

Cette équation est présentée comme le duale de l’équation connue sous le nom de "porous

media equation" .

Notre objectif est de chercher des solutions "auto similaires" qui peuvent décrire le

comportement asymptotique des autres solutions du problème.

Pour admettre ce type de solutions l’équation doit vérifier certaines conditions de simi-

larité.

1.1 Solution auto similaire

Définition 1.1.1 Une solution auto similaire de l’équation (E) est définie comme suit:

v(x, t) = t−αϕ
(
xt−β

)
où α et β sont des exposants de similarité et ϕ le profil de la solution (à déterminer).
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1.2. Détermination du profil de la solution

cette solution doit être à support compact.

La condition de similarité

Définition 1.1.2 Soit P (x, t, u, ux, ......) = 0 une équation aux dérivées partielles alors P

admet une solution auto-similaire si et seulement si elle est invariante (d’échelle ) sous

l’action de dilatation c-à-d si l’on remplace u par aλu et x par asx et t par aγt on a aussi

:P (asx, aγt, aλu, ......) = 0 si u(x, t) est solution de P.

On va vérifier que l’équation (E) admet une solution auto-similaire.

Soit v(x, t) −→ aλv(asx, aγt) alors:

∂v

∂t
= aλ−γ

∂v

∂t
(1.1)

et
∂2v

∂x2
= aλ−2s ∂

2v

∂x2
(1.2)

on remplace (1.1) et (1.2) dans l’équation (E)

aλ−γ
∂v

∂t
=

(
aλ−2s ∂

2v

∂x2

)m

aλ−γ = amλ−2ms

λ− γ = mλ− 2ms

alors la condition de similarité est:

γ = λ(1−m) + 2ms

donc l’équation (E) admet une solution auto-similaire.

1.2 Détermination du profil de la solution

Pour chercher la solution sous la forme v(x, t) = t−αϕ
(
xt−β

)
, on doit trouver le profil ϕ,en

remplaçant cette forme de solution dans l’équation (E) ,on obtient ce qui suit :
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1.3. Exemple d’auto similarité

on pose ξ = xt−β

∂v

∂t
= t−α−1 (−αϕ (ξ)− βξϕ′ (ξ))

et
∂2v

∂x2
= t−α−2βϕ′′ (ξ)

alors

(−αϕ (ξ)− βξϕ′ (ξ)) = t−α(m−1)−2mβ+1(ϕ” (ξ))m (1.3)

on dérive formellement par rapport à t

0 = [α (m− 1)− 2βm+ 1] t−α(m−1)−2βm (ϕ′′)
m (1.4)

⇒ α(m− 1)− 2βm = 0 (1.5)

remplacer (1.5) dans (1.3), on obtien l’équation différentielle suivante:

(ϕ′′)
m

+ αϕ+ βξϕ′ = 0 (1.6)

donc le profil ϕ = ϕ (ξ) est une solution de l’équation différentielle (1.6).

Il claire qu’il est trés diffi cile de résoudre cette équation.

Pour cela il est judicieux de transformer l’équation(E) à une équation dite de " porous

media equation" qu’on va étudier dans le chapitre 2 .

1.3 Exemple d’auto similarité

Pour m = 1 l’équation (E) devient l’équation de la chaleur

∂v(x, t)

∂t
=
∂2v(x, t)

∂x2

on va chercher la condition de similarité

∂v

∂t
= aλ−γ

∂v

∂t

et
∂2v

∂x2
= aλ−2s ∂

2v

∂x2
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1.3. Exemple d’auto similarité

cela implique que

aλ−γ
∂v

∂t
= aλ−2s ∂

2v

∂x2

alors

aλ−γ = aλ−2s

donc

λ− γ = λ− 2s

implique le résultate suivant est la condition de similarité:

γ = 2s

Soit v(x, t) = t−αϕ
(
xt−β

)
la solution auto similaire de l’équation de la chaleur alors:

∂v

∂t
= t−α−1 (−αϕ (ξ)− βξϕ′ (ξ))

et
∂2v

∂x2
= t−α−2βϕ′′ (ξ)

donc

(−αϕ (ξ)− βξϕ′ (ξ)) = t−2β+1ϕ′′ (ξ) (1.7)

on dérive formellement par rapport à t

0 = [−2β + 1] t−2β (ϕ′′)
m

implique que

1− 2β = 0

alors

β =
1

2

si on remplace le résultat ci dessus dans l’équation (1.7) on obtient:

ϕ′′ + αϕ+
1

2
ξϕ′ = 0

si α = β = 1
2
alors l’équation différentielle devient :

−ϕ′′ = 1

2
ϕ+

1

2
ξϕ′
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1.3. Exemple d’auto similarité

donc
1

2
(ξϕ)′ = −ϕ′′

on intègre les deux côtés par rapport à ξ obtient

1

2
ξϕ = −ϕ′

donc
1

2
ξ = −ϕ

′

ϕ

implique que

−1

4
ξ2 + c = lnϕ

alors

ϕ (ξ) = Ke
−1
4
ξ2

donc la solution v(x, t) s’écrit comme suit

v(x, t) = Kt
−1
2 e
−x

2

4t

où K est une constant arbitraire.

SiK = 1√
4π
, la solution v(x, t) est dite solution fondamental de l’équation de la chaleur

7



1.4. Transformation du problème "Porous media duale":
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1.4 Transformation du problème "Porous media duale":

Pour traiter le problème (E), on doit le transformer à un autre problème de porous media

classique de la forme suivante:


∂u

∂t
=
∂2um

∂x2
x ∈ R et t ∈ R+

u(x, 0) = u0(x)

(E ′)
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1.4. Transformation du problème "Porous media duale":

alors on pose

v(x, t) =

x∫
−∞

 s∫
−∞

u(r, t)dr

 ds
telle que

x∫
−∞

u(s, t)ds = u(x, t)

et
s∫

−∞

u(r, t)dr = u(s, t)

on a
x∫

−∞

 s∫
−∞

∂u(r, t)

∂t
dr

 ds =

x∫
−∞

 s∫
−∞

∂2um (r, t)

∂r2
dr

 ds
ce qui implique

∂

∂t
(

x∫
−∞

 s∫
−∞

u(r, t)dr

 ds) = um(x, t)

on obtient enfin le problème duale

∂v

∂t
=

(
∂2v

∂x2

)m
alors pour résoudre l’équation (E) il suffi t de résoudre le problème (E ′).
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Chapitre 2

L’étude du problème des valeurs

propres pour l’équation " porous

media"

Dans ce chapitre on va étudier l’équation de "porous media " et la transformer à un problème

des valeurs propres et aprés on cherche les solutions de ce problème pour la première et la

deuxième valeurs propre qui sont réciproquement k = k1 = 1 et k = k2 = 2.

2.1 La solution auto similaire de l’équation "porous

media "

On cherche les solutions de l’équation (E ′) sous forme auto similaire suivante:

u(x, t) = t−αU
(
xt−β

)
(2.1)

où α et β sont des exposants à déterminer,ainssi que le profil U

2.1.1 La condition de similarité

Soit u(x, t) −→ aλu(asx, aγt) alors:

∂u

∂t
= aλ−γ

∂u

∂t
(2.2)

10



2.1. La solution auto similaire de l’équation "porous media "

et
∂2um

∂x2
= amλ−2s∂

2u

∂x2
(2.3)

on remplace (2.2) et (2.3) dans l’équation (E ′) on obtient

aλ−γ
∂u

∂t
= amλ−2s∂

2u

∂x2

alors

aλ−γ = amλ−2s

donc

λ− γ = mλ− 2s

alors la condition de similarité est:

γ = λ(1−m) + 2s

2.1.2 Détermination du profil U

Le principe consiste à remplacer la forme (2.1) de solution dans (E′) :

on a
∂u

∂t
= t−α−1 (−αU (ξ)− βξU ′ (ξ)) (2.4)

et
∂2um

∂x2
= t−αm−βm

[
t−βU ′′Um−1 + (m− 1)t−βUm−2U ′

]
(2.5)

si on remplace (2.4) et (2.5) dans (E ′) on obtient

−αU (ξ)− βξU ′ (ξ) = mt−α(m−1)−2β+1
[
U ′′U (m−1) + (m− 1)U (m−2) (U ′)

2
]

(2.6)

on dérive (2.6) formellement par rapport à t, ce qui donne

0 = m(−α(m− 1)− 2β + 1)t−α(m−1)−2β
[
U ′′Um−1 + (m− 1)Um−2(U ′)2

]
cela imlique

α(m− 1) + 2β = 1 (2.7)

11



2.1. La solution auto similaire de l’équation "porous media "

pour transformer notre problème à celui des valeurs propres, on introduit un paramètre

k = α/β,

alors si on divise (2.7) par β on obtient

β =
1

k(m− 1) + 2
(2.8)

et si on divise (2.7) par α on obtient

α =
k

k(m− 1) + 2
(2.9)

remplacer (2.7), (2.8) et (2.9) dans (2.6) nous donne l’équation différentielle suivante:

kU + ξU ′ + (Um)′′ = 0 (2.10)

où k = 1, 2, ....., n, .........sont les valeurs propres du problème .

2.1.3 Discution

Si m = 1 le problème (E ′) devient le problème de la chaleur avec une ODE de la forme:

kU + ξU ′ + U ′′ = 0 (2.11)

pour tout k on obtient une solution particulière Un de (2.11) qui est à décroissance

exponentiel si |ξ| −→ ∞, de plus la solution s’écrit comme

un (x, t) = t
−n
2 Un

(
xt
−1
2

)
et avec une condition initiale

un (x, t) −→ Cn
dn−1

dxn−1
δ (x) si t −→ 0

ou δ est la mass de Dirac et Cn une constante arbitraire positive et la limite est donneé

au sens de distribution .

Si m > 1 Hulshof [7] démontre qu’il existe une suite croissante infinie {kn} , n ≥ 1

telle que kn −→ ∞, et pour chaque n il existe une famille des solutions non triviales de
l’équation (2.10) dépendant d’un seul paramètre k = kn et à support compact.

12



2.2. Problème des valeurs propres

2.2 Problème des valeurs propres

Les valeurs propres jouent un role important dans la théorie mathématique du problème

de cauchy (E).

On va étudier notre problème pour différentes valeurs propres k.

2.2.1 Valeur propre de premier ordre

Si k = 1 la relation d’échelle s’écrit comme

α = β =
1

m+ 1
.

et

u(x, t) = t−α(xt−α) (2.12)

l’équation différentielle s’écrit dans ce cas comme

U + ξU ′ + (Um)′′ = 0 (2.13)

Cas m = 1 :

Si m = 1 l’équation (E ′) devient l’équation de la chaleur avec α = 1/2 et β = 1/2.

Dans ce cas l’équation (2.13) telle que U doit être à support compact s’écrit :

U + ξU ′ + U ′′ = 0

qui s’écrit comme

(ξU)′ = −U ′′

on intègre par rapport à ξ, on obtient

ξU = −U ′

d’où

ξ =
−U ′
U

on obtient

U (ξ) = ce−
1
2
ξ2 (2.14)

13



2.2. Problème des valeurs propres

alors la solution u(x, t) s’écrit comme

u(x, t) = ct−
1
2 e−

1
2t
x2 (2.15)

la condition initiale dans ce cas est la fonction de Dirac, c-à-d

u (x, t) −→ cδ(x) si t −→ 0

où c une constante arbitrairie positive.
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Solution de la chaleur pour k = 1,m = 1 et c = 1
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2.2. Problème des valeurs propres

Cas m > 1 :

Si m > 1 on a α1 = β1 =
1

m+ 1
et

− (Um)′′ = U + ξU ′

cela implique que

− (Um)′′ = (ξU)′

on intègre par rapport à ξ

− (Um)′ = ξU

cela implique

−mUm−1U ′ = ξU

d’où (
Um−1

)′
= −m− 1

m
ξ

En intègrant par rapport à ξ on obtient

Um−1 = c− m− 1

2m
ξ2

donc

U (ξ) =

[
c− m− 1

2m
ξ2

] 1
m−1

(2.16)

alors la solution u(x, t) s’écrit comme

u(x, t) = t
−1
m+1

[
c− m− 1

2m
x2t

−2
m+1

] 1
m−1

(2.17)

avec u(x, 0) = Mδ(x) où δ est la mass de Dirac et M une fonction de c.

Cette solution est dite solution source type ou solution de Barenblatt.
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2.2. Problème des valeurs propres
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Solution Barenblatt pour m = 2 et c = 5

Cas 0 <m < 1 :

Pour 0 < m < 1 l’équation (E) devient l’équation de diffusion rapide avec α = β =
1

m+ 1
< 0

alors d’aprés [11] pour 0 < m < 1 les formules (2.12) , (2.16) restent les mêmes

mais avec m− 1 et
m− 1

2m
qui sont des nomberes négatifs.

Dans ce cas la solution s’écrit

U(ξ) = (c+
1−m

2m
ξ2)

−1
1−m avec c = constant

alors

u(x, t) = t
−1
m+1 (c+

1−m
2m

x2t
−1
m+1 )

−1
1−m
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2.2. Problème des valeurs propres
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2.2.2 Valeur propre d’ordre 2

Dans ce cas on a α2 =
1

m
, β2 =

1

2m
l’équation différentielle ( 2.10) s’écrit comme

− (Um)′′ = 2U + ξU ′ (2.18)

Cas m = 1 :

Pour m = 1 cela implique α = 1 et β = 1
2
,

d’où on a

U ′′ + 2U + ξU ′ = 0
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2.2. Problème des valeurs propres

d’aprés [1] la solution s’écrit comme

U =
d

dξ
{e− 1

2
ξ2 [c1 + c2

∫
e
1
2
ξ2dξ]}

avec c1,c2 sont des constantes

ou encore

U =
1

2e
1
2
ξ2

(
2c2e

1
2
ξ2 − 2ξc1 + i

√
2πξc2 erf

(
1

2
i
√

2ξ

))
alors la solution u(x, t) s’écrit comme

u(x, t) =
1

2te
1
2

(
x√
t

)2
(

2c2e
1
2

(
x√
t

)2
− 2

x√
t
c1 + i

√
2π

t
xc2 erf

(
1

2
i

√
2

t
x

))
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t=1
t=1.5
t=2

Solution de la chaleurs pour k = 2, m = 1 et c1 = 0 et c2 = 1
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2.2. Problème des valeurs propres

Cas m > 1 :

Pour m > 1 et avec un état inital u(x, 0) telle que

u(x, t) −→ Cδ′(x) si t −→ 0

on a d’aprés [9] la solution de (2.15) s’écrit comme

U(ξ) = ξ
1
m

(
c− m− 1

m+ 1
ξ
m+1
m

) 1
m−1

donc

u(x, t) = t
−1
m−1 |x|

1
m sign(x)

(
ct

m+1

2m2 − m− 1

2m(m+ 1)
|x|

m+1
m

) 1
m−1

cette solution est dite "solution dipôle".
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­0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

x

u(x,t)

t=5
t=1

t=10

La solution dipôle si m = 2, k = 2 et c = 1

19



2.2. Problème des valeurs propres

Cas 0 <m < 1:

Pour 0 < m < 1 et d’aprés [11] on a

u(x, t) =
t |x|

1−m
m sign(x)

ct
m+1

2m2 + 1−m
2m(m+1)

|x|
m+1
m

on peut remarquer que si x→∞ on a

u(x, t) ∼ ct

x2
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0.6

0.8

1.0
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1.4

x

u(x,t)

t=0.5
t=1
t=1.5

La solution dipôle pour m = 1
2
et c = 1
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Chapitre 3

Étude du problème des valeurs

propres pour k = k3

Dans ce chapitre on va chercher la solution pour la valeur de k = k3, pour differentes valeurs

de m.

3.1 La valeur de k3 pour m > 1

Théorème 3.1.1 [9]:Pour m > 1 on a k3 > 3, qui est une fonction continue de m ∈ [1,∞[

et qui tend vers 4 si m −→∞ .

Soit m > 1 et k3 la troisième valeur propre et U3 la fonction correspondante telle que

−(Um)′′ = ξU ′ + k3U (3.1)

avec

U(0) = 1 et U ′(0) = 0 (3.2)

Dans le lemme suivant nous allons résumer quelques propriétés de U3 qu’ils sont

déja démontrés dans [7]

Lemme 3.1.1 [9] :

1. k3 > 2
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3.1. La valeur de k3 pour m > 1

2. Le support de U est un intervalle borné de la forme [−A,A] avec A > 0

3. U a une racine positive et unique ξ = a avec (0 < a < A)

4. (Um)′ < 0 si ξ = a

on introduit les fonctions suivantes :

V3 = (U3)m (3.3)

Z3(ξ) =

∫ A

x

(t− ξ)U3(t)dt (3.4)

W3 = Z ′3(ξ) = −
∫ A

ξ

U3(t)dt (3.5)

ainsi Z ′′3 (ξ) = U3

on intègre(3.1) deux fois de ξ à A

−
∫ A

ξ

V ′′3 dt =

∫ A

ξ

tU ′3(t)dt+

∫ A

ξ

k3U(t)dt

alors

−V ′3 = ξU3 + (k3 − 1)W3 = ξZ ′′3 + (k3 − 1)Z
′

3 (3.6)

donc

−
∫ A

ξ

V ′3dt =

∫ A

ξ

tZ ′′3dt+

∫ A

ξ

(k3 − 1)Z
′

3dt

cela implique que

−V3 = ξZ ′3 + (k3 − 2)Z3 (3.7)

Lemme 3.1.2 [9] :

1. W3(0) = 0

2. W3 > 0 si x ∈]0, A[

3. Z3 < 0 si x ∈ [0, A[

4. W3(ξ) = Z3(ξ) = 0 pour tout ξ ≥ A
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3.1. La valeur de k3 pour m > 1

Lemme 3.1.3 [9] :On a

−
∫ A

0

V3(ξ)dξ = (k3 − 3)

∫ A

0

Z3(ξ)dξ (3.8)

Preuve. on intègre (3.7) de 0 à A

−
∫ A

0

V3dξ =

∫ A

0

ξZ
′

3(ξ)dξ +

∫ A

0

(k3 − 2)Z3(ξ)dξ

alors

−
∫ A

0

V3dξ = [ξZ(ξ)]A0 −
∫ A

0

Z3(ξ)dξ +

∫ A

0

(k3 − 2)Z3(ξ)dξ

donc

−
∫ A

0

V3dξ = (k3 − 3)

∫ A

0

Z3(ξ)dξ

Lemme 3.1.4 [9] :Si m > 1 alors

∫ A

0

V3(ξ)dξ > 0 (3.9)

Preuve. on a d’après le lemme 3.1.2 la fonction W est croissante sur l’intervalle]0, a[ et

décroissante sur l’interevalle ]a,A[

on définit la fonction V par une fonction de W comme suit:
V = V1(W ) ξ ∈]0, a[

V = V2(W ) ξ ∈]a,A[

les deux fonctions sont définies sur 0 < W < W (A) = σ telle que V1(σ ) = V2(σ) =

V1(σ ) = 0 et V2(0 ) = 1

on a
dW

dξ
= U = |V |

1
m sign(V ) (3.10)
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3.1. La valeur de k3 pour m > 1

cela implique que

dξ = dW ∗ |V |
−1
m sign(V )

on obtient ∫ A

0

V (ξ)dξ =

∫ a

0

V1(ξ)dξ +

∫ A

a

V2(ξ)dξ (3.11)

donc ∫ A

0

V (x)dx =

∫ σ

0

|V1(W )|1−
1
m dW −

∫ σ

0

|V2(W )|1−
1
m dW

on a V1 > 0

cela exige que

V1(W ) > V2(W ) (3.12)

on suppose que (3.12) est faux alors:

V1 + V2 a un minimum en le point W∗ tel que W∗ ∈]0, σ[

dans ce point si V1 + V2 a un minimum donc

V ′1(W∗) + V ′2(W∗) = 0

de (3, 6) et (3.10)

−V ′3 = ξU3 + (k3 − 1)W3

alors

−dV3

dξ
= ξ |V |

1
m + (k3 − 1)W∗

donc

− dV3

dW ∗ |V |
−1
m

= ξ |V |
1
m + (k3 − 1)W∗

alors

−dV1

dW
= ξ1 + (k3 − 1)W∗ |V1|

−1
m

et

−dV2

dW
= ξ2 + (k3 − 1)W∗ |V2|

−1
m sign(V2)

cela implique que

−d(V1 + V2)

dW
= ξ1 + ξ2 + (k3 − 1)W∗(|V1|

−1
m − |V2|

−1
m )
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3.2. Problème limite m→∞

cette quantité est positive de fait que ξ1, ξ2,W∗ les sont aussi alors

V ′1(W∗) < V ′2(W∗) contradiction

donc

V1(W ) > V2(W )

alors ∫ A

0

V3(ξ)dξ > 0

on a

−
∫ A

0

V3(ξ)dξ = (k3 − 3)

∫ A

0

Z3(ξ)dx

et

Z3(ξ) < 0 =⇒
∫ A

0

Z3(ξ) < 0

d’où ∫ A

0

V3(ξ)dξ > 0 =⇒ −
∫ A

0

V3(ξ)dξ < 0

alors

(k3 − 3) > 0 =⇒ k3 > 3

Lemme 3.1.5 [9] : V ′3 a une solution unique pour b ∈ ]0, A[ et b > a

3.2 Problème limite m→∞

Maintenant on va voir le cas où m→∞.
En intègrant deux fois l’équation (3.1) on obtient

−V = ξZ ′ + (k − 2)Z , V = Um (4.1)

avec Z ′′ = U, Z ′(0) = 0 et Z(0) =
−1

k − 2
(4.2)

On peut voir le problème (4.1)-(4.2) comme une ODE pour la variable Z avec un état

initial dans ξ = 0, tant que le problème pair donc on peut l’étudier seulement sur la partie

positive ξ ≥ 0.
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3.3. Solution du problème limite m→∞

Après on prend une limite formelle m −→ ∞. Dans ce problème on arrive au problème
suivant :

Trouver une fonction Z ∈ c1(R+) tel que sa dérivée seconde est une fonction à variation

bornée Z ′′ ∈ BV ((R+) ,

avec V une fonction continue sur R+ telle que:

−V = ξZ ′ + (k − 2)Z (4.3)

Z ′′(ξ) ∈ sign(V (ξ)) pour tout ξ > 0 (4.5)

Z ′(0) = 0 , Z(0) =
−1

k − 2
(4.6)

la quantité k |V |+ 1

2
V ′2 n′est pas croissante sur R (4.7)

on arrive au probleme limite (P∞) :

−V ′ = ξU + (k − 2)Z ′

−V ′′ = ξU ′ + kU (4.8)

V (0) = 1, V ′(0) = 0

3.3 Solution du problème limite m→∞

Théorème 3.3.1 [9] : Pour tout k > 2 il existe une solution unique du problème (P∞).

On observe que dans un intervalle où V 6= 0 on a d’aprés (4.4) U = sign(V ) ∈ {−1, 1}
or U ′ = 0.

de (4.8) on a

−V ′′ = 0 + kU

cela implique

V ′′ = −k sign(V )

Donc les deux Z et V sont donnés par un polynôme de degré 2 .

alors de l’étude de l’existence et de l’unicite se réduit au point telle que V = 0
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3.3. Solution du problème limite m→∞

Lemme 3.3.1 [9] : Soit Z un solution de problème (P∞) défini dans [0, c[ avec c > 0, on

suppose que V (c) = 0 et V > 0 dans l’intervalle ]c − δ, c[ alors V et Z existent et sont

déterminés uniquement dans l’intervalle ]c, c+ δ[ ; de plus:

1. V ′(c−) < 0 et V ′(c+) ≤ 0

2. Si |V ′(c−)| ≤ 2c alors V ′(c+) = 0 et V (ξ) = 0 pour tout ξ > 0

3. Si |V ′(c−)| > 2c alors V ′(c+) = 2c+ V ′(c−) < 0 et V < 0 dans ]c, c+ δ[

La preuve de ce lemme est donnée dans[9]

Théorème 3.3.2 [9]: Soit k > 2, le problème (P∞) admet une solution négative à support

compact si et seulement si k = 4.la solution est une fonction de degré 2.

Preuve. 1ere étape :

Il est claire que la solution de (P∞) est une fonction de degré 2 (car Z et V les deux sont

des fonctions de degré 2). On peut voir qu’au voisinage de 0 et V > 0 , on a U = 1 et V est

donné par un arc

−V ′ = ξ + (k − 1)Z ′

et

−V ′′ = 1 + (k − 1)Z ′′

comme Z ′′ = U donc pour ξ ≥ 0 on a Z ′′ = 1 alors

−V ” = 1 + (k − 1)

alors

−V ′ = ξ + (k − 1)ξ

donc

V =
−1

2
ξ2 − 1

2
(k − 1)ξ2 + C

si c = 1 on a

V = −k
2
ξ2 + 1
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3.3. Solution du problème limite m→∞

V a un solution dans le point ξ = a telle que

−k
2
a2 + 1 = 0

cela implique que

a =


−
√

2
k
si a < 0

√
2
k
si a > 0

comme a > 0 donc

a =

√
2

k

de plus, tant que V ′(a−) = −ka et −ka+ 2a < 0 d’après le lemme (3.3.1) on a

V ′(a+) = −(k + 2)a

et comme V (A) = 0 et V < 0 dans ]0, a[ et utilise la symétrie de l’arc parabolique on

obtient que :

V (A−) = −V ′(a+) = (k + 2)a (4.10)

de (4.8) et comme V < 0 dans ]0, a[ on a

V ′′ = ξU ′ + kU

cela implique que

V ′′ = k

alors on a dans cette intervalle

V ′(ξ) = kξ − 2(k − 1)a (4.11)

(4.10) et (4.11) implique que

V ′(a−) = (k + 2)a = kA− 2(k − 1)a

donc

(k + 2)a+ 2(k − 1)a = kA

alors

A =
3k − 4

k
a (4.12)
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3.3. Solution du problème limite m→∞

2ieme étape :

On détermine Z telle que Z ′′ = 1 si 0 < ξ < a , Z ′′ = −1 si a < ξ < A , Z(0) =
−1

k − 2
et voisinag à infinie on a V = 0 donc

ξZ ′ + (k − 2)Z = 0 (4.13)

d’après (4.7) et (4.11) on a

−kA+ 2(k − 1)a = AU (A) + (k − 1)Z ′(A)

donc

(1− k)A+ 2(k − 1)a = (k − 1)Z ′(A)

alors

−A+ 2a = Z ′(A)

cela implique que

Z ′(A) = −k − 4

k
a (4.14)

et d’après (4.13) on a

ξZ ′ + (k − 2)Z = 0

donc

−AZ ′(A) = (k − 2)Z(A)

alors

Z(A) =
−AZ ′(A)

(k − 2)

alors

Z(A) = aA
k − 4

k(k − 2)
(4.15)

Pour k > 4 on a Z(A) > 0 contradiction car d’après le lemme 3.1.2 on a Z(A) = 0.

pour 2 < k < 4 on a d’après le lemme 3.3.1

V ′(A−)− 2A = a
k2 − 8k + 8

k
(4.16)

on va chercher où V ′(A−)− 2A < 0. comme a > 0 et k > 0 alors

k2 − 8k + 8 = 0

29



3.4. La convergence de la solution si m→∞

cela implique que

k =
√

2 ou k = −
√

2

donc V ′(A−)− 2A < 0 si −
√

2 < k <
√

2 et V (ξ) = 0 dans ]A,∞[ et d’après (4.16) la

valeur de Z(A) < 0 .

d’après l’équation (4.13) et pour V = 0 on a Z(ξ) < 0 pour tout ξ ≥ A alors Z(ξ) n’est

pas une fonction à support compact, donc k /∈]2, 4[.

3iemeétape :

Pour k = 4 on a a = 1√
2
, A = 2a , Z(A) = 0 et les deux fonctions V et Z dans (A+)

sont prolongement de la fonction nulle.on a d’après le lemme 3.1.2 Z(ξ) < 0 pour ξ ∈]0, A[

et V a une solution exact dans cette intervalle.

3.4 La convergence de la solution si m→∞

Théorème 3.4.1 [9] :Soit k3 = k3(m) la troisième valeur propre de l’équation (3.1) alors

k3(m)→ 4 si m→∞

Pour démontrer ce théorème, on a besoin de l’étude du problème (3.1) − (3.2) dans le

cas où m→∞

Lemme 3.4.1 [9] :Soit Z une solution du problème (4.1)-(4.2). alors les fonctions suivantes

sont décroissantes dans R+ :

Φ1 =
km

m+ 1
|V |

m+1
m +

1

2
V ′2

Φ2 =
m

m+ 1
|V |

m+1
m +

k − 1

2
Z ′2

Φ3 =
1

2
Z ′2 + (k − 2)

1
m

m

m+ 1
|Z|

m+1
m

Preuve. on pose g(s) = |s|
1
m sign (s)
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3.4. La convergence de la solution si m→∞

1.

Φ′1 = k |V |
1
m V ′sign(V ) + V ′V ′′

cela implique que

Φ′1 = V ′(k g(V ) + V ′′)

on a d’après (4.8)

V ′′ = −ξU ′ − kU

alors

Φ′1 = V ′(k g(V )− ξU ′ − kU)

donc

Φ′1 = V ′
[
kg(V )− ξU ′ − k |V |

1
m sign(V )

]
cela implique que

Φ′1 = −V ′ [ξU ′]

donc

Φ′1 = −mξ (U ′)
2 |V |

1
m sign(V )

alors

Φ′1 = −mξ (U ′)
2
g (V )

comme mξ (U ′)2 > 0 et la fonction g croissante donc Φ1 est décroissante.

2.

Φ′2 = V ′ |V |
1
m sign(V ) + (k − 1)Z ′Z ′′

cela implique que

Φ′2 = V ′ |V |
1
m sign(V ) + (k − 1)Z ′ |V |

1
m sign(V )

donc

Φ′2 = (V ′ + (k − 1)Z ′) |V |
1
m sign(V )

d’après (4.7)

V ′ = −ξU − (k − 1)Z ′

alors

Φ′2 = g(V )(−ξU)
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3.4. La convergence de la solution si m→∞

donc Φ2 est décroissante.

3.

Φ′3 = Z ′(Z ′′ + (k − 2)
1
m |Z|

1
m sign(Z)

on a d’après (4.1)

V = −ξZ ′ − (k − 2)Z

sa implique que

−Z ′′ = ξZ ′ + (k − 2)Z

alors

−Z ′′ = |ξZ ′ + (k − 2)Z|
1
m sign(ξZ ′ + (k − 2)Z)

donc

−Z ′′ = g(ξZ ′ + (k − 2)Z)

d’où

Φ′3 = −Z ′(g(ξZ ′ + (k − 2)Z)− (k − 2)
1
m |Z|

1
m sign(Z))

ce qui implique

Φ′3 = −Z ′[g(ξZ ′ + (k − 2)Z)− g((k − 2)Z)]

et comme la fonction g est croissante et Z ′ croissante (d’après le lemme 3.1.2 ) donc Φ3

est décroissant.

Lemme 3.4.2 [9]: Soit k > 2 et soit Z la solution de problème(4.1)− (4.2), alors les iné-

galités suivantes sont valable dans R+ :

1. |V | ≤ 1.

2. Z ′′ ≡ U ≤ 1.

3. |Z| ≤ 1

k − 2

4. V ′2 ≤ 2km

m+ 1
.
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3.4. La convergence de la solution si m→∞

5. Z ′2 ≤ 2m

(m− 1)(k − 1)
.

La preuve de ce lemme est dans [9]

Lemme 3.4.3 [9] : k3(m) reste borné si m→∞.

Preuve. On suppose que k3 →∞ si m→∞.
Soit mj → ∞ une suite telle que kj = k3(mj) → ∞ et soit Zj solution du problème

(4.1)− (4.2). on introduit un transformation :

Zj(ξ) =
1

kj
Ẑj(
√
kjξ)

et

Vj(ξ) = V̂j(
√
kjξ)

si on pose t =
√
kjξ l’équation déffi rentielle devient:

−V̂j(t) =
t

kj
Ẑj(t) +

(
1− 2

kj

)
Ẑj(t)

d’après le lemme 3.4.2 on a ∣∣∣Ẑj∣∣∣ ≤ k

k − 2

Ẑ2
j ≤

2mk

(m+ 1)(k − 1)∣∣∣Ẑ ′′j ∣∣∣ ≤ 1

des relations ci dessus on a Ẑj tend en C1
loc (R+) vers certaine fonction Z et Z(0) = 1 ,

Z ′(0) = 0 et Z ≤ 0 depuit ZJ ≤ 0 pour tout j.

on a Ẑ ′′j = Ûj et

lim
mj→∞

(
−V̂J

)
= lim

mj→∞

[
t

kj
Ẑj +

(
1− 2

kj

)
Ẑj

]
cela implique que

lim
mj→∞

(
−V̂J

)
= lim

mj→∞
Ẑj
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3.4. La convergence de la solution si m→∞

donc

lim
mj→∞

(
−Ẑ ′′J

)m
= lim

mj→∞
Ẑj

alors

lim
mj→∞

−Ẑ ′′J = lim
mj→∞

∣∣∣Ẑj∣∣∣ 1
mj sign(Ẑj)

cela implique que

−Z ′′ = sign(Z)

donc Z a plusieurs signes changés donc contradiction.

Par conséquant, pour toute suitemj →∞ il existe un sous suitemjn telle que lim
mjn→∞

kj →
k̄ . Il existe autre sous-suite telle que

d’après le lemme 3.4.2 on a

Zj → Z̄, Z ′ → Z̄ ′, Vj → V̄ Uniformément dans les ensembles bornés (4.19)

on a

Lemme 3.4.4 [9] : Z̄ est une solution negative du problème (P∞) .

de (4.19), UJ = |Vj|
1
mj sign (Vj) et |UJ | ≤ 1 alors Z̄ et V̄ satisfaie (4.3)-(4.5).

tant que Uj a deux extrême non triviale et comme |UJ | ≤ 1 alors :

U ′j est borné dans L
1 (R+)

alors Ū ′ est une mesure et Ū ∈ BV (R) on obtient que

Uj → Ū dans Lploc (R+) 1 ≤ p <∞

et

Uj → Ū dans R+

(4.7) et (4.19) implique que V̄ satisfaie la condition (4.6) .

Lemme 3.4.5 [9] : Les deux V̄ et Z̄ à support compact.
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3.4. La convergence de la solution si m→∞

Preuve. on a

−V ′ = ξU + (k − 1)Z ′

d’après le lemme 3.4.2

|V | ≤ 1 et Z ≤ 1

k − 2

comme |V | et |Z| sont borné alors |V ′| et |Z ′| sont borné.
donc |ξUj| est uniformément borné indépendant de j et ξ alors il existe une constante c

telle que

|ξUj| ≤ c

cela implique que

|Uj| ≤
c

ξ

donc

|Vj| ≤
(
c

ξ

)m
(4.20)

alors si mj →∞ on obtient V̄ (ξ) = 0 pour tout ξ ≥ c .

donc V à support compact.

On peut écrit l’équation (4.1) comme suite

−ξk−3 =
(
ξk−2Z

)′
tant que Zj à support borné on a:

ξkj−2Zj(ξ) =

∫ ∞
ξ

tkj−3Vj(t)dt

d’aprés (4.19) et (4.20) on a:

ξk̄−2Z̄(ξ) =

∫ ∞
ξ

tk̄−3V̄ (t)dt pour tout ξ ≥ 0

et comme V̄ à support compact on conclut que Z̄ à support compact.

Donc d’après les lemmes 3.4.4 et 3.4.5 la solution de (P∞) est une solution non

positive à support compact et le théorème 3.3.2 implique que k̄ = 4 donc k3(m) = 4 si

m→∞
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3.5. La continuité de k3(m)

3.5 La continuité de k3(m)

Dans cette section on démontre que k3(m) est continue pour tout 1 ≤ m <∞.

Théorème 3.5.1 [9] : La fonction k3(m) est continue pour 1 ≤ m <∞.

On introduit une paramètre λ et les condition suivantes

m > 0, k > 0, 2 + k(m− 1)k > 0 (5.1)

λ > k, 2 + λ(m− 1) ≥ 0

Lemme 3.5.1 [9] : (5.1) et (5.2) implique que

2 + λm− k > 0 (5.3)

Lemme 3.5.2 [9] : On suppose que (5.1) et (5.2) valable. Soit 0 ≤ ā < a < ∞ et soit U

solution de (3.1) telle que dans l’intervalle ]ā, a[, U est borné et U 6= 0 et

ākU(ā) = U(a) = 0

alors

M = sup
ā<x<a

ξλ |U(x)| ≤ F (m, k, λ) |U |
2+λ(m−1)

2
∞ (5.4)

où |U |∞ est sup |U | dans ]ā, a[ et F est une fonction continue définie dans l’espace

(m, k, λ) qu’est détermié par (5.1) et (5.2) .de plus F est indépendant de U ,a et ā.

on remarque que quand m ≥ 1 alors on peut choisir λ et k arbitrairement. au contraire

si 0 < m < 1 alors (5.1) et (5.2) implique que k < 2
1−m et λ ≤ 2

1−m .

En autre cas si λ = k on a

Corollaire 3.5.1 [9] : On suppose que (5.1) valable et soit 0 ≤ ā < a < ∞ et soit U

solution de (3.1) telle que U est borné en ]ā, a[ et U 6= 0 alors :

sup
ā<x<a

ξk |U(x)| ≤ G(m, k) |U |
2+k(m−1)

2
∞ (5.5)

où G est une fonction continue dans l’espace (m, k) qu’est déterminé par (5.1) et inde-

pendant de U , ā et a .
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3.5. La continuité de k3(m)

Preuve. (du lemme 3.5.1)

On suppose que U > 0 en ]ā, a[, le cas U < 0 est une extension analogue, il existe ρ ∈
]ā, a[ telle que M = ρkU (ρ) et(

ρλU (ρ)
)′

= ρλ−1 (ρU ′(ρ) + λU (ρ)) = 0

et comme V = Um alors
ρ

m
V ′V

1−m
m + λV

1
m (ρ) = 0

implique que
ρ

m
V ′ + λV (ρ) = 0

donc

ρ |V ′| = λmV (ρ) (5.6)

et comme M = sup
ā<ξ<a

ξλ |U(ξ)| alors

U(ξ) ≤ M

ξλ

implique que

V (ξ) ≤
(
M

ξλ

)m
=
Mm

ξλm
pour tout ξ ∈]ā, a[ (5.7)

On peut écrit l’équation (3.1) de la forme suivante:

−ξk−1V ′′ =
(
ξkU

)′
on intègre avec V ′(a) ≤ 0 et U (a) = 0∫ a

ρ

(
ξkU

)′
dξ = −

∫ a

ρ

ξk−1V ′′dξ

cela implique que

ρkU (ρ) =

∫ a

ρ

ξk−1V ′′dξ (5.8)

on intègre par partie (5.8)

ρkU (ρ) = V ′(a)ak−1 − V ′(ρ)ρk−1 −
∫ a

ρ

(k − 1) ξk−2V ′ (ξ) dξ

alors

ρkU (ρ) ≤ −V ′(ρ)ρk−1 − (k − 1)ρk−2V (ρ) + (k − 1) (k − 2)

∫ a

ρ

xk−3V ′ (ξ) dξ
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3.5. La continuité de k3(m)

par (5.6) , (5.7) et (5.3) on obtient

ρkU (ρ) ≤ F1M
mρk−2−λm

avec

F1 = λm+ (k − 1) +
(k − 1) (k − 2)

2 + λm− k
on a

M ≤ ρλ |U |∞ et ρ−λ ≤ |U |∞
M

et comme 2 + λ (m− 1) ≥ 0 alors on conclut que le lemme est valable pour F = F
λ
2

1 .

Preuve. (du théorème 3.5.1):

D’après le section précédant on a mj est une suite qui converge à valeurs m ∈ [1,∞[ et

kj = k3(m) et Uj solution de (3.1)− (3.2) .

soit kj → k̄ ∈ [3,∞] et on a

Uj → Ū , Vj → V̄ et V ′j → V̄ ′

uniformément dans un ensemble borné de R et k̄ <∞,or V̄ = Ūm et U est une solution

de (3.1)-(3.2) avec k = k̄ et W̄ ≥ 0 dans ]0,∞[. Maintenant on peut pas possèder un

minimum local dans le point ou W̄ < 0 ,en plus W̄ (ξ0) = W̄ ′ (ξ0) = 0 implique W (ξ) = 0

pour tout ξ ≥ ξ0.

On a W̄ = Ū donc W̄ ′ a une racine unique dans ]0.∞[.

2ieme étape:

U est absolument continue car U = V
1
m et V est de class C1, la fonction g (s) = |s|

1
m sign

s est absolument continue et V̄ a un seul arc par (3.1)

3ieme étape:

il reste de démontre que U à un support borné pour m̄ > 1 et à décroissance exponentiel

pour m̄ = 1, tant que mj > 1 on peut appliquer le lemme 3.5.1 sur U avec λ quelconque or

|Uj (ξ)| ≤ c(λ)ξ−λ pour tout ξ > 0

où c(λ) est indépendant de j .on a |Uj| ≤ 1 dans R,on conclut que U à decroissance

in ∞ plus rapide que de tous puissance de ξ−1.maintenant si m̄ > 1, Hulshof démontre

dans [7] qui tout solution à décroissance plus rapide que ξ−k si ξ → ∞ il faut à support
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3.6. La valeur de k3 pour 0 < m < 1

compact et . or U a support compact et k̄ = k3 (m̄) car l’unicité de les valeurs propres

(la démonstration dans [7]) .

Dans le cas où m̄ = 1 les solutions de −U ′′ = ξU ′ + kU sont a décroissance plus rapide

que |ξ|−k si ξ →∞ , actuellement a décroissance exponentielle . ainssi k̄ = k3 (1) = 3

3.6 La valeur de k3 pour 0 < m < 1

Dans cette section on va étudier l’existence de les valeurs propres et les fonctions propres

de l’EDO (2.10) .

On remplace k par l’exposant α et β alors l’équation (2.10) devient

V ′′ (ξ) + βξU ′ (ξ) + αU (ξ) = 0 (6.1)

où α est une paramètre libre et 2β = α (1−m) + 1 et 0 < k <
2

1−m.

Théorème 3.6.1 [9] :Soit 0 < m < 1, alors il existe un nombre unique k3 ∈ ]2,
2

1−m [

telle que l’équation (6.1) a une fonction propre avec deux racines, de plus telles solutions

sont nécessairement symétrique .

La démonstration est très longue et donnée dans [9]

Théorème 3.6.2 [9] :Il existe une suite strictement croissante:

0 < k1 = 1 < k2 = 2 < k3 < k4 < ............ <
2

1−m

telle que la symétrie de la solution de (6.1) a décroissance optimale si et seulment si

k = kn avec n impair (pair) .

Corollaire 3.6.1 [9] : Pour 0 < m < 1 on a k3 < 3

Preuve. La démonstration est analogue à celle du théorème 3.1.1 avec la même déf-

inition de V ,W et Z , excepté que ces fonctions ne sont pas à support compact et par

conséquance A est remplacé par∞, la formule (3.8) reste valable et Z3 (ξ) continue négative

mais ∫ ∞
0

V3(ξ)dξ < 0
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par conséquence d’application de l’inegalité (3.12) de la formule (3.11) et prenant 1− 1
m

est négative alors k3 < 3.

Théorème 3.6.3 [9] : Pour 0 < m < 1 la fonction k3(m) est continue.

La démonstration dans[9] .

3.7 Etude du cas m = 1

Pour m = 1 et d’aprés [9] on a k3 = 3 alors

α =
3

2
, β =

1

2
et

−U ′′ = xU ′ + 3U

alors d’apres [1] on a

U (ξ) =
d2

dξ2

(
e−ξ

2

[
c1 + c2

∫
eξ

2

dξ

])
alors

U (ξ) = (4ξ2 − 2)c1e
−ξ2 + (1− 2ξ2)c2i

√
π erf (iξ) e−ξ

2 − 2ξc2

donc

u(x, t) = t
−3
2

(
2c1e

−x2
t

(
2
x2

t
− 1

)
+ i
√
πc2 erf

(
ixt

−1
2

)
e
−x2
t

(
1− 2

x2

t

)
− 2xt

−1
2 c2

)
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Conclusion

L’objectif de ce travail est chercher les solutions auto similaires du problème de porous

media duale.

On a démontre que le problème de porous media duale admet des solutions auto similaires

à support compact pour tout 0 < m <∞, mais pour obtenir ces solution il faut transformer
à problème de porous media classique.

Le problème de porous media classique traité sous forme d’un problème à valeurs propres,

on trouve les différentes solutions de ce problème selon les différents ordres de ces valeurs

propres.

Plusieurs solutions explicites ont été données.
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