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Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la
suite.

H Espace de Hilbert.
X ′ Dual topologique de X.
Lp(0, T ;V ) .=

{
v : [0, T ]→ V measurable et

∫ T
0 ‖v‖

p
V dt <∞,

}
.

RN espace euclidien de dimension N , N un nombre naturel non nul
x vecteur de RN , x = (x1, x2, ..., xN), xi ∈ R, 1 ≤ i ≤ N

dx mesure de Lebesgue N -dimensionnelle
|E| ou mes (E) mesure de Lebesgue d’un ensemble E
χE fonction caractéristique de E
Ω partie ouverte de RN

〈., .〉 crochet de dualité entre X et son dual∫
Ω f(x) dx intégrale de f sur Ω par rapport à la mesure de Lebesgue
∇u = Du > = ( ∂u

∂x1
, ∂u
∂x2
, ..., ∂u

∂xN
) gradient de u

div u divergence du vecteur u, divu = ∂u
dx1

+ ∂u
dx2

+ ...+ ∂u
dxN

fn → f dénote que la suite {fn} converge vers f .
fn ⇀ f dénote que la suite {fn} converge faible vers f .
Lp(Ω) = {u : Ω→ R mesurable et

( ∫
Ω |u(x)|p

)1/p
dx < +∞ tel que 1 ≤ p <∞}

|u|p =
[ ∫

Ω |u(x)|pdx
]1/P

= |u|Lp .
L∞(Ω) = {u : Ω→ R mesurable,∃M > 0 | |u(x)| ≤Mp.p.}
‖u‖L∞ = inf{C : |u(x)| ≤ C p.p sur Ω}.
q conjugué de Hölder de p : q = p

p−1 si p > 1 et q =∞ si p = 1
D(Ω) espace des fonctions indéfiniment dérivables sur Ω à support compact dans Ω
W 1,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω) | ∇u ∈ (Lp(Ω))N

}
.

W 1,p
0 (Ω) =

{
u ∈ W 1,p(Ω), avec u = 0 sur ∂Ω

}
.

p.p. presque partout
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Introduction générale

Les équations aux dérivées partielles qui seront notées en abrégé "EDP" dans la suite,

constituent une branche importante des mathématiques appliquées et ce domaine devient

de plus en plus important à l’époque moderne. Les EDP ont une grande utilité dans la mo-

délisation de nombreux phénomènes de natures différentes comme la physique, la chimie, la

biologie et d’autres sciences. Autrement dit, les EDP interviennent dans beaucoup d’autres

domaines : en chimie pour modéliser les réactions, en économie pour étudier le comporte-

ment des marchés, en finance pour étudier les produits dérivés et en traitement d’images

pour restaurer les dégradations. Ces problèmes se ramènent à des modèles mathématiques

écrits en général sous forme

L(u) = f, (1)

où L est un opérateur défini d’un espace de fonctions E dans un espace fonctionel F, u est

la fonction inconnue et f une fonction donnée. Les EDP sont probablement apparues pour

la première fois au cours du 17ème siècle. En- suite le domaine des EDP s’est enrichi au

fur et à mesure du développement des sciences et en particulier de la physique. Cependant,

l’étude systématique des EDP est bien plus récente et c’est seulement au cours du 20ème

siècle que les mathématiciens ont commencé à développer et en effet cette théorie a connu

récemment un très grand avancement théorique et pratique. L’analyse mathématique de

ces équations aux dérivées partielles nécessite un choix approprié des espaces fonctionnels

et une définition claire de la notion de solution (l’existence et parfois l’unicité). L’une des

choses qu’il faut avoir à l’esprit à propos des EDP, c’est de poser la question : pouvons-

nous obtenir des solutions explicitement ?. Alors ce que les mathématiques peuvent faire par
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contre, c’est dire si une ou plusieurs solutions existent, et décrire parfois très précise- ment

certaines propriétés de ces solutions. Donc, généralement une solution exacte du problème

(1) n’est pas facile à trouver et parfois nous ne pouvons même pas trouver la solution

explicite. Ce qui conduit à introduire la notion de la solution faible qui apparue en 1934

dans les travaux de Jean Leray.

Par conséquent, dans la plupart des cas il est très difficle, voir impossible, d’exhiber les

solutions d’une EDP. Dans certains cas nous arrivons à essayer de montrer que le problème

admet une unique solution (on dit qu’il est bien posé). Mais nous pouvons parfois calculer

des approximations numériques des solutions.

Par ailleurs, le travaille présenté dans ce mémoire concerne un cas particulier des équa-

tions aux dérivées partielles du type parabolique faisant intervenir l’opérateur divergentiel

Au = −div(a(x, t,∇u))

où a = |∇u|p−2∇u une fonction de Carathéodory, vérifie certaines hypothèses.

Nous intéressons dans ce mémoire d’étudier le problème suivant :

(P )


∂tu+ Au = f sur QT

.=]0, T [Ω;
u(0, x) = u0(x) sur Ω;

u = 0 sur ]0, T [∂Ω,

Ω est un ouvert borné de RN avec N > 2, nous supposons que f ∈ L1(QT )

Nous illustrons tout d’abord les difficultés principales qui peuvent apparaître lors de

l’étude du problème (P )

1) la non linéarité de l’opérateur différentiel A(u) = −div(|∇u|p−2∇u)

2) L’irrégularité dans le cas où f ∈ L1(QT ) ; c’est à dire le second membre du problème

(P ) n’appartient pas à l’espace W−1,p′(Ω).

Technique

Nous allons prouver l’existence de la solution entropique du problème (P ). Pour ce

faire, nous allons approximer le problème (P ) par une suite de problèmes approchées (Pn) à
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donnée dans L∞ dont l’existence de la solution approchée est garanti par le Théorème 2.7.

Puis nous allons prouver quelques estimations uniformes sur la suite des solutions de ces

problèmes (Pn) et leurs dérivées partielles. Une fois cela accompli, la linéarité de l’opérateur

par rapport au gradient ainsi que la bornitude et la continuité de a permettront de passer

à la limite, trouvant ainsi la solution.

Plan du mémoire

Ce mémoire est décomposé en trois chapitres de la manière suivante : Le premier cha-

pitre est dédié à donner quelques définitions et résultats de base avec des outils d’analyse

fonctionnelle essentiels à l’atteinte des objectifs visés pour l’étude du problème (P ). Par

exemple nous faisons un rappel à des espaces fonctionnels (Lebesgue, Sobolev) et nous

donnons de brefs rappels de la convergence faible et faible étoile.

Dans le deuxième chapitre, nous rappelons quelques définitions sur les opérateurs (Borné,

himécontinu, Monotone et coercitive) . nous présentons aussi la méthode des opérateurs mo-

notones (pseudo-monotone) dans le cadre général pour prouver l’existence d’une solution

pour l’équation

Au = f.

Suivant des hypothèses sur les fonctions a = |∇u|p−2∇u et f (f ∈ W−1,p′(Ω)) et pour

prouver l’existence et la régularité de la solution nous utilisons le Théorème 2.6.

Le troisième chapitre nous fournissons la notion de la solution d’entropique est consacré à

montrer que le problème (P ) admet au moins une solution entropique dans C([0, T ];L1(Ω)),

de plus si p > 1 + N
N+1 = 2− 1

N+1 , u ∈ Lq(0, T ;W 1,q
0 (Ω)) pour tout q ∈ [1, p− N

N+1 [ .

Pour surmonter cette difficulté, A. Prignet est introduit dans[7] le sens de la solution

d’entropique dans laquelle nous allons étudier notre problème. L’idée consiste à considérer

la troncature Tk(u) de la solution u et à travailler avec la dérivée ∇Tk(u) au lieu de ∇u.

Ce mémoire s’appui essentiellement sur l’article [7] " Existence and uniqueness of “en-
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tropy” solutions of parabolic problems with L1 data, Non lin. Anal. TMA 28 (1997), 1943-

1954". ( cas particulier à prendre L’opérateur principale Au = ∆p ).
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Chapitre 1

Préliminaires et outils de base

Ce chapitre est consacré à introduire les notions nécessaires et quelques outils d’ana-

lyse fonctionnelle (définitions, théorèmes, résultats...) qui seront utilisés dans les différents

chapitres de ce mémoire, et qui sont en relation avec le problème (P )

1.1 Rappels et quelques définitions

Dans tout ce qui suit Ω désignera un domaine borné de RN ,N ≥ 1, i.e.un ouvert connexe

et borné de RN . Sa frontière sera désignée par Γ ou ∂Ω et son adhérence par Ω .

Soit u = u(x1, ..., xN) une fonction définie dans Ω ⊂ RN . En supposant qu’il exist, on

appelle gradient de u au point x le vecteur

∇u(x) = ( ∂u
∂x1

(x), ..., ∂u
∂xN

(x))

La norme euclidienne de ∇u est notée par |∇u| :

|∇u| =
∣∣∣∣∣ ∂u∂x1

∣∣∣∣∣
2

+ ...+
∣∣∣∣∣ ∂u∂xN

∣∣∣∣∣
2
1/2

Définition 1.1. (Espace des fonctions tests). L’espace D(Ω) ou C∞0 (Ω) est l’ensemble

des fonctions ϕ : Ω −→ R indéfiniment différentiables (de classe C∞(Ω)) et à support

compact dans Ω.

D(Ω) est un espace vectoriel et tout élément de cet espace s’appelle une fonction-test.

— supp ϕ = {x ∈ Ω, ϕ(x) 6= 0},

— D(Ω) = C∞(Ω) ∩ Cc(Ω).

Définition 1.2. (Espace séparable).On dit qu’un espace de Banach E est séparable s’il

existe un ensemble au plus dénombrable qui est dense dans E.
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1.2. ESPACES FONCTIONELS

Définition 1.3. (Espaces Duals). Le dual topologique d’un espace vectoriel E sur le

corps K, (K = R ou C) est par définition, l’ensemble des formes linéaires continues de E,

c’est-à-dire des applications linéaires continues de E dans K . On note cet ensemble par

E ′ = L(E,K).

E ′ muni de la norme ‖.‖ définie par :

‖u‖E′ = sup
x∈E,‖x‖=1

|u(x)| = sup
x∈E,‖x‖≤1

|u(x)| = sup
x∈E,‖x‖6=0

|u(x)|
‖x‖

Proposition 1.1. 1. E1 ⊂ E2 alors E ′2 ⊂ E ′1,

2. 〈u, x〉E′E ≤ ‖u‖E′‖x‖E.

1.2 Espaces fonctionels

1.2.1 Espaces de Lebesgue

Soit Ω un ouvert de RN et p un nombre réel supérieur ou égale à 1. On définit l’espace

de Lebesgue Lp(Ω) par :

Lp(Ω) =
{
u : Ω→ R mesurable et

∫
Ω
| u(x) |p<∞

}
.

On le munit de la norme suivante

‖u‖Lp(Ω) = ‖u‖p =
( ∫

Ω
|u(x)|p

) 1
p

, p ≥ 1.

Quand p = 2, cette norme provient d’un produit scalaire. De plus si p = +∞ on a :

‖ u ‖L∞(Ω)= supessx∈Ω | u(x) | .

Remarque 1.1. soit 1 ≤ p ≤ ∞, on désigne par p′ l’exposant conjugué de p

i.e. 1
p

+ 1
p′

= 1

Soit 1 ≤ p <∞. Alors l’espace dual de Lp(Ω) est Lp′(Ω).

12



1.2. ESPACES FONCTIONELS

1.2.2 Inégalités principales

Soit 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞ deux réels et p′ l’exposant conjugué de p.

Lemme 1.1 (Inégalité de Hölder ). Si f ∈ Lp(Ω),g ∈ Lp
′
(Ω), alors f · g ∈ L1(Ω) et

‖ f · g ‖L1(Ω)≤‖ f ‖Lp(Ω)‖ g ‖Lp
′
(Ω)

Si de plus | Ω | <∞ et f ∈ Lq(Ω), alors f ∈ Lp(Ω) et

‖f‖Lp(Ω) ≤| Ω |
1
p
− 1

q ‖f‖Lq(Ω)

En particulier

Lq(Ω) ⊂ Lp(Ω), ∀ 1 ≤ p ≤ q <∞

Lemme 1.2. Soient pi ∈ [1,+∞] des exposants avec 1 ≤ i ≤ k tels que :

1/p = 1/p1 + ... + 1/pk ≤ 1. Alors, pour toutes fonctions fi ∈ Lpi(Ω), nous avons f =

f1...fk ∈ Lp(Ω) et l’inégalité de Hölder généralisée

‖f‖p ≤‖ f ‖p1 ... ‖ f ‖pk
.

Lemme 1.3 (Inégalité de Young). Soient a et b deux réels positifs, alors on a

ab ≤ ap

p
+ bp

′

p′
, avec p

′ = p

p− 1 . (1.1)

Corollaire 1.1.

ab ≤ εap + c(ε)bp′ , ∀a ≥ 0, ∀b ≥ 0, ∀ε > 0.

Lemme 1.4 (Inégalité d’interpolation). Si f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω), alors f ∈ Lr(Ω),

Pour tout r ∈ [p, q] et

‖ f ‖Lr(Ω)≤‖ f ‖αLp(Ω)‖ f ‖1−α
Lq(Ω) avec 1

r
= α

p
+ 1− α

q
,

pour un certain 0 ≤ α ≤ 1.

Théorème 1.1. Lp est un espace vectoriel et ‖.‖Lp est une norme pour tout 1 ≤ p ≤ ∞.

13



1.2. ESPACES FONCTIONELS

Théorème 1.2 (Fisher-Riesz). Lp est un espace de Banach pour tout 1 ≤ p ≤ ∞.

Lemme 1.5 (Formule de la divergence et de Green). Soit Ω un domaine de RN , et

n(x) sa normale extérieure. Soit u et v deux fonctions régulières, w un champ de vecteurs

défnis sur Ω. Alors

∫
Ω

divw dx =
∫
∂Ω
w · ndσ (formule de la divergence)

∫
Ω

(∆u)v dx = −
∫

Ω
∇u · ∇v dx+

∫
∂Ω

∂u

∂n
v dσ (formule de green)

1.2.3 Théorèmes de convergence

dans cette section, nous présentons quelques définitions et les résultats sur la convergence

des suites de fonctions mesurables

Définition 1.4. Soit (un) une suite de fonctions mesurables sur Ω et u une fonction me-

surable sur Ω

— La suite (un) converge presque partout sur Ω vers u si et seulement si

meas{x ∈ Ω : un(x) ne converge pas vers u(x)} = 0,

— La suite (un) est dite Cauchy en mesure si pour tout ε > 0 et chaque η > 0 il existe

n0 ∈ N tel que pour tout m,n ≥ n0, alors

meas{x ∈ Ω : |un(x)− u(x)| > η} ≤ ε

Lemme 1.6. [8] Soit (un) une suite de fonctions mesurables de Ω dans RN . Si (un) de

Cauchy en mesure alors il existe une sous-suite de (un) convergeant presque partout

Lemme 1.7. [6] Soit f une fonction mesurable strictement positive. Alors pour tout ε > 0

il existe δ > 0 tel que pour tout A ⊂ Ω mesurable on ait

∫
A
fdx < δ ⇒ meas(A) < ε. (1.2)

14



1.2. ESPACES FONCTIONELS

Lemme 1.8. (Fatou) Soit fn une fonction dans L1(E), telle que

1) fn ≥ 0 p.p dans E

2)
∫
E fndx ≤ +∞ ∀n ∈ N Soit f(x) = lim infn→∞ fn(x) pour presque partout x ∈ E

Alors :∫
E fdx ≤ lim infn→∞

∫
E fn(x)dx

Théorème 1.3. (Théorème de convergence dominée de Lebesgue)[6] Soit (fn) une

suite de fonctions de L1. On suppose que

(a) (fn(x))→ f(x) p.p. Sur Ω.

(b) Il existe une fonction g ∈ L1(Ω), telle que pour chaque n, |fn(x)| ≤ g(x) p.p. Sur

Ω. Alors

f ∈ L1(Ω) et ‖fn − f‖L1 → 0, n→∞.

Théorème 1.4 (Giuseppe Vitali[3]). soit p ∈ [1,∞[ et (fn) une suite des fonctions dans

Lp(Ω) tels que

— fn → f p.p. dans Ω

— (fn) equi-integrable in Ω, i.e. ∀ε > 0,∃δ > 0,∀E ⊂ Ω avec |E| ≤ δ, telle que
∫
E
|fn(x)|pdx ≤ ε, ∀n ∈ N

Ou

lim sup
|E|→0

∫
E
|fn(x)|pdx = 0, ∀n ∈ N

Alors

f ∈ Lp(Ω) and fn → f in Lp(Ω) fortement.

Pour plus de détails sur les espaces de Lebesgue, 1 consulter[2]

Lemme 1.9 (J.Simon[11]). Soient X ⊂ B ⊂ Y trois espaces de Banach tels que l’injection

de X dans B soit compacte. Si
1. Henri Léon Lebesgue (1875-1941) est un mathématicien français. Il est reconnu pour sa théorie d’in-

tégration
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1.3. ESPACES DE SOBOLEV

— F est borné dans Lp(0, T ;X) avec (1 ≤ p <∞), et

— Ft = ∂tF est borné dans L1(0, T ;Y ),

Alors, F est relativement compacte dans Lp(0, T ;B).

Lemme 1.10 ([1]). soit (un) une suite dans Lp(Ω) avec 1 < p <∞.

Suppose que

— (un) est bornée dans Lp(Ω) ;

— un → u p.p. sur Ω.

Alors un → u dans Lq(Ω), pour tous 1 ≤ q < p et faiblement dans Lp(Ω), i.e.,

lim
n→+

∫
Ω
unvdx =

∫
Ω
uvdx, pour tous v ∈ Lp′(Ω)

1.3 Espaces de Sobolev

Définition 1.5. pour 1 ≤ p ≤ ∞,l’espace de Sobolev 2 W 1,p(Ω) est défini par

W 1,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω), | ∇u ∈ (Lp(Ω))N

}

muni de la norme

‖ u ‖W 1,p(Ω)=‖ u ‖p + ‖ ∇u ‖p (1.3)

et pour p =∞

‖u‖W 1,∞ = max(‖u‖L∞ , ‖∇u‖L∞).

Définition 1.6. L’espace D(Ω) désignant l’ensemble des fonction de classe C∞(Ω) à sup-

port compact dans Ω, on note pour 1 ≤ p <∞

W 1,p
0 (Ω) =

{
u ∈ W 1,p(Ω), avec u = 0 sur ∂Ω

}
.

comme pour 1 ≤ p < ∞ ,l’espace D(Ω) est par définition dense dans W 1,p
0 (Ω), on peut

identifier le dual de W 1,p
0 (Ω) à un sous-espace de l’espace des distributions D′(Ω). On note :

W−1,p′(Ω) = (W 1,p
0 (Ω))′

2. Serguei Lvovitch Sobolev (1908-1989) est un mathématicien et physicien atomique russe de l’époque
soviétique.
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1.4. LES INJECTIONS DE SOBOLEV

Dans le cas particulier ou p = 2 , W 1,2(Ω) , W 1,2
0 (Ω) , W−1,2(Ω) , sont respictivement

notés H1(Ω) , H1
0 (Ω), H−1(Ω)

L’espace H1 est un espace de Hilbert 3 muni du produit scalaire

(u, v)H1(Ω) = (u, v)L2(Ω) + (u′, v′)L2(Ω)

La norme associée

‖u‖H1(Ω) = (‖u‖2
L2(Ω) + ‖∇u‖2

L2(Ω))1/2

est une norme équivalente à celle de W 1,2(Ω)

La proposition suivante représente les propriétés fondamentales des espaces W 1,p,W 1,p
0

pour la preuve nous renvoyons le lecteur à la référence [2].

Proposition 1.2. — L’espace W 1,p est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞.

— L’espace W 1,p est un espace séparable pour 1 ≤ p <∞.

— L’espace W 1,p est un espace réflexif pour 1 < p <∞.

— L’espace W 1,p
0 est un espace de Banach séparable. De plus réflexif pour 1 < p <∞.

— L’espace H1
0 est un espace de Hilbert séparable.

1.4 Les injections de Sobolev

Les injections de Sobolev sont très utilisées. Elles fournissent des inégalités entre les

normes des espaces de Sobolev et les normes Lp . Ce résultat de compacité est un outil fort

dans l’étude des EDP qui nous permet de passer d’un espace de Sobolev à un espace de

Lebesgue.

Théorème 1.5 (Théorème de compacité). Soit Ω un ouvert borné de avec N ≥ 1 et

1 ≤ p < ∞. Toute partie bornée de W 1,p
0 (Ω) est relativement compact dans Lp(Ω). Ceci

revient à dire de toute suite bornée de W 1,p
0 (Ω), on peut extraire une sous suite qui converge

dans Lp(Ω).
3. David Hilbert (1862-1943)est un mathématicien allemand. Il est souvent considéré comme un des plus

grands mathématiciens du xxe siècle.
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1.4. LES INJECTIONS DE SOBOLEV

Théorème 1.6 (Injection continue). Soit Ω un ouvert borné de RN soit égal RN avec

N ≥ 1 et 1 ≤ p <∞.

— Si 1 ≤ p < N alors W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lp

∗(Ω) avec p∗ = Np
N−p > p. Et l’injection est

continue i.e ∃C ≥ 0 (ne dépendant que de p,N et ) telle que

‖u‖Lp∗ (Ω) ≤ C‖u‖W 1,p
0 (Ω)

— Si p > N alors W 1,p
0 (Ω) ↪→ C0,1−N

p . Où pour α > 0, C0,α est l’ensemble des

fonctions holdériennes d’exposant α, défini par

C0,α = {u ∈ C(Ω,R)/∃K ≥ 0, |u(x)− u(y)| ≤ K‖x− y‖α, ∀(x, y) ∈ Ω2}

— Si p = N alors W 1,p
0 (Ω) ↪→ Lq(Ω), ∀q ≥ 1

Théorème 1.7 ([2]). [Rellich-Kondrachov]Soit Ω un ouvert borné de RN avec N ≥ 1

et 1 ≤ p <∞.

Si p < N alors W 1,p
0 (Ω) ↪→↪→ Lq(Ω),∀q ∈ [1, p ∗ [.

Si p = N alors W 1,p
0 (Ω) ↪→↪→ Lq(Ω),∀q ∈ [1,+∞[.

Si p > N alors W 1,p
0 (Ω) ↪→↪→ C0,γ(Ω),pour 0 ≤ γ ≤ 1− N

p

toutes ces injections sont compactes.

Lemme 1.11 (Inégalité de Poincaré). Soit 1 ≤ p < ∞. Alors, il existe une constante

C dépend de p telle que pour toute fonction u ∈ D(Ω) on a

‖ u ‖Lp(Ω)≤ C ‖ ∇u ‖Lp(Ω) . (1.4)

De plus, par la densité de D(Ω) dans W 1,p
0 (Ω), l’inégalité (1.4) reste vraie pour toute fonc-

tion u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Remarque 1.2. Il est évident que cette inégalité ne peut être généralisée aux espaces de

Sobolev W 1,p(Ω) . Pour s’en convaincre, il suffit de considérer les fonctions constantes sur

Ω borné (ou de mesure finie).
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1.5. LA CONVERGENCE FAIBLE ET FAIBLE ÉTOILE (FAIBLE-*)

1.5 La convergence faible et faible étoile (faible-*)

1.5.1 La convergence faible

Définition 1.7. Soit E un espace de Banach, E ′ son dual et 〈., .〉 le crochet de dualité sur

EE ′.

On dit que la suite (xn) de E converge faiblement vers x ∈ Esi et seulement si :

〈f, xn〉 −→n−→+∞ 〈f, x〉, ∀f ∈ E ′.

On note

xn ⇀ x dans E.

Proposition 1.3. — si xn −→ x fortement alors xn ⇀ xdans E.

— si xn ⇀ x dans E alors ‖xn‖E est bornée .

— {
Si xn ⇀ x, faiblement dans E
Et fn −→ f fortement dans E ′

alors 〈fn, xn〉 −→ 〈f, x〉 quand n −→ +∞.

Théorème 1.8. Soit E un espace de Banach réflexif alors toute suite bornée (xn)n ⊂ E

on peut extraire une sous-suite (xnk)nk qui converge faiblement dans E.

1.5.2 La convergence faible étoile ( faible-*)

Définition 1.8. On dit que la suite (fn) de E ′ converge faible* vers f ∈ E ′ si et seulement

si :

〈fn, g〉 −→n−→+∞ 〈f, g〉, ∀g ∈ E

on note

fn ⇀ ∗f dans E.

Proposition 1.4.

fn −→ f fortement =⇒ fn ⇀ f dansE ′

Pour plus de détails, vous pouvez consulter le livre [2].
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Chapitre 2

problème parabolique régulier

Nous consacrons ce chapitre à l’étude du problème de Dirichlet pour l’équation parabo-

lique non linéaire du type suivant

(P0)


∂tu+ Au = f sur QT

.= Ω]0, T [;
u(0, x) = u0(x) dans Ω;

u = 0 sur ]0, T [∂Ω,

Pour T > 0 un nombre réel et Ω un ouvert borné régulier de RN et f ∈ L∞(QT ) , u0 ∈

L∞(Ω). L’opérateur A défini par Au = −div(| ∇u |p−2 ∇u) avec 1 < p <∞

2.1 Quelques notions et résultats sur les opérateurs

2.2 Opérateurs monotones

V désigne un espace de banach réel , V ′ son dual topologique de V

Définition 2.1. Un opérateur A : V → V
′ est dit :

— monotone si 〈Au− Av, u− v〉 ≥ 0,∀u, v ∈ V

— strictement monotone si 〈Au− Av, u− v〉 > 0,∀u, v ∈ V, u 6= v

Exemple 2.1. L’opérateur A : H1
0 (Ω) −→ H−1(Ω) défini par Au = −∆u est monotone,

H1
0 (Ω) étant muni de la norme du gradient. En effet, pour u, v ∈ H1

0 (Ω),

on a :

〈Au− Av, u− v〉 =
∫

Ω
∇(u− v).∇(u− v)

= ‖u− v‖2
H1

0 (Ω)

≥ 0.
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2.3 Opérateurs bornés

2.3 Opérateurs bornés

Définition 2.2. Soit V et W deux espaces de banach et soit A : V → W un opérateur.On

dira que A est borné s’il envoie tout borné de V dans un borné de W ; i.e

∀ρ > 0, ∃Cρ > 0 : A(BV (0, ρ)) ⊂ BW (0, Cρ)

2.4 Opérateurs hémicontinus

Définition 2.3. Un opérateur A : V → W est dit hémicontinu au point u∞ de V si pour

toute suite {un} convergeant vers u∞ , la suite {Aun} converge faiblement vers Au∞ dans

W .En d’autres termes :

∀v ∈ V, ∀{λn} ⊂ R, λn → 0, A(u∞ + λnv) ⇀ Au∞

faiblement dans W .

Si A est hémicontinu en tout point de V , on dit qu’il est hémicontinu sur V . Dans les

espaces réflexifs et pour W = V
′ ,et passant du sequentiel au continu ,on peut définir

l’hémicontinuité sur V en exigeant que :

∀u, v, w ∈ V l′application R 3 λ 7→ 〈A(u+ λv), w〉 ∈ R

est continue .

Exemple 2.2. L’opérateur A : H1
0 (Ω) −→ H−1(Ω) défini par

Au = −∆u = −div(∇u) est hémicontinu. En effet ; soient u, v, w ∈ H1
0 (Ω) et λ ∈ R, on a :

〈A(u+ λv), w〉 =
∫

Ω
∇(u+ λv).∇w

=
∫

Ω
∇u.∇w + λ

∫
Ω
∇v∇w

= a+ bλ.

ce qui montre que λ −→ 〈A(u+ λv), w〉 est continue.
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2.5 L’opérateur p-Laplacien

2.5 L’opérateur p-Laplacien

L’opérateur p-Laplacien est un opérateur aux dérivées partielles quasi-linéaire elliptique

du second ordre défini par

∆p(u) = div(| ∇u |p−2 ∇u), 1 < p <∞

cet opérateur sous forme divergence lorsque p 6= 2 et pour p = 2 ; le p-Laplacien coïncide

avec le Laplacien usuel ∆

2.6 Propriétés de l’opérateur p-Laplacien

Soit Ω un ouvert borné de RN , et soit l’opérateur

A : V = W 1,p
0 (Ω)→ V

′ = W−1,p′ (Ω)

défini par

Au = −div(| ∇u |p−2 ∇u), 1 < p <∞

On a d’après la formule de green on a

∀ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω) : 〈Au, ϕ〉 =

∫
Ω
|∇u|p−2∇u.∇ϕ

Proposition 2.1. L’opérateur Au = −4p est borné de W 1,p
0 (Ω) dans W−1,p′(Ω)

Démonstration. De l’expression de la norme dans un espace dual, soit ρ > 0, pour u ∈

BV (0, ρ), on peut écrire :

‖ Au ‖V ′= sup
ϕ∈V
‖ϕ‖≤1

|〈Au, ϕ〉| = sup
ϕ∈V
‖ϕ‖≤1

∣∣∣∣ ∫
Ω
|∇u|p−2∇u.∇ϕ

∣∣∣∣.
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2.6 Propriétés de l’opérateur p-Laplacien

Mais

∣∣∣∣ ∫
Ω
|∇u|p−2∇u.∇ϕ

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω
|∇u|p−1.|∇ϕ|

≤
( ∫

Ω
|∇u||p

) 1
p
′
( ∫

Ω
|∇ϕ|p

) 1
p

= ‖ u ‖p−1
V ‖ ϕ ‖V

≤ ρp−1

D’où ‖ Au ‖V ′≤ ρp−1. Cela montre que A(BV (0, ρ)) ⊂ BV ′ (0, ρp−1)

Proposition 2.2. l’opérateur A est hémicontinu de V dans V ′ .

Démonstration. Soit v ∈ V , et {λn} une suite réelle qui converge vers 0

∀g ∈ V, 〈A(u∞ + λnv), g〉 → 〈Au∞, g〉

on a

〈Au∞, g〉 =
∫

Ω
|∇u∞|p−2∇u∞.∇g

Alors

〈A(u∞ + λnv), g〉 =
∫

Ω
|∇(u∞ + λnv)|p−2∇(u∞ + λnv)∇g

=
∫

Ω
|(∇u∞ + λn∇v)|p−2(∇u∞ + λn∇v)∇g

1. |∇(u∞ + λn∇v)|p−2(∇u∞ + λn∇v)∇g →p.p |∇u∞|p−2(∇u∞)∇g

on peut metter |λn| ≤ 1, alors

∣∣∣∣|∇(u∞ + λn∇v)|p−2(∇u∞ + λn∇v)∇g
∣∣∣∣ = |∇(u∞ + λn∇v|p−1|∇g|

≤
[
|∇u∞|+ |λn||∇v|

]p−1
|∇g|

≤
[
|∇u∞|+ |∇v|

]p−1
|∇g|

23



2.6 Propriétés de l’opérateur p-Laplacien

On rappelle que

(
N∑
i=1

ai)α ≤ max{1, Nα−1}
N∑
i=1

aαi , ∀ai ≥ 0, α > 0 (2.1)

En utilisant l’inégalité de Young (1.3) et (2.1), on écrit

∣∣∣∣|∇(u∞ + λn∇v)|p−2(∇u∞ + λn∇v)∇g
∣∣∣∣ ≤ |∇g|p

p
+

[
|∇u∞ + |∇v|

]p
p′

≤ 1
p
|∇g|p + max(1, 2p−1)

p′

(
|∇u∞|p + |∇v|p

)
.

Le fait que g, v, u∞ ∈ W 1,p
0 (Ω), implique que

1
p
|∇g|p + 2p−1

p′

(
|∇u∞|p + |∇v|p

)
∈ L1(Ω)

D’après théorème de convergence dominée de lebesgue

lim
n→+∞

〈A(u∞ + λnv), g〉 = 〈A(u∞), g〉

d’où l’hèmicontinuité de A.

Proposition 2.3. l’opérateur A est coercitif de V dans V ′ .

Démonstration.

lim
|v|V→+∞

〈Av, v〉
‖v‖V

= lim
|v|V→+∞

∫
Ω |∇v|p

‖ v ‖V

= lim
|v|V→+∞

‖ v ‖pV
‖ v ‖V

= lim
|v|V→+∞

‖ v ‖p−1= +∞ car 1 < p < +∞.

Proposition 2.4. l’opérateur A est monotone de V dans V ′ .

Démonstration. On rappelle que ∀x, y ∈ RN : (|x|p−2x− |y|p−2y)(x− y) ≥ α|x− y|p, α > 0
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2.7 Opérateures pseudo-monotones

Alors ∀u, v ∈ V

〈Au− Av, u− v〉 =
∫

Ω

(
|∇u|p−2∇u− |∇v|p−2∇v

)
∇(u− v)

≥
∫

Ω
α|∇u−∇v|p

≥ 0

2.7 Opérateures pseudo-monotones

Définition 2.4. Un opérateur A : V → V
′

i) On dit que A est pseudo-monotone (au sense 1) s’il est

— pour tout un ⇀ u dans V faible avec limn→∞ sup〈Aun, un − u〉 ≤ 0

on a

lim
n→∞

inf〈Aun, un − v〉 ≥ 〈Aun, u− v〉, ∀v ∈ V

ii)On dit que A est pseudo-monotone (au sense 2) s’il est

— pour tout un ⇀ u dans V faible avec A(un) ⇀ ξ dans V ′ faible et

lim
n→∞

sup〈Aun, un〉 ≤ 〈ξ, u〉

on a

ξ = A(u) et 〈Aun, un〉 → 〈Au, u〉

Proposition 2.5. Si A : V → V
′ est borné, hémicontinu et monotone, alors A est pseudo-

monotone (au sense 1).

Démonstration. a) Soit {uj} une suite convergeant faiblement vers u dans V .Supposons

que
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2.7 Opérateures pseudo-monotones

lim
j→∞

sup〈Auj, uj − u〉 ≤ 0

Si A est monotone,on a

lim
j→∞

〈Auj, uj − u〉 → 0 (2.2)

En effet,la monotonie de A et la convergence faible de {uj} vers u implique que

〈Auj, uj − u〉 ≥ 〈Au, uj − u〉 → 0 pour j →∞

Et donc

0 ≥ lim
j→∞

sup〈Auj, uj − u〉 ≥ lim
j→∞

inf〈Auj, uj − u〉 ≥ lim
j→∞

sup〈Au, uj − u〉 = 0

D’où (2.2)

b) pour v ∈ V et t ∈]0, 1[,posons w = (1− t)u+ tv. On a 〈Auj−Aw, uj−w〉 de sort que :

t〈Auj, u− v〉 ≥ −〈Auj, uj − u〉+ 〈Aw, uj − u〉 − t〈Aw, v − u〉.

D’où, grâce à (2.2) :

t lim
j
inf〈Auj, u− v〉 ≥ −t〈Aw, v − u〉,

d’où, en divisant par t et tenant compte de (2.2) :

lim
j
inf〈Auj, uj − v〉 ≥ 〈Aw, u− v〉 (2.3)

w = (1− t)u+ tv ∀t ∈]0, 1[

En faissant tendre t vers 0 dans (2.3), et en utilisant l’hémicontinuité, on déduit

lim
j→∞

inf〈Auj, uj − v〉 ≥ 〈Au, u− v〉, ∀v ∈ V

Ce qui signifie que A est pseudo-monotone au sense 1 .
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2.8 L’espace Lp(0, T ;V )

2.8 L’espace Lp(0, T ;V )

Soit 1 ≤ p < ∞, Lp(a, b;V ) est un espace des fonctions mesurables u : [a, b] → V tel

que

‖ u ‖Lp(a,b;V )=
( ∫ b

a
‖ u ‖pV dt

) 1
p

<∞.

Alors que L∞(a, b;V ) est un espace des fonctions mesurables telles que :

‖ u ‖L∞(a,b;V )= sup
[a,b]
‖ u ‖V<∞.

Rappelons que pour tout 1 ≤ p ≤ +∞, Lp(a, b;V ) est un espace de Banach. De plus, si

1 ≤ p < +∞ et V ′ l’espace dual de V est séparable alors l’espace dual de Lp(a, b;V ) peut

être identifié avec Lp′(a, b;V ′)

pour notre but V sera principalement soit l’espace de Lebesgue Lp(Ω) ou l’espace de Sobolev

W 1,p
0 (Ω), avec 1 ≤ p < +∞ et Ω sera un ensemble ouvert borné de RN . puisque, dans

ce cas, V est séparable, nous avons que Lp(a, b;Lp(Ω) = Lp((a, b)Ω), l’espace ordinaire

de Lebesgue défini dans (a, b)Ω et Lp(a, b;W 1,p
0 (Ω)) se compose de toutes les fonctions

u : [a, b]Ω → R qui appartiennent à Lp((a, b)Ω) et de telle sorte que ∇u = (ux1 , ..., uxN
)

appartient à Lp((a, b)Ω)N de plus

( ∫ b

a

∫
Ω
| ∇u |p dxdt

) 1
p

définit une norme équivalente par l’inégalité de Poincaré.

Pour a = 0, b = T on définie l’espace suivant

Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) .=

{
v : [0, T ]→ W 1,p

0 (Ω) measurable∫ T

0
‖v‖p

W 1,p
0 (Ω) dt <∞,

}
,

la norme dans cet espace donné par

‖v‖ =
( ∫ T

0
‖v‖p

W 1,p
0 (Ω) dt

)1/p
=
( ∫ T

0

∫
Ω
| ∇v |p dxdt

) 1
p

.
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2.8 L’espace Lp(0, T ;V )

L∞(0, T ;L1(Ω)) est l’espace des fonctions mesurables telles que :

‖u‖L∞(0,T ;L1(Ω)) = sup
[0,T ]
‖u‖L1(Ω) <∞.

Théorème 2.1 (Densité). Pour tout 1 ≤ p < +∞ l’espace C([0, T ];V ) est dense dans

Lp(0, T ;V ).

Démonstration. : Voir [13, Proposition 23.2, p. 407].

Théorème 2.2 (Séparabilité). Si V est séparable alors pour tout 1 ≤ p < +∞ l’espace

Lp(0, T ;V ) est séparable.

Démonstration. : Voir [13, Proposition 23.2, p. 407].

Théorème 2.3. Pour tout 1 ≤ p ≤ +∞ l’espace Lp(0, T ;V ) est de Banach.

Démonstration. : Voir [10, Satz 1.22., p. 39], [13, Proposition 23.2, p. 407].

Théorème 2.4. Si V s’injecte continûment dans un espace de Banach W , p, r ∈ [1,+∞],

p ≤ r, alors Lr(0, T ;V ) s’injecte continûment dans Lp(0, T ;W ).

Démonstration. : Voir [4, Proposition 2.2.5., p. 128].

Définition 2.5. Soient V ⊂ W (avec injection continue) deux espaces de Banach, 1 ≤

p, q ≤ +∞. Nous disons qu’une fonction u ∈ Lp(0, T ;V ) a une dérivée faible dans Lq(0, T ;W )

s’il existe une fonction g ∈ Lq(0, T ;W ) telle que
∫ T

0
ϕ′(t)u(t)dt = −

∫ T

0
ϕ(t)g(t)dt, ∀ϕ ∈ D(]0 , T [).

(Cette égalité a lieu en W ). Si une telle fonction g existe, il est unique et nous notons

du

dt
= g.

Théorème 2.5 (Inégalité de Hölder). Si u ∈ Lp(0, T ;V ) et v ∈ Lp′(0, T ;V ′), alors
∫ T

0
|〈v(t), u(t)〉|V ′V dt ≤

(∫ T

0
‖v(t)‖p

′

V ′dt

) 1
p′
(∫ T

0
‖u(t)‖pV dt

) 1
p

.

Démonstration. Voir [13, Proposition 23.6., p. 411].
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2.9 Théorie des opérateurs monotones

2.9 Théorie des opérateurs monotones

2.9.1 Résultat général

Soient V un espace de banach réflexif et séparable et A : V → V
′ un opérateur

Théorème 2.6 (Théorème d’Existence). On suppose que A : V −→ V ′ est un opérateur

— borné

— hémicontinu

— coercitif, au sens que

lim
|v|V→+∞

〈Av, v〉
‖v‖V

= +∞

— monotone

Soient f et u0 donnés avec

f ∈ Lp′(0, T ;V ′), u0 ∈ H (espace de Hilbert)

Alors, il existe une fonction u ∈ Lp(0, T ;V ) et une seule telle que

∂tu+ Au = f et u(0, x) = u0(x)

Pour la preuve de ce théorème, on peut renvoyer le lecteur au livre [5]

Théorème 2.7. Soient f ∈ L∞(QT ) , u0 ∈ L∞(Ω). Alors le problème (P0) possède une

seule solution u ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)), pour tout 1 < p ≤ +∞.

Démonstration. D’après les propositions présidentes, on a l’opérateure principale Au =

−div(| ∇u |p−2 ∇u) et pseudo-monotone c’est à dire borné, hémicontinu, monotone et

coercitif, alors d’après le Théorème 2.6 le problème (P0) possède une seule solution solution

u ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)), pour tout 1 < p ≤ +∞.
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Chapitre 3

Problème parabolique irrégulier

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons approcher le problème (P ) par une suite de problèmes (Pn),

puis nous montrerons de manière détaillée que la preuve de tous les résultats d’existence sera

obtenue par une approximation. Autrement dit, il faut obtenir des estimations uniformes

pour pouvoir passer à la limite dans le problème approché. Et la limite obtenue sera la

solution du problème (P ).

3.2 Positions du problème

Nous supposons que T un nombre réel positif, Ω un ouvert borné de RN , et (P ) est posé

dans un cylindre Q =]0, T [Ω du type suivant

(P )


∂tu+ Au = f sur QT

.=]0, T [Ω;
u(0, x) = u0(x) sur Ω;

u = 0 sur ]0, T [∂Ω,

Nous suposons que u0 ∈ L1(Ω), f ∈ L1(Q), et le nombre réel p > 1

3.2.1 Solution faible

Définition 3.1 (Solution faible). On dit que u est une solution faible du problème (P )

si : u ∈ L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω)) et

∫ T

0
〈∂tu, ϕ〉dt+

∫
QT

| ∇u |p−2 ∇u∇ϕdxdt =
∫
QT

fϕ, ∀ϕ ∈ D([0, T [Ω). (3.1)

30



3.2 Positions du problème

Remarque 3.1.
∫ T

0
〈∂tu, ϕ〉dt = −

∫
QT

un∂tϕdxdt+
∫

Ω
ϕ(0, x)u0(x)dx.

pour tout ϕ ∈ D([0, T [Ω)

Théorème 3.1. [9] Soit 1+ N
N+1 < p. Alors le problème (P ) possède au moins une solution

faible u ∈ Lq(0, T ;W 1,q
0 (Ω)). pour tout q ∈ [1, p− N

N+1 [.

3.2.2 Pourquoi la condition p > 1 + N
N+1 = 2− 1

N+1

Pour justifier la condition p > 2 − 1
N+1 , on se rappelle que la solution (modèle) du

problème (elliptique) {
−div (|∇u|p−2∇u) = δ dans D′(U)
u = 0, sur ∂U ,

où δ est la mesure de Dirac à l’origine et U la boule euclidienne unité ouverte de RN , est

donnée par :

umod =
{
C(|x|

p−N
p−1 − 1) si p 6= N ;
C log |x| si p = N ;

dans le cas p 6= N , on a

|∇umod| = C1|x|
p−N
p−1 −1 = C1|x|

1−N
p−1

de sorte
∫

Ω
|∇umod|dx = C1

∫
B(0,1)

|x|
1−N
p−1 dx

= C2

∫ 1

0
r

1−N
p−1 rN−1dr

= C2

∫ 1

0
r

1−N
p−1 +N−1dr

Cette intégrale est finie si 1−N
p−1 +N − 1 > −1, donc, si p > 2− 1

N
· Ce calcul montre que :

umod n’est dans W 1,1
0 (B(0, 1)) que si p > 2− 1

N
.

Alors

umod ∈ W 1,1
0 (Ω)⇔ p > 2− 1

N
.
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3.3 Solutions entropiques

Donc (dans le cas parabolique)

umod ∈ L1(0, T ;W 1,1
0 (Ω))⇔ p > 2− 1

N + 1 .

3.3 Solutions entropiques

Lemme 3.1 (Stampacchia). Soit T : R→ R une fonction globalement lipschitzienne,i.e.

∃C > 0 tel que |T (s)− T (t)| ≤ C|s− t|, ∀s, t ∈ R,

telle que T (0) = 0. Alors, ∀v ∈ W 1,p
0 (Ω) avec 1 ≤ p ≤ ∞ on a :

T (v) ∈ W 1,p
0 (Ω) et ∇T (v) = T ′(v)∇v dans D′(Ω) et p.p dans Ω

Définition 3.2 (La Troncature). a Soit k > 0. On appelle troncature aux niveaux −k et

k la fonction Tk de R dans R définie par

Tk(r) =


k, si r ≥ k,
r, si |r| < k,
−k, si r ≤ k.

On peut vérifier que la fonction Tk est une fonction globalement lipschitzienne satisfaisant

|Tk(r)| ≤ k et |Tk(r)| ≤ |r| et sa primitive Θk : R→ R+ défini par :

Θk(r) =
∫ r

0
Tk(t)dt =

{
r2

2 , si ;|r| ≤ k

k|r| − k2

2 , si.|r| > k

Nous utiliserons par la suite le résultat suivant
∫ T

0
〈∂tv, Tk(v)〉dt =

∫
Ω

Θk(v(T ))−
∫

Ω
Θk(v(0)). (3.2)
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3.3 Solutions entropiques

〈.〉 représente la dualité entre W−1,p′(Ω) et W 1,p
0 (Ω).

Comme cette fonction est lipschitzienne, le théorème de Stampacchia affime que pour u

une fonction W 1,p(Ω) avec p ≥ 1, on a Tk(u) ∈ W 1,p(Ω) et

∇Tk(u) = T ′k(u)∇u = 1{|u|<k}∇u

Définition 3.3 (Solution entropique). Pour f ∈ L1(QT ) et u0 ∈ L1(Ω). On appelle

solution entropique de (P ) une fonction u ∈ C([0, T ];L1(Ω)) telle que pour k > 0, on ait

Tk(u) ∈ Lp(0, T,W 1,p
0 (Ω)) et qui vérifie

∫ T

0
〈∂tu, Tk(u− ϕ)〉dt+

∫
QT

|∇u|p−2∇u∇Tk(u− ϕ)dxdt ≤
∫
QT

fTk(u− ϕ), (3.3)

pour tout k > 0 et ϕ ∈ Lp(0, T,W 1,p
0 (Ω)) ∩ L∞(QT ) ∩ C([0, T ];L1(Ω)) tel que ∂tϕ ∈

Lp
′
(0, T, (W 1,p

0 (Ω))′).

Remarque 3.2. 1-D’après l’inégalité (3.2), on a

∫ T

0
〈∂tu, Tk(u− ϕ)〉dt =

∫
Ω

Θk(u− ϕ)(T )dx−
∫

Ω
Θk(u− ϕ)(0)dx+

∫ T

0
〈∂tϕ, Tk(u− ϕ)〉dt.

2- Nous observons que chaque terme dans (3.3) est bien défini, il est claire pour le côté

droit (car f ∈ L1(QT ) et Tk est bornée). Alors que pour le côté gauche, nous avons

∫
QT

|∇u|p−2∇u∇Tk(u− ϕ)dxdt =
∫
QT

|∇TM(u)|p−2∇TM(u)∇Tk(u− ϕ)dxdt

où M = k + ‖ϕ‖L∞. En effet

comme ϕ ∈ L∞(QT )

|u− ϕ| < k =⇒ |u| − |ϕ| < |u− ϕ| < k

=⇒ |u| < |ϕ|+ k

=⇒ |u| < ‖ϕ‖L∞ + k

=⇒ |u| < k
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3.4 Approximation de (P )

Ce qui est implique {|u− ϕ| < k} ⊂ {|u| < k}. Alors
∫
QT

|∇u|p−2∇u∇Tk(u− ϕ)dxdt =
∫
{|u−ϕ|<k}

|∇u|p−2∇u∇(u− ϕ)dxdt

=
∫
{|u−ϕ|<k}

|∇TM(u)|p−2∇TM(u),∇(u− ϕ)dxdt

=
∫
QT

|∇TM(u)|p−2∇TM(u)∇Tk(u− ϕ)dxdt.

Le résultat que nous prouvons ici est le théorème suivant

Théorème 3.2. Soient Ω ouvert borné de RN , f ∈ L1(QT ) et u0 ∈ L1(Ω), alors le

problème (P ) admet au moins une solution entropique. De plus si p > 2 − 1
N+1 alors

u ∈ Lq(0, T ;W 1,q
0 (Ω)) pour tout q ∈ [1, p− N

N+1 [

La preuve de ce théorème exige plusieurs étapes : approximation du problème (P )

par une suite de problèmes (Pn) qu’on sait résoudre, estimations uniformes des solutions

approchées (un) et enfin, passage à la limite.

3.4 Approximation de (P )

Soit (fn) avec fn = Tn(f) une suite de L∞(Q) qui converge vers f dans L1(Q) et qui

vérifie l’inégalité {
‖fn‖L1(Q) ≤ ‖f‖L1(Q),
|fn| ≤ n.

Soit (u0n) avec u0n = Tn(u0) une suite de L∞(Ω) qui converge vers u0 dans L1(Ω) et qui

vérifie l’inégalité {
‖u0n‖L1(Ω) ≤ ‖u0‖L1(Ω),
|u0n| ≤ n.

où Tn la troncature au niveau−n and n (Voir la définition 3.2). Nous approchons le problème

(P ) par la suite de problèmes :

(Pn)


∂tun + Aun = fn sur QT

.=]0, T [Ω;
un(0, x) = u0n(x) dans Ω;

un = 0 sur ΓT =]0, T [∂Ω,

Pour l’existence de la suite des solutions un. pour tout 1 < p ≤ +∞ de problème (Pn),

voir le théoréme 2.7 dans le chapiter 2.
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3.5 Estimations uniformes

c’est à dire que l’on a

un ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) ∩ C([0, T ];L2(Ω)) et ∂tun ∈ Lp

′(0, T ;W−1,p′(Ω)),

et que un vérifie∫ T

0
〈∂tun, ϕ〉dt+

∫
QT

| ∇un |p−2 ∇un∇ϕdxdt =
∫
QT

fnϕ. (3.4)

pour tout ϕ ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)).

3.5 Estimations uniformes

Dans cette section, nous prouvons des estimations uniformes pour les solutions du pro-

blème (Pn). Nous devons choisir comme fonction test

ϕ une fonction de un telle que ‖ϕ(un)‖L∞(Ω) ≤ C, ∀n ≥ 1 avec ϕ ∈ W 1,p
0 (Ω)

Pour choisir les fonctions tests nous utilisons le résultat dans le lemme de stampacchia 3.1

Lemme 3.2. [9] Soient p et q tels que

p > 1 + N

N + 1 et q ∈
[
1, p− N

N + 1

[

Alors,

— la suite (un) des solutions approchées de problème (Pn) reste dans un borné de

L∞(0, T, L1(Ω)).

— la suite (∇un) reste dans un borné de Lq(Q).i,e

il existe une constante C = C(q) > 0 telle que :∫ t

0

∫
Ω
|∇un|qdxdt ≤ C

Lemme 3.3. Soit

1 + N

N + 1 < p ≤ ∞ et q ∈
[
1, p− N

N + 1

[

Alors,

(∂tun) reste dans un borné de Lr(0, T ; (W 1,r′
0 (Ω))′) + L1(Q) et r′ est le conjugué de r.
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3.5 Estimations uniformes

Démonstration. Pour tout n ≥ 1, on a

∂tun = div(|∇un|p−2∇un) + fn,

comme fn est une suite bornée dans L1(Q), il nous reste à montrer que

vn = div(|∇un|p−2∇un) ⊂
(
borné de Lr(0, T ; (W 1,r′

0 (Ω))′) avec r > 1
)
.

où r′ est le conjugué de r, on a pour r > 1, nous écrivons, pour toute fonction ϕ ∈ W 1,r′
0 (Ω)

〈vn, ϕ〉 =
∫

Ω
ϕAvndx

=
∫

Ω
|∇un|p−2∇un∇ϕdx.

Par Hölder, on peut écrire

|〈vn, ϕ〉| ≤
∫

Ω
|∇un|p−1|∇ϕ|dx

≤
( ∫

Ω
|∇un|(p−1)rdx

) 1
r
( ∫

Ω
|∇ϕ|r′dx

) 1
r′

Alors

‖vn‖(W 1,r′
0 (Ω))′ = sup

‖ϕ‖≤1
|〈vn, ϕ〉|

≤
( ∫

Ω
|∇un|(p−1)rdx

) 1
r

(3.5)

En intégrant (3.5) sur [0, T ], on obtient
∫ T

0
‖vn‖r(W 1,r′

0 (Ω))′
dt ≤

∫ T

0

( ∫
Ω
|∇un|(p−1)rdx

) r
r

dt

≤
∫
Q
|∇un|(p−1)rdxdt

Le membre de gauche est borné si (∇un) est bornée dans L(p−1)r(Q), donc grâce au

lemme 3.2, il vient que

1 ≤ (p− 1)r < (p− N

N + 1)

où encore,

1/(p− 1) ≤ r <
1

(p− 1)

(
p− N

N + 1

)
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3.6 passage à la limite

Avant de terminer, on peut remarquer que l’existance de r > 1 est garantit car :

1
(p− 1)

(
p− N

N + 1

)
> 1.

Donc, on obtient ∫ T

0
‖vn‖r(W 1,r′

0 (Ω))′
dt ≤ C

3.6 passage à la limite

Lemme 3.4. On peut extraire de la suite des solutions approchées (un) une sous-suite (notée

de même), qui converge vers une fonction u ∈ L1(Q) et faiblement dans Lq(0, T ;W 1,q
0 (Ω)),

pour tout q ∈ [1, (p− N
N+1)[.

Démonstration. grâce au lemme 3.2, la suite (un) est bornée dans Lq(0, T ;W 1,q
0 (Ω)) pour

tout q ∈ [1, (p − N
N+1)[ et nous avons déjà mentionné que (∂tun) demeure dans un borné

de Lr(0, T ; (W 1,r′
0 (Ω))′) + L1(Q) avec r < 1

(p−1)

(
p − N

N+1

)
. De plus L1(Ω) ⊂ W−1,r(Ω)

pour tout r < N/(N − 1) (Voir le Théorème 1.6) et comme p > 2 − 1/(N + 1) on a
1

(p−1)

(
p − N

N+1

)
< N/(N − 1) et on a aussi fn est borné dans L1(Q) = L1(0, T ;L1(Ω)),

l’est aussi dans L1(0, T ;W−1,r(Ω)) pour tout r, donc la suite (∂tun) reste bornée dans

L1(0, T ;W−1,r(Ω)).Ainsi

— (un) est bornée dans Lq(0, T ;W 1,q
0 (Ω))

— (∂tun) est bornée dans L1(0, T ;W−1,r(Ω))

donc, d’aprés le lemme 1.9, la suite (un) est relativement compact dans Lq(0, T ;Lq(Ω)) ⊂

L1(Q). Par conséquent, la suite (un) est converge fortement vers une fonction u ∈ L1(Q),

ce qui garantit l’existence d’une sous-suite (un), notée de même, telle que

un → u dans L1(Q) et p.p. dans Q (3.6)
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3.6 passage à la limite

Lemme 3.5. La suite (∇un) converge presque partout vers ∇u(éventuellement à une sous-

suite près).

Démonstration. Montrons que (∇un) est de Cauchy en mesure, ce qui entrînera

∇un −→ ∇u resque partout, pour une sous suite. Cela consiste à prouver que

∀δ > 0,∀ε > 0, ∃n0 tel que ∀p, q ≥ n0 meas{(t, x) ∈ (0, T )Ω||(∇up−∇uq)(t, x)| ≥ δ} ≤ ε

Pour cela, fixons δ > 0 et ε > 0, et remarquons que pour λ > 0 et η > 0 nous avons

{(t, x) ∈ (0, T )Ω| |(∇up −∇uq)(t, x)| ≥ δ} ⊂ E1 ∪ E2 ∪ E3 ∪ E4

où

E1 = {(t, x) ∈ (0, T )Ω| |∇up| ≥ λ}, E2 = {(t, x) ∈ (0, T )Ω| |∇uq| ≥ λ}

E3 = {(t, x) ∈ (0, T )Ω| |up − uq| ≥ η}

et

E4 = {|∇up −∇uq| ≥ δ, |∇up| ≤ λ, |∇uq| ≤ λ, |up − uq| ≤ η}.

Et comme la suite (∇un) reste dans un borné de Lq(QT ) pour tout q ∈
[
1, p− N

N+1

[
[Voir

le lemme 3.2], en choisissant λ grand, nous pouvons rendre meas(E1) et meas(E2) arbitrai-

rement petits. Par example

meas(E1) =
∫
E1

1dxdt = 1
λ

∫
E1
λdxdt ≤ 1

λ

∫
E1
|∇up|dxdt ≤

1
λ

∫
QT

|∇up|dxdt ≤
C

λ

Alors,

meas(E1)→ 0 si λ→ +∞.

Pour meas(E3), on a

meas(E3) ≤ 1
η

∫
E3
|up − uq|dxdt ≤

1
η

∫
Q
|up − uq|dxdt

Puisque (un) est une suite de Cauchy dans L1(Q) [Voir (3.6)], alors pour η > 0 fixe, on voit

que

meas(E3)→ 0 si p, q → +∞
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3.6 passage à la limite

Il reste à contrôler meas(E4). D’après la monotonie de la fonction a(t, x,∇u) =| ∇u |p−2

∇u (Voir chapitre 2), nous avons
(
a(t, x, ξ1) − a(t, x, ξ2)

)
(ξ1 − ξ2) > 0 or l’ensemble des

{(ξ1, ξ2)|, |ξ1| ≤ λ, |ξ2| ≤ λ, |ξ1 − ξ2| ≤ δ} est un ensemble compact et a est continue en

ξ, donc
(
a(t, x, ξ1) − a(t, x, ξ1)

)
(ξ1 − ξ2) atteint sur ce compact son minimum que nous

noterons µ(t, x) tel que

(a(t, x, ξ1)− a(t, x, ξ2))(ξ1 − ξ2) ≥ µ(t, x) > 0.

Par conséquent, par (1.2) on a pour tout τ > 0 il existe τ ′ > 0 tel que
∫
E4
µ(t, x)dxdt < τ ′ ⇒ meas(E4) < τ. (3.7)

Pour obtenir meas(E4) < τ , il suffit de montrer que
∫
E4
µ(x)dx < τ ′. Par la définition de

µ(t, x) et E4, on peut écrire
∫
E4
µ(t, x)dxdt ≤

∫
E4

(
|∇up|p−2∇up − |∇uq|p−2∇uq

)
∇(up − uq)1{|up−uq |≤η}dxdt

de plus le terme intégral est positif et ∇Tε(up − uq) = ∇(up − uq)1{|up−uq |≤η}, donc nous

avons
∫
E4
µ(t, x)dxdt ≤

∫
E4

(
|∇up|p−2∇up − |∇uq|p−2∇uq

)
∇Tη(up − uq)dxdt (3.8)

où Tη la troncature au niveau −η and η et T ′η définir par

T ′η(σ) =
{

1, |σ| ≤ η ;
0, |σ| > η.

En prend Tη(up − uq) comme une fonction de test dans (Pn) pour up et uq, nous avons∫ T

0
〈∂tup, Tη(up − uq)〉dt+

∫ T

0

∫
Ω
|∇up|p−2∇up∇Tη(up − uq)dxd

=
∫ T

0

∫
Ω
fnTη(up − uq) (3.9)

et
∫ T

0
〈∂tuq, Tη(up − uq)〉dt+

∫ T

0

∫
Ω
|∇uq|p−2∇uq∇Tη(up − uq)dxdt

=
∫ T

0

∫
Ω
fnTη(up − uq). (3.10)
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3.6 passage à la limite

Puis soustrayant l’inégalité résultant (3.9) et de (3.10) , on trouve

∫ T

0
〈∂t(up − uq), Tη(up − uq)〉dt+

∫ T

0

∫
Ω

(|∇up|p−2∇up − |∇uq|p−2∇uq)∇Tη(up − uq)dxdt = 0.

Par (3.2) on obtient

∫
Ω

Θη(up − uq)(T )dx−
∫

Ω
Θη(up − uq)(0)dx

+
∫ T

0

∫
Ω

(|∇up|p−2∇up − |∇uq|p−2∇uq)∇Tη(up − uq)dxdt = 0.

le premier terme est positif (Θη(x) ≥ 0) et (Θη(x) ≤ η|x|), donc

∫ T

0

∫
Ω

(|∇up|p−2∇up − |∇uq|p−2∇uq)∇Tη(up − uq)dxdt ≤ η
∫

Ω
|up0 − u

q
0|dx.

le fait que u0 ∈ L1(Ω), on obtient

∫ T

0

∫
Ω

(|∇up|p−2∇up − |∇uq|p−2∇uq)∇Tη(up − uq)dxdt

≤ Cη →η→0 0(uniformément dans p and q). (3.11)

Pour η assez petit, (3.8) and (3.11) impliquent

∫
E4
µ(t, x)dxdt < τ ′,

et aussi par (3.7) nous avons mes(E4) ≤ τ . Ainsi, nous avons la convergence de ∇un vers

∇u en mesure, ainsi que le lemme 1.6 (après extraction d’une sous suite)

∇un → ∇u p.p dans (0, T )Ω.

Par la suite nous avons besoin de la propriété suivante

Propriété 1. La suite (un) est de Cauchy dans C([0, T ];L1(Ω)), aussi u ∈ C([0, T ];L1(Ω))

et un converge vers u dans C([0, T ];L1(Ω)).
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3.6 passage à la limite

Démonstration. Soient m et n deux entiers, un et um vérifient alors (D’après (3.4))

∫ T

0
〈∂t(un − um), ϕ〉dt+

∫
QT

[|∇un|p−2∇un − |∇um|p−2∇um]∇ϕ =
∫
QT

(fn − fm)ϕ,

Prenons ϕ = T1(un−um)1{[0,t[}, t ≤ T , c’est claire que ϕ ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω))∩L∞(Q) donc

∫ t

0
〈∂t(un − um), T1(un − um)〉dt+

∫
Qt

[
|∇un|p−2∇un − |∇um|p−2∇um

]
∇T1(un − um)

=
∫
Qt

(fn − fm)T1(un − um) ≤ T
∫
QT

|fn − fm|. (3.12)

et rappelons que Θ1 est la primitive de T1 , d’où

〈∂t(un − um), T1(un − um)〉 =
(∫

Ω
Θ1(un − um)

)
t

or un ∈ C([0, T ];L2(Ω)), donc

∫ t

0
〈∂t(un − um), T1(un − um)〉dt =

∫
Ω

[Θ1(un − um)](t)−
∫

Ω
[Θ1(un − um)](0).

de plus ∇T1(un − um) = ∇(un − um)1‖un−um|≤1} aussi

∫
Qt

[
|∇un|p−2∇un − |∇um|p−2∇um

]
∇T1(un − um)

=
∫
Qt

[
|∇un|p−2∇un − |∇um|p−2∇um

]
∇(un − um)1‖un−um|≤1} ≥ 0. (3.13)

grâce à la monotonie de a, si bien que (3.12) conduit à

∫
Ω

[Θ1(un − um)](t)−
∫

Ω
[Θ1(un − um)](0) ≤ T

∫
QT

|fn − fm|,

soit ∫
Ω

[Θ1(un − um)](t) ≤
∫

Ω
[Θ1(un − um)](0) + T

∫
QT

|fn − fm|

or Θ1(x) ≤ |x|, donc

∫
Ω

[Θ1(un − um)](t) ≤
∫

Ω
|un(0)− um(0)|+ T

∫
QT

|fn − fm| = an,m.
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3.6 passage à la limite

Aussi, on a

∫
{|un−um|<1}

|un − um|2

2 (t) +
∫
{|un−um|≥1}

|un − um|(t)
2 ≤

∫
Ω

Θ1(un(t)− um(t)) ≤ an,m

et and

∫
Ω
|un − um|(t) =

∫
{|un−um|<1}

|un − um|(t) +
∫
{|un−um|≥1}

|un − um|(t)

≤
(∫
{|un−um|<1}

|un − um|2(t)
) 1

2

meas(Ω) 1
2 + 2 an,m

≤ (2 meas(Ω)) 1
2 + a

1
2
n,m + 2 an,m.

Comme (fn) et (un) convergent dans L1 on a an,m −→ 0 pour m et n −→∞ donc (un) est

de Cauchy dans C([0, T ];L1(Ω)), aussi u dans C([0, T ];L1(Ω)) et ∀t ≥ T on a un(t) −→ u(t)

dans L1(Ω). Ce qui achève la démonstration de cette propriété.

3.6.1 Existence d’une solution entropique

Lemme 3.6. Soient p > 1, u0 ∈ L1(Ω) et f ∈ L1(QT ). Alors

‖∇Tk(un)‖Lp(QT ) ≤ k(‖f‖L1(QT ) + ‖u0‖L1(Ω)),

c’est à dire Tk(un) ∈ Lp(0, T,W 1,p
0 (Ω))

Démonstration. on choisit Tk(un) comme fonction test dans (Pn), on obtient

∫ T

0
〈∂tu, Tk(un)〉dt+

∫
QT

| ∇u |p−2 ∇u∇Tk(un) dxdt =
∫
QT

fnTk(un)dxdt. (3.14)

Par (3.2) on a

∫
Ω

Θk(un)(T )dx−
∫

Ω
Θk(un)(0)dx+

∫ T

0

∫
Ω
|∇Tk(un)|pdxdt ≤

∫
QT

fnTk(un)dxdt.

Le fait que |Θk(x)| ≤ k|x|, on écrit,

∫
Ω

Θk(un)(T )dx+
∫ T

0

∫
Ω
|∇Tk(un)|pdxdt ≤

∫
QT

|fn||Tk(un)|dxdt+
∫

Ω
|Θk(un)(0)|dx

≤ k(‖f‖L1(QT ) + ‖u0‖L1(Ω)).
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3.6 passage à la limite

Le premier terme est positif puisque nous avons Θk ≥ 0, donc après suppression des termes

non négatifs, on obtient

∫
QT

|∇Tk(un)|pdxdt ≤ k(‖f‖L1(QT ) + ‖u0‖L1(Ω)).

Donc, on a pour tout k > 0, (∇Tk(un)) est borné dans Lp(QT ) , alors on peut extraire une

sous-suite (un), notée de même, tel que

∇Tk(un) ⇀ ∇Tk(u) faiblement dans Lp(QT ). (3.15)

Cela termine la preuve du Lemme 3.6.

Nous pouvons maintenant montrer que la limite u de la suite (un), définie précédemment,

est une solution entropique de (P ), c’est à dire qu’elle vérifie (3.3).

La solution u obtenue au paragraphe précédent, est limite de (un) qui vérifie (3.4), c’est

a dire,

∫ T

0
〈∂tun, ψ〉dt+

∫
QT

| ∇un |p−2 ∇un∇ψ dxdt =
∫
QT

fnψ. (3.16)

pour tout ψ ∈ Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)). Choisissons ψ = Tk(un−ϕ) où ϕ vérifie ϕ ∈ Lp(0, T ;W 1,p

0 (Ω))∩

L∞(QT ) et ϕt ∈ Lp
′(0, T ;W−1,p′(Ω)). Ce choix de ψ dans (3.16) est possible car ψ ∈

Lp(QT ), ∇ψ ∈ Lp(QT ) et

∇ψ = ∇Tk(un − ϕ) = ∇(un − ϕ)1{|un−ϕ|≤k}.

Alors, nous obtenons

∫ T

0
〈∂tun, Tk(un − ϕ)〉dt+

∫
QT

| ∇un |p−2 ∇un∇Tk(un − ϕ) =
∫
QT

fnTk(un − ϕ).

et comme ∂tun = ∂t(un − ϕ) + ∂tϕ on a

∫ T

0
〈∂tun, Tk(un−ϕ)〉dt =

∫
Ω

Θk(un−ϕ)(T )dx−
∫

Ω
Θk(un−ϕ)(0)dx+

∫ T

0
〈∂tϕ, Tk(un−ϕ)〉dt
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3.6 passage à la limite

ce qui conduit à∫
Ω

Θk(un − ϕ)(T )dx−
∫

Ω
Θk(un − ϕ)(0)dx+

∫ T

0
〈∂tϕ, Tk(un − ϕ)〉dt

+
∫
QT

|∇un|p−2∇un∇Tk(un − ϕ) =
∫
QT

fnTk(un − ϕ). (3.17)

(c’est la formulation entropique pour un avec une égalité). Etudions le passage à la limite

pour n −→∞ de chacun des termes.

1)Passage à la limite dans
∫

Ω Θk(un − ϕ)(T )dx,
∫

Ω Θk(un − ϕ)(0)dx et
∫ T
0 〈∂tϕ, Tk(un −

ϕ)〉dt

On a vu que un −→ u dans C([0, T ];L1(Ω)), donc ∀t ≤ T, un(t) −→ u(t) dans L1(Ω).

Comme Θk est lipschitzienne de coefficient k, on a, lorsque n −→∞∫
Ω

Θk(un − ϕ)(T )dx −→
∫

Ω
Θk(u− ϕ)(T )dx

et ∫
Ω

Θk(un − ϕ)(0)dx =
∫

Ω
Θk(un(0)− ϕ(0))dx et un(0) −→ u0 dans L1(Ω)

donc de même ∫
Ω

Θk(un − ϕ)(0)dx −→
∫

Ω
Θk(u(0)− ϕ(0))dx

Passons maintenant à la limite dans
∫ T
0 〈∂tϕ, Tk(un−ϕ)〉dt. Utilisons la remarque 3.2, alors

Tk(un−ϕ) = Tk(TM(un)−ϕ) avec M = K + ‖ϕ‖L∞(QT ) de plus ∂tϕ ∈ Lp
′(0, T ;W−1,p′(Ω)),

il suffit donc de montrer que

Tk(TM(un)− ϕ) ⇀ Tk(TM(u)− ϕ) dans Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)).

La convergence dans Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)) faible signifie que

∇Tk(TM(un)− ϕ) ⇀ ∇Tk(TM(u)− ϕ) dans Lp(QT ).

ce qui bien le cas puisque ∇Tk(TM(un) − ϕ) = ∇(TM(un) − ϕ)1{|TM (un)−ϕ|≤k} et ∇TM(un)

converge dans Lp(QT ) faible (D’après le lemme 3.6) , et puisqu’à une sous-suite près TM(un)

converge presque partout vers TM(u) dans QT , donc∫ T

0
〈∂tϕ, Tk(TM(un)− ϕ)〉dt −→

∫ T

0
〈∂tϕ, Tk(TM(u)− ϕ)〉dt,
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3.6 passage à la limite

c’est à dire que ∫ T

0
〈∂tϕ, Tk(un − ϕ)〉dt −→

∫ T

0
〈∂tϕ, Tk(u− ϕ)〉dt.

2) Passage à la limite dans
∫
QT
|∇un|p−2∇un∇Tk(un − ϕ)dxdt

on peut écrire ce terme comme suit

∫
QT

|∇TM(un)|p−2∇TM(un)∇Tk(TM(un)− ϕ)

=
∫
QT

|∇TM(un)|p−2∇TM(un)∇TM(un)1{|TM (un)−ϕ|≤k}

−
∫
QT

|∇TM(un)|p−2∇TM(un)∇ϕ1{|TM (un)−ϕ|≤k}.

Gâce à la convergence dominée, on a

∇ϕ1{|TM (un)−ϕ|≤k} −→ ∇ϕ1{|TM (u)−ϕ|≤k} dans Lp(QT ).

Comme TM(un) est borné dans Lp(0, T ;W 1,p
0 (Ω)), et d’aprés la proposition 2.1 an a

|∇TM(un)|p−2∇TM(un) est bornée dans Lp
′(QT )

alors, d’aprés le lemme 1.10, on en déduit

|∇TM(un)|p−2∇TM(un) ⇀ |∇TM(u)|p−2∇TM(u) dans Lp
′(QT )

Donc

lim
n−→+∞

∫
QT

|∇TM(un)|p−2∇TM(un)∇ϕ1{|TM (un)−ϕ|≤k} =
∫
QT

|∇TM(u)|p−2∇TM(u)∇ϕ1{|TM (u)−ϕ|≤k}

l’autre terme étant positif, le lemme de Fatou nous donne (nous avons montré la convergence

presque partout de (∇un) ce qui entraîne celle de ∇TM(un) )

∫
QT

|∇TM(u)|p−2∇TM(u)∇TM(u)1{|TM (u)−ϕ|≤k}

≤ lim inf
n→∞

∫
QT

|∇TM(un)|p−2∇TM(un)∇TM(un)1{|TM (un)−ϕ|≤k}.

3) Passage à la limite dans
∫
QT
fnTk(un − ϕ)dxdt
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3.6 passage à la limite

Enfin il reste à passer à la limite dans
∫
QT
fnTk(un − ϕ). C’est claire que fn −→ f dans

L1(QT ), et comme |Tk(un − ϕ)| ≤ k, Tk(un − ϕ) converge vers Tk(u − ϕ) dans L∞(QT )

faible* par convergence dominée donc

lim
n−→+∞

∫
QT

fnTk(un − ϕ)dxdt =
∫
QT

fTk(u− ϕ)dxdt

Et finalement grâce à (3.17) nous obtenons

∫
Ω

Θk(u− ϕ)(T )dx−
∫

Ω
Θk(u− ϕ)(0)dx+

∫ T

0
〈∂tϕ, Tk(u− ϕ)〉dt

+
∫
QT

|∇u|p−2∇u∇Tk(u− ϕ) ≤
∫
QT

fTk(u− ϕ).
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Abstract

in this work, we prove the existence of entropy solutions for an parabolic problem (P )

defined by

(P )


∂tu+ Au = f sur QT

.= Ω]0, T [;
u(0, x) = u0(x) sur Ω;

u = 0 sur ]0, T [∂Ω,

the operator Au = −div(| ∇u |p−2 ∇u), 1 < p <∞ is a pseudo-monotone operator. The

method of solving our problem consist of obtaining local estimates for suitable approximate

problems and then passing to the limit to obtain an entropic solution of problem (P ) .

keywords : Sobolev spaces, pseudo-monotone, operator nonlinear, parabolic equation,

entropy solution

Résumé

Dans ce travail, nous prouvons l’existence des solutions entropiques pour le problème

parabolique (P ) à donnée L1 définie par

(P )


∂tu+ Au = f sur QT

.= Ω]0, T [;
u(0, x) = u0(x) sur Ω;

u = 0 sur ]0, T [∂Ω,

L’opérateur Au = −div(| ∇u |p−2 ∇u), 1 < p < ∞ est un opérateur pseudo-monotone.

Les étapes principales de la preuve consister à approcher par une suite de problèmes à don-

née dans L∞, ensuite obtenir des estimations uniformes et locales pour la suite des solutions

approchées un et ∇un, puis le passage à la limite pour obtenir une solution entropique de

problème (P ).
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mots-clés : Espace de Sobolev, pseudo-monotone, opérateur non linéaire, équation pa-

rabolique, solution entropique .
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P�l�

T� A`ml� TyW��� ry�¤ Ty�¤rt�¯� �wl���  w�¤ �Ab�� Y�� Y`s� ­r�@m�� £@¡ ¨�

u = 0 ¤ u(0, x) = u0(x) Ty�At�� ª¤rK�� 
�� ∂tu + Au = f : ¨l§ Am� T�r`m��

r�¥m�� L1(Ω) ºASf�� ¨� u0 ¤ L1(QT ) ºASf�� Y�� ¨mtn§ f �m§¯� �rW��  � �y�

£ºAS�¤W 1,p
0 ºASf�� �y� dy� �kK� �r`� Au = −div(| ∇u |p−2 ∇u), 1 < p < ∞

:¨l§Amy� Cw�mt� �Ab�®� Tysy¶r�� ��wW��� ,©wn���

un  ¤d�� ��� �tmt� T�rqm�� Tlm���  � �¡rb� �� (Pn)�m� Ty�Attm� (P ) Tlm��� 
rq�

T§Ahn�A� rm� ry�¯� ¨�¤ .∇un ¤ un Tyb§rqt�� �wl��� Ty�Attm� ��r§dqt�� Yl� �wO��� ��

(P ) Tlm�l� ¨�¤rt�� �� Yl� �wO�l� Tyb§rqt�� T�Asm�� ¨�

���� ,�¯w�wF ºAS� ,¨W� ry� r�¥� , TyW� ry� Ty·�Ak� �¯ A`� :Ty�Atf� �Aml�

¨�¤rt�¯�
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