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Notation

Nous introduisons les notations et les définitions nécessaires qui sont utilisées par la

suite.

H
X/

Espace de Hilbert.
Dual topologique de X.

LP(0,T;V)= {v :[0,T] =V measurable et [] |[v||? dt < oo, }

RN

T

dx

|E|

XE

Q

()

Jo [(z) dx
Vu = Du
div u
Jo—= f
fo—f
LP()
|u|p
L>(9)
[l o

q

D()
Whe(Q)

Wy (Q) =

b-p.

espace euclidien de dimension N, N un nombre naturel non nul
vecteur de RY, o = (21,29, ..., 2n), 1, ER, 1 < i < N

mesure de Lebesgue N-dimensionnelle

ou mes (F) mesure de Lebesgue d'un ensemble E

fonction caractéristique de F

partie ouverte de RY

crochet de dualité entre X et son dual

intégrale de f sur €2 par rapport a la mesure de Lebesgue
> = ((%17 %2, s %) gradient de u

divergence du vecteur u, divu = j—“ + % + ...+ f—“
X1 T2 TN
dénote que la suite {f,} converge vers f.
dénote que la suite { f,,} converge faible vers f.
1
= {u : Q — R mesurable et (fQ ]u(x)|”) " 4 < +oo tel que 1 < p < oo}
/P
= [Jo Ju(@)lPda]
= {u: Q — R mesurable,3M > 0| |u(z)| < Mp.p.}
= inf{C : |u(z)| < C p.p sur Q}.

conjuguédeHélderdep:q:ﬁsip>1etq:oosip:1

= [ul».

espace des fonctions indéfiniment dérivables sur {2 a support compact dans 2
- {u € I7(Q) | Vu € (LP(Q))N}.
{u e Wr(Q), avec u=0 sur 89}.

presque partout
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Introduction générale

Les équations aux dérivées partielles qui seront notées en abrégé "EDP" dans la suite,
constituent une branche importante des mathématiques appliquées et ce domaine devient
de plus en plus important a I’époque moderne. Les EDP ont une grande utilité dans la mo-
délisation de nombreux phénomenes de natures différentes comme la physique, la chimie, la
biologie et d’autres sciences. Autrement dit, les EDP interviennent dans beaucoup d’autres
domaines : en chimie pour modéliser les réactions, en économie pour étudier le comporte-
ment des marchés, en finance pour étudier les produits dérivés et en traitement d’images
pour restaurer les dégradations. Ces probléemes se ramenent a des modeles mathématiques
écrits en général sous forme

Lw)=f ()
ou L est un opérateur défini d’un espace de fonctions E dans un espace fonctionel F, u est
la fonction inconnue et f une fonction donnée. Les EDP sont probablement apparues pour
la premiere fois au cours du 17eme siecle. En- suite le domaine des EDP s’est enrichi au
fur et & mesure du développement des sciences et en particulier de la physique. Cependant,
I’étude systématique des EDP est bien plus récente et c’est seulement au cours du 20eme
siecle que les mathématiciens ont commencé a développer et en effet cette théorie a connu
récemment un tres grand avancement théorique et pratique. L’analyse mathématique de
ces équations aux dérivées partielles nécessite un choix approprié des espaces fonctionnels
et une définition claire de la notion de solution (’existence et parfois I'unicité). L'une des
choses qu’il faut avoir a l'esprit a propos des EDP, c¢’est de poser la question : pouvons-

nous obtenir des solutions explicitement 7. Alors ce que les mathématiques peuvent faire par
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contre, c’est dire si une ou plusieurs solutions existent, et décrire parfois tres précise- ment
certaines propriétés de ces solutions. Donc, généralement une solution exacte du probleme
(1) n’est pas facile a trouver et parfois nous ne pouvons méme pas trouver la solution
explicite. Ce qui conduit a introduire la notion de la solution faible qui apparue en 1934
dans les travaux de Jean Leray.

Par conséquent, dans la plupart des cas il est tres difficle, voir impossible, d’exhiber les
solutions d'une EDP. Dans certains cas nous arrivons a essayer de montrer que le probleme
admet une unique solution (on dit qu’il est bien posé). Mais nous pouvons parfois calculer
des approximations numériques des solutions.

Par ailleurs, le travaille présenté dans ce mémoire concerne un cas particulier des équa-

tions aux dérivées partielles du type parabolique faisant intervenir I'opérateur divergentiel
Au = —div(a(z,t, Vu))

olt a = |Vu[P"2Vu une fonction de Carathéodory, vérifie certaines hypotheses.

Nous intéressons dans ce mémoire d’étudier le probléeme suivant :
Ou+ Au = f sur Qr =|0,T[;
(P) w(0,2) = wup(z) sur Q;
uw = 0 sur ]0,7T[012,

Q est un ouvert borné de RY avec N > 2, nous supposons que f € LY(Qr)

Nous illustrons tout d’abord les difficultés principales qui peuvent apparaitre lors de
I'étude du probleme (P)

1) la non linéarité de Popérateur différentiel A(u) = —div(|Vul[P72Vu)

2) L’irrégularité dans le cas on f € L'(Q7); c’est a dire le second membre du probléme

(P) n’appartient pas & 'espace W12 (Q).
Technique

Nous allons prouver lexistence de la solution entropique du probléme (P). Pour ce

faire, nous allons approximer le probleme (P) par une suite de problémes approchées (P,) &

8
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donnée dans L dont 'existence de la solution approchée est garanti par le Théoreme 2.7.
Puis nous allons prouver quelques estimations uniformes sur la suite des solutions de ces
problémes (P,) et leurs dérivées partielles. Une fois cela accompli, la linéarité de I'opérateur
par rapport au gradient ainsi que la bornitude et la continuité de a permettront de passer

a la limite, trouvant ainsi la solution.

Plan du mémoire

Ce mémoire est décomposé en trois chapitres de la maniere suivante : Le premier cha-
pitre est dédié a donner quelques définitions et résultats de base avec des outils d’analyse
fonctionnelle essentiels a l'atteinte des objectifs visés pour I’étude du probleme (P). Par
exemple nous faisons un rappel a des espaces fonctionnels (Lebesgue, Sobolev) et nous
donnons de brefs rappels de la convergence faible et faible étoile.

Dans le deuxieme chapitre, nous rappelons quelques définitions sur les opérateurs (Borné,
himécontinu, Monotone et coercitive) . nous présentons aussi la méthode des opérateurs mo-
notones (pseudo-monotone) dans le cadre général pour prouver I'existence d’'une solution
pour I'équation

Au=f.

Suivant des hypotheses sur les fonctions a = |Vu[P2Vu et f (f € W= (Q)) et pour
prouver l'existence et la régularité de la solution nous utilisons le Théoreme 2.6.
Le troisieme chapitre nous fournissons la notion de la solution d’entropique est consacré a

montrer que le probléme (P) admet au moins une solution entropique dans C'([0, T7; L*(9)),

yu € LU0, T3 Wy(R2)) pour tout ¢ € [1,p — [ -

. N
deplussip>1+ 5 =2 o1

1

N1 N+1

Pour surmonter cette difficulté, A. Prignet est introduit dans[7] le sens de la solution
d’entropique dans laquelle nous allons étudier notre probleme. L’idée consiste a considérer

la troncature Ty (u) de la solution u et a travailler avec la dérivée VT (u) au lieu de Vu.

Ce mémoire s’appui essentiellement sur 'article [7] " Existence and uniqueness of “en-
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tropy” solutions of parabolic problems with L! data, Non lin. Anal. TMA 28 (1997), 1943-

1954". ( cas particulier a prendre L’opérateur principale Au = A, ).

10



CHAPITRE 1

Préliminaires et outils de base

Ce chapitre est consacré a introduire les notions nécessaires et quelques outils d’ana-
lyse fonctionnelle (définitions, théorémes, résultats...) qui seront utilisés dans les différents

chapitres de ce mémoire, et qui sont en relation avec le probleme (P)

1.1 Rappels et quelques définitions

Dans tout ce qui suit ) désignera un domaine borné de RY |N > 1, i.e.un ouvert connexe
et borné de RV. Sa frontiére sera désignée par I' ou 9 et son adhérence par € .
Soit u = wu(xy,...,xy) une fonction définie dans Q C RY. En supposant qu’il exist, on
appelle gradient de u au point x le vecteur

ou ou
o

07 1/2
|Vu| = [89&1 }

Définition 1.1. (Espace des fonctions tests). L’espace D(2) ou C§°(2) est I'ensemble

Vu(z) = (
La norme euclidienne de Vu est notée par |Vul :

2

ou

+ ...+ Dan

des fonctions ¢ : Q — R indéfiniment différentiables (de classe C*°(S2)) et da support
compact dans €.

D(Q) est un espace vectoriel et tout élément de cet espace s’appelle une fonction-test.

— supp o ={x € Q, p(z) # 0},
— D(Q) = C®(Q) N C(Q).

Définition 1.2. (Espace séparable).On dit qu’un espace de Banach E est séparable s’il

existe un ensemble au plus dénombrable qui est dense dans E.

11



1.2. ESPACES FONCTIONELS

Définition 1.3. (Espaces Duals). Le dual topologique d’un espace vectoriel E sur le
corps K, (K = R ouC) est par définition, l’ensemble des formes linéaires continues de E,
c’est-a-dire des applications linéaires continues de E dans K . On note cet ensemble par
E' =1L(E,K).

E’" muni de la norme ||.|| définie par :

u(x)
lulle = swp fu@)l= swp |u(@)]= sup L&
2B ||z]=1 z€E, |zl|<1 veE )20 |||

Proposition 1.1. 1. By C E; alors EY), C EY,

2w, x) e < lullpllzl e

1.2 Espaces fonctionels

1.2.1 Espaces de Lebesgue

Soit Q un ouvert de RY et p un nombre réel supérieur ou égale & 1. On définit I'espace

de Lebesgue LP(2) par :
LP(Q)) = {u : Q2 — R mesurable et /Q | u(z) |P< oo}.
On le munit de la norme suivante

1
p
Jullyio = el = ( [ @), p=1.

Quand p = 2, cette norme provient d'un produit scalaire. De plus si p = 400 on a :
| w || poo()= supesszeca | u(x) | .

Remarque 1.1. soit 1 < p < oo, on désigne par p’ 'exposant conjugué de p

Soit 1 < p < oco. Alors lespace dual de LP(Q) est L' (Q).

12



1.2. ESPACES FONCTIONELS

1.2.2 Inégalités principales
Soit 1 < p < ¢ < oo deux réels et p' Uexposant conjugué de p.

Lemme 1.1 (Inégalité de Holder ). Si f € LP(Q),g € LPI(Q), alors f-g € LY (Q) et

1S -glle@=I f @l g1l g

Si de plus | Q2| < oo et f € LUQ), alors f € LP(Q) et

1_1
[ fllzey <[ QP77 || fllzag

En particulier

Li(Q) C LP(Q), V1<p<g<oo

Lemme 1.2. Soient p; € [1, 00| des exposants avec 1 < i < k tels que :
I/p = 1/p1 + ... + 1/px < 1. Alors, pour toutes fonctions f; € LPi(S2), nous avons f =

fi--fx € LP(Q) et linégalité de Holder généralisée

(WA v PO [ | PR

Lemme 1.3 (Inégalité de Young). Soient a et b deux réels positifs, alors on a

/

aP bp ’
ab< —+—, avec p = :
p P p—1

(1.1)

Corollaire 1.1.

/

ab < ea? +c(e)b?, VYa>0, Vb>0, Ve>0.
Lemme 1.4 (Inégalité d’interpolation). Si f € LP(Q) N L4(R2), alors f € L"(2),
Pour tout r € [p,q] et

a 11—«
p q

(e} — 1
I ller@ < f 1Sl F ey avee o= ,
pour un certain 0 < a < 1.

Théoréme 1.1. L est un espace vectoriel et ||.||L» est une norme pour tout 1 < p < oo.

13



1.2. ESPACES FONCTIONELS

Théoréme 1.2 (Fisher-Riesz). L? est un espace de Banach pour tout 1 < p < oo.

Lemme 1.5 (Formule de la divergence et de Green). Soit Q un domaine de RY, et

n(zx) sa normale extérieure. Soit u et v deux fonctions réguliéres, w un champ de vecteurs

défnis sur ). Alors

/ divw dz = / w-ndo  (formule de la divergence)
Q o9

du
/Q(Au)v de = — /Q Vu-Vv dx+ /(m n do  (formule de green)

1.2.3 Théoremes de convergence

dans cette section, nous présentons quelques définitions et les résultats sur la convergence

des suites de fonctions mesurables

Définition 1.4. Soit (u,) une suite de fonctions mesurables sur € et u une fonction me-
surable sur €2

— La suite (u,) converge presque partout sur € vers u si et seulement si
meas{z € Q : u,(x) ne converge pas vers u(zx)} =0,

— La suite (uy,) est dite Cauchy en mesure si pour tout € > 0 et chaque n > 0 il existe

ng € N tel que pour tout m,n > ng, alors
meas{z € Q: |up(x) —u(x)| >n} <e

Lemme 1.6. [8] Soit (u,) une suite de fonctions mesurables de Q dans RY. Si (u,) de

Cauchy en mesure alors il existe une sous-suite de (u,) convergeant presque partout

Lemme 1.7. [6] Soit f une fonction mesurable strictement positive. Alors pour tout € > 0

il existe 6 > 0 tel que pour tout A C 2 mesurable on ait

/Afdx <d = meas(A) <e. (1.2)

14



1.2. ESPACES FONCTIONELS

Lemme 1.8. (Fatou) Soit f, une fonction dans L'(E), telle que
1) f, >0 p.p dans E
2) [ fodxr < 400 Vn € N Soit f(x) = liminf, . f.(z) pour presque partout x € E
Alors :

[g fdx <liminf, , [p fu(x)dx

Théoréme 1.3. (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue)[6] Soit (f,) une

suite de fonctions de L*. On suppose que

(@) (fu(z)) = f(z) p.p. Sur Q.
(b) 1l existe une fonction g € L*(Q), telle que pour chaque n, |f,(z)] < g(z) p.p. Sur
Q. Alors

fel*Q) et ||fo—fllzr =0, n— cc.

Théoréme 1.4 (Giuseppe Vitali[3]). soit p € [1,00] et (f,) une suite des fonctions dans
LP(QY) tels que
— fo—f p.p. dans

— (fn) equi-integrable in Q, i.e. Ve > 0,30 > 0,VE C Q avec |E| < 0, telle que
[ @iz <e, vnen
B

Ou

limsup [ |fu(x)[Pde =0, Vn €N
|E|—0 JE

Alors

ferPQ) and f,— f in LP(Q) fortement.
Pour plus de détails sur les espaces de Lebesgue, ! consulter[2]

Lemme 1.9 (J.Simon[11]). Soient X C B C Y trois espaces de Banach tels que l'injection

de X dans B soit compacte. St

1. Henri Léon Lebesgue (1875-1941) est un mathématicien francais. Il est reconnu pour sa théorie d’in-
tégration

15



1.3. ESPACES DE SOBOLEV

— F est borné dans LP(0,T;X) avec (1 < p < 00), et
— F, = O,F est borné dans L*(0,T;Y),

Alors, F est relativement compacte dans LP(0,T; B).

Lemme 1.10 ([1]). soit (u,) une suite dans LP(S2) avec 1 < p < oc.
Suppose que

— (uy) est bornée dans LP(S?) ;

— Up — U p.p. sur L.

Alors u, — u dans L), pour tous 1 < q < p et faiblement dans LP(Q), i.e.,

n—-+

lim [ w,vdz :/ wodz, pour tous v € LP (Q)
Q Q
1.3 Espaces de Sobolev

Définition 1.5. pour 1 < p < oo,l’espace de Sobolev? WP(Q) est défini par
Whr(Q) — {u € I7(Q),| Vu e (LP(Q))N}
muni de la norme
| w lwrr@=[lwll, + | Vu (1.3)
et pour p = o0
[ullwree = max([[ul| L, [|Vul[L=).

Définition 1.6. L’espace D(Q2) désignant ’ensemble des fonction de classe C*()) a sup-

port compact dans 2, on note pour 1 < p < 0o
Wy ?(Q) = {u c W'P(Q), avec u=0 sur 8(2}.

comme pour 1 < p < oo ,Uespace D(Q) est par définition dense dans Wy(2), on peut
identifier le dual de Wy (Q) a un sous-espace de Uespace des distributions D'(R2). On note :
W () = (7))

2. Serguei Lvovitch Sobolev (1908-1989) est un mathématicien et physicien atomique russe de 1’époque
soviétique.

16



1.4. LES INJECTIONS DE SOBOLEV

Dans le cas particulier ou p =2 , WH(Q) , Wy2(Q) , W2(Q) , sont respictivement
notés H'(Q) , H} (), H ()

L’espace H' est un espace de Hilbert® muni du produit scalaire

(U, U)HI(Q) = (U, U)L2(Q) + (u/, U/)LZ(Q)

La norme associée
lull i) = (ullia@) + VUl F2) "

est une norme équivalente a celle de WH2(Q)

La proposition suivante représente les propriétés fondamentales des espaces WP W,

pour la preuve nous renvoyons le lecteur a la référence [2].

Proposition 1.2. — L’espace WP est un espace de Banach pour 1 < p < oo.
— L’espace WYP est un espace séparable pour 1 < p < oo.
— L’espace WP est un espace réflexif pour 1 < p < oo.
— L’espace Wol’p est un espace de Banach séparable. De plus réflexif pour 1 < p < oo.

— L’espace H} est un espace de Hilbert séparable.

1.4 Les injections de Sobolev

Les injections de Sobolev sont tres utilisées. Elles fournissent des inégalités entre les
normes des espaces de Sobolev et les normes LP . Ce résultat de compacité est un outil fort
dans I'étude des EDP qui nous permet de passer d'un espace de Sobolev a un espace de

Lebesgue.

Théoréme 1.5 (Théoréme de compacité). Soit Q0 un ouvert borné de avec N > 1 et
1 < p < oco. Toute partie bornée de WyP(Q) est relativement compact dans LP(Q). Ceci

. g . p 1, . . .
revient a dire de toute suite bornée de Wy (S)), on peut extraire une sous suite qui converge

dans LP(£2).

3. David Hilbert (1862-1943)est un mathématicien allemand. Il est souvent considéré comme un des plus
grands mathématiciens du xxe siécle.

17



1.4. LES INJECTIONS DE SOBOLEV

Théoréme 1.6 (Injection continue). Soit Q un ouvert borné de RY soit égal RN avec
N>1letl<p<oo.
— 8i1 < p < N alors WyP(Q) — L (Q) avec p* = NN—Z) > p. Et Uinjection est

continue i.e 3C' > 0 (ne dépendant que de p, N et ) telle que

HUHL”*(Q) < CHUHWS’I’(Q)

N

— Sip > N alors WyP(Q) — C™ %, Ot pour a > 0, C° est lensemble des

fonctions holdériennes d’exposant o, défini par
Co={ue C(QR)/IK >0, |u(z)—uly)| < K|z —y|* V(r,y) € 2°}
— Sip=N alors WyP(Q) — LI(Q), Yg > 1

Théoréme 1.7 ([2]). [Rellich-Kondrachov|Soit Q un ouvert borné de RN avec N > 1
etl <p<oo.

Sip < N alors Wy?(Q) —— LI(Q),Yq € [1,p*].

Sip=N alors Wy(Q) —— LI(Q),¥q € [1,+00].

Sip> N alors WyP(Q) << C%(Q),pour 0 <y <1 — N

p
toutes ces injections sont compactes.

Lemme 1.11 (Inégalité de Poincaré). Soit 1 < p < oco. Alors, il existe une constante

C' dépend de p telle que pour toute fonction u € D(2) on a
| w ||Lp(Q)§ C|| Vu ||Lp(Q) . (1.4)

De plus, par la densité de D(Q) dans W, P(Q), Uinégalité (1.4) reste vraie pour toute fonc-

tion u € W, 7(Q).

Remarque 1.2. [l est évident que cetlte inégalité ne peut étre généralisée aur espaces de
Sobolev W'P(Q) . Pour s’en convaincre, il suffit de considérer les fonctions constantes sur

Q borné (ou de mesure finie).

18



1.5. LA CONVERGENCE FAIBLE ET FAIBLE ETOILE (FAIBLE-*)

1.5 La convergence faible et faible étoile (faible-*)

1.5.1 La convergence faible

Définition 1.7. Soit E un espace de Banach, E' son dual et (.,.) le crochet de dualité sur
EF'.
On dit que la suite (x,) de E converge faiblement vers x € Esi et seulement si :

(fzn) —"T(f,2), VfeE.

On note

T, — 2 dans FE.

Proposition 1.3. — st x, — x fortement alors x, — rdans E.

— st x, — x dans E alors ||z,||g est bornée .

St x, — x, faiblement dans K
Et  f, — [ fortement dans E’

alors (fn, xn) — (f, ) quand n — +o0.

Théoréme 1.8. Soit E un espace de Banach réflexif alors toute suite bornée (x,), C E

on peut extraire une sous-suite (Tnk)nx qui converge faiblement dans E.
1.5.2 La convergence faible étoile ( faible-*)

Définition 1.8. On dit que la suite (f,) de E' converge faible* vers f € E' si et seulement
ST :
<fn7g> _>n—>+oo <f7 g>7 Vg S

on note

fo—xf dans FE.

Proposition 1.4.
fo—> f fortement = f, — f dansE'

Pour plus de détails, vous pouvez consulter le livre [2].
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CHAPITRE 2

probleme parabolique régulier

Nous consacrons ce chapitre a 1’étude du probleme de Dirichlet pour ’équation parabo-

lique non linéaire du type suivant

u+ Au = f sur Qr =QJ0,T];
(Ry) u(0,2) = wup(x) dans €
u = 0 sur ]0,7[012,
Pour T > 0 un nombre réel et © un ouvert borné régulier de RN et f € L®(Qr) ,uo €
L>(Q). L'opérateur A défini par Au = —div(| Vu |P72 Vu) avec 1 <p < oo
2.1 Quelques notions et résultats sur les opérateurs

2.2 Opérateurs monotones

V désigne un espace de banach réel , V' son dual topologique de V/

Définition 2.1. Un opérateur A :V — V' est dit :
— monotone si  (Au— Av,u —v) > 0,Yu,v € V

— strictement monotone si  (Au — Av,u —v) > 0,Yu,v € V,u #v

Exemple 2.1. L'opérateur A : H}(Q) — H'(Q) défini par Au = —Au est monotone,
H(Q) étant muni de la norme du gradient. En effet, pour u,v € Hg (L),
on a :
(Au— Av,u —v) = / V(u—v).V(u—wv)
Q

2
= flu— UHH&(Q)

> 0.
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2.3 Opérateurs bornés

2.3 Opérateurs bornés

Définition 2.2. Soit V' et W deux espaces de banach et soit A :V — W un opérateur.On

dira que A est borné s’il envoie tout borné de V' dans un borné de W ; i.e

Vp>0, 3C,>0: A(By(0,p)) C Bw(0,C,)
2.4 Opérateurs hémicontinus

Définition 2.3. Un opérateur A : V — W est dit hémicontinu au point us de V si pour
toute suite {u,} convergeant vers u, , la suite {Au,} converge faiblement vers Aus, dans

W .En d’autres termes :
VoeV, Y{ICR, X\ =0, At + Av) — Aug

faiblement dans W'.
Si A est hémicontinu en tout point de V , on dit qu’il est hémicontinu sur V . Dans les
espaces réflexifs et pour W = V' et passant du sequentiel au continu ,on peut définir

l’hémicontinuité sur V' en exigeant que :
Vu,v,w € V. l'application R > X — (A(u+ ), w) € R
est continue .

Exemple 2.2. L’opérateur A : H} () — H~Y(Q) défini par
Au = —Au = —div(Vu) est hémicontinu. En effet ; soient u,v,w € H}(Q) et A €R, on a :
(A(u+ M), w) = /QV(u +A0).Vu
= [ VuVu+ [ oTw
Q Q

= a-+ b\

ce qui montre que X\ — (A(u + A\v),w) est continue.
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2.5 L’opérateur p-Laplacien

2.5 L’opérateur p-Laplacien

L’opérateur p-Laplacien est un opérateur aux dérivées partielles quasi-linéaire elliptique

du second ordre défini par
Ay(u) =div(] Vu [P"? Vu), 1<p<oo

cet opérateur sous forme divergence lorsque p # 2 et pour p = 2; le p-Laplacien coincide

avec le Laplacien usuel A

2.6 Propriétés de opérateur p-Laplacien
Soit Q un ouvert borné de R, et soit I'opérateur
AV =WQ) =V =W ()

défini par

Au = —div(] Vu [P? Vu), 1<p<oo
On a d’apres la formule de green on a
Vo € WP(Q) : (Au, ) = /Q VulP-2Vu. Vi
Proposition 2.1. L’opérateur Au = —/\, est borné de Wy* () dans W=7 (Q)

Démonstration. De l'expression de la norme dans un espace dual, soit p > 0, pour u €

By (0, p), on peut écrire :

| Au ||,»= sup |[(Au,p)| = sup ’/ IVulP2Vu. V.
pEV pEV Q

llell<1 llell<1
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2.6 Propriétés de 'opérateur p-Laplacien

Mais

’/Q|Vu|p_2Vu.Vgo‘ < /Q|Vu\p_1.|V<p|

< () (fim)

= ulf e lv

< !

D'ou || Au ||, < pP~t. Cela montre que A(By(0,p)) C By (0,0771)

Proposition 2.2. Uopérateur A est hémicontinu de V dans V' .

Démonstration. Soit v € V, et {\,} une suite réelle qui converge vers 0
VgeV, (Alux +Av),g) = (Aus, g)

on a

(Ao, g) = /Q [Viioo [P * Voo Vg

Alors

(A(uso + Anv),9) = /Q IV (too + M) P2V (oo + M) Vg
= [ (Vs + 0 70)["2(Vuise 4+ 2,V0) Vg

1. |V (oo + A V) P2 (Vg + M V)V g —=PP |Vug|P2(Vus ) Vg

on peut metter |\,| < 1, alors

IV (s + A V) P2 (Vitao + )\an)Vg‘ V(e + MV V|
p—1
< [19usl + Plivel]” 199l

p—1
V] + 1901|199l
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2.6 Propriétés de 'opérateur p-Laplacien

On rappelle que
N N

O a)® <max{l,N*'}> a?, Va;>0, a>0 (2.1)
i=1 i=1

En utilisant I'inégalité de Young (1.3) et (2.1), on écrit

P
|V (oo + N V)P (Voo + /\an)Vg‘ < + ,

p p
1 1,207t
< Dwgp+ ML E) (190 1 wop)
p p

Le fait que g, v, us € Wy?(Q), implique que

2r—1

1
IVab+ = <|Vuoo|p+|Vv|p) € L(Q)

D’apres théoreme de convergence dominée de lebesgue

lim (A(us + A0), ) = (A(us), g)

n——+oo
d’ou ’hémicontinuité de A. O

Proposition 2.3. Uopérateur A est coercitif de V dans V' .

Démonstration.

A Vo|P
lim < U,U> — lim M

folv—+oo ||v]y [olv—too || v ||y

el

oy =400 || v ||y

= lim [|v|P'= 400 car 1<p< +oo.
|v|y —+o0

Proposition 2.4. l'opérateur A est monotone de V dans V' .

Démonstration. On rappelle que Vz,y € RY : (|2[P2z — |y[P"2y)(x — y) > alz — y[P,a > 0
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2.7 Opérateures pseudo-monotones

Alors Yu,v € V

(Au— Av,u—v) = /Q (|Vu|p_2Vu — |Vv|p_2VU)V(u —0)

Y

/ a|Vu — Vol?
Q

Vv

0

2.7 Opérateures pseudo-monotones

Définition 2.4. Un opérateur A:V — V'

i) On dit que A est pseudo-monotone (au sense 1) s’il est

— pour tout u, — u dans V' faible avec lim,, o sup{Au,, u, —u) <0
on a

JL&inf(Aun,un —v) > (Auy,u—v), YveV

it)On dit que A est pseudo-monotone (au sense 2) s’il est

— pour tout u, — u dans V faible avec A(u,) — & dans V' faible et
Jim sup(Auy, un) < (€, u)

on a

E=Au) et (Aup,u,) — (Au,u)

Proposition 2.5. Si A:V — V' est borné, hémicontinu et monotone, alors A est pseudo-

monotone (au sense 1).

Démonstration. a) Soit {u;} une suite convergeant faiblement vers u dans V.Supposons

que
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2.7 Opérateures pseudo-monotones

lim sup(Au;,u; —u) <0

Jj—o0

Si A est monotone,on a

lim (Auj,u; —u) — 0 (2.2)

Jj—00

En effet,]la monotonie de A et la convergence faible de {u;} vers u implique que

(Auj,uj —u) > (Au,uj —u) — 0 pour j— o0

Et donc

0 > lim sup(Au;, u; —u) > lim inf(Au;, u; —u) > lim sup(Au,u; —u) =0

o0 00 j—o0
D’ou (2.2)

b) pour v e Vet t €0, 1],posons w = (1 —t)u+tv. On a (Au; — Aw, u; —w) de sort que :
t(Auj,u —v) > —(Au;, u; — u) + (Aw, u; —u) — t{Aw, v — u).

D’ou, grace a (2.2) :
tlijrninf(Auj,u —v) > —t(Aw,v — u),
d’ou, en divisant par ¢ et tenant compte de (2.2) :
li;gn inf(Auj,u; —v)y > (Aw,u—v) (2.3)
w=(1—tu+tv Vte]o,1]

En faissant tendre ¢ vers 0 dans (2.3), et en utilisant I'hémicontinuité, on déduit

lim inf(Auj,u; —v) > (Au,u —v), YveV

j—roo
Ce qui signifie que A est pseudo-monotone au sense 1 . ]
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2.8 L’espace LP(0,T;V)

2.8 L’espace LP(0,T;V)

Soit 1 < p < 00, LP(a,b; V) est un espace des fonctions mesurables u : [a,b] — V tel

que
b :
I Nevianirr= ([ 1 dt)” < oo,

Alors que L*(a, b; V') est un espace des fonctions mesurables telles que :
| w |z @py= sup | uflv < oco.

Rappelons que pour tout 1 < p < 400, LP(a,b; V) est un espace de Banach. De plus, si
1 < p < +oo et V' l'espace dual de V' est séparable alors 'espace dual de LP(a,b; V') peut
étre identifié avec LP (a, b; V')

pour notre but V' sera principalement soit I'espace de Lebesgue LP(£2) ou ’espace de Sobolev
VVO1 P(Q), avec 1 < p < +oo et Q sera un ensemble ouvert borné de RY. puisque, dans
ce cas, V est séparable, nous avons que LF(a,b; LP(Q2) = LP((a,b)?), I'espace ordinaire
de Lebesgue défini dans (a,b)Q et LP(a,b; WyP(R)) se compose de toutes les fonctions
u : [a,b]Q? — R qui appartiennent a LP((a,b)2) et de telle sorte que Vu = (Ugy, ..., Uz )

appartient a L?((a,b)Q)" de plus

</:/Q|Vu \pdxdtf)

définit une norme équivalente par 1'inégalité de Poincaré.

Pour a = 0,b =T on définie 'espace suivant
LP(0, T; WP () = {v 1[0, 7] = WyP(Q) measurable

T
p
S 00y e < 000,

la norme dans cet espace donné par

T » 1/p T ) L
ol = ([ 1olpogyae) = ([ [ 190 duar)”
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2.8 L’espace LP(0,T;V)

L>(0,T; L*(£2)) est 'espace des fonctions mesurables telles que :

||u||Loo(07T;L1(Q)) = sup ||u||L1(Q) < OQ.
[0,T]

Théoréme 2.1 (Densité). Pour tout 1 < p < 400 l'espace C([0,T];V) est dense dans

LP(0,T;V).
Démonstration. : Voir [13, Proposition 23.2, p. 407]. ]

Théoréme 2.2 (Séparabilité). Si V' est séparable alors pour tout 1 < p < +oo l'espace

LP(0,T;V) est séparable.

Démonstration. : Voir [13, Proposition 23.2, p. 407]. ]
Théoréme 2.3. Pour tout 1 < p < 400 l'espace LP(0,T;V) est de Banach.
Démonstration. : Voir [10, Satz 1.22. p. 39], [13, Proposition 23.2, p. 407]. ]

Théoréme 2.4. Si V' s’injecte continiment dans un espace de Banach W, p,r € [1,4+00],

p <, alors L"(0,T;V) s’injecte continiment dans LP(0,T;W).
Démonstration. : Voir [4, Proposition 2.2.5., p. 128]. O

Définition 2.5. Soient V. C W (avec injection continue) deux espaces de Banach, 1 <
p,q < 4+00. Nous disons qu’une fonctionu € LP(0,T;V) a une dérivée faible dans L(0,T; W)

sl existe une fonction g € L1(0,T; W) telle que

[t = [ pwgtd, v (0,7,

(Cette égalité a liew en W ). Si une telle fonction g existe, il est unique et nous notons

du

a7

Théoréme 2.5 (Inégalité de Holder). Siu € LP(0,T;V) et v € L¥'(0,T;V"), alors

[ oo ([ orta) i " Ilu(t)uedt); |

Démonstration. Voir [13, Proposition 23.6., p. 411]. ]
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2.9 Théorie des opérateurs monotones

2.9 Théorie des opérateurs monotones

2.9.1 Reésultat général

Soient V un espace de banach réflexif et séparable et A : V — V' un opérateur

Théoréme 2.6 (Théoréme d’Existence). On suppose que A : V — V' est un opérateur
— borné
— hémicontinu

— coercitif, au sens que

(Av,v)

m =
[olv—+oo [v]ly

— monotone

Soient f et ug donnés avec
feL”(0,T;V"), wuyc H (espace de Hilbert)
Alors, il existe une fonction uw € LP(0,T; V) et une seule telle que
Ou+Au=f et u(0,z)=uy(z)
Pour la preuve de ce théoréme, on peut renvoyer le lecteur au livre [5]

Théoréme 2.7. Soient f € L®(Qr) ,ug € L>(2). Alors le probléme (Fy) posséde une

seule solution u € LP(0,T; Wy (Q)) N C([0,T); L*(R)), pour tout 1 < p < 4o0.

Démonstration. D’apres les propositions présidentes, on a l'opérateure principale Au =
—div(| Vu |[P7? Vu) et pseudo-monotone c’est a dire borné, hémicontinu, monotone et
coercitif, alors d’apres le Théoréme 2.6 le probleme (F) possede une seule solution solution

we LP(0,T; WyP(Q)) N C([0, T]; LA(K2)), pour tout 1 < p < +oc. O
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CHAPITRE 3

Probleme parabolique irrégulier

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons approcher le probleme (P) par une suite de problemes (P,),
puis nous montrerons de maniere détaillée que la preuve de tous les résultats d’existence sera
obtenue par une approximation. Autrement dit, il faut obtenir des estimations uniformes
pour pouvoir passer a la limite dans le probleme approché. Et la limite obtenue sera la

solution du probleme (P).

3.2 Positions du probléme

Nous supposons que 7" un nombre réel positif,  un ouvert borné de RY, et (P) est posé

dans un cylindre @ =|0, T[Q2 du type suivant

Ou+ Au = f sur Qr =|0,T[;
(P) uw(0,z) = wp(z) sur
u = 0 sur ]0,7[09Q,

Nous suposons que uy € L'(Q2), f € L'(Q), et le nombre réel p > 1

3.2.1 Solution faible

Définition 3.1 (Solution faible). On dit que u est une solution faible du probléme (P)

si:u e LY0,T; Wy (Q)) et

T
/<atu,¢>dt+ / | Vu 2 VaVdedt — / fo, Yo € D(0,T[Q).  (3.1)
0 Qr Qr
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3.2 Positions du probléme

Remarque 3.1.

T
/0 (Ou, p)dt = _/QT unatgod:cdt—i—/ﬂgo(O,x)uo(:c)d:c.
pour tout p € D([0,T[2)

Théoréme 3.1. [9] Soit 1+ NLH < p. Alors le probléme (P) posséde au moins une solution

faible uw € LY(0,T; Wy (Q)). pour tout q € [1,p — NLH[

3.2.2 Pourquoi la condition p > 1 + NLH =2- 4

Pour justifier la condition p > 2 — on se rappelle que la solution (modeéle) du

1
N+1?
probléme (elliptique)

—div (|Vu|P2Vu) = 4§ dans D'(U)
u =0, sur oU,

oll § est la mesure de Dirac a l'origine et U la boule euclidienne unité ouverte de RY, est

donnée par :

p=N .
o [ Ol -1 sip# N
C'log |z si p= N,

dans le cas p # N, on a

- N _
Vttmod| = Chlz| 7T~ = Cy|a| 7T

de sorte

/|Vumod|dx = |x|1p_fjlvdx
Q B(0,1)

1 1w
= C’g/ ro—t Nty
0
1 1w
LN N1
= C’g/ ro TN gy
0

1

Cette intégrale est finie si % +N —1>—1,donc, si p>2— - Ce calcul montre que :

1
Umog Mest dans Wy (B(0,1)) quesi p>2— N

Alors

1
Umod € Wol’l(Q) Sp>2— N
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3.3 Solutions entropiques

Donc (dans le cas parabolique)

1
mod € LYO, T, W' Q) & p>2— ——.
Umod 0, T3 Wy () & p Nl

3.3 Solutions entropiques

Lemme 3.1 (Stampacchia). Soit T : R — R une fonction globalement lipschitzienne,i.e.
AC >0 tel que |T(s)—T(t)| <Cls—t|, Vs, teR,
telle que T(0) = 0. Alors, Yv € W*() avec 1 < p < oo ona :
T(v) € WyP(Q) et VT(v)=T(v)Vv dans D'(Q) et pp dans Q

Définition 3.2 (La Troncature). a Soit k > 0. On appelle troncature aux niveauxr —k et

k la fonction T}, de R dans R définie par

k, sir>k,
Ti(r)=1<¢ r, si |r] < k,
—k, sir<k.

On peut vérifier que la fonction Ty est une fonction globalement lipschitzienne satisfaisant

T (r)] <k et [Ti(r)| < |r| et sa primitive O : R — R défini par :
{ g, si;lr| <k

klr) =% silr| > k

Ou(r) = / Ti(t)dt =

0

Nous utiliserons par la suite le résultat suivant

/ (v, Ti (v / O, (0(T)) — /Q 0, (0(0)). (3.2)
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3.3 Solutions entropiques

() représente la dualité entre W17 (Q) et Wy (Q).
Comme cette fonction est lipschitzienne, le théoréme de Stampacchia affime que pour u

une fonction W?(Q) avec p > 1, on a Tj,(u) € WHP(Q) et
VTk(u) = Té(u)vu = 1{|u|<k}Vu

Définition 3.3 (Solution entropique). Pour f € L' (Qr) et ug € L'(Q). On appelle
solution entropique de (P) une fonction uw € C([0,T]; L*(Q)) telle que pour k > 0, on ait

Ti(u) € LP(0, T, W, P(Q)) et qui vérifie
T
/ (Opu, Ty, (u — p))dt + / |VulP2Vu VT (u — p)dzdt < / fTi(u— ), (3.3)
0 Qr Qr

pour tout k > 0 et p € LP(0,T,W;7(Q)) N L®(Qr) N C([0,T]; L*(Q)) tel que dyp €
L7 (0,7, (W, ().

Remarque 3.2. 1-D’apreés l'inégalité (3.2), on a

/OT@u, Ti(u — @))dt = /Q@k(u — o) (T)dz — /Q@k(u — 0)(0)da + /OT@(,D, Ti(u — @))dt.

2- Nous observons que chaque terme dans (3.3) est bien défini, il est claire pour le coté

droit (car f € LY(Qr) et Ty est bornée). Alors que pour le coté gauche, nous avons
/Q IVulP~2Vu VT, (u — p)drdt = /Q IV g () P2V Tag (1) VT — ) dacdlt
T T

ot M =k + ||¢l|r~. En effet

comme @ € L®(Qr)

lu—op| <k = |ul—|o| <|u—y| <k
= |u| <|o|+k
= |u| < |l¢llre +k

= |u| <k
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3.4 Approximation de (P)

Ce qui est implique {|u — ¢| < k} C {|u|] < k}. Alors

/ \VulP2Vu VT (u — p)dzdt = / |VulP2Vu V(u — ¢)dzdt
Qr {lu—ep|<k}
_ / IV T () P2V T (w), V (u — ) dadt
{lu—ep|<k}

= / (VT (w)|P 2V T (u) VT (u — @)dadt.
Qr
Le résultat que nous prouvons ici est le théoreme suivant

Théoréme 3.2. Soient Q ouvert borné de RY, f € LY (Qr) et ugp € L*(Q), alors le

1

probléme (P) admet au moins une solution entropique. De plus si p > 2 — v alors

u e L0, T; Wol’q(Q)) pour tout q € [1,p — NLH[
La preuve de ce théoréme exige plusieurs étapes : approximation du probleme (P)

par une suite de problemes (P,) qu’on sait résoudre, estimations uniformes des solutions

approchées (u,) et enfin, passage a la limite.

3.4 Approximation de (P)
Soit (f,) avec f, = T,,(f) une suite de L>=(Q) qui converge vers f dans L'(Q) et qui
vérifie 'inégalité

[fnl <.

Soit (ugy,) avec ug, = Ty (ug) une suite de L>(€2) qui converge vers ug dans L'(Q) et qui

{ I fullzvg) < Nl

vérifie I'inégalité

uon || 1) < |[wollLr )
[uon| < n.

ou T, la troncature au niveau —n and n (Voir la définition 3.2). Nous approchons le probléeme

(P) par la suite de probléemes :
Oty + Auy = f sur Qp ]0. (0

(Py) un(0,2) = wug,(z) dans £
Un, 0 sur I'z =]0, T'[052,

Pour I'existence de la suite des solutions u,. pour tout 1 < p < 400 de probleme (P,),

voir le théoréme 2.7 dans le chapiter 2.
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3.5 Estimations uniformes

c’est a dire que 'on a
u, € LP(0, T; Wy P(Q) N C([0,T): L*(Q)) et D, € LP (0, T; W' (Q)),
et que wu,, vérifie

T
p—2 —
/0 (Optun, p)dt + /QT | Vu, [P~ Vu,Vodedt = /QT fnip. (3.4)

pour tout o € LP(0,T; W, P (Q)).
3.5 Estimations uniformes

Dans cette section, nous prouvons des estimations uniformes pour les solutions du pro-

bleme (P, ). Nous devons choisir comme fonction test
¢ une fonction de u, telle que  [p(u,)|| =@ < C,¥n > 1 avec ¢ € WyP(Q)
Pour choisir les fonctions tests nous utilisons le résultat dans le lemme de stampacchia 3.1

Lemme 3.2. [9] Soient p et q tels que
N N
p>1+N7_i_1 et q¢€ {l,p—]\m[
Alors,
— la suite (u,) des solutions approchées de probleme (P,) reste dans un borné de
L>(0,T,L'(Q)).

— la suite (Vuy,) reste dans un borné de LI(Q).i,e

il existe une constante C' = C(q) > 0 telle que :
t
/ / |V, |7dedt < C
0 Jo
Lemme 3.3. Soit

1+

N

N+1
Alors,

(Byuy) reste dans un borné de L7(0,T; (Wo™ (Q))) + LY(Q) et 1/ est le conjugué de r.
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3.5 Estimations uniformes

Démonstration. Pour tout n > 1, on a

Oy, = div(|Vu,[P2Vu,) + fo,

comme f, est une suite bornée dans L'(Q), il nous reste & montrer que

v, = div(|Vu,|P"*Vu,) C (borné de L'(0,T;(Wo(Q))) avec r> 1).

N . s , . . 1.r
ou " est le conjugué de r, on a pour r > 1, nous écrivons, pour toute fonction ¢ € W, (Q)

(Un, ) = /@Avndaj
Q
= /|Vun|p*2Vuanodx.
Q
Par Holder, on peut écrire
o)l < [ 1V |Vilda
1 £
< (/ |Vun|(p_1)rdx>r</ |V<p|7’/da:>r
Q Q
Alors
[onll iy = SUP [{vn, 9}
(Wo™ () lel<t

En intégrant (3.5) sur [0, 7], on obtient

T T
| Mol g

IN

(3.5)

( / \Vun](pmd:c) ’
0

T z
YV, | P Vdr ) dt
|

0 Q

/ |V, | P~V dadt
Q

Le membre de gauche est borné si (Vu,) est bornée dans LP~V7(Q), donc grace au

lemme 3.2, il vient que

N

I<p-Dr<p-w7)

ol encore,

N +1




3.6 passage a la limite

Avant de terminer, on peut remarquer que l'existance de r > 1 est garantit car :

(pi1)< _N]:[L1>>1'

Donc, on obtient

3.6 passage a la limite

Lemme 3.4. On peut extraire de la suite des solutions approchées (uy,,) une sous-suite (notée
de méme), qui converge vers une fonction u € LY(Q) et faiblement dans L1(0,T; Wy (Q)),

pour tout q € [1,(p — 7).

Démonstration. grace au lemme 3.2, la suite (u,) est bornée dans L9(0,T; Wy () pour

tout ¢ € [1,(p — NLH)[ et nous avons déja mentionné que (Oyu,) demeure dans un borné

de L"(0,T; (WOLTI(Q»/) + Ll(Q) avec 1 < (pil) (p - N > De plus Ll(Q) C W*LT(Q)

N+1

pour tout r < N/(N — 1) (Voir le Théoréme 1.6) et comme p > 2 — 1/(N + 1) on a

(pil) (p — N]YH) < N/(N — 1) et on a aussi f, est borné dans L'(Q) = L*(0,T; L (Q)),

Uest aussi dans L'(0,7;W~1"(Q)) pour tout r, donc la suite (dyu,) reste bornée dans
L0, T, W=(Q)).Ainsi

— (uy) est bornée dans L4(0,T; Wy ()

— (Oyuy,) est bornée dans L'(0, T; W17 (Q))
donc, d’aprés le lemme 1.9, la suite (u,,) est relativement compact dans L7(0,7; L(2)) C
LY(Q). Par conséquent, la suite (u,) est converge fortement vers une fonction u € L'(Q),

ce qui garantit 'existence d’une sous-suite (u,), notée de méme, telle que

u, — u dans L'Y(Q) etp.p. dans Q (3.6)
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3.6 passage a la limite

Lemme 3.5. La suite (Vu,) converge presque partout vers Vu(éventuellement a une sous-

suite pres).
Démonstration. Montrons que (Vu,) est de Cauchy en mesure, ce qui entrinera
Vu,, — Vu resque partout, pour une sous suite. Cela consiste a prouver que
vV > 0,Ve > 0,3ng tel que Vp,q > ng meas{(t,z) € (0,T7)Q||(Vu,—Vu,)(t,z)| > d} <e
Pour cela, fixons 6 > 0 et € > 0, et remarquons que pour A > 0 et 7 > 0 nous avons
{(t,2) € (0,T) |(Vup = Vu)(t,2)| = 0} C EYU E; U E3 U Ey

ou

Ey ={(t,x) € (0,7)Q] |Vu,| > A}, Ey={(t,z) € (0,17)Q| |[Vu,| > A}

Es = {(t,z) € (0,T) |up — ug| = n}

et

Ey = {[Vuy = Vug| 2 0, [Vup| <A, [Vug| <A, fup = ug| <}

Et comme la suite (Vu,) reste dans un borné de L(Q7) pour tout g € [1,]) - NLH[ [Voir

le lemme 3.2], en choisissant A grand, nous pouvons rendre meas(FE;) et meas(Es) arbitrai-

rement petits. Par example

1 1 1
meas(E)) = [ Advdt = § [ Adedt < A[El |V |dzdt < A/QT |V |dzdt <

¢
A
Alors,

meas(F;) -0 si A\ — 4o0.

Pour meas(FE3), on a

1 1
meas(E g—/ U, — U dxdtg—/u—u dxdt
(3) n ‘p q| 77Q|p q|

E3
Puisque (u,,) est une suite de Cauchy dans L*(Q) [Voir (3.6)], alors pour n > 0 fixe, on voit
que

meas(F3) -0 si p,g— +o0
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3.6 passage a la limite

Il reste a controler meas(Ey). D’aprés la monotonie de la fonction a(t, z, Vu) =| Vu [P72
Vu (Voir chapitre 2), nous avons (a(t,:p,fl) — a(t,x,@))(ﬁl — &) > 0 or l'ensemble des
{(&,8)], 1&1] < A, [&] < A, |& — &| < 0} est un ensemble compact et a est continue en
¢, donc (a(t,x,ﬁl) — a(t,x,éﬁ) (&1 — &) atteint sur ce compact son minimum que nous

noterons p(t, x) tel que
(a(t, z, &) — a(t, z,£2))(& — &) = p(t, x) > 0.
Par conséquent, par (1.2) on a pour tout 7 > 0 il existe 7/ > 0 tel que
ﬁE p(t, x)dzdt < 7" = meas(Ey) < T. (3.7)
4

Pour obtenir meas(Ey) < 7, il suffit de montrer que [g, p(r)dr < 7. Par la définition de

p(t, z) et Ey, on peut écrire
[ nttaydndt < [ (19020, = [V, )V = 1)1

de plus le terme intégral est positif et V1L (u, — uy) = V(up — tg)1{ju,—u,|<n}, donc nous

avons
/E4 p(t, z)dedt < /E4 (|Vup|p_2Vup — ]qu|p_2qu> VT, (u, — ug)dzdt  (3.8)

ou T, la troncature au niveau —n and n et T, définir par

iy J L ol <
Tn(")—{o, o] > n.

En prend T}, (u, — u,) comme une fonction de test dans (P,) pour u, et u,, nous avons
T T ,
/o Oy, Ty (up — uy))dt —i—/o /Q |V, [P~ *Vu, VT, (u, — uy)dzd
T
= | | fiTy =) (3.9)
et
T T
/0 (Opug, T (up — ug))dt + /0 /Q (Vg P2V u, VT, (u, — u,)drdt
T
= /0 /anTn(up — Ug). (3.10)
9
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3.6 passage a la limite

Puis soustrayant I'inégalité résultant (3.9) et de (3.10) , on trouve
T T » »
/0 (O (up — ug), Tny(u, — uy))dt + /0 /Q(|Vup|p Vu, — |[Vu,|P~*Vu,) VT, (u, — uy)dzdt = 0.
Par (3.2) on obtient

[ ©ulty = u) (D) = [ ©,(u, = u,) (0)da

T
—i—/ /Q(|Vup|p72Vup — |V, [P~*Vu,) VT, (u, — uy)dxdt = 0.
0
le premier terme est positif (©,(x) > 0) et (0,(x) < n|z|), donc
T
/0 /Q(|Vup|p_2Vup — |V, [P *Vu,) VT, (u, — u,)dzdt < n/Q |uf — ud|dz.
le fait que uy € L*(€2), on obtient

T
/0 /Q(|Vup|p_2Vup — |V, [P~ 2Vu,) VT, (u, — u,)dzdt

< Cn —"Y 0(uniformément dans p and q). (3.11)
Pour 7 assez petit, (3.8) and (3.11) impliquent

/ u(t, x)dzdt < 7',
Ey

et aussi par (3.7) nous avons mes(E,) < 7. Ainsi, nous avons la convergence de Vu,, vers

Vu en mesure, ainsi que le lemme 1.6 (aprés extraction d’une sous suite)

Vu, = Vu p.pdans (0,7)Q.

Par la suite nous avons besoin de la propriété suivante

Propriété 1. La suite (u,) est de Cauchy dans C([0,T]; L*(Q)), aussi u € C([0,T]; L*(Q))

et u, converge vers u dans C([0,T]; L'(Q2)).
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3.6 passage a la limite

Démonstration. Soient m et n deux entiers, u, et u,, vérifient alors (D’apres (3.4))

T
/0 (O (tn — ), @)dt + / (VP2 V1, — [Vt |2V 1] Vo = / — )

Prenons ¢ = Ty (ty, — )04y, t < T, clest claire que ¢ € LP(0, T; Wy ?(2)) N L=(Q) donc

t
(0t = ), Ti (= )t + / Va2Vt — [Vt [P 2Vt VT (1 — 1)
0

= [ (= Fa) T ) ST [ 1= ful (3.12)

et rappelons que O, est la primitive de T} , d’ou

(Ot — ), Ti (1t — i (/ O _um>

or u, € C([0,T]; L*(£2)), donc

/Ot@t(un ), T (U — )Vt = /Q (01 (un — )] (t) — / 101 (1 — )] (0).

Q

de plus VT (up — tm) = V(ty — Up) Ljju, —uyn|<1} aUSS

/Q VP2V, = [Vt P2Vt | VT3 (11, — 1)

— /Q [IVun|p72Vun - |Vum]p72Vum} V (tn = ) Ljup—um|<1y = 0. (3.13)

grice a la monotonie de a, si bien que (3.12) conduit a

€1 = w)]0) = [ (€3, —w)J©) <T [ ]

soit
[10160 () < [ [O1( w0+ T [ 1

Q

or ©1(z) < |z|, donc

/Q[Q( </|un — Uy, (0 H—T/ — fl = G-
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3.6 passage a la limite

Aussi, on a

|un_um|2 / |un_uTn|(t)
A@Wﬂﬂ<u UL R < [ O1(unlt) —un(t)) < ay,

et and

Uy — Uy |(T) = / Uy — Um|(T) + Uy, — U | (T
/| @ =) (O - (t)

1

3
(/ |t — umIQ(t)> meas(Q)% +2an,m
{lun—um|<1}

1
< (2 meas(Q))% + aim + 2 ap .

IN

Comme (f,) et (u,) convergent dans L' on a a,_,,, — 0 pour m et n — oo donc (u,) est
de Cauchy dans C([0,T]; L*(9)), aussi v dans C([0, T]; L*(Q2)) et V¢ > T on a u,(t) — u(t)

dans L'(9). Ce qui achéve la démonstration de cette propriété. O
3.6.1 Existence d’une solution entropique
Lemme 3.6. Soient p > 1, ug € L'(Q) et f € LY(Qr). Alors
VT (un) |z @ry < RNl @) + luollzre),

c¢’est & dire Ty(uy) € LP(0,T, Wy ?(Q))
Démonstration. on choisit Ty (u,) comme fonction test dans (P,), on obtient

/OT(atu,Tk(un»dt + /QT | Vu P72 VuV Ty (uy,) dedt = /QT foTr(up)dzdt.  (3.14)
Par (3.2) on a

/Q O () (T)dz — /Q O (1) (0)dar + /0 ' /Q VT () |Pddt < /Q (ot

Le fait que |O(x)| < k|z|, on écrit,

T
/Q O (u)(T)d + /0 /Q VT (un)Pdzdt < /Q ol + /Q 101 (1) (0)]da
< Ek([fllzr@m + lluollzr)-
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3.6 passage a la limite

Le premier terme est positif puisque nous avons ©; > 0, donc apres suppression des termes

non négatifs, on obtient

9T Prdt < kIl + ol ).
T

Dong, on a pour tout k > 0, (VT (u,)) est borné dans LP(Qr) , alors on peut extraire une

sous-suite (u,,), notée de méme, tel que
VTi(u,) = VTi(u) faiblement dans LP(Qr). (3.15)

Cela termine la preuve du Lemme 3.6. O

Nous pouvons maintenant montrer que la limite u de la suite (u,,), définie précédemment,
est une solution entropique de (P), c’est a dire qu’elle vérifie (3.3).
La solution u obtenue au paragraphe précédent, est limite de (u,) qui vérifie (3.4), c’est

a dire,

T@ p—2 _
/{)(tun,wdw/%\vuny Vu,Vip dadt = /QTfnqp. (3.16)

pour tout 1 € LP(0, T; Wy™P(€)). Choisissons ¢ = T}, (u,—) ot o vérifie o € LP(0, T; Wy ()N
L=(Qr) et o, € LP(0,T; W= (Q)). Ce choix de ¢ dans (3.16) est possible car ¢ €
LP(Qr), Vi € LP(Qr) et

Vip = VT (tn — ©) = V(U = ©)1{ju,—g|<k}-

Alors, nous obtenons

T
/ (s, To(tn — @)Vt + / | Yy [~2 Vun VT, / FuT (i — ).
0

et comme Qyu,, = Jy(u, — ) + dpp on a

/()(@un,Tk ))dt = /@k T)dz — / O(u 0)da + / (10, To(tun — )t

43



3.6 passage a la limite

ce qui conduit a

/Q@k(un dx—/ Ok (u da:—i—/ (Opp, Tr(up, — p))dt

[ IV Y VT / FaTo(un — ). (3.17)

(c’est la formulation entropique pour u, avec une égalité). Etudions le passage a la limite
pour n — oo de chacun des termes.
1)Passage a la limite dans [, O(u, — ©)(T)dz, [ Or(u, — ¢)(0)dz et [} (Opp, Th(tn —
p))dt

Onavuqueu, — u dans C([0,T]; L*(2)), donc Vt < T, u,(t) — u(t) dans L'(9).

Comme Oy, est lipschitzienne de coefficient &, on a, lorsque n — oo

/@k dx—)/@k u—)(T)dx
et
/ Or(u 0)dz = / O (u, (0) — ©(0))dx et u,(0) — uo dans L' ()
donc de méme
/@k d:c—>/@k — (0))dx

Passons maintenant & la limite dans fj (9,0, Ty (u, — @))dt. Utilisons la remarque 3.2, alors
Ty (un — @) = Ti(Tar (un) — @) avec M = K + ||¢|| 0y de plus dyp € LP' (0, T; W17 (1)),

il suffit donc de montrer que
Te(Tas(wn) = ) = Te(Tua (u) = ) dans LP(0, T3 Wy (92)).
La convergence dans LP(0,T; Wy”(Q)) faible signifie que
VTe(Tar(un) — ) = V(T (u) — ) dans  LP(Qr).

ce qui bien le cas puisque VT (Ta(un) — ) = V(T (un) — ©) Lm0 (un)—pl<ky €6 VI (ty)
converge dans LP(Qr) faible (D’apres le lemme 3.6) , et puisqu’a une sous-suite pres T (uy,)

converge presque partout vers Ty (u) dans Qr, donc

[ 0 Tl ) = )t — [ {000, Tu(Tusta) — )t
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3.6 passage a la limite

c’est a dire que
T T
/0 (O, Tty — 0))dt —> /0 (O, Tio(u — @))dt.

2) Passage a la limite dans [, |[Vu,[P"*Vu,VT}(u, — @)dzdt

on peut écrire ce terme comme suit

[ VTPV Ty () VDT () = )
:/Q IV T () 172V T (11 )V T (1) L 3 ()l <3

B /QT |VTM(U")|p_2VTM(u”)vwl{\TM(un)ﬂolék}'
Géce a la convergence dominée, on a
VOLTy ) -pl<k) = VOL{myw-¢l<ry  dans  LP(Qr).
Comme Ty (uy) est borné dans LP(0, T; W, 7(Q)), et d’aprés la proposition 2.1 an a
VT (un) P2V Ty (u,)  est bornée dans — LP (Qr)
alors, d’aprés le lemme 1.10, on en déduit
[V T s () [PV Tag () = [V T (w) P72V T (u) - dans L7(Qr)
Donc

lim 0 IV Ta () [P~ 2V g () VoL { T ()=l <} = /Q [V Tag () [P~V Tag () VoL {11y, (w)— gl <k
T T

n—-+oo

lautre terme étant positif, le lemme de Fatou nous donne (nous avons montré la convergence

presque partout de (Vu,) ce qui entraine celle de VT (uy,) )

/Q |V T (w) [P~2V Ty (w) VT og () 117 (w)— ol <k}
T

Sll%ggolf 0 |VTM(un)|p_QVTM(un)VTM(un)1{|TM(un),¢|§k}.
T

3) Passage a la limite dans [, f.T%(u, — ¢)dzdt
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3.6 passage a la limite

Enfin il reste a passer a la limite dans [o . fuTk(u, — ¢). C'est claire que f, — f dans
LY (Q7), et comme |Ti(u, — )| <k, Ti(u, — ) converge vers Tj(u — ¢) dans L>(Qr)

faible* par convergence dominée donc

lim [ fuTe(un — )dadt = / FTo(u — @)dedt
Qr

n——+oo Qr

Et finalement grace a (3.17) nous obtenons

/Q@W — o) (T)dx — /Q Ou(u — ©)(0)dz + /()T(atgo,Tk(u —o))dt

[ VPV T (u — @) < / FTo(u— ).
Qr Qr
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Abstract

in this work, we prove the existence of entropy solutions for an parabolic problem (P)
defined by
Ou+ Au = f sur Qr = QJ0,T];
(P) w(0,2) = wup(z) sur Q;
u = 0 sur ]0,77[012,
the operator Au = —div(] Vu |P~? Vu), 1< p < oo is a pseudo-monotone operator. The

method of solving our problem consist of obtaining local estimates for suitable approximate

problems and then passing to the limit to obtain an entropic solution of problem (P) .

keywords : Sobolev spaces, pseudo-monotone, operator nonlinear, parabolic equation,

entropy solution

Résumé

Dans ce travail, nous prouvons l'existence des solutions entropiques pour le probléeme

parabolique (P) a donnée L' définie par
Ou+Au = f sur Qr=Q|0,T7;
(P) w(0,2) = wup(z) sur Q;
u = 0 sur ]0,7T[012,

Lopérateur Au = —div(] Vu [P72 Vu), 1 < p < oo est un opérateur pseudo-monotone.
Les étapes principales de la preuve consister a approcher par une suite de probléemes & don-
née dans L>°, ensuite obtenir des estimations uniformes et locales pour la suite des solutions

approchées u,, et Vu,, puis le passage a la limite pour obtenir une solution entropique de

probleme (P).
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mots-clés : Espace de Sobolev, pseudo-monotone, opérateur non linéaire, équation pa-

rabolique, solution entropique .
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