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NOTATION

ρ Masse volumique
→
u Le vecteur vitesse
m La masse
→
a L’ccélération
P La pression
S La surface
V Le volume
n La normale
f La force
C Une courbe
(x, y) Le plan
g Accélération de la pesanteur
W Nombre de Weber
Fr Nombre de Froude
i Le nombre complexe
z La variable complexe
p̂ La pression motrice
Lc Longueur caractéristique
Γ Tension superficielle
(u, ν) Composantes du vecteu vitesse
ψ Fonction de courant
φ Fonction Potentielle
σ Le tenseur des contraintes
M0(x0, y0, z0) Position initiale
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CHAPITRE 1
INTRODUCTION GENERALE

La mécanique des fluides est un outil performant qui permet d’expliquer
les phénomènes qui nous entourent, de l’échelle microscopique à l’échelle ma-
croscopique. Elle intervient dans un nombre illimité d’applications pratiques
allant des systèmes biologiques à la propulsion des automobiles, des avions et
des fusées et elle est aussi à la base du développement de nombreuses techno-
logies.
.

En mécanique des fluides, les écoulements à surface libre autour de dif-
férents objets sont considérés comme une branche fondamentale largement
utilisée dans plusieurs applications industrielles.

Les écoulements à surface libre désignent les écoulements dans lesquels le
fluide qui s’écoule est en contact avec l’atmosphère. Cette terminologie est un
cas particulier des écoulements de deux fluides qui ne sont pas miscibles et
qu’ils sont séparés par une interface.

Dans le cas hydrostatique, l’interface est une surface plane horizontale.
Dans le cas dynamique l’équation de cette interface est l’inconnue du pro-
blème étudié.

Une surface libre est en générale une interface entre un liquide et un gaz
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, où la pression est supposée constante sur toute la surface libre et égale le
plus souvent à la pression atmosphérique .Cette configuration apparait dans
les canaux, les rivières ou les grandes étendues d’eau comme les lacs, les
mers ou les océans. La difficulté majeure dans ce type des écoulements est de
déterminer les caractéristiques de la surface libre : position, forme, vitesse et
autres.

Les écoulements à surface libre ont été traités généralement dans l’Hy-
draulique fluviale qui est nécessaire pour la conception, l’aménagement et la
construction d’ouvrages hydrauliques tels que les digues, les seuils, les dé-
versoirs et d’autres constructions tels que les chambres de combustion des
moteurs, les pompes à jet, les réservoirs et particulièrement pour l’architec-
ture des barrages.

Ce type des écoulements avait été l’objet d’une nombreuse études théo-
riques, expérimentales et numériques comme les écoulements potentielles au-
tour des différents obstacles, ces problèmes sont difficiles à résoudre analyti-
quement à cause des conditions non-linéaires sur la frontière libre de forme
inconnue. Ces difficultés augmentent selon la géométrie du domaine de l’écou-
lement, les conditions aux limites d’une part et aux propriétés de fluide d’autre
part. Le problème d’écoulement à surface libre dû à une cavité a une grande
et langue histoire qui a commencé avec la contribution de la théorie de la
variable complexe.

Aux 19éme siècle, cette dernière a rendu l’étude théorique des écoulements
bidimensionnels à surface libre possible, le fluide soit incompressible, non vis-
queux et les forces de la gravité et les effets de la tension de la surface sont
négligées. Ces hypothèses ont permis d’élaborer la théorie de potentiel com-
plexe.

7



En 1868, Kirchhoff a développé la théorie des lignes de courant libre basé
sur l’introduction de la variable complexe

Ω = log (dz/df)

qui permet de transformer le domaine de l’écoulement du plan complexe Z
en un domaine polygonale sur le plan Ω ensuite par la transformation de
Schwartz-Christoffel on transforme conformément les deux domaines en un
domaine auxiliaire λ pour obtenir un système des équations non-linéaires de
f(λ) et Ω(λ) ,finalement on aboutit à une relation entre f et Ω . Les prob-
lèmes où les forces de la gravité et les effets de la tension de la surface libre
sont considérés deviennent difficiles analytiquement.

Plusieurs travaux sont effictués comme celle de Elcrat et Trefethen qui ont
développé une méthode basée sur les transformations de Schwartz-Christoffel.
Cette transformation traite le cas des parois constituées d’un grand nombre
de segments rectilignes, c’est la méthode dite de Schwartz-Christoffel modi-
fiée. Bloor a traité les écoulements sur les radiers en utilisant une méthode
basée aussi sur la transformation de Schwartz-Christoffel, une méthode simi-
laire a été utilisée par Peng et Parker pour l’impact d’un jet sur une paroi.
Une autre méthode basée sur les transformations conformes a été employée
sur les écoulements au dessus d’un radier par Vanden-Broeck. Ces résultats
ont été étendus avec Dias et Vanden-Broeck, Vanden-Broeck et Keller aussi
E.O. Tuck,Vande-broeck[4] , H. Mekias [5],[2],B. Bouderah[18] et A.Gasmi[1] .

F. Toison et J. Hureau ont traité les écoulements potentiel bidimension-
nels issu d’un ”curved nozzle”de quelques formes en utilisant un processus
numérique pour résoudre le problème de frontières mixtes. ”Mixed problem
boundary”.
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Dans ce mémoire,on a résoulu le problème d’un écoulement potentiel bidi-
mensionnel dans un domaine de la forme d’un trapeze isocéle en négligeant
les effets des les forces de la gravité et les effets de la tension de la surface
puisque l’écoule-ment est bidimensionnel et potentiel, le plan des variables
(x, y) d’écoulement peut être identifié au plan de la variable complexe
z = x+ iyen négligeant les tensions de surface et les forces de gravité. Théo-
riquement, on peut calculer la solution exacte en utilisant une transforma-
tion conforme d’hodographe dùe à Kirchhoff (1869) et la transformation de
Schwartz-Christoffel.

c’est à- dire : déterminer la fonction φ(x, y) qui vérifie :
l’équation ∆φ = 0 sur (x, y) ∈ D tel que D : domaine de l’écoulement.

Le travail est composé de trois chapitres :

Le premier chapitre est une introduction générale sur les travaux anté-
rieurs (Recherche bibliographique).

Le deuxième chapitre est consacré aux définitions et notions préliminaires
concernant la théorie des écoulements potentiels et les équations générales du
mouvement de fluide.

Dans le troisième chapitre, on présente le problème d’un jet devant un do-
maine de la forme dans Trapèze isocéle d’angle β = (π/3) avec l’axe (x′ox) le
cas où la gravité et la tension de la surface sont négligées en introduisant la
notion des lignes de courant et leurs applications introduites par Kirchhoffel
à la résolution du problème où la surface libre sera déterminée explicitement
grâce à la notion de la vitesse complexe.
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Ce travail est complété par une présentation d’un annexe : qui contient
des notions sur quelques transformations conformes et petite discription de
la méthode d’integration numérique dite de Simpson.

10



CHAPITRE 2
NOTION PRÉLIMINAIRES ET DÉFINITIONS

2.1 Les fluides
Un fluide est un corps dont les molécules ont peu d’adhésion et peuvent glisser libre-

ment les unes sur les autres (liquides) ou se déplacer indépendemment les unes des autres
(gaz). Les fluides n’ont pas de forme propre (à la différence des solides) donc ils se déforment
facilement. Quand vous introduisez un fluide dans un récipient, ce dernier en épouse les
formes.

Généralement les fluides sont répartis en deux groupes :
— Les liquides : Corps peu compressibles et dont la masse volumique est importante (eau,

huile,. . . ). Les liquides occupent des volumes bien définis et présentent des surfaces
libres.

— Les gaz : corps très compressibles et même extensibles (dioxyde de carbone, Air,. . . ).
Les gaz se dilatent jusqu’à occuper toutes les parties du récipient qui le contient.

Pour les liquides on distingue deux classes :
— Les fluides parfaits : un fluide parfait est un fluide dont les molécules glissent les unes

sur les autres sans aucun frottement.
— Les fluides réels : un fluide réel est un fluide dont les molécules glissent les unes sur

les autres avec frottement.

2.2 Description d’un fluide en mouvement

2.2.1 Description de Lagrange
Cette méthode consiste à étudier les différentes quantités (p, ρ, températureT..etc) pour

chaque particule individuellement lors de son mouvement. Dans la description Lagrangienne,
on décrit le mouvement par les trajectoires des particules d’identités déterminées. L’identité
d’un particule est donnée par sa position initialeM0(x0, y0, z0). La description du mouvement
est donc de déterminer le vecteur position−→r (M0, t) à tout instant t pour toutes les particules
du fluide.
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−→r = −→r (M0, t)ou−→r = −→r M0(x0, y0, z0, t). (2.1)
C’est-à dire :

xi = xi(x0, y0, z0, t). (2.2)

Et

−→u = −→u (M0, t) = ∂−→r
∂t

(M0, t) = −→a = −→a (M0, t) = ∂−→u
∂t

. (2.3)

2.2.2 Description d’Euler

La méthode d’Euler consiste à décrire l’écoulement en donnant les composants de la
vecteur vitesse et autres quantités physique en chaque point de l’espace c’est -à-dire ,on fixe
un point dans l’espace et on remarque les variations des quantités liées aux particules du
fluide passant par ce point.

A l’instant t1, on détermine en M une particuleP1 de vitesse −→u et d’autres caractéristiques
physique K.

Et à L’instant t2 = t1 + ∂t, on trouve au même point M de l’espace, une autre particule P2
de vitesse et des caractéristiques physiques différentes.
Donc, on a en M et à l’instant t1

−→u = −→u (p1, t1) = −→u (x, y, z, t1). (2.4)

Et à l’instant t2, on a au même point M.

−→u = −→u (p2, t2) = −→u (x, y, z, t2). (2.5)
La méthode d’Euler consiste à décrire l’écoulement en donnant les composants de la vecteur

vitesse et autres quantités physique .
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2.3 dynamique des fluides

2.3.1 Débit
En génie thermique, il est essentiel de pouvoir connaître la quantité du fluide qui circule

à l’intérieur des différents éléments (gaines, pompes, tuyauterie,.. .). Par conséquent, il est
nécessaire de définir la notion de débit.

Considérons, par exemple, une conduite dans laquelle circule un fluide. On appellera section
de passage la surface à travers laquelle s’écoule le fluide.

Le débit est la quantité de matière (exprimée par une masse ou un volume) qui passe à chaque
unité de temps à travers cette section.

On distingue duex type de débits :

1. Débit volumique débit volumique à travers la section S par unité de temps.

défini par :qv = vmoy.S avec vmoyvitesse moyenne sur la section S.

Donnée par :
V =

∫ ∫
s

−→u .−→n ds. (2.6)

2. Débit massique c’est la quantité de fluide qui travers la section S par unité de temps.

défini par :qm = ρ.vmoy.S = ρ.qm.

et Donnée par :
m =

∫ ∫
s

∫
ρ−→u .−→n ds. (2.7)

2.3.2 La densité
La densité d’un corps est le rapport entre la masse volumique de ce corps et la masse

volumique d’un corps de référence.

d = masse volumique du fluide

masse volumique d′un fluide de référence = ρ

ρ ref
(2.8)

Les deux masses volumiques étant déterminées dans les mêmes conditions de température
et de pression.

— Pour les liquides, cette définition se traduit par la relation suivante :

dl = masse volumique du fluide

masse volumique d′un fluide d′eau
= ρ

ρ eau
(2.9)

— Pour les gaz, cette définition se traduit par la relation suivante :

dg = masse volumique du fluide

masse volumique d′un fluide de gaz
= ρ

ρgaz
(2.10)
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2.4 Quelques équations de la mécanique des fluides

2.4.1 Équation de continuité

Soit une partie d un fluide de masse volumique ρ délimitée par une surface fermée S
(de volume V). Soit dS un vecteur élémentaire de cette surface, orienté vers l’extérieur à la
Surface fermée.

La partie de fluide a une masse m =
∫ ∫

V

∫
ρdV .Le débit massique sortant de la surface S est

égal à
∫ ∫

s ρudS. La conservation de la masse s’écrit :

dms

dS
−
∫ ∫

s
ρ−→u dS = m =

∫ ∫
V

∫ ∂ρ

∂t
dV (2.11)

Où dms

dS
représente le débit massique de fluide interne au volume considéré, compté

positivement s’il s’agit d’une source et négativement s’il s’agit d’un puits.Compte tenu du
théorème d’Ostrogradsky pour transformer L’intégrale de surface en intégrale de volume.

∫ ∫
s

−→u =
∫ ∫

V

∫
diυ(ρ−→u )∂ρ

∂t
dV (2.12)

L’équation de conservation de la messe écrite :

dms

dS
=
∫ ∫

V

∫
diυ(ρ−→u ) + ∂ρ

∂t
dV (2.13)

L’égalité écrite ci-dessus est valide quel que soit le volume V considéré et l’intégrale est nulle,

ce qui conduit à l’expression locale de la conservation de la masse :

diυ(ρ−→u ) + ∂ρ

∂t
dV (2.14)

Deux cas particuliers sont alors à considérer :
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1. Si le fluide est incompressible la masse volumique ne change pas dans le temps et
l’équation de conservation de la masse se réduit à :

diυ(ρ−→u ) = 0 (2.15)

Pour un écoulement stationnaire ou non stationnaire. Cet écoulement est dit isovo-
lume.

L’équation (1.27) exprime la conservation du volume d’un élément de fluide au cours
de sa déformation par l’écoulement.

2. Le cas d’un écoulement stationnaire ∂ρ

∂t
= 0 alors :

diυ(ρu) = 0 = ρdiυu+ (u.∇)ρ. (2.16)

En dehors du cas 1, il existe la possibilité d’écoulements isovolumes tels que :(u.∇)ρ =
0, C’est-à-dire les variations de masse volumique sont orthogonales, en tout point, au
vecteur vitesse.

2.4.2 La masse volumique
La masse volumique est le rapport entre la masse m d’une matière et son volume v.

généralement elle est exprimée en Kg

m3 .

ρ = Masse

V olume
= m

v
(2.17)

Pour les liquides la masse volumique varie très peu avec la pression, mais plus sensiblement
avec la température. Les liquides sont appelés des fluides incompressibles.
Contrairement à celle des liquides, la masse volumique des gaz varie avec la pression et la
température. Les liquides sont appelés des fluides compressibles.
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2.5 Les écoulements des fluides
Dans la vie quotidienne, dans la nature et dans le domaine industriel, les écoulements sont

toujours présents. La circulation de l’oxygène dans notre organisme est l’un des exemples de
l’importance de l’écoulement dans la vie humaine.

2.5.1 Écoulement stationnaire

Les écoulements stationnaires (on dit aussi permanent), sont les écoulements dont les
composantes de vitesse sont indépendantes de la variable temps. Dans ce type des écoule-
ment on a :

∂tu = ∂tρ = ∂tT = ∂tp = 0 (2.18)

Un tel écoulement est possible lorsque le domaine, les forces massiques appliquées, les sources
de chaleur et les conditions de bord sont elles aussi indépendantes du temps. Par exemple
Les équations de Navier-Stokes stationnaires s’écrivent :

−ν∆u+ ρ(u.∇)u+∇p = f,
diυu = 0. (2.19)

2.5.2 Ecoulement parfait :
Un écoulement parfait est une approximation dans le cas ou les effets visqueux sont négli-

geable,et un fluide parfait possedant une viscosite rigroureusement nulle il n’y a implication
que un sens.

2.5.3 Écoulement incompressible

Un écoulement est dit incompressible lorsque le volume occupé par une masse donné
ne Varie pas en fonction de la pression extérieure sa masse volumique est constante.

ρ = cte. (2.20)
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2.5.4 Écoulement potentiel

On dit que l’écoulement est potentiel si sa vecteur vitesse est dérivé d’un potentiel C’est-
a-dire :

−→u = ∇φ. (2.21)

u = dφ

dx
, υ = dφ

dy
. (2.22)

La fonction φ(x, t) est le potentiel des vitesses.

2.5.5 Écoulement uniforme
L’écoulement uniforme implique deux conditions : la permanence et la continuité. L’écou-

lement est uniforme si la profondeur, la pente, la vitesse et la section droite demeurent
constantes sur une longueur donnée du canal (∂h

∂L
= 0; ∂v

∂t
= 0; etc.)

tel que :

— h=la profondeur d’eau.
— v=la vitesse.
— t=le temps.
— L=longueur du canal.

2.5.6 Écoulement irrotationnel

Un écoulement est appelé écoulement irrotationnel si :

rot−→u = 0. (2.23)

rot u=0.

Naturellement, un écoulement qui n’est pas irrotationnel est dit rotationnel. Un écoulement
potentiel est un écoulement irrotationnel. En effet, on a :

u = ∇φ =
(
∂φ

∂x
,
∂φ

∂y
,
∂φ

∂z

)
. (2.24)
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rotu =
(
∂

∂y

(
∂φ

∂z

)
− ∂

∂z

(
∂φ

∂y

)
,
∂

∂z

(
∂φ

∂x

)
− ∂

∂x

(
∂φ

∂z

)
,
∂

∂x

(
∂φ

∂y

)
− ∂

∂y

(
∂φ

∂x

))
. (2.25)

2.6 Ligne et Fonction de courant
lignes de courant

On appelle ligne de courant la courbe qui, en chacun de ses points,est tangente au vecteur
vitesse. Son équation différentielle s’écrit :

dx

u(x, y, t) = dy

v(x, y, t) (2.26)

Fonction de courant

si on considére l’écoulement incompressible(i.e.Dρ
Dt

= 0)alors l’équation de continuité sera
donnée :

div−→u = 0 (2.27)
ou encore :

∂u

∂x
+ ∂v

∂t
= 0 (2.28)

Nous présentons une nouvelle fonction ψ de x et y que l’on appelle fonction de courant,
vérifiant :

u = ∂ψ

∂x
, v = −∂ψ

∂x
(2.29)
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Les surfaces définies par ψ = cte sont des lignes de courant, en effet, la différentielle
exacte de est donne :

dψ = ∂ψ

∂x
dx+ ∂ψ

∂y
dy = −vdx+ udy (2.30)

Puisque ψ = cte, alors ∂ψ = 0, on trouve l’équation de la ligne de courant d’après (2.29).

Soient,C une courbe fine qui part d’un ligne de courant vers autre caractérisée par
ψ = ψ1etψ = ψ2 respectivement.

Soient−→n un vecteur unitaire normale à C et orienté dans le Sens de l’écoulement, le flux à
travers C donné par :

Q =
∫
C

−→u .−→n =
(∫

C
−u∂y

∂t
+ v

∂x

∂t

)
=
∫
C

(vdx− udy)dt (2.31)

D’où :

Q =
∫
C

(
∂ψ

∂x
dx+ ∂ψ

∂y
dy

)
=
∫
C
dψ (2.32)

Par conséquent :

Q = ψ1 + ψ2 (2.33)

2.7 Equations diférentielles des fonctions φetψ
soit un écoulement bidimensionnel, irrotationnel et stationnaire d’un fluide incompressible

non-visquex.Puisque :

−→u = −−→gradφ (2.34)
Et :

duv−→u = 0 (2.35)
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Il vient que :

div
(
grad
−→
φ
)

= 0 (2.36)
D’où :

∂2φ

∂x2 + ∂2φ

∂y2 = 0 (2.37)

C’est-à-dire :

∆φ = 0 (2.38)
De même,d’après :

−→u = (u, v) =
(
−∂φ
∂x

,
∂φ

∂y

)
(2.39)

Et :

rot−→u = 0 (2.40)
On trouve :

∂u

∂y
= ∂v

∂x
(2.41)

D’ou :

∂2ψ

∂x2 + ∂2ψ

∂y2 = 0 (2.42)

C’est–dire :

∆φ = 0 (2.43)

D’où, la fonction potentielle φ et la fonction ligne de courant ψ et vérifient L’équation de
Laplace. Un écoulement bidimensionnel, irrotationnel et stationnaire d’un fluide incompres-
sible, non visqueux est écoulement potentiel.
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2.8 Conservation de l’énergie du fluide

Nous allons évaluer l’évolution temporelle de l’énergie cinétique d’un élément de fluide
de volume unité et de masse, en nous limitant aux écoulements de fluides incompressibles :

∂

∂t

(
ρu2

2

)
= ρui

∂ui
∂t

(2.44)

En utilisant l’équation de mouvement pour exprimer la dérivée eulérienne de la vitesse,(1.29)
devient :

∂

∂t

(
ρu2

2

)
= ρuiuj

∂ui
∂xj

+ ui
∂σi,j
∂xj

+ uifi (2.45)

Soit, en décomposant le tenseur des contraintes comme précédemment en une partie isotrope−pδi,j
,et en un déviateur di,j :

∂

∂t

(
ρu2

2

)
= uj

∂

∂xj

(
ρu2

2 − p
)

+ ∂uidi,j
∂xj

− di,j
∂ui
∂xj

+ uifi (2.46)

Ou bien, en notation vectorielle :

∂

∂t

(
ρu2

2

)
= u.∇

(
ρu2

2 − p
)

+∇.(u.d)− d.∇u+ u.f (2.47)

Enfin, en tenant compte de la condition de compressibilité (∇.u = 0), nous pouvons mettre
le premier terme du membre de droite de (1.32) sous la forme d’une divergence, soit :

∂ec
∂t

= ∇
[
u∇

(
ρu2

2 − p
)

+ u.d

]
− d.∇u+ u.f (2.48)
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Réécrivons cette équation d’évolution de l’énergie cinétique sous forme intégrale, en Intégrant
chacun des termes sur un volume V fixe et en utilisant le théorème de la divergence :

∂

∂t

(∫
V
ecdV

)
=
∫
S

ρu2

2 u.ndS +
∫
S
(σ.u).ndS +

∫
V
u.fd

∫
S
dV − σ.∇udV (2.49)

Quelle est la signification physique des différents termes :

1. le premier terme du second membre est le flux d’énergie cinétique ”convectée” par
l’écoulement á travers la surface S.

2. le second terme est le travail,par unité de temps,des contraintes exercées sur la Surface
S.

3. le troisième terme est le travail, par unité de temps, des forces en volume.

4. enfin, le quatrième terme est associé à la déformation du volume V. Il représente
l’énergie dissipée par viscosité lors de cette déformation.

2.9 Equation du mouvement des fluides
Par la relation fondamentale de la dynamique, la variation temporelle de la quantité de

mouvement d’un élément de volume V est égale à la somme des forces qui s’exercent sur cet
élément de volume, soit :

d

dt

∫
V

[ρudx] =
∫
V
fdx+

∫
Σ
σ.nds (2.50)

Où est la surface délimitant le volume V, ds est un élément de surface de normale n, f est la
force exercée par unité de volume et σ le tenseur des contraintes. La masse de l’élément de
fluide ρdx reste constante dans ce mouvement. Il est donc possible d’écrire :

d

dt

∫
V

[ρudx] =
∫
V
ρ
du

dt
dx (2.51)

L’intégrale des forces de surface peut s’écrire, á l’aide du théorème d’Ostrogradsky sous la

forme
∫
V diυσdx. En faisant tendre le volume V vers zéro l’équation de mouvement devient :

ρ(∂tu+ (u.∇)u) = f + diυσ (2.52)
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2.10 Les équations de Stokes
L’équation de Navier-Stokes :

{
−ν∆u+ ρ(u.∇)u+∇p = f,

diυu = 0 (2.53)

En négligeant dans l’équation de Navier-Stokes incompressible stationnaire les termes pro-

portionnels à la masse volumique du fluide (u.∇)u,on obtient l’équation de Stokes :

{
−ν∆u+∇p = f,

diυu = 0. (2.54)

Plus la vitesse de l’écoulement est petite en regard des dimensions de Ω et de la valeur de la

viscosité, plus le modéle de Stokes est une approximation valable des équations de Navier-
Stokes. La différence fondamentale entre les deux équations est que le terme non linéaire en
vitesse a disparu, l’équation de Stokes est une équation aux dérivées partielles linéaire.

2.11 Théorème de Bernoulli
Le théorème de Bernoulli est une application de la conservation de l’énergie au cas des

fluides en mouvement.

Premier théorème de Bernoulli

Dans un écoulement stationnaire, le long d’une trajectoire on a conservation de la charge

H = p̂

ρg
+ u2

2g = z + p

ρg
+ u2

2g = Cont. (2.55)

p̂ = p+ ρgz.

Second théorème de Bernoulli

Dans un écoulement potentiel l’équation d’Euler s’écrit :
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ρ

[
∇
(
∂φ

∂t

)
+∇u

2

2

]
= −∇p̂ (2.56)

⇔ ∂φ

∂t
+ u2

2 + p̂

ρ
= ∂φ

∂t
+ u2

2 + p

ρ
+ gz = ∂φ

∂t
+ gH (2.57)

2.12 Utilisation de la théorie de la variable complexe.
Soiet φetψ la fonction potentielle et la fonction de courant respectivement d’ un écoule-

ment potentiel bidimensionnel. On rapport le plan d’écoulement au plan complexe en écrivant
z = x+ iy,puis on définit la fonction complexe f(z)par :

f(z) = φ+ iψ (2.58)

Tel que :i2 = −1. f(z) est appelé le potentiel complexe de L’écoulement.

puisgue la partie réelle et la partie imaginaire de f(z) vérifient L’équation de Laplace , de
plus ona :

u = −∂φ
∂x

= −−∂ψ
∂y

, v = −∂φ
∂y

= ∂ψ

∂x
. (2.59)

Alors les relations de Cauchy-Riemann :

∂φ

∂x
= ∂ψ

∂y
,
∂φ

∂y
= −∂ψ

∂x
(2.60)

La théorie des variables complexes offre une méthode, trés puissante pour obtenir des solutions
de quelques écoulement.Si le plan (x, y) est considéré comme plan de z = x+iy la fonctionf(z)
sera analytique dans le domaine de l écoulement De plus La vitesse complexe est définie par :
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∂f

∂z
= ∂φ

∂x
+ i

∂ψ

∂y
= u+ iv. (2.61)

Sera aussi analytique le plan de l’écoulement. Cette très importante propriété va nous para-
métré d’utiliser, par la suite, la théorie des fonctions analytiques complexe pour ré- soudre
notre problème considéré.
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CHAPITRE 3
PROBLÈME UN ÉCOULEMENT À SURFACE

LIBRE

3.1 Théorie des lignes de courants libre
La théorie des lignes de courants libre consiste à étudier les problèmes d’écoulement

potentiel, limité par des parois rigides rectilignes et des lignes de courant libre de formes
inconnues, sur les quelles la pression est supposée constante.
Si les lignes de courant libres ne sont pas présentes et les effets de gravité sont négligées, la
région d’écoulement dans le plan physique est un polygone. Aussi les lignes de courants libres
présentes et les effets de gravité ainsi que les effets de la tension de surface sont négligés,
la région d’écoulement peut être transformée par une transformation conforme à une région
polygonale Cette région est un parfait du plan hodographe défini :

Ω =
(

1/df
dz

)
. (3.1)

Dans le cas où l’écoulement est délimité partiellement par des surfaces libres on donne la
méthode de résolution introduite par Kirchhoff (1869). L’idée est d’introduire la fonction
complexe définie par :

Ω = log
(
U/

df

dz

)
= log

(
U

u− iv

)
= log

(
U

q

)
+ iθ. (3.2)

Où f = φ + iψ,
df

dz
= u + iv, q =

√
u2 + v2, (u, v) sont les composantes du vecteur vitesse

suivant de l’axe x et l’axe y respectivement,θ est l’angle que fait le vecteur vitesse avec l’ho-
rizontale et U la vitesse de référence :
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— La partie réelle de Ω est constante sur la ligne de courant libre, ie.log
(
u

q
= cte

)
.

— La partie imaginaire de Ω est constante sur chaque paroi rectiligne, i.e.θ = cte.
Par conséquent, L’écoulement est représenté par une figure plane de cotés rectilignes (poly-
gone) note Ω.

A l’aide de transformation de Schwarz-Christoffel, le domaineΩ polygonal est transformé en
un demi plan supérieur de la variable auxiliaire λ , Ainsi, dans le plan λ l’écoulement est
uniforme représenté par la fonction potentielle F (λ) = cλ Pour illustrer ce qui précède, on
donne quelques propriétés de la transformation conforme de Schwarz-Christoffel.

3.1.1 Transformation de Schwartz-Christoffel.
On considéra un polygone [Figure (3.1)] dans le plan Ω, ayant pour sommetsA1, A2, ....., An

et pour angle intérieurs respectivement α1, α2, ....., αn. soit A1, A2, ....., An les point corres-
pondant respectivement à λ1, λ2, ....., λnde l’axe réel du plan des λ [figure(3.2)].

Transformation de Schwarz-Christoffel, transforme L’intérieur d’un polygon en demi-plan
supérieur (ou inférieur) d’un autre plan. La transformation est donnée par :

dΩ
dλ

= α(λ− λ1)
α1

π
−1

(λ− λ2)
α2

π
−1
.....(λ− λn)

αn
π
−1

(3.3)

Ou bien :

Ω = α
∫

(λ− λ1)
α1

π
−1

(λ− λ2)
α2

π
−1
.....(λ− λn)

αn
π
−1
dλ+ β (3.4)

Ou αetβ sont des constantes complexes. On notera que :

1. Parmi les points λ1, λ2, ....., λn On peut en choisir trois arbitrairement.
2. Les constantes αetβ déterminent la taille, l’orientation et la position du polygone.
3. Il est commode de choisir un point, par exemple λn, à l’infini, cas dans lequel facteur

de (3.4) n’existe pas.
4. Des polygones infinis non fermés peuvent être considérés comme des cas imités de

polygones.

27



Figure 3.1 – plan de Ω
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

Figure 3.2 – plan de λ
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
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3.2 Position du problème
On considére un écoulement potentiel bidimensionnel d’un fluide incompressible et non-

visqueux,dans un trapèze isocèle, qui forme avec l’axe horizontale (OX)un angle β = π

3 .On
note l’écoulement dans ABCDEF avec La courbe GHIJK quiest la surface libre.

Loin du domaine BCDE,l’écoulement est uniforme de vitesse constante U0et de profondeur
constant L.

sur la surface libre,puisque les tensions de surface sont négligées,l’équation de Bernoulli
donne :

1
2q

2 + P

ρ
= cte (3.5)

où q est la vitesse ,P est la pression etρ est la densité du fluide.La pression est constante

sur la surface libre,donc l’équation de Bernoulli devient

q = cte

sur la surface libre.

On rapporte le plan d’écoulement dans le repére (Oxy) au plan complexe de la variable
z = x+ iy pour pouvoir résoudre les problème.Dans ce plan,la fonction f = φ+ iψ où φ
est la fonction potentielle,ψ est la fonction ligne de courant sont analytique de la variable z.
notre problème est

∆φ = 0 dans le domaine de les écoulement
1
2

(
∂φ

∂x

)2

+ 1
2

(
∂φ

∂y

)2

+ P

ρ
= cte sur la surface libre.

(3.6)
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Figure 3.3 – plan z
Schéma d’un écoulement bidimensionnel d’une dépression trapèze
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3.3 Solution exacte
Dans notre problème, nous avons un écoulement délimité par un fond rigide trapéze

ABCDEF et une surface libre (GHIJKL).on néglige les tensions de surface et les forces de
gravité, une solution exacte peut etre calculée en utilisant la transtormation hodographe et
la transtormation de Schwartz- Christoffel.pour trouver la solution de ce problème nous ef-
fectuons les etapes suivantes :

1ére étape
La transformation hodographe Ω transforme le domaine d’ecoulement réel dans le plan

(x, y) en un domaine d’écoulement de frontière polygonale dans le plan
(

log U0

q
, θ

)
, [figure(3.3)] .

2eme étape : La trànsformation de Ω à λ
Par la transformation de Schwartz- Christoffel, le domaine d’écoulement dans le plan Ω

est transtormé en un demi plan supérieiur de la variable complexe λ [figure(3.2)] . Les points
correspondants :

Les points la variable complexe λ
A=G λ = −1
B λ = −a
C λ = −1

3
S λ = 0
D λ = 1

3
E λ = a
H λ = −b

F=K λ = 1
J λ = b
I λ =∞
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On trouve la repésentation conforme suivante :

dΩ
dλ

= α (λ2 − b2)

λ
(
λ2 − 1

9

)
(λ2 − a2)

√
λ2 − 1

(3.7)

l’orsqu’on déplace de la ligne BC à la ligne DE on fait un saut de 4π dans le plan Ω.

donc :

lim
λ−→0

λ
dΩ
dλ

= 4
3 . (3.8)

on trouve alors la valeure du paramétre α :

α = −4ia2

27b2 (3.9)

qui nous donne l’integration suivante :

Ω(λ) = −4ia2

27b2

∫ (λ2 − b2)

λ
(
λ2 − 1

9

)
(λ2 − a2)

√
λ2 − 1

dλ+ γ. (3.10)

γ une constante d’intégration.
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En fait une changement de variable :

h =
√
λ2 − 1 (3.11)

on obtient :

Ω(h) = −4ia2

27b2

∫ (h2 + 1− b2)dh

(h2 + 1)(h2 + 8
9)(h2 + 1− a2)

+ γ (3.12)

d’où :

Ω(h) = −4ia2

27b2

∫ dh

(h2 + 8
9)(h2 + 1− a2)

− b2
∫ dh

(h2 + 1)(h2 + 8
9)(h2 + 1− b2)

+ γ (3.13)

donc :

Ω(λ) = −4ia2

27b2


9(a2 − b2)

a2(9a2 − 1)(a2 − 1) arctan
(√

λ2 − 1√
1− a2

)

−81(1 + 9b2)
8(9a2 − 1) arctan

(
3
√
λ2 − 1√

8

)
− 9b2

a2 arctan
(√

λ2 − 1
)
+ γ (3.14)

Puisque :

arctan
(√

λ2 − 1√
1− a2

)
= 1

2i log
(√

1− a2 + i
√
λ2 − 1√

1− a2 − i
√
λ2 − 1

)
(3.15)

Et

arctan
(

3
√
λ2 − 1√

8

)
= 1

2i log
 √8 + 3i

√
λ2 − 1

√
8− 3i

√
(λ2 − 1)

 (3.16)

Et :
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arctan
(√

λ2 − 1
)

= 1
2i log

1 + i
√

(λ2 − 1)

1− i
√

(λ2 − 1)

 (3.17)

Au point S(λ = b).l’orsqu’on le déplace de la ligne IJ à la ligne JK on fait un saut de 2π dans
le plan Ω.
donc :

lim
λ−→a

(
(λ− a)dΩ

dλ

)
= 1

3 . (3.18)

donc :
b =

√
8

9(2 +
√

5)
Où remplace rolations, on trouve :

Ω(λ) = log


(√

8 + 3i
√

(λ2 − 1)
√

8− 3i
√

(λ2 − 1)

)6 + 3(9a2 − 1)
√

1− a2 − 54a2

8(9a2 − 1)
(√

(1− a2)− i
√

(λ2 − 1)√
(1− a2) + i

√
(λ2 − 1)

) 1
3
√

1− a2
(

1 + i
√

(λ2 − 1)

1− i
√

(λ2 − 1)

)2
3

+γ

Pour λ = 1 on a : Ω = 0 alors γ = 0,donc :

On sait que Ω(λ) = log
(
U0.

dz

df

)
,alors :

U0.
dz

df
=


(√

8 + 3i
√

(λ2 − 1)
√

8− 3i
√

(λ2 − 1)

)6 + 3(9a2 − 1)
√

1− a2 − 54a2

8(9a2 − 1)
(√

(1− a2)− i
√

(λ2 − 1)√
(1− a2) + i

√
(λ2 − 1)

) 1
3
√

1− a2
(

1 + i
√

(λ2 − 1)

1− i
√

(λ2 − 1)

)2
3


(3.19)

3éme étape
Le domaine d’écoulement réel dans le plan z est transformé à une bande de largeur TU0

dans le plan de la variable f = φ+ iψ, en choisissant ψ = 0 sur la ligne de courant (AB, BC,
CD, DE,EF) et φ = 0 ainsi que ψ + TU0 sur la surface libre GHIJKL.
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4éme étape : La transformation de f à λ
En utilisant la transtormation de Schwartz-Christotfel, on transtorme la bande de largeur

TU0 du plan f en demi plan supérieur de la variable λ, où la correspondance des points A,S
et F est donnée par :λ = −1,λ = 0,λ = 1

d’où :
df

dλ
= M

(λ2 − 1) (3.20)

donc :

f(λ) = M
∫ 1

(λ2 − 1)dλ+N (3.21)

alors :

f(λ) = M

2 log
(
λ− 1
λ+ 1

)
+N (3.22)

M et N sont constantes à déterminer.

Lorsque :

— Si : λ −→ 1(point F) alors :f = iLU0 −→ N = iLU0.

— Si : λ −→ 0(point S) alors :f = 0 −→M = −2LU0

π
.

On déduit la fonction :
f(λ) = −2LU0

π
log

(
1 + λ

1− λ

)
(3.23)

ou bien :

λ = e

(
πf

LU0

)
− 1

e

(
πf

LU0

)
+ 1

(3.24)

Par conséquent :

df

dλ
= −2LU0

π

1
(λ2 − 1) (3.25)
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Figure 3.4 – plan λ
Transformé du plan λ par la transformation de Schwartz − christoffel

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

Figure 3.5 – plan Ω
Transformé du plan z par la transformation de kirchhoff

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

Figure 3.6 – plan f
Transformé du plan z par l’application du f = Φ + iΨ

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

36



5eme étape : La solution.

En utilisant la relation U0
dz

dλ
= U0

dz

df
.
df

dλ
.

on obtient :

U0
dz

dλ
= −2LU0

π


1

(λ2 − 1)

(√
8 + 3i

√
(λ2 − 1)√

8− 3i
√

(λ2 − 1)

)6 + 3(9a2 − 1)
√

1− a2 − 54a2

8(9a2 − 1)

×
(√

(1− a2)− i
√

(λ2 − 1)√
(1− a2) + i

√
(λ2 − 1)

) 1
3
√

1− a2
(

1 + i
√

(λ2 − 1)
1− i

√
(λ2 − 1)

)2
3


(3.26)

Alors :

dz

dλ
= −2L

π


1

(λ2 − 1)

(√
8 + 3i

√
(λ2 − 1)√

8− 3i
√

(λ2 − 1)

)6 + 3(9a2 − 1)
√

1− a2 − 54a2

8(9a2 − 1)

×
(√

(1− a2)− i
√

(λ2 − 1)√
(1− a2) + i

√
(λ2 − 1)

) 1
3
√

1− a2
(

1 + i
√

(λ2 − 1)
1− i

√
(λ2 − 1)

)2
3


(3.27)
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Pour obtenir la solution du problème,on élimine la variable auxiliaire λ des deux relation
(3.19)et (3.24),ainsi on oboutit à une relation entre f et z sera établie :

z(λ) = −2L
π

∫


1
(λ2 − 1)

(√
8 + 3i

√
(λ2 − 1)√

8− 3i
√

(λ2 − 1)

)6 + 3(9a2 − 1)
√

1− a2 − 54a2

8(9a2 − 1)

×
(√

(1− a2)− i
√

(λ2 − 1)√
(1− a2) + i

√
(λ2 − 1)

) 1
3
√

1− a2
(

1 + i
√

(λ2 − 1)
1− i

√
(λ2 − 1)

)2
3


dλ+ z0 (3.28)

− 1 < λ < 1 (3.29)

avec z0 constante à déterminer.

Sur la surface libre, f = φ − iLU0 ;−∞ < φ < +∞, donc la forme de la surface libre est
donnée par :

x(Φ) = Real


−2L
π

∫


1
(λ2 − 1)

(√
8 + 3i

√
(λ2 − 1)√

8− 3i
√

(λ2 − 1)

)6 + 3(9a2 − 1)
√

1− a2 − 54a2

8(9a2 − 1)

×
(√

(1− a2)− i
√

(λ2 − 1)√
(1− a2) + i

√
(λ2 − 1)

) 1
3
√

1− a2
(

1 + i
√

(λ2 − 1)
1− i

√
(λ2 − 1)

)2
3


dλ+ z0


(3.30)

Et

y(Φ) = Image


−2L
π

∫


1
(λ2 − 1)

(√
8 + 3i

√
(λ2 − 1)√

8− 3i
√

(λ2 − 1)

)6 + 3(9a2 − 1)
√

1− a2 − 54a2

8(9a2 − 1)

×
(√

(1− a2)− i
√

(λ2 − 1)√
(1− a2) + i

√
(λ2 − 1)

) 1
3
√

1− a2
(

1 + i
√

(λ2 − 1)
1− i

√
(λ2 − 1)

)2
3


dλ+ z0


(3.31)

λ = e

(
πf

LU0

)
− 1

e

(
πf

LU0

)
+ 1

, dλ = 2π
LU0

e

(
πf

LU0

)
e
(
πf

LU0

)
+ 1


2df

f = Φ + iLU0 −∞ < Φ < +∞

(3.32)
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Si : a = 2
3

donc La forme :

∫


1
(λ2 − 1)

√8 + 3i
√

(λ2 − 1)
√

8− 3i
√

(λ2 − 1)


−6 +

√
5

8
√5− 3i

√
(λ2 − 1)

√
5 + 3i

√
(λ2 − 1)


√

5
5
1 + i

√
(λ2 − 1)

1− i
√

(λ2 − 1)


2
3

 dλ
(3.33)

est une intégrale qu’on ne puet pas la résoudre par les méthodes d’intégrations connues. En
l’intégrant numériquement, on obtient la surface libre.
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Figure 3.7 – Forme de la surface libre
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
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CONCLUSION GÉNÉRALE ET PERSPECTIVES

Les équations de Navier-Stokes ont de grande importance dans la mécanique des fluides,
car elles décrivent le mouvement de fluide.En générales elles ont des solutions particulières
pour plusieurs problèmes en physique et en science de l’ingénieur.
Dans ce travail, on a traité un problème non-linéaire qui est un écoulement potentiel bidi-
mentionnel d’un fluide parfait dans un trapèze isocèle qui fait un angle β = π

3 avec l’axe
horizontale (OX). Où on a déterminé analytiquement sa solution exacte (forme de la surface
libre) en négligéant les effets de la tension de la surface et les forces de la gravité,avec l’uti-
lisation de la méthode des lignes de courants basée sur la transformation hodographe et la
transformation de Schawartz-Christoffel. Nous envisagerons les perspectives, qu’ils ouvrent
d’un point de vue des futures travaux comme par exemple la résolution numérique de ce
type des problèmes en considérant les effets de la tension de la surface et les forces de la gra-
vité. Aussi le changement de la géométrie du domaine ou l’état de lfécoulement (écoulement
rotationnel, tridimensionnel, ....etc...)

41



ANNEXE

Transformations conformes
Soit f une fonction de variable complexe de le plan Z vers le plan W.

Une transformation f(z) = west conforme, si l’angle entre deux courbes du plan Z est égale
à l’angle qu’il y a entre les images de ces courbes dans la plan W.
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’ une transformation soit conforme est que la
fonction f(z) soit analytique.

Quelques transformations générales
Translation.

w = z + x (3.34)

par cette transformation les figures du planzsont déplacées ou transilatées dans la direction
du vecteur β.

Rotaion.

w = exp(iθ)z (3.35)

par cette transformation les figures des z subissent une rotation d’angle θ.
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Homothétie.

w = az (3.36)

par cette transtormation les figures sont dilatées si a supéreure 1

Transformation homografique.

w = αz + β

γz + δ
, αδ − βγ 6= 0. (3.37)

est appelée transformation homografique.Cette transformation puet être considérée comme
le produit de transformation telles que translation, rotation, homothétie.
La transformation est définie par la donnée de trois points distincts du plan des z et de leurs
trois points transformés le plan des w, l’un d’éntre peux être a l’infini t.q : α, β, γ, δ des
nombres complexes.

Méthode de Simpson
La méthode d’intégration de simpson est basé sur une division de l’intervalle de dérivation

[a, b] en sous intervalles de taille fixe h. et ensuite de diviser la longueur h en 3. Tel que :

Is(f) =
∫ b

a
f(x)dx = h

3 [f(x1) + 4f(x2) + 2f(x2) + · · ·+ 4f(x2i) + 2f(x2i+1) + · · ·+ f(xn + 1)]
(3.38)

Is(f) =
∫ b

a
f(x)dx = h

3

f(x1) + f(xn + 1) + 4
∑

(i−paire)
f(xi) + 2

∑
(i−impaire)

f(xi)


Le programme Matlab suivant correspond à l’exemple de : f(x) = 3x2 + 2x.

Programme Matlab

functionI = Simpson(a, b, n)
h = (b− a)/n;
x = [a : h : b];
f = 3 ∗ x.2 + 2 ∗ x;
I = f(1) + f(n+ 1);

43



for i = 2 : 2 : n
I = I + 4 ∗ f(i);
end
for i = 3 : 2 : n
I = I + 2 ∗ f(i);
end
I = h/3 ∗ I;

en exécutant ce programme sur l’intervalle [1, 2] avec 8 sous intervalles :

>> I = Simpson(1, 2, 8)
I =

10

On remarque que le résultat pour ce programme est très précis.
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