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Résumé

Dans notre thése qui s’intitule espace de Hardy, nous avons étudié quelques résultats prélim-
inaires que nous utiliserons dans la suite et nous avons donné la définition et quelques pro-
priétés principales de ces espaces, puis nous avons fait la caractérisation par la fonction

maximale et appliqué des applications dans cette espace.

Mots clés. L’espace H?, I'espace LP, la fonction maximale, atome, molécule, opérateurs

multiplicateurs de Fourier.
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Introduction

En analyse complexe, les espaces de Hardy (ou classes de Hardy) H? sont certains espaces de
fonctions holomorphes sur le disque unité ou demi-plan supérieur. Ils ont été introduits par
Frigyes Riesz (Riesz 1923), qui eux, nommé aprés G.H Hardy. En analyse réelle les espaces
de Hardy sont certains espaces de distributions sur la droite réelle, qui sont (dans le sens des
distributions) les valeurs limites des fonctions holomorphes des espaces complexes Hardy et
sont liées a des espaces LP de I'analyse fonctionnelle. Pour 1 < p < oo ces véritables Hardy
HP espaces sont certains sous-ensembles de LP, tandis que pour p < 1 les espaces L” ont des

propriétés indésirables et les espaces de Hardy sont beaucoup mieux comportés.

Les espaces de Hardy ont un certain nombre d’applications dans I’analyse mathématique
elle-méme, ainsi que dans la théorie du controle (telles que H> méthodes) et en théorie de

la diffusion.
Pour résoudre ce probléme, nous avons préparé une thése intitulée espace de Hardy.
La these se divise en quatre parties:

Dans la premiere partie on donne quelques rappelés sur les espaces L?, £, et nous définis-
sons la fonction maximale de Hardy-Littlewood et des autre définitions que nous utiliserons

dans la suite.

Dans la deuxiéme partie on donne la définition de ces espaces puis on donne quelques

propriétés pour ces espaces.

Dans la troisiéme partie on donne une caractérisation par la fonction maximale pour ces

espaces, puis nous défffinisons les molécules.



Introduction

Dans la quatriéme partie on applique des applications dans cet espace comme la convo-

lution, opérateurs multiplicateurs de Fourier.



Chapitre 1

Quelques résultats préliminaires

Dans ce chapitre, nous parlons des concepts de base qui touchent directement a la question
de T'objet du recherche selon les chapitres suivants, qui nous rend conscients de concepts
différents avec un des éléments constitutifs directs de la recherche en cours, qui traite de la

question d’espace de Hardy.

1.1 Espaces L (Q}) et ¢,

Définition 1.1.1. Soit 0 < p < oo et Q C R™. On pose
LP(Q) = {f: Q2 — C telle que f mesurable et ||f | L? ()| < oo}, avec

(fQ \f(x)\”dx)% si 0<p<oo

supess|f(z)] si  p=o0.
HISY)

LF T L2 (D) =

Si 2 = R", on pose L? (R") = L7 et || | 2 (R")| = | fIl.
Les espaces L? (€2) sont des espaces de Banach pour 1 < p < oc.
Théoréme 1.1.2. (Inégalité de Holder). Soient f € LP et g € L”, avec 1 < p < 0o et

%+z%:1' Alors f-ge L' et

1= glly < 1[£11, gl -
1

Théoréme 1.1.3. (Holder généralisé). Soit 0 < p,q,t < oo tel que 5= é + % Alors



1.2. Fonction maximale de Hardy-Littlewood

1S - gll, <I1f1lg gl

Théoréme 1.1.4. Soit 1 <p<q<+00
Si 1 (Q) < 400 alors L1(Q) C LP () de plus

1£1, < (e (@) 111,
Théoréme 1.1.5. (Inégalité de Minkowski). Soient f, g € LP, avec 1 < p < oo. Alors
fH+gelPlet
If +gll, <1, + llgll, -

Définition 1.1.6. Soient f, g € L'. Le produit de convolution f * g est definie par

f*glz) = f@—ymwwyzj‘mx—wﬂw@.

R n

Définition 1.1.7. Soit 0 < p < oo. On pose

0, = {{fj}jZO C C, telle que H{fj}j20 16, < oo} ,

avec
1
(Z2l6l7)" si 0<p<o,

SUPjeN, |fJ| s1 Db =00,

Théoréme 1.1.8. 57 0 < p < q < o0, alors on a {, — {,.

|52 is0 16

1.2 Fonction maximale de Hardy-Littlewood

Nous allons commencer a donner la définition de la fonction maximale Hardy-Littlewood,

qui joue un roéle trés important en analyse harmonique.

Définition 1.2.1. Supposons que f est une fonction localement intégrable sur R”,

i.e.f € L} . Pour tout € R", la fonction maximale de Hardy-Littlewood M f est définie

loc*

par

M) =sup o [ 1 =)l dy (1:2.1)

ly|<r



1.2. Fonction maximale de Hardy-Littlewood

M est aussi appelé 'opérateur maximale de Hardy-Littlewood.

Parfois, nous avons besoin d’utiliser les fonctions maximales suivantes. Pour tout f €

LL (R") et z € R™,

loc

./\/lf(x) =sup ———— |Q T / y)| dy, (1.2.2)

r>0
Q(z,r)
ou et ci-dessous, Q(z,r) désigne le cube de centre = et avec longueur r. |E | indique la

mesure de Lebesgue de I’ensemble E. Plus généralement,
M f(x) —sup |Q!/|f )| dy, (1.2.3)

lorsque la supremum est pris sur tous les cubes ou boules () contenant x.
Remarque 1.2.2. Par (1.2.1)-(1.2.3), il est facile de voir qu'’il existe constantes C;
(1=0,1,2,3) dépendant que de la dimension n tel que

CoMf(z) < CLMf(x) < CoMf(z) < CsMf(x) (1.2.4)

pour tout x € R".
Remarque 1.2.3. La fonction maximale de Hardy-Littlewood M n’est pas bornée sur
L' (R™).

Nous ne considérons le cas n = 1. Prenez f(x) = x[1)(%), alors pour tout z > 1, on a

> / Iy
/Mf(x)d:p > 7Mf(x)dx > 7%@ ~ %
R 1 1

Alors la fonction maximale M n’est pas bornée sur L' (R").

donc

Remarque 1.2.4. La foncion maximale M est bornée sur L (R"), on vérifier que

IMfll <[ fllo s on a

/ Fldy < Il / Q. Mevrso0
B(z,r) B(z,r)
Bla, ) 1]l



1.3. Espace S'(R")

on divise sur |B(z,r)| donc

1

—_— d .
Bl o, T < 1

Alors
IMFlloo < 1l -

Théoréme 1.2.5. Soit f une fonction mesurable sur R".

(a) Si f € LP(R™), alors M [ est finie presque-partout .

(b) Si f € LYR™), alors pour tout X\ > 0, il existe une constante C = C(n) > 0 telle
que:
C
A

{z e R" : Mf(z) > A < £l -

() St f e LP(R™), (1 < p < o0) alors Mf € LP(R"), il existe une constante C' =
C(n,p) > 0 telle que |[Mf], < Cf]],-
Preuve. Voir [2, page 66].

1.3 Espace S (R")

Définition 1.3.1. Soit E un espace vectoriel sur le corps k

Une quasi norme sur E est une application P : F— R, vérifiant:

1) P(af) =la| P(f), Vaek,Vf e E.

2) P(f)=0< f=0,Vf€E.

3) P(f+9) <C(P(f)+P(g)), C>1,VY(fg) € E.

Définition 1.3.2. On dit qu’une fonction ¢ : 2 — C est & décroissance rapide si pour
tout m € N limp,_.o [2]" ¢ () = 0. On dit que la fonction ¢ € C*°(R") appartient &
I'espace S(R™) de Schwartz si pour tout a € N 0%p est a décroissance rapide. Il est

équivalent a dire que les quantités suivantes

Ny(p)= D sup |2 ()],
Ia\ﬁpylﬁ\SPIER

sont finies pour tout p € N.



1.3. Espace S'(R")

Remarque 1.3.3. On peut démontrer que ¢ € S(R") si seulement si

lells = sup (1 +]a])" [0%p(x)| < oo.
|BI<k,zER™

Définition 1.3.4. Une forme linéaire T' définie sur I'espace S(R™) est dit une distribu-
tion tempéré, ce qu'on note T € S’ (R™) ¢’ existe k € N telle que, pour tout ¢ € S(R™) on

a

(T o)l < e llells -
Exemples 1.3.5. Soit 1 < p < co. Alors L? (R*) ¢ S' (R").

Définition 1.3.6. Soit f € S(R"), on appelle transformation de Fourier de f, la fonction
A
f ou Ff définie pour & € R™ par:

A

Fi(e) = 1€ = n) " [ expl-ing) f(o)do

\
et f ou Flf sa transformée de Fourier inverse.

Lemme 1.3.7. (Weitney). Soit F' un ensemble fermée non vide dans R". Alors
son comlémentaire () est l'union d’une suite des cubes @y, dont les faces son paralléles aux
axes, dont les intérieurs sont mutuellement disjoints et dont les diamétres sont sensiblement
proportionnelles a leurs distances o partir F'. Plus explicitement:

i) Q=CF=1U2,Q .

i1) Q?ﬂ@oqu si j#k.

i11) Il existe deux constantes ci,c3 > 0, afin que
crdiamQy, < dist (Qg, F) < codiamQy,.

Définition 1.3.8. (Réarrangements décroissants). Soit f une fonction a valeurs com-
plexes définie sur X. Le réarrangement décroissant de f est la fonction f* défini sur [0, 00)
par

f*(t) =inf{s > 0:ds(s) <t},
tel que
dy (s) = {w € X:|f (2)] > s}



1.3. Espace S'(R")

Proposition 1.3.9. Pour f p-mesurable et 0 < a;,t < oo nous avons
(2) (If17)" = (f*)" lorsque 0 < p < oo.

(3) [ [fIPd= [ f*(t)"dt lorsque 0 < p < co.

(4)

0
4) suptf* (t) = sup ady (@) = || f|| .-
t>0 a>0



Chapitre 2

Atomes et espace de Hardy

Apres nous avons parlé dans le chapitre précédent sur les éléments fondamentaux qui influent
sur I'objet d’espace de Hardy fondamentalement, nous nous tournons maintenant vers les
différents concepts et les définitions relatives a ce sujet, de sa définition et ses propriétés, en
fonction de son association avec 1’objet d’atomes.

C’est pour atteindre 'objectif de cette recherche est I’analyse et le ré-installation de la
notion d’espace de Hardy, puis sortir la définition d’une claire et évidente en fonction de

divers autres espaces qui sont liés a ce sujet.

2.1 Définitions et quelques propriétés
Soit n > 1et 0 <p<1etmettre N=[n(1/p—1)].

Définition 2.1.1. p- atome est une fonction a € L* = L* (R") a support contenu dans
une boule B telle que
;1
(1) flallo < B[ .
(2)/a (z) R (x) dz = 0 pour chaque R polynome de degré au plus N.

On remarque que (1) implique

11
lall, < 1, flall, < |BI"7, (2.1)



2.1. Définitions et quelques propriétés

car
1
fol, = ([ latoras)
B
< sup fa(o)| ([ ar)’
xeR? B
1
<l |8}
< |B]7 |B]» =1
et

lall, = / la(z)| dz

< sup Ja(@) / d
T ERM B
< llall. 1B
-1 1
< |B|7|B| =B+

Nous devons vérifier que des sommes atomiques donner un sens.

Proposition 2.1.2. Si (a;); sont p-atomes, 0 < p < 1 et ();); sont des nombres
complezes avec > |\j|P < oo, alors 3" \ja; converge dans lespace S des distributions
tampérées.

Preuve.

Si p = 1, nous avons une convergence L' raison de (2.1) telle que

(S0l = | [ S ha@otads
= ‘ZAJ/B%WW(@M
< Yy ||auoou¢uoo' [ as

<

Soit maintenant p < 1. Fixer ¢ € S(R")

10



2.1. Définitions et quelques propriétés

(Sl = |[ Shmtotons
_ 'ZAJ. | st
< S|/ a@owis

puisque ) |A;| < oo, il suffit de montrer que }fRn aj(z)p(z)dz] < C = C(¢) pour un

p-atome a;. Soit B; = B, (y,r) une boule telle que a; C B;. Par (2.1), nous obtenons

_1
< [Bj|'"¥ sup |¢(w)]
z€eR™

[ aa

< C

qui est bornée par C' si r > 1. Si r < 1, on note par PJV le polynéme de Taylor de ¢ a y du
dégré N. Autrement dit

o(x) = Y (=)D + Y, (x—y)*"D(Oy+(1—-0)z), 0<f<1

la|<N |a|=N+1

= PMx-y)+ > (z—y"D*Oy+ (1-0)),

|a|=N+1

puis (2) implique

[ w@owa

[ @ ew-pe-y)d

c|B|17% rV L sup sup|D5¢|
BI=N+1 R

IN

< C,

puisque |B| ~r" |[x —y| <ret N+1>n(1/p—1).
Définition 2.1.3. (Espace de Hardy). On désigne par HP(R"), I'espace de toutes
distributions temperées f € S’ (R") avec des représentations f = 3 \ja; telle que (aj)j sont

p-atomes, 0 < p <1 et ();); sont des nombres complexes avec > [A;|” < co. On pose

£l e = inf (S NP7

11



2.1. Définitions et quelques propriétés

ou l'inf est sur toutes une représentation de f.

L’espace de Hardy est un espace quasi-normé. L’inégalité du triangulaire remplacé par

1f+9llme < ColllF e + lglla)

ou C, = 1 seulement pour p = 1, de la preuve vient de donner, nous obtenons

[(f, o) <cllflly sup sup|DP¢|
BI<N+1 R

pour ¢ € S(R"™). Par un procédure limitation, nous avons que (f, o) est défini dés
que f € HP, ¢ € CN*! et le double sup dans la partie droite est fini. En particulier, la

transformation de Fourier

et 'intégrale de Poisson

pf(t,w)zpt*f(w)=<f(y),cn : )(n+1)/2> :

((x =)+
existent et sont fonction continue de £ € R" et (¢,z) € R’

Il est également clair que H' C L! avec une inclusion continue.

Pour traiter intégrale singuliére, il nous avons besoin de type plus général d’atomes.

Définition 2.1.4. Soit 0 < p <1 < g < 00, p < q. Une (p, g)-atome est une fonction
a € L7 avec suppa C B telle que

(1) (B [la ()" de)* < B

(2/) /a (z) R (z)dz = 0 pour chaque R polynome de degré au plus N.

(p, 00)- atome est par définition un p-atome.

Par I'inégalité de Holder, tout (p, ¢)-atome, en particulier tout p-atome, est une (p, q)-
atome pour ¢; < q.

Remarque 2.1.5.

- On remarque que (2.1) et la proposition 2.1.2 restent valables pour (p, ¢)-atomes.

12



2.1. Définitions et quelques propriétés

- Plus tard, nous verrons que (p, ¢)-atomes peuvent etre utilisés a la place du p-atomes
dans la définition de H?, mais d’abord nous donner un résultat sur les intégrales singuliéres.
Soit K un noyau de class CV*! & lextérieur 0 ayant une valeur 0 sur chaque spheére et tel

que

|D°K (2)] < clz| ™ pour |8] < N +1

par K, nous désigne également la distribution

}:1_{% KX{8<\x|<1/a}
puisque FK est borné, la convolution par K est borné sur L2

Théoréme 2.1.6. Si a est un (p,2)-atome, la convolution K * a peut étre écrit comme
Y Njaj, ou Y NP < e=c(p,K) et le aj sont (p,2)-atomes. Si [ € HP, la distribution

K « f existe et peut méme étre écrire ) Aja;, avec (p,2)-atomes a; et

() < el -

Preuve.

Nous prouvons la premiére déclaration, la seule difficulté dans la deuxiéme déclaration
est alors de verifier que K * f est indépendante de la décomposition atomique de f . Mais
qui est facilement manipulé, si nous appliquons les distributions & un test de fonction ¢,
donc envisager un atome a avec suppa C B = B (0, r), choisissez les fonctions ¢, € C*> (R)

,1=20,1,..., avec
¥; 20
> =1

tel que supp ¥, C [0,2r] et suppi; C [2071r,2771r] i > 1 et |[D*1p, (t)] < cpt ™ pour t > 0,
k=1,2,. laissant K; (z) = K (), (|x]), nous voyons que K; satisfait la méme condition
que K . En particulier, Ky est un convolutor borné sur L?, donc ||Ky * all, < c|lall,, et
suppK x a C B (0,3r). Il est facile de vérifier que les moments de Ky % a d’ordre jusqu'a N
disparaissent, comme ceux de a. Donc, Ky * a est un (p,2)-atome. Pour ¢ > 1, nous voyons
que |DK; ()| < ¢ (2’;7")_71_‘6| pour toute x .

Si P?jv est le polynéme de Taylor de K; a y de degré N, nous obtenons

13



2.1. Définitions et quelques propriétés

Ki*a,(y):/(K($)—PyN(x—y))a(y—x)dx

ici, entre parenthéses est au plus

cle —yN sup |DﬁKi‘
1Bl=N+1

et |z —y| < r. maintenant (2.1) implique

ik a < er 2 I
K y N+1 (gi N-1

2 "GN (i) 5

IN

Puisque suppK; * a C B (0,2"72r) | nous avons

K, xa= 02i<n(%_1)_N_1)ai ,
ol a; est un p-atome et donc a est (p,2) —atome.

Ici, les coefficients sont assez petits, puisque n (zl? — 1) — N —1 < 0 et la preuve est

terminée.

14



Chapitre 3

La caractérisation avec la fonction

maximale

Dans ce chapitre, le troisiéme, qui était la caractérisation avec la fonction maximale, nous
allons essayer de suivre et de répondre a la question de la caractérisation avec la fonction
maximale, car il est trés important dans cette étude et qui sont nécessaires pour compléter

la compréhension de la forme sous réserve de 'année.

3.1 La caractérisation

Si ¢ est une fonction, on pose ¢,(z) =t "¢ (%) et introduce la fonction maximale

M (x) = sup|f + 6,(x)]

En supposant que les convolutions f* ¢, existe et sont des fonctions.

Théoréme 3.1.1. Si a est un (p,q)-atome, p <1 < g <oo,p < qet ¢ CNT! satisfait
D% ()] < (L4 [ ™7, B < N +1 (3.1.1)

pour tout § > 0, alors Mya € LP et ]|M¢a||p <C=0C(p,q,6,n).
Corollaire 3.1.2. Si ¢ est comme dans le théoréme 3.1.1 et f € HP, alors Myf € L?
et

1Mo fll, < Clf Ml -

15



3.1. La caractérisation

Preuve.

Si f =) Aja;, nous avons

p

Mo @P = | My (3 A (@)
= ‘Z/\J'ij(ﬂ?)’p

>~ N Mya; (@)

> I IMga; (@)

IN

IN

Ce qui donne

/|M¢f(x)]pdx§ Z\Aj|P/|M¢aj (@) dz .

On applique le théoréme 3.1.1, on obtient

Mo fll, < [[Moall, 11 o
Clifllge -

IN

Remarque 3.1.3. Nous laissons f* (z) = sup |pf (¢, )|, ou pf (t,x) = f *p; (x) et
>0

t
pt (:’U) = Cn (n+1)
(22 +12) 2

est le noyau de Poisson. Laissant ¢ = p; dans le corollaire 3.1.2, nous obtenons:

Corollaire 3.1.4. Si f € HP, alors

frerret |/, < Cliflla -

Preuve du théoréme 3.1.1.
Soit B = B (0,r) une boule qui est support a. Dans B (0, 2r), nous estimons Mya <
My |al, ot ¢ (z) = (1+|z|)™""°. Comme M, est bornée sur L? si ¢ > 1 donc I'inégalité de

Holder implique

Jigen, Mo @)P dz < C (i, (Myla (0)])1dz) " [B]'
Cllall?|BI'" 7 = C.

IA

16



3.1. La caractérisation

Sig=1,alorsp < let My : L' — L donc ||My |a|||;1.. < cllall,. Maissupt (My |al), (t) =
>0
| My |all] 1,00, alors
(My |a]), < Cllall, t 7"

En utilisant les relations simples

|E|
(177), = *pet/v Nde< [ g0

nous obtenons

|B(0,2r)]
[ aprde < e[ algera
B(0,2r) 0

< C|Bp Tttt =c.

Hors B (0, 2r), nous utilisons les moments nuls de a et notons par PyN le polynome de Taylor

a y de degré N. Alors
axoy) = / B (x)ay — 2)d
_ /¢ %)a .
) (7)o

’cb (5) - Py <@)’ <c <@) o sup D% ()|

t Bl=N+1,2€B(Y,124l)

mals

Comme |x —y| < r et |y| > 2r, nous avons B <%, |$;y|> C {|Z| > %} Alors (3.1.1)

implique

_ C_n C N+1 . M —n—N—-1-§
laxo(y)] < O™ (5 + 5 lall, (3.1.2)

~ P N+1 ’y| —n—N—-1-¢ 1
< Ct "<—> 1 B
= f ( * 2t> Bl

. |y| —n—N—-1-§
< CTN+1+TL—;t7’I’L7N71 <1+ > ,

ot nous utilisons (2.1). Il est facile de voir que la derniére expression est la valeur maximale

a Cr¥HH 5y 7"V pour ¢ ~ [y|. On obtient

(Jiyoar 1 Moa (y) dy)r < C.

17



3.1. La caractérisation

La preuve est terminée.
Définition 3.1.5. Soit Asyy1 U'ensemble de tous les ¢ € CNV*! satisfaisant (3.1.1).

Alors la grande fonction maximale est définie par

My f(z) = sup  sup|f* ¢, (z)]

¢6A6,N+1 t>0

et la fonction nontangential maximale que

MYy f (@)= sup sup sup |fxo, () .
PEAs N+1 >0 Jr—yl<t
ou v > 0 est une constante.

Corollaire 3.1.6.
(a) Chaque f € HP satisfait Msn+1 € LP pour 6 >0 et

[1Ms N1 fll, < Cllifllgn s € =C(n,p,0).

(b) Le méme est vrais pour M (}f N41> avec un C dépendant aussi 7.

Preuve.

(a) Les inégalités Mya < My |a| et (3.1.2) de la derniére preuve sont également valables
pour Mjs n41, ce qui implique (a).

(b) Nous laissons 7,¢ (x) = ¢ (x — z) et d’obtenir

fro(x) = frr1y 0ty (y)
= [x (Tgﬂﬁ) (y)-

t

Mais |$;y‘ < 7 et As n41 presque invariant par translation dans le sens que ¢ € As yy1

implique 7,¢ € CAs n+1 pour |z| <, ot C dépend 7. Alors

Mg,/zvﬂf(ff) < CMsniif (z)

ce qui donne (b).
Définition 3.1.7. Soit A,, pour m € N désignent ’ensemble de tous les ¢ € C™
satisfaisant

|D%¢ (2)] < (1+2))™™, |B] <m.
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3.1. La caractérisation

Si fed,ilexiste m et C tels que

[(f,0)] < C sup sup (1 + |z[)™ |D"¢ (x)| (3.1.3)

B|<m =

pour ¢ € S, telle que f est définie et borné sur A,,. Alors f * ¢ est une fonction continue
sip € Ap,.
Définition 3.1.8. Nous définissons M, et MY comme Ms 1 et MX N1 mais avec
As n+1 remplacé par A,,.
Théoréme 3.1.9. Soit f € S et m pour lequel (3.1.3) est vérifice. Si M,,f € LP, alors
f e HP et
1l < C M,

Ce qui impliquer la caractérisation suivante:

Corollaire 3.1.10. Soit 0 <p<1<g<oo,p<qet feS . Les assertions suivantes
sont équivalentes:

(i) fe HP.

(ii) f=>_)\a; avecla convergence dans S', ou le a; sont (p, q)-atomes et > |\;|’ < o0.

(1ii) M, f € LP pour tout m.

(iv) MY f € LP pour tout m.

Preuve.

L’implication (i) = (éi) est trivial et (ii) = (iii) est par le corollaire 3.1.6(a), car
M,, < Ms i1 8im >+ N +1+n. La méthode de la preuve d’aprés la corollaire 3.1.6(b)

donne (i17) = (iv) et (iv) = (4i7) est trivial. Finalement, (iii) = (i) est le théoréeme 3.1.9.

Corollaire 3.1.11. Si K est comme dans le théoréme 2.1.6 et f € HP, alors K x f

existe dans HP et

1 Fllge < CHLF Al

Lemme 3.1.12. Soit m >n et 0 <t < 1. Si ¢ et ¢ appartiennent o A,,, alors
¢x1p, € CAp, ou C =C(n,m).
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3.1. La caractérisation

Preuve.

Nous trouvons

6% 3 §sup|¢|/|wt|d:cs c.

Pour |y| > 1

orii)= [ ow-av@ars [

E
‘/ Wl 7#t( )dx
|z|< 15 B(y,%)

/|I|>|y|¢(y—x)t_”@/1 <%> dx SC’/|¢|dm " (‘Qy_))m§0|y|m

Ce qui donne l'estimation pour ¢ * 1,. On termine la preuve par le fait que 0%(¢ x ¢,) =

0% * .

Preuve du théoréme 3.1.9.

< sup \¢\/\wt|d:csc<1+\y!>‘m

et

Nous supposons f satisfait les hypothéses et laissez
={2: Myf(z) > 2"} k€L

Nous pouvons diviser I’ensemble ouvert €, en cubes de whitney Q¥ i = 1,2, ..., avec des

intérieurs disjoints satisfaisant ), = U;QF et
diam QF < dist (QF , R"/) < ddiam QF. (3.1.4)

Laissez QF ont un centre 2% et le coté ¥ (tous les cubes sont paralléles aux axes ) plus, nous

pouvons trouver une partition associée de I'unité (qbf )z ,i.e., Cg° des fonctions telles que

¢F ~1 dans QF

3.1.5
Zd“ =1 dans Q4 ( )

k

et telle que gbf a un support dans le cube Qf C Q, centré a z¥ avec de coté (1 + ¢) ¥, pour

un € > 0. ¢f également satisfaire 0 < gbf <let

Dkl < () C = c(B,n).
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3.1. La caractérisation

Supposons maintenant g est une fonction continue satisfaisant M,,g < C'M,,f. Nous
commengons par décomposer g en une somme atomique. Fixer k et i. Laissez V* I'espace

vectoriel des polyndémes de degré au plus N, étant donné la norme de ’espace pondérée

L? (qbf) , donc 1
Pl = [1P@Pd @as)

Choisir une base orthonormée (7?1){;1 dans V. La projection de g dans V¥ est
Pf = Zm/gmqﬁfdx :
]

Clairement, (g — sz) gzﬁf a moments nuls jusqu’a l'ordre N.
Lemme 3.1.13. Nous avons |Pf| < O 2% dans Qf, ot C ne dépend pas de k et i.
Preuve. Puisque nous pouvons faire une transformation affine, il suffit de considérer
le cas ¥ = 0, t¥ = 1 & une constante, la norme V}* est contenue entre les norme L? non
pondérées dans QF et Qf Mais chaque deux normes sur un espace vectoriel de dimension

finie sont équivalentes et nous concluons
1Py, ~ Z |coefficients de P|, P € Vi*.

Le m; ont norme 1, afin que leurs coefficients sont limitées par C. En raison de (3.1.4), nous
pouvons choisir y ¢ € avec |y| < C. Pour chaque [, la fonction mqﬁf a support contenu dans
B (y,C) et ses dérivés sont limités par C. Par conséquent, on peut écrire m¢f = 4 (y — .)

pour tout 1) € A,,. Cela signifieque

= |g*v (y)]
CMpng (y)
CMyf (y)
C 2k

] [o@mot )

VAN VAN

IN

et le lemme suit.

Maintenent nous écrivons g = g + b, ou

9 = gXgn + > PFSL
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3.1. La caractérisation

et

be=_ (9—P)¢r.

)

C’est une généralisation de la décomposition de Calderén-Zygmund. Notez que g, dans un
certain sens proche de g, mais g;, est une bonne fonction |g,| < C2*, comme suite dans

lemme 3.1.13 et le fait que |g| < CM,,g < CM,,f. Donc, g, — ¢ lorsque k — 0.
Lemme 3.1.14. On a gy — g lorsque k — 400 dans le sens de distribution.
Preuve.

Clairement [ — 0 si k¥ — +oo et ainsi supt} — 0. Donc, il suffit de montrer

que > PFo! est localement bornée, uniformément dans k. Dans le lemme 3.1.13, nous
i

avons estimé¢ PF en termes de valeurs de M,,g prés de Qf . 11 suffit donc d’estimer M, g
uniformément dans B (0, R) pour R large. Ecrire ¢ = 9XB(0.2r) € g =g—g. Alors
M,,g < Csup ‘g" < oo partout. Prendre y,yo € B (0, R) et ¢ € A,,.

e Sit > R, on peut estimer g" * ¢, (y) par MY g" (yo) < CMung (yo), cf. corollaire
3.1.6(b).

e Sit < R, prendre un n € C* qui est 0 dans B (0, %) et 1 hors B (0,2R) . Alors

g %6, (y) = / ¢ (@) (x) b (y — 7) da

et il est facile de vérifier que n(x) ¢, (y — x) = ¢, (yo — =) pour tout ¢ € CA,,. Par con-
séquent, M,,g" (y) < CMug" (1), C = C (R). Donc si M,,g est fini a yq, il est bornée dans

B (0, R), le lemme suit. Nous obtenons:

+oo
9= Z (gr+1 — 9r)
dans le sens de la distribution et
Gkt1 — G = bp —bp1
= > (9—Pek =3 (9- P ot
7 J

= D (lg=Por =3 (9- B el)
- Y af,
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3.1. La caractérisation

en raison de (3.1.5) et depuis Q41 C €. Le support de o est contenu dans Q%. Egalement
k

remarquer que les termes contenant g dans «; annuler dans €2;.;. Par le lemme 3.1.13, ce

qui implique |af ‘ < C 2*. Toute fois, o ne doivent pas étre un multiple atome, puisque les

moments de
> (9= P ofte
J

k+1 (z)k

ne doivent pas disparaitra. Nous allons donc P! désigne la projection de (g — Pf*) b+ 6!

7

dans V;-k“. Depuis Q411 C €y, (3.1.4) implique
< Ot (3.1.6)

. Pk Pk+1 . e 1k . k+1 ,
Si B; et B;"" se croisent, puis ¢; varie plus lentement que ¢;"". Par conséquent, nous

J

pouvons utiliser la méthode du lemme 3.1.13 pour obtenir ‘PZ’;H| < C 2* dans Qf“. Aussi

ZPJEH =0,

puisque g — Rf“ a projection 0 dans Vf“. Afin de laisser

k k k+1  kt1
Bi = q _Z]Dij+ ¢j+ )

J
nous obtenons

Jk+1 — Gk = Zﬁf

et 4% a moments nuls et de support contenues dans 'union de Q¥ et ceux Qf“ croisant QF,

cette union est contenu dans une boule BF de rayon au plus Ct¥, raison de (3.1.6).

E _ BE

1
En outre, !Bﬂ < C 2F création A = C 2F ‘Bf |P, nous concluons que a; = T} est un

p-atome et

g=>_ Ma}

ki

dans le sens des distributions. Plus,

SN = ey |m

< 027 |l
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3.1. La caractérisation

depuis | B¥| ~ |Q#]. Par conséquent,

SN < C/ZQ’“’Xdez (3.1.7)
ki
C’/ Z 2k

2k < My, f ()

¢ [ st @)y do

Pour traiter la distribution f, nous prenons une fonction positive ¢ € C§° avec [ ydx =

1, telle que v € CA,,. Si¢p € A, et 0 < s < t, nous avons ¢, x P, = <¢*¢§> et
t)t

IN

IN

il s’ensuit que g € HP.

o * ¢% € CA,, par le lemme 3.1.12. Pour s > t nous interchanger s et ¢ ici et dans les deux

cas
|6y % g x fl < CMpf.

Ainsi la C*° fonction f* = 1, * f satisfait M,,f* < CM,,f. Donc, nous pouvons laisser

g = f* dans le précédent, obtenir
Z Al (3.1.8)

ol af’s est un p-atome de support contenu dans B¥. Par la compacité *-faible, nous pouvons
trouver pour chaque k,7 un séquence s (v) — 0, v — oo, pour lequel af’s(v) *_faiblement
converge dans L>°. La limite a¥ doit étre un p-atome dans BF. Une procédure de diagonale

k,s(v)

donne un séquence s (v) telque chaque a, convergent vers a¥. Si nous pouvons passer a

la limite en (3.1.8), le résultat sera

f=> Mad
ki

dans le sens de distribution.

Ce est permis en raison de (3.1.7) et 'estimation } J agzﬁdm‘ < C de la preuve da la
proposition 2.1.2, qui donne une convergence dominée.

Par conséquent, f € HP et I'estimation souhaitée pour | f||,, suit, donc le théoréme

3.1.9 est démontré.
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3.2. Molécules

3.2 Molécules

Nous allons définir de nouveaux objets, appelées molécules, telle que beaucoup d’opérateurs
correspondre atomes en molécules et cette propriété implique borné entre les propres espaces
HP?, puisque les molécules seront bornée dans HP.

Définition 3.2.1. (Molécules). Soit 0 < p < ¢, 1 < ¢ < oo et prendre b > % - %.Un

(p, g, b)-molécule centrée a xy € R™ est une fonction M tel que

1-0
1M 4

0
‘y. —xo\”bMH <1, (3.2.1)
q

S (=
Q[

oufd =2-"12e¢t

b
/xBM(x)dxzo, O§|B|§N:n(%—1). (3.2.2)

Remarque 3.2.2. La norme de H? est ici la norme de L? sauf lorsque ¢ = 1, également

1

remarquer que (3.2.1) implique que les moments dans (3.2.2) existe, parce que 2°M € L,

et
2 M @)de < ||| Y
q L9 (jz|>1)
|z[>1
< o0,
depuis N — nb + qﬂ, <n <1l’ — 1) — n(i — %) + :—, = 0. Ici, nous avons supposé rg = 0 qui

1

nous le faisons souvent et la condition b > % —  sera également souvent étre compris.

Théoréme 3.2.3. Un (p, q,b)-molécule M appartiennent o HP et
[M||f, < C=C(n,p,q,b) .

En particulier, M € LP si p > 1.

Preuve. Voir [1, pages 49-50].

Corollaire 3.2.4. L’espace H? pour p < 1 peut étre caractérisé comme étant composée
de toutes les sommes Y N\;jM; avec ()\;); € €, et M; étant (p,q,b)-molécules, ¢ > 1.

Preuve.

En raison de la théoréme précédente, il suffit de vérifier que un (p, ¢)-atome a est un

(p, q, b)-molécule. Soit B = B (0, 7) une boule support de a, alors

11 b b
lall, < 1B25 et |11 a|| < C1B["|al
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3.2. Molécules

implique que le produit dans (3.2.1) est d’au plus C' \B]%ﬁ fall, <C.

Corollaire 3.2.5. Soit 0 < p; < ¢ < o0 et pp <1< g¢q,1=12c¢€tp < po
Un opérateur linéaire envoié tout (p1,q1)-atome dans un (ps, g2, b)-molécule, autrement dit
HPY — HP2,

Preuve. Ce qui suit depuis ¢, C £,,.
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Chapitre 4

Applications

Nous commencons par une extension du théoréme de Sobolev sur I'integration fractionnaire.
Pour 0 < A < n, on note I, l'opérateur de convolution défini par le noyau |x|A_",
transformation de Fourier dont est C) |€ |7’\. Puisque les distributions de H? ont continue

transformées de Fourier, on peut définir [, f pour f € HP que la distribution satisfaire

(L) (€)= Cale] ™ (e)

si une telle distribution existe.

Il est bien connu [,:L"* — LP? pour ]%2 = p% — % et 1 < p; < pp < 0o. Ceci généralise a

des espaces H”.

> 0. Alors

3>

Théoréme 4.1.1. Soit 0 < A < n et 0 < p; < 00, suppose piz = p%

I\:HP' — HP? pour py < 0.
Preuve.

Pour p, < 0o, nous pouvons assumer clairement p; < 1, prendre 1 < ¢; < ¢ < 00 avec

q% = qi1 — % et soit @ un (p1, ¢1)-atome. Nous doit vérifier que I a est un (p2, g2, b)-molécule

pour certains b. Le cas bien connu du théoréme donne
[xall,, < Clall,, -
Si B (0,7) est une boule support de a, il s’ensuit que

|11 1al < Cr™ [l

L92(B(0,2r)) @’
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4. Applications

en utilisant le polynome de Taylor P de |z a y de degré Ny = n <pi1 - 1), nous obtenons

q2

" Da(y)| dy = || a(z) |y — =M "dz| dy
ly|>2r ly|>2r |z|<r
q2
= / ‘?J’nb/ (\?J—MA%—P(—Ji))a(:ﬁ)daz dy
ly|>2r |z|<r
q2
< O Ty / o[V Ja ()] de
ly[>2r z|<r
n+(nb+A—n—N1— Ni+1)ga+ngz— 222
S CT +(nb+A N1 1)Q27,( 1+1)g2+ng2 o HCLHZ?
q
< (™ fall,)"

ou nous utilisons 'inégalité de Holder, assumé
(mb+A—n—N—1)g < —n (4.1)

et écrit A = 2 — =, puisque N1 +1>n (pil — 1) et A= — (4.1) sera satisfaite si b

1 1 1 1

est assez proche de p% — qiz. Avec § = P22 = B2 on obtient alors

or 2 [all,

IA

0
—0 nb
[ ally,” |1 T

IN

¢,
en raison de la définition d'un (p1, ¢1)-atome.

Ainsi, il reste seulement vérifier les moments disparaissant de [ a. Soit |[3] < Ny =

n (i — 1). Depuis z°Iya € L', il suffit de vérifier que

p2

=0 (4.2)

F (2°Iha) (0) = C D} (Ifl”d(ﬁ))‘

Mais a est une fonction C'*° dont les dérivés de l'ordre jusqu’a N; disparaissent & 0, donc
la (&) =0 (\S]N”l) a4 0. Puisque Ny +1—A>n (p% — 1) > |B], ce qui implique (4, 2).
Donc, I a est une molécule et I, : HP* — HP? par Corollaire 3.2.5, donc le théoréme

4.1.1 est démontré.
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4. Applications

Nous avons finalement donne un théoréme multiplicateur de type Hérmander pour H?.

Définition 4.1.2. (Opérateurs multiplicateurs de Fourier). Une fonction m est appelé
un multiplicateur de Fourier sur H? si m f est la transformation de Fourier d’une certaine
distribution H? pour chaque f € HP. Un tel multiplicateur doit étre en fait une fonction
continue et bornée dans R™ — {0}.

Définition 4.1.3. Pour des nombres naturels o, on note L2 ’espace de Sobolev des
fonctions avec des dérivés de 'ordre jusqu’a o dans LP.

Théoréme 4.1.4. Soit m € L%, (R" — {0}) pour un certain entier o > %, supposons

o,loc
1
2
R R / ID°m (¢)[Pde | <1, (4.3)
R<|¢|<2R
pour R >0 et 0 < |5| < g, alors m est un multiplicateur de Fourier sur HP pour py < p <

00, ol py est donné par

po 2
Preuve du théoréme 4.1.4. Voir [1, pages 54-55].

Lemme 4.1.5. Soit m comme dans le théoréme 4.1.4, si 1 < p < oo et [ est un

multiindice avec % > 2 (18] = o) +n, alors pour R >0

2p
RFI[ R™ / ID°m (¢)[*de | <cC.
R<|€|<2R
Plus, |m| < C.
Preuve.

Prendre n € Cg° avec

donc g (§) = m (RE) et h (&) =n (&) m (RE) également satisfaire (4.3).

Maintenant I’inégalité de Sobolev implique que h € L? bornée si 2i = % — T et donc
0 n
aussi pour les petits p, puisque supp (h) C B (0,4). Ce qui implique la premiére conclusion

du lemme, la seconde conclusion est aussi I'inégalité¢ de Sobolev, puisque o > 7.
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4. Applications

Définition 4.1.6. Soit p et ¢ comme dans la définition de (p, ¢)-atome et prendre un
nombre naturel s. Un (p, ¢, s)-atome est défini comme un (p, ¢)-atome exception que nous
avons besoin de la disparition de moments d’ordre au plus s au lieu de N =n (% — 1).

Lemme 4.1.7. Soit 0 < p <1 et prendre un (p, 2,0 — 1)-atome a avec support contenu
dans une boule B (0,r), si |y] <o —1 et 2 <q< oo, alors

(a) [D7a (€)] < Cr7m g7 1

(8) |Dvall, < orPni

Preuve.

(a) Soit P le polynome de Taylor de la fonction x — exp (—2miz . £) a0 de degré o —1— |/,

alors

|D7a (&) = ‘/ —2miz)” exp (—2mix .£) dx

‘ / —oriz) (exp (~2miz £) — P (z))da

/ 0 (@)] |27 dz Je7~

< a+n—f |£‘ I”/I

IN

(b) Appliquer I'inégalité de Hausdorff-Young a (—2wiz)" a (x).
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