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Abstract

The aim of this thesis is to propose a contribution to the theoretical
study of three nonlinear boundary value problems in a bounded do-
main €2 of R"” with a regular boundary. The results gained for these
problems concern existence, uniqueness, global existence, and the ex-
plosion of the solution at a finite time. This thesis consists of three
chapters. This thesis consists of three chapters. We suggest in the
first chapter, we will approach the existence global and blow-up of
the solutions in a finite time to the Petrovsky equation with nonli-
near dissipative and source term. We consider in the second chapter
consists of the initial value problem concerning the transient flow of
the Bingham fluid in a two- dimensional elastic domain. The third
chapter will relate to the problem of evolution the Navier-Stockes
equations disturbed by the nonlinear term |u|” « under homogeneous

Dirichlet boundary conditions.

Key words and phrases : Petrovsky Equation, regulariza-
tion, method of compactness, monotonicity, variational formulation
inequality, weak solution, strong solution, explosion of the solution ;

Navier-Stockes equation, Bingham fluid, dynamic flow.



Résumé

Le but de cette these est de proposer une contribution a I’étude théo-
rique de trois problemes aux limites non linéaires dans un domaine
O borné de Rn de frontiere réguliere. Les résultats obtenus pour ces
problemes concernent I'existence, I'unicité, 1'existence globales et 'ex-
plosion de la solution pour un temps fini. Cette these se compose de
trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous aborderons I'existence
globale et 'explosion des solutions dans un temps fini d'une équa-
tion de Petrovsky avec un terme source et dissipative non linéaire.
Nous considérons dans le deuxieme chapitre le probleme aux limites
concernant 1’écoulement dynamique de fluide de Bingham dans un
domaine élastique bidimensionnel. Le troisieme chapitre concernera
le probleme d’évolution pour les équations de Navier-Stockes pertur-
bés par le terme non linéaire |u|” u avec les conditions aux limites de

Dirichlet-homogene.

Mots - clés : Equation de Petrovsky; régularisation; méthode de
compacité ; monotonie ; inéquation formulation variationnelle, solution faible,
solution forte, explosion de la solution ; Equations de Navier—Stockes ; Fluide

de Bingham ; écoulement dynamique.
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NOTATIONS

Si Q est un domaine de R™ (n =2,3) et 1 < p < 400 on note par

2|

I’athérence de ).
r la frontiere de €2 , supposée souvent réguliére.

['; (i=0,1) une partie de la frontiere I'.

mes(Tg) la mesure de Lebesgue superficielle de T'g.

v la normale unitaire sortante a I'.

Uy, Uy les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v sur €.
C(ﬁ) I'espace des fonctions réelles continue sur €.

Hy ={oel?(Q)." / Div(o) € L*(Q)"}.

WP (Q) Pespace de Sobolev de paramétres m et p.

H™(Q) 'espace de Sobolev de paramétres m et p=2. H™ (Q) = W™ 2(Q).
Wios P (I') Tespace de traces d’ordre p.

1

Hz (T) Pespace de traces d’ordre p = 2. H2 (I') = W2 - 2(I).



H 2 (D) le dual topologique de I'espace Hz (I').

Hr = H2 (T)"
Hy. le dual topologique de lespace Hy. Hy = H 2 (I')".
ol I’application trace.

Si H est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations :

’

H le dual topologique de I'espace H.

H" ={z=(x) / xieH i=1,..,n}.

Hrm ={e=(xy) /| vy =xpeH , i, j=1..n}.

(., Dy le produit scalaire de l'espace H.

(., )y« g leproduit de dualité entre 'espace H " et 'espace H.

|1l la norme de I'espace H.

2H I’ensemble de toutes les parties de H.

Ty —T la convergence forte de la suite (x,) vers I’élément x dans H.
Ty —T la convergence faible de la suite (z,,) vers I’élément = dans H.

Si X, Y deux espaces de Hilbert et 0 < 6 < 1, on note par :
(X,Y], I'espace intermédiare d’indice 6.
Si de plus |0, 7 est un intervalle de temps, on note par :

LP (0, T; H) lespace des fonctions mesurables de : |0, T[ — H telles que
T
/ lu (t)]|5 dt < +oo avec les modifications usuelles si p = +oc.
0

Pour une fonction f,on note :



dom(f) le domaine de f.

epi(f) Iepigraphe de f.

8% la dérivée de f par rapport a la i-éme composante z;.

f' la dérivée de f par rapport au temps.

% la dérivée particulaire de f .

Vf le gradient de f .

e(f) la partie symétrique du gradient de f, ¢ (f) = %(Vf + VTf> .
div (f) la divergence de f.

of le sous-différenciel de f.

Autres notations :

lim inf la limite inférieure.

Sh I’espace des tenseurs symétriques d’ordre 2 sur R".
Div(o) la divergence du tenseur o € S,,.

o le déviateur du tenseur o € S,,.

tr (o) la trace du tenseur o € S,,.

) le tenseur identique.

D.p presque partout.

| .| la norme Euclidienne de R" et S,,.

m"on

le produit scalaire Euclidien de R™ et S,,.



INTRODUCTION GENERALE

Ce travail concerne essentiellement, I’étude théorique de trois problemes aux limites non
lindaire dans un domaine 2 borné de R™ de frontiére réguliére, de classe C!. Ce travail est
consacré a I’étude de 'existence et I'unicité d’une solution faible pour de différents problemes
aux limites notament.

Dans ce travail, on considere les cas suivants :

1. Existence globale et explosion en temp finie d’une équation de Petrovsky avec un terme
de source dissipative non linéaire.

2. Probleme aux limites concernant ’écoulement transitoire de fluide de Bingham dans
un domaine élastique bidimensionnel.

3. Probleme d’évolution pour les équations de Navier-Stockes perturbés par le terme non
linéaire |u|” u avec les conditions aux limites de Dirichlet-homogene.

Ce travail comprend trois chapitres, Dans le premier chapitre, on considere le probléme
aux limites pour I’équation de Petrovsky avec un terme de source dissipative non linéaire :

0%u _

5 + A% — AU A+ [ulP P u 4 ag () = Bf (u) sur Q x [0, 00| (1)
Ou : Q est un domaine borné ouvert dans R™ avec une frontiere lisse 92 = I', «, et 5 > 0. Pour
le terme f (u) non linéaire continue et pour la fonction g continue, croissante, satisfaisant
g (0) = 0, dans des conditions appropriées, nous montrons ’existence globale de la solution

par la méthode de Faedo—Galerkin combinée avec cette méthode, la solution est stable dans



'espace HZ (Q2). En outre, nous prouvons que cette solution est blows up dans le temps fini,
quand ’énergie initiale est négative.

Dans le second chapitre, soit deux ouverts g, 21 de R™ (€, Q3 C R™,Qy C ©y),borné,
Le normale n a ['y est orienté vers 'extérieur de €.

On considére un modele mathématique pour étudier un probleme de transmission entre
deux domaines, un fluide de Bingham avec contact du type sous-différentiel , incompressible,
visco-plastique qui occupe le domaine 5 C R" (n = 2,3) borné, de frontiere réguliere 92y =
Iy messurable et de classe C'. Ce fluide se déplace dans un d’autre domaine solide-élastique
Q) C R"(n = 2,3) borné, de frontiere réguliere 9 = T'; de classe C! constituée de deux
parties messurables et disjoints 00 = I'y = I';; U5 telle que : mes(Iy) > 0,mes(I";) > 0. On
désigne par Q; (i = 0,1) .L’ensemble Q; = ;% (0,T), (i =0,1),T > 0. Les forces volumiques
de densité f agissent dans Q,telle que : fiqg = (fo\QO, f1\91>.0n impose sur I'; x (0,7) des
conditions de contact avec frottenment du type sous- différentiel.

On désigne par o le déviateur du tenseur des contraintes o, donné par;

— — — tro
00 = (UOi,j) ) (UOi,j) = 00ij — 7051',3',
et le tenseure des déformation € définie par :
1 )
e(u) = (g5 (w)) s ey (w) = 5 (wij + ugq) et Div(o) = (i)

ou § = (d;;) est le tenseur identique.

Le probleme de transmission peut se formuler de la maniere suivante :

Problem 0.1. Trouver le champ des vecteurrs vitesses :u = {uy, ug, ..., u, } défini dans Qy =

Qo x (0, 7) : Qo — R™ sous le champ des contraintes oy = (Uoi].)K, S Qo — S, et
> S, N

w = {wy,wa, ..., w,} défini dans Q; =y x (0,T) : Q1 — R™ tells que;

D 0
31; = <8:J + u.Vu) = Div (09) + fo sur Qo = Qo x (0,7) (2)
oo = 2ue (u —|—gz(z)sz’ e(u)| #0
o (w) + greguy | (Si)“g(u” o (T Q=2x01) (O
divu =0 sur Qy = Qo x (0,7), (i.e. Y Dyu; = 0) (4)
i=1
Pw
—— =divoy + f1 sur Q= Q; x (0,7) (5)

ot?



orij = Y. Aijrie" (A tenseur d’élasticité) } (6)

k=1

sur @1 = Ql X (O,T)

avec les conditions de transmission sur I'y x (0,T) :

0
u=20 = sur Ty x (0,T) (7)
ot
1 n
01— =3 (Z u; COS (m)) X u; sur I'op x (0,7) (8)
i=1
or.m =g sur I'yp x (0,7 9)
w =0 sur Ty x (0,7) (10)
et les conditions initiales :
u (0) = ug sur Qo x (0,7) (11)

w (0) = wq sur Qy x (0,7
w' (0) = wysur Q x (0,7T)

avec D% est la dérivée particuliére.

C’est un probléme mécanique de 1’écoulement transitoire bidimensionnel d’un fluide de
Bingham rigide, viscoplastique, et incompressible qui occupe un domaine 2y dans un domaine
borné élastique ayant le ; C R? comme épaisseur. Nous présentons quelques notations préli-
minaires pour trouver 'inéquation de la formulation variationnelle du probléeme. En utilisant
la méthode d’approximations de Faedo-Galerkin ainsi que les techniques de régularisation
pour avoir ’équation de la formulation variationnelle de ce probléeme nous obtenons des ré-
sultats d’existence. Pour n = 2 en utilisant quelque résultats mathématiques, on démontre
I'unicité de la solution locale. Et en utilisant aussi le théoreme de convergence pour démontre
que la solution (u., ®.) du probleéme (3.3) (équation variationnelle) converge faiblement dans
lespace L*(0, T, V1 )NL>(0, T, (L? (2)") ) x L*(0, T, Vo) NL>=(0, T, (L? (€4)") vers la solution
(u, @) du probleme (3.2) (Inéquation variationnelle).

Dans le troisieme chapitre, le probléme est de chercher la vitesse u = {uy, ug, ..., u, } ;u :
Q = Q x]0,T[ — R" et une fonction scalaire p: Q = Q x |0,7[ — R, (P > 0) vérifiant :
U — v Au+ anuz D+ |ul’u=f —gradp, (v >0), p> —1
i=1

divu = 0 dans €2 (13)
u=0sur ¥ =T x10,T]
u;(z,0) = ug,(x),x € Q



Il s’agit ici d’un probleme d’évolution de I’équation de Navier—Stockes perturbée par le terme
non linéaire |u|” u. On associe & ce probléme des conditions aux limites de Dirichlet homogenes
et des conditions initiales.

En utilisant la formulation variationnelle et les techniques de Faedo-Galerkin et en se ba-
sant sur la méthode de compacité nous permettent de démontrer que ce probleme possede au
moins une solution variationnelle. Pour n = 2 en utilisant quelque résultats mathématiques,
on démontre 'unicité de la solution.

Dans le dernier chapitre on fait rappel de quelques principaux résultats d’analyse fonc-
tionnelle qu’on a utilisé dans ce travail. Aussi, on précise quelques principes fondamentaux
qui concernent les espaces de Sobolev dans différents domaines et qui nous permettent de
mieux comprendre le continu de ce travail, surtout les espaces de Sobolev relatifs a un ouvert
Q) dans différents cas.



CHAPITRE 1

RAPPELS D’ANALYSE MATHEMATIQUE

Le but de ce chapitre est d’introduire les outiles mathématiques et rappels d’analyse pour
une bonne compréhesion de la suite des problémes traités.

1.1 Espaces de Hilbert

Théoréme 1.1. Soit H un espace de Hilbert sur K(R ou C), a(.,.) une forme sesquili-
néaire continue sur H, alors il existe un opérateur A linéaire continu de H dans H'( un
isomorphisme de de H dans H’), telle que;

a(u7v> = <A(u),v >H/><H = ((uav))H/xH7v<uav) € H*
Lemme 1.1. [18, p73]
Soit u € L*(0.T,V) N L>(0,T, H) alors; w € L*(0,T, (LP(Q))")

p donné par

1 1 1 . , 11 1 . .
=373 (p < q,o0u; q donné en— = 3~ et q fini quelconque sin = 2)
D n

Lemme 1.2. [18, p72/Pour w € V', la forme linéaire
v — b(u,u,v)

est continue sur
Vs = adhérence de {p/p € (D(Q))",divy =0}
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On a;
b, u,v) = (g(u), v)a, g(u) € V/, avee |lg(u)lly < Cllullsr oy
ol ;
1 1 1 - ; 1 1 n
—=-—-— —=———, avec § = —
p 2 2n p= ¢ qg 2 n’ 2

1.2 Les Espaces L(Q)

L’espace LP(£2) des fonctions de puissance p-iéme sommable sur 2 pour la mesure dz =
dxidxs...dx,, et muni de la norme;

1
1Vl o) = (/Q lv(s)[” dl’)p , pour 1 < p < o0
L>(Q2) I'espace des (classes des) fonctions essentiellement bornées pour p = oc.

Lemme 1.3. [18, p12/Soit © un ouvert borné de R} xR, , g, et g des fonctions de L1(0),1 <
q < oo, telles que;
ngHLq(@) <eg, 9u — g p.p. dans ©

alors ;
gy — g dans L7 faible

1.2.1 Lemmes de Gronwall.

On présente ici des lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nom-
breux problemes de contact, en particulier pour établir I'unicité de la solution.

Lemme 1.4. Soient f, g € C (0,T,R) deux fonctions positives pour tout t € [0,T], et soit
a>0.5VeC(0,T,R) est une fonction telle que ;

W (¢) Sa—l-/otf(s) d8+/0tg(s) U (s) ds,Vt € [0,T]

Alors;
U (t) < <a—|— /Otf(s) ds) exp (/Otg(s) ds) Yt € [0,T]

Pour le cas particulier f = 0, cette définition devient ;
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Corollaire 1.1. Soit g € C (0,T,R) telle que g (t) > 0 pour tout t € [0,T], et soit a > 0.
Si v e C(0,T,R) est une fonction telle que;

<a+/ s) ds,¥t € [0,T]

Alors; t
U (t) <a exp (/0 g(s) ds) Yt € (0,717

Lemme 1.5. Soient f, g € C(0,T,R) deux fonctions positives pour tout t € [0,T], et soit
a>0.5VeC(0,T,R) est une fonction telle que ;

;\IIQ(t)S;GQ_’_/Otf(S) ds—}-/ dS VtG[O T]

Alors ;
0 ()] < (a—l—/otf(s) ds) exp (/Otg(s) ds) Ve [0,T]

Dans le cas particulier f = 0, cette définition devient ;

Corollaire 1.2. Soient g € C (0,T,R) telle que g (t) > 0 pour tout t € [0,T], et soit a > 0.
Si v e C(0,T,R) est une fonction telle que;

1 1 t
SV < sa* / g(s) U2 (s) ds,Vt € [0,T]
0

Alors; .
W (t)] <a exp </0 g(s) ds> Vit €[0,T]

Lemme 1.6. Siona fe& L*0,T) et ge L'(0,T), f(t)>0p.pt, gt)>0 ppt, etsi

<C’+/ s)ds p.p.t

f(t) < Cexp ( e ds) .

Alors [ wvérifie;

1.2.2 Inégalités

Lemme 1.7 (Inégalité de young). [15, p56/Si Va,b € R et soit 1 < p, ¢ < o0, % + % =1,

alors ;
1 1
ab< = a’ + — b?
p q
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Lemme 1.8 (Inégalité de Holder). [15, p56/Siu € LP(Q) et v € LI(Q) telle que p > 1,
qg>1, %—i—é: 1, alors;
uve L' (Q)

et on a :
ol gy < Nl 1011

sip=2,q=2, c’est l'inégalité de Cauchy-Schwartz;

lwvl gy < llull, , 10l

L2(Q) L2(Q)

Si%—i—é—k%: 1, alors; wow € L' (Q), et on a :

vl gy < el g 1o 0]

1.3 Espaces de Sobolev

Quelques propriétés des espaces H*(Q)),s € N

Proposition 1.1. i On munit H*(?) du produit scalaire

(u,v) = Y (D, D) 2y » Vu, v € H*(Q)

laf<s

la norme associée étant donné par

0]

Hs(Q) - ( Z |Davliz(9)) ,VU S HS(Q)

0<[al<s

de plus, il est bien connu que cet espace est un espace de Hilbert

ii Pour s =0 ona H°Q) = L*Q) et pour tout s, > s9, on a H*(Q) C H*2(Q) avec
injection continue.

iii Pour tout s > 0, H*(2) est un espace séparable.

iv Pour tut s > 0, nous désignons par H5(2) la fermeture de D(Y) dans H*(Q2), i.e, H3(Q2) =
D(Q) dans H*(Q2), et par H=*(Q2) le dual topologique de HE(S2).

v Grace aux applications traces, que nous allons voir aprés, les espaces HF(S2) peuvent étre
définie comme suit :

Hi(Q) ={v/ ve H(Q),D*v\r =0, |o| <s-—1}

1,e.
Hi(Q) = {v/ vE H(Q),v=Dv=Dv=.=D"1v=0surT p.p}
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[N

v— (Z ’Dav|i2(9))

la|=s

est une norme sur H3(Q) équivalente a la norme ||v|

H3(Q)

Lemme 1.9. [18, p06]L espace
V=Hy(Q)NLPQ), ou;p=p+2,etp>0

ot ;

V=Hy(Q) sip<

4
2,n23, et p>0

est séparable. (i.e : ademet un ensemble dénombrable dense).

Théoréme 1.2. [18, pj4]Soit Q un ouvert borné de R™, avec la frontiére de 2 est une va-
riété indéfiniment différentiable de dimension (n — 1), Q étant localement d’un seul coté de
[ (i.e, on considére Q variété a bord de classe C*°, le bord étant T'), on a l’espace D(S2) est
dense dans H™(SY), et m entier > 0.

Théoreme 1.3. [18, p46/Soit Q un ouvert borné de R", avec la frontiére de 2 est une
variété indéfiniment différentiable de dimension (n — 1), Q étant localement d’un seul coté

de T (i.e, on considére Q) variété a bord de classe C*, le bord étant T'), on a l’espace D(S2)
est dense dans H*(SY), et s réel > 0.

Théoréme 1.4 (Formule de Green pour le Laplacien). [29, p27]On suppose que 2 est un
ouvert borné de frontiére ', C*par morceauz. alors siu et v sont des fonctions de H' (), on
a

Siue C*Q) etveCHQ), ona : /Q(—Au)vdx = /QVqudx — /r gzvdr

0 0
Siue H (Q) etve H(Q), ona : /Q a;vdx = - /Quasidx + /Fuv(ﬁ.a?)da
Lemme 1.10 (Inégalité de Friedrichs-Poincaré). Soit p un réel, 1 < p < oo, et  un ouvert
borné de R™ inclus dans la bande Bd(h) = {z € R" / a < (x,h) < b}, alors on a :

3C > 0,Yu € WP (Q) = C llull oy < [IVull zr(gyy

1
p P
LP(Q))

. . 1 , . \
Ceci permet de munir Wy* () d’une norme équivalente a sa norme usuelle

o
ou
8:61'

i=1

ou Ou ou "
Vu = (81:1’ 20y aa:n) et [|[Vull o) = (Z

u = |Vl g
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Corollaire 1.3 (Plongement de Sobolev). [15, p168]Soit Q C R", un ouvert de classe C*
avec I' =08 borné et soit 1 <p<oo, ona

1 1 1
Sil<p<mn alors; W"(Q) C LYQ), ot; ~ = - — —
qg p n

Si p=mn alors; W'"(Q) C L1(Q),Vq € [p, +o0]
Sip>n alors; W™ (Q) C L=(9)

Avec injection continues.

Lemme 1.11 (Plongement de Sobolev). [18, p06]/Soit Q C R™, un ouvert de classe C' avec
' =09 borné, on a :

111
H(Q) C LY(R), ou; . 2w Sin >3

De facon générale, on a :

H(Q) C LYQ) Siy=;— >0
H Q) cC'(Q) Sit—L<0
. H*(Q) C LY(Q) Vg finisit —+ =0

Avec injection continues.

1.3.1 L’inégalité d’interpolation

Corollaire 1.4.

1
Pour Q C R?, on a [ull paggy < C ||u||% [l Fr1qy » Vu € HY(Q).

L2(0)
Corollaire 1.5. Pour Q C R?, et tout u € H' (), on a
2
lullzey < Cllull oy Nullyq), Yu € H(Q).
Théoréme 1.5 (Dualité de D-Rham). [18, p67]/Soit L un opérateur continue sur V', on peut
représenter L (de facon non unique ) par;

L(v)=> (Li,v;), Lie H ()

=1
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L est nule sur V= {p/ ¢ € (D (Q))",dive = 0}, d’aprés le théoréme de dualité de Rham :

s ,
Li_a—xi, SeD (9

Alors S € L*(Q) est dans ces conditions on a

n

L(v)= Z <$,Ui> =—(S,divv) =0,Yv eV

1=1

V={v/ve (H Q)" dive=0}

1.3.2 Eléments d’analyse non linéaire

Dans la premiere partie de cette section, H désigne un espace de Hilbert réel muni de
son produit scalaire usuel (.,.), ainsi que de la norme induite ||.||,; .On note aussi par H'
'espace dual de H et par (.,.),, 4 le produit de dualité entre H "et H .

Propriétés générale

Lemme 1.12. [18, p127]Siv € H(Q) (2 C R?), T = frontiére de Q, on a : v/r € L3(T) et
2 1
lo/rllaey < C vl ) HUH;(Q) Yo e HY(Q).

Lemme 1.13 (Formule de Green pour I'élasticité). Soit Q un ouvert borné de R? de frontiére
I = 0Q de classe C' par morceauz.Soient w € HY(Q)? et v € (L2 (Q))**tel que diwv €
(L2 () et v symétrique alors :

/€(U) wdx = —/ u.divvdaz+/ w.v.ndl
0 Q o9

Lemme 1.14. [18/La forme bilinéaire a(u,v) est symétrique, continue et coercive surV x 'V
et la forme trilinéaire b(u, v, w) est continue sur V-x V x(V N (L"(2))").

Lemme 1.15. [18]

1. (grad P,v),, =0,Vv eV, PeD(Q)

- b(u,v,w) = =b(u,w,v) + 37 fp, ui wy vy AU,V u,v,w € Voavee divP = Y7, (Dip), ot

__ Op
Dip = oy
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Lemme 1.16. [18/Siu,v € V, alors on a :

b(v,v,v) = b(u,v,v) = 0,YVu,v € V

Lemme 1.17. [18/Si n =2, il existe une constante C(2) telle que;
vl ) < CE N0l Nvlifaq), Yo €V
Lemme 1.18. [18/Pour n = 2, si u € L*(0,T,V) N L*>(0,T, (L*(Q))"), alors >, u;
D;u € L*(0,T,V").
Lemme 1.19. [18/Sin = 3, il existe une constante C(Q) telle que

1 1 3
[0l agy < 22 vl foq lleradvllfzq) » Yo € V C Hy(Q) (1.1)
1 3
CO vy vl Yo eV C Hy(Q)

N

Lemme 1.20. [18/Majoration préliminaire : On suppose n > 3,(Q C R3), et si

2
we L0, T, (L (Q)), =+~ < 1,r)n,
S T
On a :
111 X
0,00 < e Wl Boll e 575+ 5 = 3,000 € V € @)

Lemme 1.21. [18/On suppose que la dimension d’éspace est de n < 4,et pour
ueV
Alors, la fonction g(u) définie par;
b(u(t),u(t),v) = (g(u)(t),v) ,Yv € V.Vt € [0,T]

A
vec 11

1
< Clul? pon,Yu eV , === — —
Vérifiant que :
g(u) € L'(0,T,V/)

De plus siu € L=(0,T,V), avec V.C H C V/, alors :

b(u(t), u(t),v) = (g(u)(t),v), Yo eV, ¥Vt €[0,T], et g(u) € L>(0,T,H)
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Lemme 1.22. [18, p06]L espace de Banach Hg(Q2) N LPY2(Q), avec p=p+2, et p > 0 est
muni de la norme

HW’H&(Q) + vl e

est Séparable (i.e. admet un ensemble dénombrable dense) .

Lemme 1.23. [18, p08]

/ 1 1
Siu € LP(Q) alors : |ul’ue LV (Q),-+ - =1
p D

1.3.3 Fonction convexes et sous-différentiabilité

Nous commencons ici par quelques préliminaires sur les fonctions convexes et les fonc-
tions semi-continues inférieurement, ensuite nous donnons une généralisation de la notion de
gradient aux fonctions convexes. Soit ¢ une fonction définie sur un espace vectoriel réel E et
a valeur dans |—o0o ,400] . ¢ est dite propre si elle n’est pas identiquement égale & co,c’est a
dire s'il existe x € E tel que : ¢ (x) < 00. ¢ est dite convexe si :

ptax+(1—-t)y) <te@)+1—-1t).0(y), Yo,y € E, Yt €[0,1],

p est dite strictement convexe si cette derniere inégalité est stricte pour tout z,y € E et tels
que x # y. On définit le domaine et I’épigraphe de ¢, respectivement, par :

dom (p) ={z € E tel que v (x) < o0},

epi (@) = {(z,a) € E xR tel que p () < a}.
Il clair qu’on peut établir les résultats suivants :

i o est dite propre si et seulement si dom (@) # 0.
ii Le domaine de ¢ est un convexe de E si ¢ est convexe.

iii ¢ est convexe si et seulement si epi (¢) est un ensemble convexe dans E x R.

Une fonction ¢ définie sur un espace topologique E et a valeur dans |—oo , +o0] est dite
semi-continue inférieurement si : Vo € R 'ensemble

{z € E tel que v (x) < a}

est fermé.

Nous donnons ici quelques propriétés des fonctions semi-continue inférieurement.



Chapitre 1. Rappels d’analyse mathématique 17

Définition 1.1 (hémi-continu). Toute opérateur A de V. — V' est dite hémi-continu, s’il
vérifie la propriété suivante, Yu,v,w € V , la fonction ;

A= (A(u + Av), w)
est continue de R dans R.

Lemme 1.24 (semi-continue inférieurement). Soit ¢ : H — R Alors :

i ¢ est semi-continue inférieurement si et seulement si epi () est fermé dans H x R.

ii ¢ est semi-continue inférieurement si et seulement si pour tout u € H et tout x € H et
tout € > 0 il existe un voisinage V, de x dans H telque : ¢ (u) > ¢ (x) — e pour tout u € V.
Il en résulte en particulier que si : @ est semi-continue inférieurement et si x, — x, alors :

liminf ¢ (z,) > ¢ (x),

Ce lemme nous conduit au résultat suivant

Théoréeme 1.6 (Différentielle au sens de Gateaux). Soit ¢ : H — R une fonction convexe
et propre Alors : ¢ est semi-continue inférieurement si et seulement si elle semi-continue in-
férieurement pour la topologie faible de H. Une fonction ¢ : H — ]—o00 ,+0o0] est dite
Gateaux - différentiable en point w € H s’il existe un élément Vo (u) € H tel que :
t@ow = (Ve (u),v)y, Yv € H. Lélément Vi (u) est appelé la différentielle
au sens de Gateaur de ¢ au point u. La fonction ¢ est dite Gateaux - différentiable si elle
Gateauz-différentiable en tout point de H ; dans ce cas lopérateur : u — Vo (u): H — H
s’appele le gradient de la fonction p. La convexité des fonctions Gateaux - différentiables peut

étre caractérisée de la facon suivante.

Lemme 1.25 (convexité). Soit ¢ : H — |—00 ,+00] une fonction Gaiteauz-différentiable
Alors : ¢ est convexe si et seulement si;

e () —pu) > (Ve (u),v—u)y , Yu,ve H. (1.2)

L’inégalité ((1.2)) suggére une généralisation de la notion de gradient aux fonctions convezes.
On dit que la fonction ¢ : H — |—00 , +00]| est sous-différentiable en point uw € H s’il existe
f € H tel que :

o (V) —¢(u) > (f,v—u)y , YveH. (1.3)

Lélément [ est appelé sous-gradient de ¢ au point u et l’ensemble des sous-gradients de ¢
en point u est appelé le sous-différentiel de ¢ en point u est noté dp (u);

Op(u)={feH/p)—p)=(fv-uy , Ywel} (1.4)
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On note par dom (0yp) ’ensemble défini par :
dom (0p) ={ u € H tel que Op (u) #0 } (1.5)
En utilisant (1.4), ((1.5) est la définition du domaine d’une fonction, il résulte :
dom (0p) C dom (p) (1.6)

L opérateur multivoque : H — 2% :u — 9¢ (u) s’appele le sous-différentiel de o.La
fonction ¢ est dite sous-différentiable si elle sous-différentiable en tout point uw € H,c’est a
dire : dom (0p) = H.

Proposition 1.2. Si v — J (v) est une fonction différentiable au sens de Géteauz sur V
et conveze Alors ; Uapplication : v —s J' (v) de V — V' est monotone et hémi continue.

Remarque 1.1. Siv — J (v) est une fonction différentiable au sens de Gateaux sur'V et
si J (u) est monotone et hémi continue de V.—s V', Alors; J est conveze.

Lemme 1.26 (convexité,propre et semi-continue inférieurement). Soit ¢ : H — |—00 , +o0]
une fonction sous - différentiable Alors : ¢ est convexe, propre et semi-continue inférieu-
rement.Dans le cas d’une fonction convexe, le lien entre ['opérateur gradient et le sous-
différentiel est donné par;

Lemme 1.27 (sous-différentiable). Soit ¢ : H — |—o00 ,+00] une fonction conveze et
Gateauz - différentiable Alors : ¢ est sous - différentiable et on a :

Op(u) = {Ve(u) ,Vue H},.

Opérateur fortement monotones et inéquations variationnelles

Soient A : H — H un opérateur, ¢ : H — |—00 , +00| une fonction propre et f € H.

Un nombre considérable de problemes aux limites en mécanique des milieux continus ont
un lieu avec les probléemes suivants :

Trouver u € H tel que;

(A(u),v=u)g + W) =) = (f,v-u)y , YveH. (1.7)

Le probleme (1.7) est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espece sur H.

L’opérateur A est dit :
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i Fortement monotone s’il existe un réel m > 0 tel que :
(A(u) — A(),u—v); >mlu—uv|? ,Yu,ve H. (1.8)
ii Lipschitzien s’il existe un réel M > 0 tel que :

[A(u) =A@y <Mllu—vly Vu,veH. (1.9)

En ce qui concerne le probleme (1.7) on a le résultat d’existence et d’unicité suivant;

Théoréme 1.7 (d’existence et d’unicité du probleme). Soit A : H — H un opérateur
fortement monotone et de Lipschitzien et ¢ une fonction convexe et semi - continue inférieu-
rement Alors : linéquation variationnlle éliptique de seconde espéce (1.7) admet une solution
unique.

Définition 1.2 (Les opérateurs pseudo-monotone). Un opérateur A de V. — V' est dit
pseudo-monotone Si :

i A est borné.

ii Lorsque uj — u dans V' faible et lim sup (A (u;),u; —v) < 0.

Alors :
liminf (A (u;),u; —v) > (A(u),u—v),VveV.

1.3.4 Espaces fonctionnels et opérateurs divergence et déforma-
tion

On introduit ici des notations générales sur les espaces de Sobolev ainsi que les espaces de
fonctions a valeurs vectorielles. On présente en plus leurs principales propriétiés, notamment
les injections de Sobolev, le théoreme de trace et les différents résultats de compacité. on
rappelle ensuite les espaces de Sobolev utilisés en mécanique des milieux continus et liés aux
opérateurs divergence et déformation.

Espaces de fonctions a valeurs véctorielles

Soit H un espace de Hilbert.1 < p < oo et T' > 0,on désigne par LP(0,T; H) 'espace des
classe de fonctions : t — wu (t) de [0,7] — H qui sont mesurables a valeurs dans H telles
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que ;

T p
([ He@Py )" = ol o < +20 (110)

Si1l<p<oo, LP(0,T; H) est un espace de Banach pour la norme (1.10).En particulier,

sip=2, L?(0,T; H) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(0, 0) ooz = /OT (w(t),v (b)), dt, Yu,v € LP(0,T; H). (1.11)

si p=o00, L*(0,T; H) est un espace de Banach pour la norme définie par;

el oy = Spess il ix € (0,7 1) (1.12)

Pour traiter les problemes d’évolution, on a besoin des résultats suivants.

Théoréme 1.8 (Théoreme de Dunford-Pettis). Soit H un espace de Hilbert et T > 0,alors :
Vespace L=(0,T; H') est le dual de lespace L'(0,T; H).

Lemme 1.28. Soient X,Y deux espaces de Hilbert vérifiant [’hypothese; X CY, X dense
dans Y avec injection continue.et T > 0, Si :

d
we L20,T;X) etdit‘ e L*0,T;Y )

Alors : u est aprés modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de [0, T ,continue

de [0,T] dans [X,Y].
L

Théoréme 1.9 (Théoreme de compacité d’Aubin). Soient By, B et By trois espaces de Ba-

nach tels que; By C B C By, l'injection : By — B est compact et By et By, sont réflexifs.

Considérons pour T' > 0 et 1 < po, p1 < 00, l'espace de Banach suivant :

d
W= {u € L?(0,T; By) et diz e LP(0,T; Bl)} :

menu de la norme;
du

dt

Y

LP1 (OvTQBl)

[[ul L#0(0,T;By) T ’

Alors ; Uinjection : W — LP°(0,T; B) est compacte.
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Opérateurs divergence et déformation

Nous désignons par S, l'espace des tenseurs d’odre deux sur R" (n=2,3),”.” et ||
représentent, respectivement, le produit scalaire et la norme Euclidienne induite sur R" et

Sy Ainsi,
n
u.v = ZU,Z"UZ" |u| = (uu)% VU,U c Rn’
=1

n 1

oT = Z 0iiTij, |T| = (1.7)2 Vo,7 € Sy,
ig=1

On utilise les notations suivantes :

Q) ={o = (0y) ) 01 = 0ji € L*(Q)/ 1,5 = 1,2,...,n}

S

H' (Q)" = {u

:{u

(w))/ wi € H'(Q)/i=1,2,..,n}
(u) / w e LX(Q)/ & (u) € LX(Q)7"}

Hy = {o € LX(Q)*"/ Div (o) € L*(Q)"}
oue: H' (Q) — L*(Q)™" et Div (o) : Hi — L*(Q)™ sont les opérateurs de déformation et

de divergence définis par :

e (u) = (e (w)) ey () = 5 (g + z) et Div (o) = (o). (113

Comme la frontiere I' est Lipschitziene, le vecteur normale sortant v a la frontiere est défini
p.p. Pour tout champ de vecteurs v € H! (2)" nous conservons la notation v pour désigner
la trace de v sur I' et on note par v, et v, les composantes normale et tangentielle de v sur
la frontiere I' | données par la formule :

Vy = V.V, Uy =V — Uy.l. (1.14)
Désignons par v 'application trace :
v HU(Q)" = AT,
et faisons introduire les notations;

Hp = H3 (D) =~ (H'(Q)") et Hp=H 2 (I)",
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et par (., .) H.x Hr le produit de dualité entre Hlﬁ et Hr.Pour tout oy € Hy,il existe un élément

noté ov € Hy, = H ~2 ()" tel que la formule de Green pour I'élasticité suivante soit satisfaite ;

(0,€ (U))m(sz)gx" + (Div (o), v)r2(0) = (ov, ’YU)H’FX Hyp

En outre, si o est assez régulier (par exemple C'), nous avons;
(ov, ”YU)H;x He = /Fay.vdF,Vv cH ()",

ou dI' représente I'élément de surface. Nous définisons de facon analogue les composantes
normale et tangentielle de v sur la frontiere I' | par la formule :

V, =0V, Uy =V — U,V (1.15)

Tout au long de cette these, dans les problemes mécaniques, I' est partitionée en deux parties
mesurables et disjoints Iy et I'y,telles que mes(I'y) > 0.Nous aurons besoin de 'espace des
déplacements admissibles ;

V:{UEHI(Q)” /vzosurFO}.

L’inégalité de Korn s’applique sur V' : il existe une constante C' > 0 dépendant uniquement
de Q et T’y telle que;

e @I e 2 Clloll gy, W0 € HHQ)", (1.16)

Lemme 1.29 (Inégalité de Korn). Il existe une constante C' > 0 dépendant uniquement
de Q et 'y telle que;

le @) peapen = Clol oy - Yo € H Q)"

oue: H' (Q) — L*(Q)™" et Div (o) : Hy — L*(Q)™ sont les opérateurs de déformation et

de divergence définis par :

e (u) = (gi5 () : €55 (u) = ;(Uz‘,j +uj;) et Div(o) = (04;) -



CHAPITRE 2

EXISTENCE GLOBALE ET EXPLOSION D'UNE EQUATION
DE PETROVSKY AVEC DES TERMES DE SOURCE ET
DISSIPATIF NON LINEAIRE

Résumé

Dans ce chapitre et pour létude le probleme aux limites initiale pour I’équation de Pe-
trovsky avec un source terme et dissipatifs :

2
i;tq;jLAzu—Au’%— lulP"?u+ ag (u') = Bf (u) dans Q x [0, +o0[, p > 2
Ou €2 est un domaine borné ouvert dans R™ avec une frontiere lisses 000 = I', o, et § > 0.
Pour le terme f (u) non linéaire continue et pour g continue, croissante, satisfaisant g (0)
= 0, dans des conditions appropriées, nous montrons l’existence globale de la solution par
la procédure de la méthode de Faedo-Galerkin combiné avec cette méthode la solution est
stable dans l'espace HZ (2). En outre, nous prouvons que cette solution blows up dans le

temps fini, quand 1’énergie initiale est négative.
g g



K. MOSBAH 2.1 Introduction

2.1 Introduction

Ce chapitre consacré a l'existence globale, a 1'unicité, et blow-up de la solution pour
I’équations non linéaires du Général Petrovsky ;

O+ A% (t) — A/ (8) + [u] " u () + ag (' (1)) = Bf (u (1)) dans Q x RY, p>2
u=0pu=0surI'x 0,400,
u(z,0) = up(x), u'(z,0) = uy(x) dans €.

t)

—q(z)u (z,t)+ |ul’"*u (t) pour g une fonction continue, croissante, satisfaisant de g (0) = 0,

Récemment, en I'absence du terme d’amortissement forte —Au' (t) et dans le cas ou Sf (u

et ¢ : Q — RT une fonction borné, le probléeme (2.1) devient le suivant ;

2

gtg + A%u(t) + q(x)u(z,t) + g (t) =0 dans Q x RT,
Cette équation ainsi que des états d’initiale et de frontiere de type de Dirichlet a été considérée
par Guesmia dans [14], il a prouvé une existence globale et un résultat de régularité de
solution, I'auteur dans des conditions appropriées de croissance sur g a prouvé que la solution
décroissante exponentiellement si g se comporte comme une fonction linéaire, tandis que
la décroissante est d’un ordre polynéme autrement. Sans du terme d’amortissement forte
— A/ (t) avec le ag (v (t)) = |u' ()]7 2w (t) et Bf (u(t)) = (b+1) [u ()] >u(t), b > 0, le
probléme (2.1) réduit au probleme suivant ;

u 2 / o2 _ p—2 +
@—I—A w(t)+u @) 7 () =blu@®)]’ " u(t) dans Q x RT,

ce probléme a été considéré par Messaoudi dans [25], ou il a étudié 'existence globale et blow
up de la solution. Plus précision, il a prouvé que les solutions avec n’importe quelles données
initiales continuent a exister globalement a temps si ¢ > p et blow up dans le temps fini
si le 0 < p et I’énergie initiale est négative. Il a utilisé une nouvelle méthode présentée par
Georgiev et Todorova dans [13] basé sur le théoréeme de point fixe pour la preuve. Et dans
[33] Wu et Tsai ont prouvé que la solution du probléme considéré par Messaoudi dans [25]
est globale dans certaines conditions. En outre, Chen et Zhou dans [8] ont étudié le blow-up
de la solution du méme probléeme de Messaoudi dans [25]. En présence de I"amortissement
forte, dans le cas ott Bf (u(t)) = (b+ 1) |u ()P 2w (t), g’ (t) = |’ @)|7 " ' (t),b > 0, le
probleme du Général Petrovsky comme de dans (2.1) devient;

0%u ) , NT S B p—1

@-I—A w(t) —Au (t) +|u' ()7 o' (&) =blu ()]’ u(t), (P1)
ce probleme a été considéré par Li et al [23], Piskin Polat dans [27] et Nour dans [2], les
auteurs ont obtenu l'existence globale, decay uniforme des solutions sans n’importe quelle
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interaction entre p et le o, blow up de la solution a été établie quand o < p, trés récemment,
Pigkin et Polat dans [27] ont étudié la décroissante de la solution du probleme (P1).

Dans ce document, notre but est de prolonger le résultat de Messaoudi dans [25], de
WuandTsai dans [33] et d’autre établis dans des domaines bornés au probléme général en tant
que de dans (2.1). La non linéaire terme f dans (2.1) aime f (u (2,t)) = a () |u (¢)]" "% u (t) —
b(x)|u ()" u(t) avec r > q > 1et a(x), b(z) > 0, et g dans (2.1) telle que g (¢ (z,1)) =
o (x) o/ ()72 o/ (t) avec o > 2 pour une fonction a : Q — RY vérifie : aq > a (z) > ap >
0.Dans ces buts, nous devons établir I'existence globale de la solution pour le probleme (2.1)
, nous utilisons I'approche variationnelle de I'approximation de Faedo-Galerkin combinée
avec la monotonie, la compacité, ’ensemble des méthodes stable comme dans les résultats
de Messaoudi dans [25], Wenying dans [8] et dans [27] de Piskin Polat avec une certaine
modification dans quelques passages pour conduire le blow-up (explosion) dans la période
finie de la solution.

2.2 Hypotheses

Soit les hypotheses précises sur p, g et f. Soit p étre un nombre avec;

2n —6

4(n25)(2§p<oosin:1,2,3,4), (H1)
n_

2<p<

g est une fonction impaire croissante de classe Clet ;

zg(x) >dol|z|”, Ve €R, p>0 > 2, (H2)
lg(x)| < di|z|+do|z|”", Ve eR, p>0>2, d; >0.
Soit f (z,s) € C*(Q x R), satisfait :
sf(x,s)+ ki (2)|s| = pF (2,5), p>2, (H3)
la ou; F (z,s) =[5 f (x,)dC, et les conditions de croissance;
@) <lo (sl + ks (2)) (4
[fo (@, 8)| <l (Js|”" + ks (2)) dans Q@ xR,

avec un certain lo, [ > 0 et le non négatif des fonctions ky (x), ko (x), k3 () € L™* (), p.p.
reQ et >9>0>1

2.3 Existence Locale
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Dans cette section, nous établissons un résultat local éxistence pour le probleme (2.1)
dans les hypotheses sur f, g et p.

Théoréme 2.1. Sous les hypothéses (Hy)-(Hy) précédante. Alors donné quels (ug,uy) €
WNLP(Q) x HZ ()N L*72(Q), le probléme (2.1) admet une solution unique u (t) satisfaire :

we L0, T;W N LP(Q)), (2.2)
u' € L0, T; H (), (2.3)
g (W (8) ./ (t) € L' (0, T; L}(9)) , (2.4)
u” € L®(0,T; L*(Q)). (2.5)
" H3 (Q) = {p € H*(Q) : ¢ = 0y = 0 sur 00},
et

W:{¢EH4(Q)QH3(Q):Agpz@nAg?:Osur@Q}.

Dans tout ce document, C' dénote dépendre constant de positif générique de ) et de toutes
autres constantes données, qui peuvent étre différentes d’entre phases et sont capables de
l’examen et modification.

Démonstration. Nous utilisons la méthode de Faedo-Galerkin pour construire une solution
globale. soit T' > 0 étre fixe et dénoter par V,, 'espace engendré par {w, ws, ..., w,,},oul’en-
semble {w,,, m € N} est une base de L*(Q2), HZ (Q) et de H* (Q)N HZ (€2) .Nous construisons
I'approximation des solutions u,, (m = 1,2,3,...) sous la forme;

Un(8) = 3 K (0.

j=1

ou; Kj,, sont déterminés par les équations ordinaires suivantes :
(1 105) (A2t w5 ) = (At w5+ (Pt w5) 0 (g () w5) = B (f () w5) (2.6)

et par l'itégration par partie on trouve;

(Azum,wj) :/QAumijdq:—/F@(g;%)wde,

et
0

Uy,
(Au),,w;) = —/QVu'mejdx+/F %77 )wjdf‘,
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et comme Auy, = 0pAty, = Uy, = Optiy, = 0 sur 92 donc;

(U, W) + (AU, Awj) + (Vu,,,, Vw;) (2.7)

t (Jtm "ty w;) + (g () s w5) = B(f (), wy)

Ui Porsque m 9]
U, (0) = Ugm = Z (Uo, wj) wj q—)*) Ug (28)
=1
dans H* (Q) N H (Q) N LP(Q)
u;n 0) = uym = Z (ur, w;) w; Porsque my—s00 Uy

=1

dans Hj (Q) N L**(Q) ,

avec les ug, uq sont des fonctions données sur €2, en vertu de la théorie d’équations ordinaires,
le systeme (2.6)- (2.8) a une solution locale unique sur un certain intervalle [0,%,,). Nous
prétendons que pour n’importe quel 7" > 0, une telle solution peut étre prolongée a l'intervalle
entier [0, 7] en employant la premiere éstimations a priori ci-dessous. Nous dénotons par C,
C}. ou ¢, les constantes qui sont indépendant de m et initial des données ug et u;. Multipliant
’équation (2.6) par K7, (t) et effectuant la somme en j = 1,...,m, et I'intégration par partie
donne,

(tgn (1) sy (1) + (Atim, iy, (1)) + (Vi (2) , Vg, (1)) (2.9)
- (Jen (O (8) 10, (1)) + @ (g (2t (8)) 23, (1)) = B () st (1))

et comme on a;

(ur, (£) sy, (1)) = Joum, (£, (8) da = 5.5 [, (1)
t t

|
(A, Aus, <t>>=fQAumAu (t)dv = 34 | Auy (1),
(Vg <> up, (8)) = Jo (Vg (1) de = § |V, ()],
(fttn ()2 ;n<t>) Ja |um<t> T, () de = 14 (8|7,
(f < (1)) 51ty (8)) = [ f (1)) 1, (1) d
= Jo g (o f (2,€) dC) da (f F (¢, un (t)dz), f(z,0)=
c-a-d;
S, (O + 55 1A (O + 24 (D)1
—5%({F($aum(t))d$+§|vum()I +al(g ( ()),ugz(t))z(), Vt > 0,
donc;
E;, (8) + |V, (0" + a (g (u, (1)), u, () = 0, ¥t >0, (2.10)
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B (0) = 5 (O + 5 1800+~ un @I = 8 [ F @ un(®) o, (211

par 'hypotheése (Hs) et I'utilisation de I'inégalité de Young, nous avons;

Jo F (2, up) dv < 3 fo [k1 (%) [tm] + wn f (2, u)] do,p > 2

donc
— Jo F (2, um) d > =L fo by (2) || de = L [t f (2, 1) die
> =L by (2)] = L Joy e f (2, 1)

> L (Junf? + Ik @) = (2 Joy i f (@, tm) d) (1t ()] < ] At (1))
> —eC2 M (1) = C [y (@) = L fo i f (2 0,0) i,

(2.12)

et en utilisant ’hypotheése (Hy), et I'inégalité de Young nous avons;

5 Jotn f (2, w) d < % fo | ()| | d
<L (folf (=, umn?dxf (fg [t d)?
< ; (Jo I £ (@ um) [P d2) + 35 (S [t )
S 5 l1 |um| + ks (x ))) d:c>+21p<fQ |um]2d:1:)
o (8 (|um| 1k @)+ 2 unl” e (2)])) d ) + 3 fo o
gg Jo (\um| +|k2(x)|2)da:+c<;f> Jo Lt dz, (p > 2)
= Se ulg + e ke (@) + S (w2, (0> 20 > 2)
< ls(P 2+ 2 |y, [2) + e [k (2))

p
+ O (e,p) + 2 llumll

L
- 2p

donc;
2
Lot f (2, um) do < e (220 4 20|l |7 4 e |y (2)

, (2.13)
+C' (e,p) + 5 llumlly

Moyennant (2.13) de (2.12), et choisissons ¢ < Cp = min( !

TR 201?+1)’ I'équation (2.11)

devient ;

En (t) = § [up, (O] +3 IAum( O + 2 um (@) = 8 Jo F (2, um(t)) dz

2
> 3l (O + 3 [Atm (0] + L Jum ()]
—pBeC? IAum(t)J2 — BC: [k ()"
B [—;e (Pje D ||7) — e |ky (2)]* = C"(e,) = 5} lumI2]
> 3 Jul, ()] + 01 | Aty ()] + Co |l — Cs (1+ Ky + Ks),
donc;
1
En(t) 2 5 [l (D) + C | A (8)* + Co [t |2 = C5 (1 + Ky + K), (2.14)
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ou;

[t ()] + [ At (8)* + ([t |2 < C (B (1) + Fy + Kz + 1), (2.15)

la ou;

1 200341
0<Clg(1—0003),0<02§<p_ 2192+ CO>,

12 2 p—20
C3 = max (CE, Lei O (e,p) + acp ) :
p p p

1
04 = max (mln (%7017 02) i 03) .

Ainsi, il suit intégration de (2.10) sur (0;t) et I'utilisation de (2.14) , pour n’'importe quel
m=1,2,....et t > 0;

[, ()] + [ At (8)* + ([ (£)]12 + /Ot [V, (s)]” ds (2.16)
+a/0t (g (il (5)) o1l (5)) ds < Ci (B (0) + Ky + Ko +1).

Par les hypotheses (Hs)-(Hy) et l'utilisation des I'inégalités du Holder, Young et de (2.13),
nous avons ;
o (R (@) [wom| + vom f (2, uom)) dz|, p> 2, (Hs)
1 (@) |uom| dz + %fg Uom f (2, Uom) dx
1
(Jo e (O) dz)* + 2 foy o f (2, u0m) d, (1.13)
L (ke (@) + [t (0)])

32 - 32

1 (e (2204 2, (O)2) + B oy ()2 € (2,p) + - [t (O))

p p

< C (k1 (@) + [ (0)1 + [[um (O)[[5 + [k2 ()] + |um (0)*)
donc;
‘/QF(x,u()m) dx

Alors moyennant (2.7), (2.8), (2.10), (2.11) nous obtenons;

< C (Jum(O) + [Fa () + [t (O)E + k2 (2)]* + Jum (0)*) . (2.17)

Ep (t) < By (0) = % ’ulm‘2 + % ’Au0m|2 + ;1 HuOrnng
=B Jo F (%, uom) dx (2.18)
< Cy ([um|” + [ Dtiom[* + [[uom |2 + [uom|* + K1 + Kz) < C,

pour un certain C' > 0, ott K, = [|k1]%,, Ka = ||ka]|, -

Par conséquent, pour n’importe quel ¢ > 0 et m = 1,2, ..., de (2.16) et (2.18) nous
obtenons ;
[, (O + [Aun (8)]* + 5 [Vap, () ds + [fum (D]}

rafl fog(u, (s)u, (s)deds < C (2.19)
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Par les conditions de croissance, par I’éstimation (2.19), et comme 26 < p, nous avons
1 (n)® < Cly (Jum* + ks (2)]7) < C ([l + [Ika]1%,) < C

Avec cette évaluation nous pouvons prolonger I'approximation de solution w,, (t) a I'intervalle
[0,T] et aux estimations d’apriori suivantes ;

U, demeure dans un borné de L™ (0,7’ LP(£2
u! demeure dans un borné de L> (0, T; L*(Q

)

)

Vu!, demeure dans un borné de L* (0, T; L*(£2)
(

2

9

: ) (2.20)
g (ul,) u., demeure dans un borné de L' (2 x (0,7)),
Au,(t) demeure dans un borné de L™ (0,7"; L*(2)),
f (u,,) demeure dans un borné de L> (0, T; L*(Q2)) .
Pour démontrer I’équation (2.5) on utilise les lemmes suivantes : O

Lemme 2.1. [] existe une constante K > 0 tels que;

g (O 21 00y < Ko (02 2)

pour tout m € N.

Démonstration. De I'hypothese (Hs), et I'utilisation des inégalités du Holder et de Young

donne;

I3 Jolg ()77 dudt = J fo lg (it g (a7 dedt
<o S lg (0] (da 1ty (8)] + dlp [, (D7) 7 drdt, (H)
< C LT o lg (ly 4D (i (8)]77 + [, (8)]) it
= C I Jo lg (u (£)] |ut, (8)|77 dudt

+C I Jo g (uy ()] 11, (2)] davdlt 1
< C I (Jo (19 D7) o) (o (I (0177 ")
O I folg (uly () ey ()| ot
<10 Jolg (uly (0) dadt + 1 fo (|, (5)]77) vt
+C I folg (uly ()] i, (1) dadt | (p > 0 > 20 > 2)
< (LI o lg (w777 daedt) + C () [ Jo [, ()77 duedt
+C I o g (2t (0)] iy ()] devat,

et par conséquent ;

(1= 22) KT Jolg ()77 dadt < C (0) i fo uly (1)]757 drdt
O Jolg ()] [, (1) d
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donc;

—//\g 01dxdt<C //]u Uld:vdt

+0/‘/m )], (1) dadt
<0 [ i, 011 1ﬁ+c/t/m D) i (1) dat,

par conséquent, et par (2.20), nous concluons;

/oT/Q lg (ul, (1)|7 7 dedt < K

Lemme 2.2. I existe une constante M > 0 tels que;
T
()] + A, ()] + [ [V, (8)]dt < M,
0

pour tout m € N.

Démonstration. A partir de (2.6), nous obtenons;
‘u;/@(o)' S IU’Om‘p_l + ‘A2u0m‘ + |Au1m| +a ’g (ulm)| + 6 |f <u0m)| )
par 'hypothese (Hy) , nous avons ;

| (om)® <l (Jwom[** + |2 (2)F) < C (1| Atiom][3° + |12,

Puisque g (uy,,) demeure dans un borné de L? (2) et 'hypothese (Hy), de (2.7) et (2.8) nous

obtenons;
|u, (0)] < C.

la dérivation de (2.6) en t, nous obtenons

(ult wy) + (A2l wy) — (Aulhy wy) + (p = 1) (Jum P~ uly, w;)

(2.21)
+ «a (g/ (ulm) u;;w wj) = (fl (um) u/mv wj) .

en multipliant (2.21) par K7,,(¢) et 'on somme de j = 1,...,m, et I'utilisation de I'inégalité
du Hélder, on trouve;

—_

d (\u” ) + |Au, (t)]2) + |V () + o (g () ul, ul') , g croissante (2.22)

2 dt
<C(p—1) (/ e [P72 |, | | ]dx>+6’16(/ L ()| [, | 1, |dx>.
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et prendre A\ vérifiant les inégalités;

)\+1<min<2(6p1) ) sin>5,
A+1< sin=1,2,3,4,

2n

50-1)
2 < p<2A+1)<

alors par I’hypothese (Hy) et l'estimation (2.20) avec l'utilisation 'inégalité de Holder géné-
ralisé, nous déduisons ;
Jo \f’ (vt )| [t |20,
< Cy Hll (\Um\ + ks (2 )H 20041) [ aar1) [l
-1
< Cy (H|um| [, + ks <as>||2(m)) oy ]l 2 <p<200+1) (223
A(B—1 A
< C (Il 1 + [l (@) [13) 1A, 1y [l
< Cs (lup, (O + |Aus, 1)),
la ot C1, ..., C5 sont des constantes positive indépendant de m et ¢ € [0, 7] . Par la méme fagon,

I'utilisation de ’hypothese (H;), I'inégalité de Young , l'injection de Sobolev et ’évaluation
(2.20), nous avons;

—2 -2
Jo Ll fut | i) e < | %]| g 2o ([ ]

/ " " / (2'24>
< C | Ad, [y [fuplly < Cs (up(6)]° + [Au, (8)]) .

La combinaison (2.22), (2.23) et (2.24) , nous déduisent ;

1d " / " I " "
S (1 (OF + A, (OF) + [Vl (O + a (g (u4,) )
< C (Jul (&) + |, (1)) -

L’intégration de cette derniere inégalité sur (0,¢) et 'application du lemme de Gronwall (voir
le Lemme (1.4) ), nous obtenons;

t
lulr ()| + |Aul, (1) +/ IVu” (1) ds < M pour tout ¢ > 0.
0

Donc
u” demeure dans un borné de L> (0,T; L*(Q))

)
Au/, demeure dans un borné de L*> (0,T; L*(2)), (2.25)
Vu! demeure dans un borné de L? (0,7; L*(9)),

il suit de (2.25), (u},) est demeure dans un borné de L> (0, T; H2(£2)) . En outre, en appliquant
le lemme de compacité de Lions-Aubin , nous avons

u! est précompact sur L? (O, T, LQ(Q)) . (2.26)
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nous concluons (2.20) et (2.25) , nous pouvons extraire une sous suite (u,,) tels que;

Uy, — u dans L™ (0,T; HZ(Q2)) faible
Uy, —> u dans L? (0,75 L*(Q)) fort,
u! — v dans L™ (0,T; H3(Q)) faible x*,
u! — v dans L*(0,T; L*(Q)) fort, (2.27)
u” — v dans L™ (0,T; L*(Q2)) faible x
g(u.) — x dans L7-7 (Q x (0,7)) faible %,
f (up) — ¢ dans L™ (0,7T; L?(2)) faible x .

En utilisant la compacité de HZ(2) vers L*(2), il est facile de voir que;
r 2 r 2

/ / U |” ™ upvdadt — / / |ul’™ wvdxdt, pour tout v € L7 (O,T; Hg(Q)) :

o Jo o Jo
lorsque m — co. De I'hypothése (Hs) et les estimations (2.27) , nous avons;

g(u,,) — g (u') p.pdans Q x (0,7).
Dong, de [18, Chapiterl,Lemmal.3], il resulte que;
g(u) — g(u) dans L71 (O,T; Lﬁ) faible x
lorsque m — oo, et ceci implique que;
/ / ) vdrdt — / / ") vdxdt pour tout v € L7 (O T H2(Q))

et par la méme fagon on utilison les conditions de I'hypothese (Hy) et I’évaluation (2.27) ,
nous voyons que;

T 0+1
/ / |f (um)| 7 dadt est borné,
0 JQ

et
f (up) — f(u) p.p dans Q x (0,7).

alors ;
f (um) —> f (u) dans L% (0,1 L) faibles

lorsque m — oo, et ceci implique que;

/OT/Qf () vdxdt — /OT /Q f (u) vdadt pour tout v € L’ (O, T; Hg(Q)) .

1l découle immédiatement de toutes les évaluations précédentes et pour chaque v € LY (0, T; H3(Q))N

L7 (0,T; H2(2)) fixe, on a;
T
/ / (u:; + A2y, — AL+ g [P w4+ ag (W), — Bf (um)> vdxdt
0 Jo

T
— / / (u" + A% — AU A+ [ulP P u 4 ag (o) — Bf (u)) vdxdt,
0 Jo
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lorsque m — oco. En conséquence que;
T
/ / (u” + A% — AU A+ [ufP P u+ ag (u) — Bf (u)) vdxdt = 0,
o Ja
Vo e L7 (0,75 Hy(2)) N L7 (0, T; HY(Q)) .
Ceci signifie que le probleme admet une solution faible u satisfaisant (2.1) et (2.2)-(2.5). O

Théoréme 2.2. Sous les hypothéses du théoréme (2.1), la solution u donné par le théoréme
(2.1) est unique.

Démonstration. Soit u et v deux solutions vérifie les conditions du théoreme (2.1). Alors
w = u — v vérifie;;

W'+ (A% — A%) — Aw' +a (g (W) — g (v"))

= 0P o) = 6 (f () — £ (v), (229
w(0) = w/(0) = 0 sur O, (2.29)

w= dw=0sur 3, (2.30)

w e LP(0,T:W N IP(Q), (2.31)

w' € L*(0,T; HZ (Q)). (2.32)

Multiplions les deux membres de (2.28) par w'et intégrons sur €. Et en utilisant la formule
de Green et les conditions (2.30) et I'intégration par partie sur [0, t] et les conditions (2.20) ,
on trouve que;

(w”(t)yw’( ) = fgw”() w' (1) do = 3 K ACAOI

(A%u — A%v,w' (1) = Jo [A%u(t) w <) v (t)w' ()] da
fQNu(t)w()dx_fQAu() w' (t) dz — [ A““) w' (t) dl (aAu_osurr)
fQA%(t)w()dx—fQAv(t) w’() fa(A” w' (t)dr, (8,Av = 0 sur I)

(A%u — A%v, 0’ (1) = [q ()Aw()dw—%dilAw()h
(—Aw' (t),w' (t)) = Jo VW' (t) V' (t) dx fra(“’ w' (t)dl, (w' (t) = 0 sur I')

= 3|V (1)

c-a-d;
5 5£|w( ) ds+ 1 1 % (| (s)|2> ds+%fé|Vw’(s)]2ds
+lia(g (W) —g @) w' (s)ds
+ e (uf 2w — P o) (s)ds = f3 B(f (u) — f (v)w' (s) ds,
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donc;

;(|w()l + [Aw| </ / ‘Iu]p 2 _‘U|p2v‘|w'|d:vd8> (2.33)

+6<//|f ||w|dxds>

Moyennant les inégalités de Holder et de Young, I'hypothese (H;), I'évaluation (2.27) , la
premiére terme dans le c6té droit de (2.33) peuvent étre estimées comme suit

1§ Jo |[ulP = — o2 o] [u'| deds
-2 2
< -1 Ji (|lur Mm+WP o) 101, 2y g 10" 30
< C L (Il ey g + I0IBteyq MAwmmwwmmmm (2.34)

<CkOMMmmﬁWAMpmNMMmmmwhmm&
< Cfy (lw'(s) + |Aw (s)[*) ds.

Maintenant plagant U, = eu + (1 —¢)v, 0 < e < 1, par les conditions de croissance, pour la
deuxiéme terme du c6té droit a I’éstimation (2.33) nOus avons

.) dew'dxds

WO mem4

—f(U.) de| |w'| dads

.)de

///dg

gh/;/g/o (107" + [ks (2)]) (Ju — v]) [w'| dedds, (Hy),
< c/ot/g (Jul "+ ol + ks (@)]) [w ()] [ ()| dwds = I.

Et en utilisant les inégalités de Holder généralisé et de Young et I’évaluation (2.27) , et choisir

\w'| dzds

A satisfaire que

2§)\+1<0081n:1,2,3,4,

nous voyons que;
6—1 6—1 A
1<0fy|lul +ww-ﬂmmwmﬂwwwﬁmmm

6—1 60— A
<Ck@||HwH)HH WQH s @)y ) Hllaniny 1ollads g 5y
< C fy (IAull3 Y + 1A0]3D + [[ks (@) 1) | Awl], [[w], ds
< CJyllAwlly [’y ds < C fy (Jw'(s) + | Aw (5)]?) ds.

La combinaison des évaluations (2.33) , (2.34) de (2.35) , on trouve;
’ 2 2 ¢ / 2 2
/(O + 1w @F < € [ (ju'() +[dw(5)P) ds

Et application du lemme de Gronwall, nous obtenons que w = 0. O]
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2.4 Existence globale

Afin d’énoncer et prouver nos résultats, nous présentons d’abord les fonctions suivantes :

(0 =1 @) = 18u@P = [ f@®)ulede =5 [ k@) |uolde, (230

T(t) = J(u(t)) = ; |Auf® — B/QF (z,w) dz, (2.37)
ﬂw:Ewwww»:qu»+;m@@+;mmm. (2.38)

Et I'ensemble stable telle que

W={u:ueH3(Q),I(t)>0}u{0}. (2.39)

Le prochain lemme prouve que notre énergie fonctionnelle (2.38) est une fonction décrois-
sante de la solution de I’équation (2.1);

Lemme 2.3. E(t) est une fonction décroissante pourt > 0 et

E(t) = — |V ()] - oz/Qu’ () g (' (t))dz <0, a> 0. (2.40)

Démonstration. En multipliant I’équation (2.1) par u’ et 'on intégre sur 2 avec 'utilisation
de l'intégration par partie, on trouve

Jy fou" (s) ' (s) dwds + [ fo A%u(s) ' (s) dxds
— J§ Jo AU (s) ' (s) dwds
+ o o lul" w(s)u (s) duds +a f Jo g (0 (s)) o/ (s) dxds
=By Jo f (u(s)) ' (s) dxds,
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2.4 Existence globale

ou;

Jo Jou” (s) ' (s) dxds = § Juy (£)]5 — 5 |us (0)]3
fO fQ A2 ( ) ( ) dxds — fo fQ AU (8) AUI (8) dl’ds
— o Jr 8(&;8) v (s)dlds, (9,Au=0sur )

-&J@Au<>Au<>dmh-lOdtOAU<N)d5

=5 1Au(b)l; — 5 1Au(0)];,

Js Jo (=24 () (s) dads = [3 fo V' (5) V' (s) dwds — [ Jy 25000 (s) dTds,

(u' (t) =0 sur I)
=4 Jo [V (s)|" ds,
et

Jo Jo lulP 2w (s) ! (s) dads = [ fo [ul"~" o/ (s) dds
=L Ellu()bds =L fu () =L fu ()P,

et

ﬁfg Jo f (w(s))u (s)dxds = ﬁgF(x,u(t)) dr — B({F(x,u(O))dx.

c-a~d;
HAu ()]s = B Jo F (z,u(t) dov + 5 Ju (£)]5 +
—3|1Au(0)5 + B Jo F (z,u(0)) dz — 3 |uy (0)] —
)

, |IU( s)Ilp

p lu (0)][7

= =3 [0 IVu ()P ds — o f§ Jo g (u' (s)) W/ (s) dwds

ou;

E(t)—E :—7/|Vu |ds—a//
E @) /|Vu |ds—a//

donc;

Lemme 2.4. On suppose les Uhypothéses (Hy)-(Hy), soit ug € W et uy € HZ(Q2) tels que;

-1

2

1= (B 0) Tt @+ @) < 1

Alors w € W pour chaque t > 0.

s) dxds

)) dzds pour t > 0.

]

(2.41)

Ou C, est le constante de l'injection de Sobolev-Poincaré tels que pour tout 2 < p <

2%‘4 (n>5),2<p<oosin=1,2,3,4), nous avons

lu @, < CullAu(B)]l,, Yu € Hi ().
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Démonstration. Puisque I (0) > 0 et par la continuité, il existe 0 < T,,, < T tels que;
I(t)>0,Vtel0,T,,],
ce donne de I"équation (2.37) et I'hypotheses (Hs) que;
Et)>J(t) = I%I(t) + % | Aul?

2.42
8 (o f () ude + oy (1) [ul dr — p o F (o, w)do) > 22 A2 342
Moyennant (2.42) , (2.38) et (2.40), on trouve;
2p 2p 2p
AP< 22 gm< L EpH< 22_FE(0 2.43
lltl_p_2()_p_2 ()_p_2 0), (2.43)

Par le rappel des hypotheses (H;)-(Hy), les inégalités (2.41) , (2.43), et 'inégalité de Cauchy-
Schwartz, 'injection de Sobolev, on a;

B Jo | (uw)ude + 8 [y ki (z) |u| dz < B fo | f ()] |u] dz + B o k1 (2)] ] dz
< Bl Jo lul” du + Bl fq ke ()] Jul dx + B fq [k ()] Ju| de
< Bl lu 0151+ B (1 [Ea ()]0 + [ (@)]]0) lu ()55
< BLCI | Au(t)"T + BOTH (1 [[ky ()] + 1K1 (2)]]) [Au(t) "
= BLCT | Au(t))" ™ | Au(t)?
HBCT (1 ke ()] o + |1 (2)]].0) [Au(®)]) | Au(t)?

6—1

ME“Q%E®DQ(%+th@mm+Hh@mgﬂmm”<MM2wrDJM-

(2.44)
Dongc, par 'utilisation de '’équation (2.36) , nous concluons que [ (t) > 0 pour tout t € [0, T,,].

oo oo

<

En répétant ce procedure et en utilisant la limite suivante ;
5 o-1
2
: 6+1 <
a0t (28 @) T et @l + I @)l < D <1
T, est prolongé au 7. [

Lemme 2.5. En prenant l'inégalité (2.41), il existe alors n =1 — v tels que;

8 [ Fuda+ 8 [ k(@) lul dv < (1= n)|Auf (2.45)

et donc;

Auf? < 7171 (t). (2.46)

Démonstration. De I'inégalité (2.44) | nous avons;
B[ F@ude+5 [ ki (@) ul dr < v|Auf*.

Nous obtenons (2.45) en prenant a n = 1 — v > 0,et par 'utilisation (2.45) de (2.36) , nous
obtenons le résultat (2.46). O
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Théoréme 2.3. Sous les hypothéses (Hy)-(Hy). Soit ug € W satisfaire l'inégalité (2.41) Alors
la solution du probléme (2.1) est globale.

Démonstration. suffisamment pour voir que ||Ju||3 + [Au|® est borné indépendamment au t.
Pour voir ceci nous utilisons (2.36) , (2.38) et I'hypothese (H3) pour obtenir

B0) 2 B() = (5180 =8 [ F(@u)de) + 5 [W O + - Julo)l

> 1o =2 [ pwyude— 2 [k (@)l de
Q Q
+21 ||U/(t)||§ + pl ||u(t)|]§ = ; |Au|2 - ; (I (t) — |AU|2)
+21 [/ (£)])2 + pl lu®)]l;
=2l 410+ 5 WO+

1 2 p—2 2
> 5 W @5+ 55" [Au 0.

puisque I (t) > 0 et p > 2. Donc;

2
/(81 + | Auf? < masx (2, p_pQ) B(0),

Ces évaluations impliquent que la solution u(t) existent globalement sur [0, +o0[. O

2.5 Explosion de la Solution (Blow up de la Solution)

Dans cette section, nous prouvons que la solution du probleme (2.1) blows up dans le
temps fini sous I'estimation £(0) < 0, ou;

E(t) = E(u(t),u/(t)) = 5 [’ () + 3 1Au@)]” +  [lu(®)]}

—B Jo F (z,u(t)) dx (2.47)

Remarque 2.1. On pose
H(t)=—-E(t), (2.48)

nous multiplions le probléme (2.1) par —u’ et on intégre sur €, et en utilisant ’hypothése
(Hs) pour obtenir;

H' (t) = |Vd' ()] + @/QU/ (t)g (' () de > ady ||u' ()||2 p.p t€][0,T], (2.49)

g
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H (t) est une fonction absolument continue et par conséquent;
O<H®hﬂﬂﬂ§54F@me (2.50)

o

E(0) < 0.

Nous avons besoin du lemme suivant, ce qui est facile, en utilisant la définition de ’énergie
correspondant a la solution

Lemme 2.6. Soit 2 < p < f sin>bet2<psin <4 Alors il eriste une constante
positive C' > 1, dépendant seulement de €2, tels que

@y < C (lu@)lf+ [Au®)) , avee 2 < s <p (2.51)

pour tout u € HZ (Q). Siwu est la solution construite comme théoréme (2.1),alors

lu(t)ll < € (H @)+ @I} + | OF + 8 [ F(@,u(®) de). (252

avec 2 < s <p sur[0,T).
Théoréme 2.4. Soit les conditions du théoréme (2.1) étre satisfaisantes. On suppose que;
E(0) < 0. (2.53)

Alors la solution (2.2) (uw € L*(0,T;W N LP(Q))), s’explose en temps fini.

Démonstration. Nous posons

L(t) = lu(®)]® = o lu(z, D) dr,
Lt =2(u(®),d (1),
L (1) = 2| (O + 2 (u(t) " (1),

nous définissons la fonction ;

G(t)=H"(t) +el (t) — 3epel B [o F (x,u (t)) dz

o 2.54
et |k (@)l + veet [k (@)% €20, (254
la ot 71, 72, € > 0 est des constantes positive a spécifier plus tard, et
0<a<mn(P—2 __P=7 <1 (2.55)
a < min , ; :
- 2p "(0+1)(c—1)
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on dérivé I’équation (2.54) et en utilisant 1’équation (2.1) avec I’hypothese (Hs), nous obte-
nons ;
#G (1) = (1—60 T H (8) +eL" (1) + me [k (2)]|
+72e || k2 (z %( 3pee’ 1B [o F (z,u(t ))dx)
=(1—-a)H () () + 22 o (8)]* + 2¢ (u (1), 0 (1))
e [k (@)l 4 72 [|F2 (@) 12
H3peet 49 fo F (. (1) do = 3pee” 3 fo f (u (1)) w (1) de (2.56)
= (L—a) H™ () H'(t) + 2¢ [u’ (t)|* + 28e Jou (¢) f (u (1)) da
—2¢ [Au (B = 22 fqu (t) Au/ (t) da — 2¢ Ju (¢)]];
e [k (@)l + 72 k2 ()12
F3peeT 1 o F (2,0 (1)) dx — 3pee™ B [y f (u (1) ' () de
+(—20e Jou(t) g (v (1)) dx)
Nous utilisons les inégalités de Holder et de Young et les hypotheses sur g pour estimer la
derniére terme de ’équation (2.56) tels que;

2ae |Jou (t) g (u' (1)) du| < 2aedy fo [u (8)] |u(t )!der 2aedy Jo [u' (|7 u (t)] da
< 20ed, % [Ju (t)][7 + 2aed, 757 [ (1)]| 22

+2a5d2 “u ()]]2 +2a5d2 5ﬁ||u()||g (2.57)
—2(d1+d2) 04€H“()H

+20e01 575 (dl ! ()17 + [ (¢ )||"), 5> 0.

g

parce que ~%5 < ¢ alors de (2.49) nous avons;

dy ||’ (t)H oy [ ()] < C(Q)T dulle (|7 + & H (1)

adgp

- (2.58)
< C*d,C () Hu DI + L H' (1) < & (C*le(Q) = d2> H (1),
Par les conditions de frontiere nous dérivons 1’évaluation suivantes ;
Jou(t) Au' (t) dz = [o Au(t)u/ (t) dz — (t))u’ (t) dz
—fQAu(l)u’(t) )
12 (fQ|AU x)2\/§(9|u ’ d95>2
<35 (518u @ + 2w (1))
donc;
/u(t) A () dx = / Au(t)d (1) de < i|Au OF + [ (1) (2.59)
Q Q

En utilisant I'hypothese (Hy) et les inégalités de Holder et de Young avec la condition (2.55)
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et (2.49), on trouve;

L ) lde < b [ (lal’ [ O] + ke @)’ ¢)]) do
szluu<t>|r§9\|u'<>u2
L5 [l (17 + 0 ks ()]

0(5 0) 67 || (1)l + glﬁm [l (D)l

o — o o°

L1 [ O 225 +l— k2 (@)%

41,2
l1

+
11

2C7C(65,0) C (T |lull] (0> 26> 2)

1 o=2 __o ’ o
FLCC(9)F 575 |l (1)

o

g

1. o o2 0
O CHC ()7 || (B)]17 + b [k (2)]5
I

- Oédo

l o—20 o 07 o
+-C(8,0)57C*C () 7 [Jullg + - [lk2 ()17,

g —
+1
o

“Lero ()% 5T H (t)

Par la hypothese (Hj3) et 'évaluation (2.50) , nous donnons;

26 Jou (t) f (u(t)) de = 20p Jo F (2, u (1)) de =26 [o ky (x) u ()] dz
> 2pH (t) = 26 (Jo k1 () [u (8)] dz) ,

et par les inégalités de Holder et de Young, on a

(2.60)

67 -
| k@) (@)l < € (0,0) k1 (@) + 20 [[u ()] (2.61)
Par la substitution dans (2.56) et l'utilisation (2.57)-(2.61) , on trouve;

46 (1)
(1—a) B (1)
Sl e <3p€eT_tBC*C (Q)F + 20:7=2 <C*d10 Q% + d2>> 55
+2peH (1) — 2¢ [[u (8)][7 — 2e [Au (8) + (11 — 28C (0,)) 2 [k ()] (2.62)
+ (72 = 3peeT B ) e ||y ()12, + 3pBe [ F(wu(s)) da

e (BQpGTtBhC (6,0) C*C ()5 +2Ba (dy + dg)) 5l ()5, W0, & >0

En ce moment, pour qu’'un grande constante A positive soit choisir plus tard, en prendre
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tels que; 077 = AH~(¢) > 0 de (2.62), nous arrivons pour tout ¢ > 0;

G (t)

(1 - a)
= ( — A (3peeT50*c( )5 4 2ae021 (C*d Q) + d2>) ) B () 7' (1)
V30 fo F () die — 22 [ (] — 3 | () + 202 ()
¥ (26 (0,0)) < ks (0)]
+ (72 — 3pee”BL L ) £ |[ke ()17,
—€ (3«9peTﬁllC (0,0)C*C (Q)GQ_T? + 2B (dy + dg)) ’\%GH“("_U () |Ju@)||7, ¥, e >0

(2.63)
par l'exploitation de (2.50) , nous avons
(o-1) o < galo—1) o=y o
1D @) llu @7 < 87070 ([ Fawde) @l (260
et l'utilisation des I’hypotheses (Hs)-(Hy) ,on a
Jo F(@,u)de < Jlu(t 8"+ de 4 (k2 (2)] + Ry (2)]) [l
2.65
< SO+ O s @l + ) e O (269
1
< C Ju (®)llyiy
par la condition de (2.55) et l'inégalité (2.52) , nous confirmons que
B o F () a0 lu ()1
< Ol (J|ut >||§E? Yl
= O u @l Nl @117
alo— 0+1)a(c—1) o
< C A Ju (I u (0115, (2.66)

aloc— 0+1)a(c—1)+o
= CLBU e fu 1) 5

< LpueC (H () + lu() ) + [/ (1) + B o F (2,u) dr)
o [+ O + W0 + B fo F (., 0) da )
= CpF ( ey (@) + 2 (@]
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et moyennant (2.66) de (2.63) , nous obtenons;

#G (t)

3peel BC*C (Q)UT;2
> ((1—a)— 2 o2
ady —i—20z607_1 (O*dl(] (Q) o + dg)

< H=% (t) H' (t)
+3ppe [ F (z,u)dx — %5 |Au (t)]2 — 2 ||lu (t)||§
Q
+e (71— 2BC (0, )) [|k1 (7)]| o (2.67)
te (72 — 3peeT Bl 22 ) [|ka ()12,
2pH (t) . 39peTﬁllC (5, J) c*C (Q) 200 /\i%olilﬂa(g_l)
—|—26(1/ (dl + dQ) p
e ( H (1) + [[u()|2 + [/ () + 5 ] F (2, u) d )
x(C' Q

+ 1k (@)l + [1F2 (2) 15

~G (1) (2.68)
(1-a)

2

\ 3pee” BC*C (Q) 2
~ado +20e =1 (C*dlC (Q)%Q + d2>

Y

) H= (1) H' (t)

—|—3p55/QF (2, u) dz — Zg A () = 2 [lu (1)
+e (11 = 28C (0, @) ||k ()| o
e (o= et L) s o1

(5p—1) H (1)
[ 30peTBILC (5,0) CHC ()T | ey, gato-1
+& +2Ba (dy + ds) T P
O < H () + [Ju()|2 + [u/' ()] + B o F (x,u) da )
+ k1 (@) ]| o + 12 ()17,

—@Bp—1)H(1).
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En utilisant la définition de (2.48) , I'inégalité (2.68) nous donne

d
gG (t)
(1—a)
> ) 3peeT BC*C (Q) 7
ado | 207t (c*d10 Q) + d2>

xH™*(t) H' (t)

()

2 o—20

e | (o[ 36pe"BLC (6,0) CTC(Q) 7 M7 1y ga(o-1)
+280 (dy + dy) 7

x | ()]

3p—1 5) 2
~2)elA
H(F= =2 ) elau()

(11 —28C (0,0))

te| o 39peT5zlc(5,a)c*c(Q)?Ti9 37 by guto-1) [y (2)]|
+250¢(d1+d2) g P

(72 — 3pee” 8L %)

2l 30peT BL,C (5,0) C*C () T\ yio ), gato-1 1k (2)]1,
1280 (dy + ds) o P _

(52

P a—260

+€ _C 39p6T5l10 (5, U) c*C (Q)W )\1;0[716(1(0_1)
+2Ba (dy + do) 7 r

X lu ()11

3p—3p—1)

te| o [ 300e7BLC (5.0) CC ()T | piey o) |7 / F (z,u) dz
—|—25a(d1+d2) o P Q

(5p = 1)
e | Lo ([ 300TBNC (0.0) CC QT yeyguony | | H O
+2Ba (d1 + dy) 7

on pose

o, — ¢ [ [ 300" B0C (6,0) C*C Q)= \ 1L geto
+2Ba (dy + dg) op
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nous arrivons a

#G (®)
(1—a)
>0 3peT BC*C (Q)% H () H' (1)
| 422t (¢ (@ + d)

( -
de [t - oo O + (2252 = 5) e A (1) (2.69)
+e ((nm —2BC (0,0)) = CLAT7) [k (2) |,
(72 - 31056T551%U> - Cl/\lfg) 12 ()12,
te [pT CAN=7 [lu @))%+ e [1 = CLA9) 8 fo F (w,u) da
+e((5p—1) = CIAN)H ().

on choisir v; = 14+ 26C (0, ) , 70 =1+ 3p€eT5l1 et A satisfaisant I'inégalité suivante;

. ] 2G4 pCr
>\>)\: o—1 1
> 0= min (25 2L e, 0

de sorte que les coefficients de H (t), |v' (t)]*, |Au (t)]?, lw (O 5 151 (2)] o, 12 (7)o et
Jo F (x,u) dz de I'inégalité (2.69) sont strictement positive, et par conséquent nous obtiennent

#G (@)
(1—a) .
> o 3pe pC*C (Q)z H~*(t) H' (t) (2.70)

2@ | yoqet (C*d10 Q7 + dg)

e ( H(t)+ [u )P+ u@®P+ fo F (z,u) do )
+ 11 ()| + [Tz ()12,

Y

la ou le w est le minimum de ces coefficients. Nous choisirons le € assez petit, de sorte que;

0<e<egyg=min 1—a Hl_a(o)
- \ 3pe’ BC*C (Q)%2 T =L (0) + 3peT B fo F (x,u) du
ado | 4ope-1 (C*dlc Q) + dQ)

donc, l'inégalité (2.70) prendre la forme suivante;

p H () + [ () + [lu @) )

€ ) 2 we ( I P (au) o+ ks (@), + ke ()2 27)

et par conséquent ;
G (t) > G (0) > 0 pour tout ¢t > 0.
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La deuxiéme terme de (2.54) en appliquant I'inégalité de Young nous pouvons estimer comme
suit ;

SL (0 = () 0 (0) < el O u @), < e (W O+ Ju 0,55,

ainsi que;

[(u () o ()75 < O (Ju BF + llu ()] 77)

et en utilisant le Lemme (2.6) et la condition (2.55) , nous obtenons;

|(u(t),u (t))|ﬁ
<C(H @)+ [ OF + lu @)+ fo F (z,u)dzx) vt >0, (2.72)

Et en conséquence nous avons;

G ()77 = (H' (1) + 22 Ju (2, ) ' (1) dx + et ||y (@)llos +72€t!|k2 )=
1
1 —
C( )+ \QEIQU(SU t)u (1) de| 7= + et [k (@) | + Poet [[k2 (2
<O (H O+ OF +llu @)l + Jo F (2,u) de + [k (@)]| + k2 (2 )I
(2.73)
Nous combinons alors(2.71) , (2.72) et (2.73), pour arriver que :
d 1
30 (8 =G (8)7 (2.74)

ou p est une constante dépendre en C, w et € seulement et ne pas dépendre de u. Et I'inté-
gration de (2.74) sur (0,t), pour obtenir;

t t
/ G(s)_ﬁ G'(s)ds > / pds, avec 0 < a < 1,
0 0

alors .
1 —=+1 t
T G (s) e > [p.sy
(ﬁ) 0
donc on obtient
o 1
G (t) L-a Z a —1
G (0) t.ateP
et alors pour
. l—a
ap Gt (0)

on obtient que G (t) s’explose dans un temps fini 7" ou;

T<T".
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CHAPITRE 3

ECOULEMENT INSTATIONAIRE DU FLUIDE DE BINGHAM
DANS UN DOMAINE ELASTIQUE BIDIMENSIONNEL

Résumé

L’objectif principal de ce travail est d’étudier un probléeme aux limites de la valeur initial
concernant ’écoulement transitoire d’'un fluide rigide, viscoplastique, et incompressible de
fluide de Bingham dans un domaine borné élastique de R%. En utilisant la méthode de Faedo-
Galerkin ainsi que les techniques de régularisation, nous obtenons des résultats d’existence
et 'unicité des solutions locales.



K. MOSBAH 3.1 Introduction

3.1 Introduction

Ce travail est consacré a I'étude de l'existence de la solution a quelques problemes des
valeurs aux limites concernant 1’écoulement transitoire d’un fluide rigide, viscoplastique et
incompressible de Bingham dans un domaine élastique. Un fluide de Bingham est un fluide
viscoplastique non newtonnien qui possede un effort de fléchissement qui doit étre surpassé
avant que le fluide coule. En beaucoup de matériaux géologiques et d’industrie, des fluides de
Bingham sont employés comme base mathématique générale d’écoulement dans la technolo-
gie drilling, I'inclusion dans la manipulation des boues, des suspensions granulaires, du fluide
etc. Bingham est baptisée du nom d’Eugene C. Bing ham, qui a déclaré son explication ma-
thématique. Il est bien connu que Bingham ait étudié la premiere fois I’équation constitutive
de Bingham-plastique dans [26, 3], est le modele le plus employé souvent pour un matériel
viscoplastique. Ce des régions du comportement rigide-solide et de non élastique-fluide sont
séparées en termes d’état de rendement de von Mises’. L’équation constitutive rapportant les
tenseurs d’effort et de taux-de-contrainte v de 7 de deviators est donnée comme dans [26, 4]

= (m+ )5 > m) (3.1

=0 (1<T7) (3.2)

ou le 7 et les v sont les deuxiemes invariants des tenseurs, définis as

I 1. .\
T_<27—77—> y _<2777) ) (33)

et le ny et le 7, s’appellent la viscosité plastique et I'effort de fléchissement respectivement.
Les équations (3.1)-(3.2) définissent deux régions distinctes d’écoulement. Dans le premier
le 7 invariable dépasse l'effort de fléchissement et les écoulements de la matiere avec une
fonction non Newtonnienne de viscosité définie comme n(y ) := 79 + 2. Dans la seconde
I'effort est moins que la valeur de rendement et le matériel se comporte comme solide rigide.
Les régions liquides et solide sont séparées par une surface distincte de rendement.

Une exploration des lois pour 1’écoulement plastique a été étudiée par Bingham dans [6].
Darby et Melson dans [11] ont formulé une expression empirique pour deviner le facteur de
perte de frottement pour la dérive d'un fluide de Bingham. Bird et al dans [5] a analysé
les phénomenes de rhéologie et d’écoulement des matériaux viscoplastiques. Le transfert
de chaleur de convection pour le plastique de Bingham a l'intérieur d'une pipe circulaire
et I'approche numérique pour I’écoulement hydrodynamiquement naissant et 1’écoulement
simultanément naissant ont été étudiés par Min et al dans [24]. Liu et Mei dans [22] ont
considéré la diffusion lente d’une feuille liquide de Bingham sur un avion incliné. Pour des

These de doctorat en Sciences : Equation de Petrovsky avec un terme source



K. MOSBAH 3.2 Position du probléme :

fluides de Bingham, I’écoulement de Couette-Poiseuille entre deux plats poreux, considérant
la glissade conditionné, a été étudié par Chen et Zhu dans [7]. Sreekala et Kesavareddy dans
[32] ont mentionné les impacts de Hall sur 1’écoulement (MHD) plastique de Bingham de
magnéto-hydrodynamique au-dessus d’un milieu poreux, y compris ’aspiration et I'injection
uniformes. Pour des fluides de Bingham, 1’écoulement magnéto-hydrodynamique pour un cas
instable considérant Hall des courants a été décrit par Parvin et al dans [28]. Rees et Bassom
dans [30] ont considéré des fluides de Bingham au-dessus d’un milieu poreux suivant une
modification rapide du flux thermique extérieur. Le papier est organisé comme suit. Dans la
section 2 nous présentons le probleme mécanique de 1’écoulement transitoire bidimensionnel
d’un Bingham rigide, viscoplastique, et incompressible qui occupent un domaine 2y dans un
domaine élastique ayant le ; C R? comme épaisseur. Nous présentons quelques notation
et préliminaires. Nous dérivons la formulation variationnelle du probleme. Dans la section 3,
nous présentons la formulation mathématique et nous prouvons une existence et des résultats
d’unicité.

3.2 Position du probleme :

On considére deux ouverts g, ; de R? (Qg, Q; C R?),borné, comme indiqués Figure 01 :

Le normale 1 a I'y est orientée vers l'extérieur de €2y (donc l'entérieur de €2y) (réspective-
ment : Le normale v a I'; est orientée vers I'extérieur de §2y).

On considere un modele mathématique pour étudier un probléme de transmission entre
deux domaines , un fluide de Bingham avec contact du type sous-différentiel , incompressible,
visco-plastique qui occupe le domaine €y C R? borné ,de frontiére réguliere 9y = I’y mes-
surable et de classe C*'. Cette fluide qui se déplace dans un d’autre domaine solide-élastique
Q; C R? borné,de frontiere réguliere 9Q; = I';de classe C* constituée de deux parties messu-
rables et disjoints 02, = 'y = '3 U T, telle que : mes (Iy) > 0, mes (') > 0. On désigne
par Q; (i =0,1) : Pensemble Q; = Q; x (0,T), (i=0,1), T > 0. Les forces volumiques de
densité f agissent dans Q,telle que : fig = (fo\QO,fl\Ql).OIl impose sur I'y x (0,7) des
conditions de contact avec frottenment du type sous-différentiel. u, g sont les confficients qui
caractérisent le modele de fluide Bingham et qui représentent respectivement : la consistance
(la viscosité) et le seuil de plasticité.

On désigne par oy le déviateur du tenseur des contraintes oy = (09, ;) , donné par;

t?”O'O

5i,j7

0o = (Uoz',j) y 004,75 = 00i,j —
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1
g (U) = (51']' (U)) : €ij (U) = 5 (ui,j + iji) et u'i,j = Diuj, 1 S Z,] § 2 et Div (O') = (Uij,j)

ou § = (d;,;) est le tenseur identique.

Le probleme de transmission peut se formuler de la maniere suivante :

Problem 3.1. Trouver le champ des vecteurrs de vitesses : u = {uy,us} défini dans Qg =

Qo x (0,T) : Qo — R? avec le champ des contraintes oy = 0015 ) ey oy Qp — Sy et
7/ 1<i,j<
w = {wy, we} défini dans Q; = Q1 x (0,T) : Q) — R? tells que;
D
=== Gu +u.Vu | = Div(og) + fo sur Qo = x (0,7) (3.4)
D, ot
09 = 2./ RO, 0
o= 2ue )+ gt Wl 7 ar Q=0 x (0.7)  (35)
ool < g si [e (u)| =0
2
divu =0 sur Qy = Qo x (0,7), (i.e. Y Dyu; = 0) (3.6)
i=1
0w ,
i divoy + f1 sur Q = Qy x (0,7) (3.7)
2
O01ij = Z Ai7j7k71.6k’l, sur @1 = Ql X (O,T) (38)
k=1

ou A est le tenseur d’ordre 4, tenseur de Cauchy et e¥' la déformation tensor avec les condi-
tions de transmission sur I'y x (0,7T) :

u:a—w:w' sur Ty x (0,7 (3.9)

ot

1 2

01— 00 = (Z U; COS (m)) X u; sur T'o x (0,7) (3.10)

i=1
o1.m =g sur I'yp x (0,7 (3.11)
w =0 sur 'y x (0,7T) (3.12)

et les conditions initiales

u (0) = ug sur Qo x (0,7T) (3.13)

(0 -—marac0n (3.1

w' (0) = wy sur Qq x (0,7)

o . D /s e s . Y
Rappelons ici que B, est la dérivée particuliére.
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1. L’équation (3.4) : représente I’équation du mouvement durant la période (0,7 telle
que Div (o) = (0;; ;) et f est la densité des forces volumiques agissant sur le fluide,
avec ! f\Q = ( 0\90,f1\91)

2. L’équation (3.5) : représente la loi de comportement du fluide viscoplastique de Bin-
gham.

3. L'équation(3.6) : représente la condition d’incompressibilité du fluide dans laquelle
divu = 0.

L’équation(3.7) : représente la loi de comportement élastique.

L’équation ) : représente les contraintes.
L’équation ) : représente 'accélérations.

L’équation 1) : représente les conditions aux limites de traction.

© 0 N o o

(3.8
(3.9
L’équation (3.10) : représente les conditions du transmissions des contraintes.
(3.1
(3.1

L’équation 2)-(3.14) : représente les conditions initiales.

3.2.1 Transformation de formulation du probleme

On introduit : 8 52
w w
@ — / RN (D/ l/ _ -
T = o

Nous allons introduisons dans le premier temps quelques notaions et hypotheses et nous

(3.15)

établissons des lemmes qui permettent d’obtenir la fomulation variationnelle. On désigne par
Vi Tespace ;

2
Vlz{ve(H 1(Q))Q,divv:OsurQ,1):()su1“110},5>‘:g: 5 =1 (3.16)

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire et la norme induite, respectivement

2
1= gy s ol = (0
On note :
Vo=H=H"Q)=L*(Q),llvll, = v] et ((v,w)), = (v,w),pour s =0
On introduit ensuite les notations suivantes :
Vi = {v Jv € (H(Q))?, dive = 0 sur QO}

Vo = {v Jv € (H'(2))*,v =0 sur Fu}
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Et que;
V ={(v1,v2) € Vi X Va1 v = vy sur I'p}

(£ 90, = [, fodo,i=12,

0t Vi x Vi = R, ag, (u,v) =2pu A e (u)e (v)dx,
0

b i Vi x Vi x Vi = R, by (u,v,w) = Z/Q aijdx

i,7=1

Oou; 0
ao, Vo x Vo = R, ag, (u,¢) = Z/Qaff@i]d

i,j=1

J Vi =R, J(v):g/Q le (v)| dx,
0

On va alors vérifier que I'on peut formuler le probleme posé sous la forme suivante :

Inéquation variationnelle

Problem 3.2. On cherche u, ®,avec

we L(0,T,Vi ) NL=(0, T, (L* ()°)

® € L*(0,T, Vo) N L¥(0,T, (L (1)),

(W, v —u)q, + b1 (u,u,v —u) + ag, (u,v — u)
+9 Jo, (Je ()] — e (v)]) dz
(@, = P)o, + (01,8 (¢ — ®))a, + Jr, (01 — 00) (v — u)dl’
+ Jr,, o (o — @) dl
> <f0>v_u)90 + (flagp_q))QN V(U,(p) eVixV;
v = surly
u (0) = ug sur Qo x (0,7)
<I>(0) =w (0) =wy sur ; x (0,7)
=& =2 = surTyx (0,T)
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Démonstration. Soit u une solution du probléme (3.2), on multiplie I’équation (3.4) par
(v —u) € H'(Qp) et on integre sur Qg,il vient ;

/Q(?U(v—u dx—i—/ uVu (v —u da:—/ Div (09) (v —u) d:z:—i—/ fo (v —u)du,

0 8t
Le;
(W, QO+Z/ uzam (v —u), dz = (Div (00) ,v — Way + (for v — Way,
i,j=1 ?
Donc;
(v, v —u)q, + b1 (u,u,v —u) = (Div(0g) ,v — u)q, + (fo,v — u)ay, (3.17)

En utilisant la formule de Green pour l'élasticité (voir le Lemme (1.13)), on voit que :

(00, (v —1u))q, + (Div(0g) ,v —u)g, = /F oov (v —u)dl',Yv € V)
0

ie;
(Div (0¢) ,v —u)q, = —(00,€ (v —u))q, +/ ooV (v —u)dl',\Yv € 1}
To
et on a;
oPe (v) = (09 — %traoé)s (v)
= (00e (v)) + (—%troo(k (v))
et que;
1 (Ov11 vyl 1 (0un Ouay
5e (v) = ( L 0) ( 2\ om +aa£1; Qngﬁgé; )
1 v v 1 v v
00 2\an T o) 2\0m T o0
d’ou;
Qo 0
de (v) = ( Oz, s )
0 %m
donc;
—Htfrés (v) = —Htr ( 681 g% > = ; azi = dive = 0 sur
et que;
1
oPe (v) = (o9 — ;traoé)s (v) = (00e (v))
Et on a;

(00, € (v = w))a, = (2pe (u) + g & (v = w))ay
= (2pe () & (v =)oy + (95,2 (v — w))a,
=24 fo, € (u) € (v —u) d + fQO gégz)‘ e (v —u)dz
= agq, (u, (v —u)) + ngO ‘a(u € (v—u)de
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et on a;
Jo |§EZ§|5 (v—u)dr = Jq, %5 (v) dz — [ %8 (u) dz
< Joy 9 |2 (0) do — i 0 | ()] de
< Ja, le )| dx — [, | (u)| dz,Yv € V}
donc;
e (u)
g o, |€(u>|5(v—u)dx§g/go |5(v)|dx—g/QO le (u)| dz, Yo € V)
ie;

(00, (v —u))a, < ag, (u, (v —u)) +9/QO (le ()] = [e (w)]) dz, Vv € V3
on tire que;

(Div (09) ,v — u)o, = —(00,€ (v —u))a, + Jr, oov (v —u)dl',Yv € V

3.18
> —agy (10— ) — g Joy (1 (0)] — e (W) do + foy 00w (v — W)l Vo e Vi, )
Moyennant (3.18) de (3.17), il résulte;
(W, v —u)q, + b1 (u,u,v —u) = (Div(0g) ,v — u)gq,
+ Jp, oo (v — u) dy + (fo,v — u)q,
> —agq, (u,0 —u) = g Jo, (| (V)| = |e (v)]) dz
+ Jr, oov (v —u) dl' + (fo,v — u)q,, Vv € Vi,
Donc;
(v, v —u)q, + b1 (u,u,v — u) + ag, (u,v —u) + g Jo, (g (V)| — |e (w)|) dz (3.19)

— Jp, ooV (v —u)dy > (fo,v — u)q,, Vv € V1,

De méme, soit ® une solution du probléme (3.1), on multiplie ’équation (3.15) par (p — ®) €
H(2) et on integre sur y,il vient ;

/QCD'(cp—CI))dx: dival(go—fb)dx—l—/Q filp —®)dx Vp € Vs,

91
Le;
(2,9 — @), = (divor, ¢ — ), + (f1,0 — )a,, Ve € Vo, (3.20)
En utilisant la formule de Green pour l'élasticité (voir le Lemme (1.13)), on voit que :
(017 € (90 - (I)))Ql + (le (Ul) ) (90 - q)))ﬂl
= /F orm (¢ — @) dl’ —l—/F orm (p — @) dl, YV € Vs,
1 0
Le;
(diV (Ul) U — u)Ql = _(017 € (90 - CI)))Ql
+/F o (¢ — @) dF+/F o (p — @) dl, Yy € Vs,
1 0
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Donc;
(¥ = B, = (90,2 (0 = P))oy, + [ om (o —@)dr
+/F0 o1 (¢ — @) dl' + (f1, 0 — ®)a,, Ve € V3,
Et comme 09 =TI'; =T'1; UT'19,0n trouve;

(@0~ B, = (01,5 (6~ ®)a, + fy, o (¢~ @)l o
+ fF12 a1 (QO - (b) dl’ + fl—‘o 01" (QO - (b) ar’ + (fl? Y — (I))QNV(P € ‘/27

et comme w = [{ @ (7)dr +wo , w =0 sur 'y x (0,T) et (p —®) = 0 sur ['yp, 011 = g
sur I'1; x (0,7) et que n; par (—n) ,on tire;

((I)la Y — (I))fh = _(0178 ((P - q)))ﬂl - fl"ll g (()0 - (b) dl’ (322)
+f1‘0 01 (QO - q)> dF + (flvgp - (I))QDVQP € ‘/27

Et par addition de (3.19) et (3.22) , on trouve;

(W' v —u)g, + b1 (u,u, v — u) + ag, (u,v —u)
+gf(| )| = le (W)]) dz = Jr, 00v (v = u) dl' + (@', — @)g,

(v
( 6(@ <I>))Ql+frn (o —@)dl' + [p, o1 (0 — @) dl’
( ) Qo (flvgp_q)>917 V(UﬂO)E‘/lX‘/Q

w' (0) = wy sur y x (0,7)

=& =9 =wsur I'y x (0,7)

Donc

(W, v —1u)g, + b1 (u,u,v —u) + ag, (u,v — u)

9 Joy (2 (0)] = [¢ (@)]) d + (8,5 — D),

Hone (g~ B)a, + foy (01— 00) (0 — ) dT + fi,, g (o — @) dT
> [(fO,U_U)QO + (fl,QO—(I))Ql], v(”v@) e Vi x Vs
v = sur [y
u (0) = ug sur Qg x (0,7")

<I>(O):w (0)—w1 sur £ x (0,7)
=& =2 = sur Iy x (0,7)

Lemme 3.1.

1. agq, est bilinéaire, symétrique, continue et coercive sur Vi x Vi.

2. a1 est bilinéaire, symétrique, continue et coercive sur Vo x V.
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. by est trilinéaire sur Vi x V; x V.

4. J est continue sur V.

Démonstration.

. La bilinéairité et la symétrie sont triviales, il suffit de montrer les autres propriétés. En effet,
on a d’apres l'inégalité de Holder ;
lagy (1, v)] = |21 Jo, € (u) € (v) dar| < 201 o, |e () ()] da < 2u fo, [e ()] e (v)] da
1 1
2 2 2 2
< 20 (Jo le (W) d)* (Jo le ()7 dx)* < 21 [[ull g 202 1] 222
< Cllully, lvlly, , Vu,v e Wi

ce qui montre la continuité de la fonction aq,.

Par ailleurs, on sait d’apres I'inégalité de Korn qu’il existe une constante o > 0 telle que :
ag, (u,u) =2u 8( Je( dJJ—Q,u/ w)|? dx>2uoz||u|]v Nu eV

d’ou;la coercivité de la fonction agq,.

. La linéarité est triviale, il suffit donc de montrer les autres propriétés

Soit u, ¢ € V,, en utilisant 'inégalité de Cauchy—schwartz, on a;

Ou; Op;

Ouj O
|aQ1(u90’_‘Zj 1le dé@?d ‘<ZJ 1fﬂl Ox; Ox; dx
1
Ouj le]
5250 (o [522] o) (o [52] )" < C Nl il oy

< Cllully, lelly, »Yu, ¢ € Va

comme la norme sur V5 est équivalente & la norme sur H'(£2) ce qui montre la continuité de
la fonction ag,. D’autre part, on a :

8’&]‘ 3uj . 2 / j
Z /91 8xi'8xidx‘ _Z.;l o, | 01

1,7=1

2
lag, (u, u) dz < [[Vull(z20,))2

et comme Qest borné et Vo C H'(Qy), de l'inégalité de Poincaré (voir le Lemme (1.10)),
on tire;

lag, (u, w)] = 1V7ull{12,y2 = C llullzna,) = C llully,
d’ou la coercivité de la fonction ag, (u, @) sur Vo x V.

. La trilinéaire de la fonction b; sur V5 x V5 x V; est triviale.
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Lemme 3.2. V(u,v,w) € V; x Vi x V; on a :

1 1 1 1
1. by (u, v, w)| < Clull® [ul? [Jw]|2 w]2 [v]],

- by (u, v, w) = —by (u, w,v) + Z?,j:l fro u;wjvnm;dly.
Démonstration.

. Soit (u,v,w) € V; x V; x Vi, on obtient, en utilisant 1'inégalité de Holder

b1 (u, v, w)| = ’Z = 1fQO w;(D; v])wjdx‘ 1
<:Cj(ﬁ?|“Apdx> i 1[(k%|L)V” ) }(fhohﬂﬂpdx)p

<C HU’HLP(QO) (Zi:j:l HDin||L2(QO) ”wHLP(QO) 7 % " % -
d’ou;
8 .
|b1(u v U))’ < C HUHLP(Q (Zi]’:l ‘ 8;2 L2(Qo)> HwHLP(QO)Q )

1 _
24i=1
On sait que si v € V; alors : v; € H'(Qg).Donc d’apres les inclusions de Sobolev

v

DZ‘U]' = 8371 c LQ(Q())
on en déduit 5 1
(v < Clull, ol ol e =5 =1

Et nous utilisons 'inégalité de Convexité suivante, voir J.L. Lions [18]

[0l < IR, 0l 90 € B, = 45 =1 (3:23)

LP(Qq9) — Qq) L2(QO)7 0/ P 2 .
De (3.23) , on déduit que
(o)) < € (N, Wl Yol (el el )
d’out
1 1 1 1
(b1 (w, v, w)[ < Clully [ul? wl[{ [w]> [[v]ly, , (3.24)

V(u,v,w) € VixVyxV

. Faisons une intégration par parties et 'utilisation de (3.6) , on aura

(u,v,w) Z/uzDv]w]dx—Z/ (uswj) dx

4,j=1 4,j=1
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Par intégration par partie, on obtient
(u,v,w) Z / ww;vin; dI' — Z / i(uw;)v;de
3,j=1 ,j=1
ie
bi(u,v,w) = ,j 1 Jr, wiwjv;midl — Zz] 1 Joo Di(uiw;)v;de
= 223 1 fro ujwjvyndl’ — Z =1 fQO ( z:1<DiUi)) wjv;de
- Zi,j:l fQO u; D (w;)vjda

et comme divu = 0 dans Qq, (i.e. Y2, Dyu; = 0), donc

(u, v, w) Z/ ww;vndl — Z/ w; D;(w;)vjdx

7,7=1 1,7=1

d’ou le résultat suivant

by(u,v,w) = — by(u,w,v) + Z / ww;vndl, Yu,v,w € Vi x Vi x V; (3.25)

4,j=1

. Pour montrer la continuité de J il suffit de considérer une suite (v,) € Vi qui converge vers
v dans Vi, et utiliser I'inégalité de Holder pour obtenir ;

@) =T @I = o[ @] di=g [ |e@)]do
= g [ lle@)l~le@]|de

< gf lew) —c)ldr <g [ |e(v,—v)lde
2 %
< g(/ 1da:> (/ e (v, — V)| dm)
Qo Qo
1
< 9102 [le (va — V)l 2(qq)2x2
1|1
< gl |= - T (v, —
< g Q[V(Un v)+ V7 (v, = v)] oy
g 1
< 2100 (I (w0 = Ol sy + [ 97 @0 = )] g e
1
< g180|? lvn = vlly, < Cllon = vlly, -

donc

17 02) = T ()

< Cte.
veEW ”Un - 2)HVI
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Lemme 3.3. (voir(18, page 127]) Siv € H'(Q) (2 C R?), T le frontiére de 2, on a : v/r €
L3(T) et
/el < Cllolngey 0l Yo € HY(@

On décrit maintenant la fonctionnelle d. On suppose que d est propre, convexe et semi—
continue inférieurement pour la topologie faible de V. En outre, on assume l’existence d’une
famille de fonctionnelles (d).., qui vérifent 'hypothese de régularisation suivante :

Hypothese de régularisation (H) :

1. Pour tout € > 0, la fonction v — d. (v) de V.— RU {+00} est convexe et différentiable
sur V.

2. Pour tout v € L*(0,7,V) ,on a;
T T
/ d. (v (1)) dt — / d (v (1)) dt quant £ — 0 (3.26)
0 0

3. Siv. — v dans L? (0,7, V) faiblement et v/ — v’ dans L? (0,7, V}) faiblement alors :

lim inf [ d. (v (8))dt > /O Y ao ) dt (3.27)

e —0 0

4. Tl existe une constante C' > 0 telle que pour tout v € L? (0,7, V) et pour tout € > 0,on
a:
”Dda (U)HLQ(O,T,V’) S C ||U||L2(O,T,V) (328)

5. ou Dd. (v) représente la différentielle au sens de Gateaux de d. (v) .

Régularisation :

On régularise la fonctionnelle J , en utilisant une famille de fonctionnelles J. (¢ > 0) ,telle
que J. est la fonctionnelle différentiable suivante

J. (v) = 1%5 / e (v)[F* da. (3.29)
Qo

Le résultat suivant est nécessaire pour la régularisation du probleme variationnel.

Lemme 3.4.

. 1l existe une constante ¢ > 0 telle que

DI ()l < cllolly, , Yo e Vi (3.30)
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. Siv. — v dans L* (0, T, V1) faiblement et v. — v' dans L*(0,T,V]) faiblement alors :
T T
lim inf [ D (J. (v.))dt > / D
e —>0 0 0

. Pour tout € > 0, la fonction v — J. (v) de Vi — RU {400} est convexe et différentiable sur
Vi.

Démonstration.

. On a;
J. (v) = 1’;6/9 e (v)]"*F da, Yo €

et DJ. (v) : représente la différentielle au sens de Gateaux de J. (v) au point v,i.e;

(DJ. (v),w) = Tim 20T =) d

Jim 3 d/\(J (v+ Aw)) |azo, Vw € V)

Alors ;
(D (v), w)yyev, = g5 (Je (v + Aw)) |r=o
=4 (a5 fQO \5(v+>\w)\1+€ dz) x=0
= ( T+e) Joo dx (‘g(v + /\w)‘Hg) dx) x=0
:<1+€ Joo (L +¢) |e(v+ Mw)[° ( v—}—)\w)’dx) |r=0
= (9 Jo e (W + M) [ Je (w >|d:z:) =0
=9 Ja, le )" |e (w)| dx
et d’apres 'inégalité de Holder donne;

(1. 0) w0y, <9 ([ (e Par) ([ )’ e,

On peut toujours prendre ¢ assez petit, de plus il existe une constante strictement positive ¢

de sorte que;
dle(v)] > 1,Yv € V; \ {0}

Cela entraine 'existence d’une constante C' (g,d) > 0 vérifiant I'inégalité ;
IDJ. @)l < C (.6) [[olly, Vo € Vs

D’ou la preuve. Ce lemme nous permet d’obtenir, en utilisant I’hypothese de régularisation
(H), on a;

N

([10ne@la) <@ eo) ([ k) wen

Donc l'inégalité ;

IDJ: )l 20.mvp) < C ol 2o sy - Po € L*(0, T, V4) (3.31)
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2. Vérifions que;
Si v. — v dans L? (0, T, V}) faiblement et v. — v' dans L? (0, T, V}) faiblement alors :

T
lim mf/ d(J. (v. (1)) dt >/ ) dt
e =0 0

J () = 7= [ @)+ de,vo € 1,

On a;

et;

T:Vi 5 R, J () :g/ & (v)| d, Vv € WA,
Qo
et DJ. (v) : représente la différentielle au sens de Gateaux de J. (v) au point v, i.e;

(DJ. (v),w) = Tim 22020 = Je ()

m 3 Nu,w e Vy

Donc;

v,
= Yo, w eV

Nous montrons que;
lim_sup (D (Je (ve)) ,v- —v) <0

e —>0

donc ; Yu.,v € Vi;

. 1 Je (Ve +A(ve—v))—Je (ve)
(D (Je (ve)) ve —v) h{}no ) 5
Jg(vg+>\(vg;v))_J5(U5)

=3 <1“1ng le (ve + A (ve — )" da — %raﬂf e (v2)|+* dx)

0

=3 <1+€ [le (ve + A (v = o) = [e (v2) 7] dx)
= 31 Jao |€<ve+A(vs—v>>| e (e + A (v =)' — | (ve)[° [e (ve)|* da
< (149 triagad Jog sup (e (v +A(ve =) fe (ve))
x (Je (ve + A (v = )| = [e (vo)[') da
< gJa, sup (e (ve +A(ve —0), e (v)[)

ve €V1
X ‘5(Us+>\(va_§))|l—‘5(U£)|1 dz
< SUPV (le (v + A (v = )|, e (ve)])
ve € V1

x 30 Joy |e (0 + A (e = ) dx — g Jo |e (v2)]* da
< sup (v + A (v~ ) e (0)])

" ngO|E(v5+)\(v5—v)))\\ld:c—g fQO|a(v5)|1dx
< sup (le (ve + A (v = 0))I", [e (v)[7)
ve €V1
x J(vg—i-)\(ve;v))—J(vg)
< sup (le (v + A (v- —0))I7 [e (v)])
Ve € V1
> J(vng)\(vE)\ v))—J(ve) \V/'Ug, v E ‘/1
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iLe;

(D (J- (ve)) ,v- — v)
< sup (e (v-+ A (ve — )%, e (v)]) . (D (J (v)) v —v), Vv, v €V}

veEVY

et par passage a la limite on trouve;

lim sup (D (J: (v.)),v. —v) <0 (3.32)

e —0

Et comme la fonction J.;

J. (v) = 1%5 / e ()% da, Yo € 1

est borné sur Vi, i.e;

Yo eV, | (v)] = | fo, le (0)]'F da)
|

1+e
L [le()] " dz

KD

l 1
< 9 (Jo 12dx) * (o e ()9 der)?
1 ¢! 1 2(1 2(1
< g(mes ()7 [le (v)]|Fare) < g (mes (D)7 o]+ < C v+
) 2 2 . 2 ) N
puisque [|€ (v)[|72(qy) + (V]2 = lIVlly; » D7ow;

J. ()| < C|P ) vo e 3.33
Vi

d’apres (3.32) et (3.33) alors;

T T
tim inf [ (D (J. (v (1)) w) > (/ D(J (v (t)))dt,w), Voo, v,w € Vi
5 0 0
D’ou;
lim inf [ d(J. (v. (£)))dt >/ ))dt, v € Vi
e —=+0 0

. Pour tout € > 0, la fonction v — J. (v) de V; — R U {400} est convexe et différentiable sur
V:

La fonction v — J.(v) de Vi — R U {400} est continue convexe sur Vj, il suffit donc de
montrer que;

J-(1=0)u+6v) <(1—-0)J.(u)+0J:(v),Yu,ve Vi, VOe€]0,1]

ou;
Jo (v) = +o0 si vy, — +o0,
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et comme |e (v)| > ¢ ||v||i2(ﬂo) ,Yv € Vi, on a;
J: (v) = & f le (v)|""F dx, Vv e W

2(1+4¢) (1+ . 4(1
> s ) g, > (4e0) o159 > (20) 0%y e v,

et par passage a la limite [|v||;, — 4o00,0n trouve;

lim  J.(v) = oo,

oy, = +oo

donc, la convexité de la fonction v — J. (v) sur V;.

Passons maintenant a la régularisation du probleme (3.1) (Inéquation variationnelle). En
effet, remplacons dans (3.2) v par u + A (v —u) ou A > 0,divisions 'inéquation par A puis
faisons tendre A\ vers 0,nous obtiendrons I'inéquation ;

(u, v—u)go+b1(u U, v —u) + ag, (u,v — u)
—l— 1 JutA@ )\")) J(“ — Jr, ooV (v —u) dl’
((I)/a ¥ — (I)>Q1 + (017 € (90 - q)))Ql
+ e, 9(@—®)dl + Jr, g (p — ) dl
2 [(fo,'U _u)ﬂo + (fla(P_ q))Ql]a V(U,(p) € Vi X Vé

On va raprocher la fonctionnelle .J par la famille de fonctionnelles (J;)_. , et on cherche u., o,

solution de I'inéquation régularisée obtenue suivantes ;

(ul, v —ue)a, + b1 (s, ue, v — u) + ag, (Ue, v — uy.)
+(D‘] ( )7 _ua)v'xw _IFOUOV(U_Us>dF
+(PL, o — Pe)o, + (01,8 (¢ — e))o, (3.34)
+Jr, 9(p — @) dl +FJ; g(p—®)dl

> [(vaU _UE)QO + (fla(p_ (I>€>Q1] ,V(’U,(p) € Vl X VZ

Comme la fonction J. est différentiable au sens de Géateaux, l'inéquation (3.34) équivaut
I’équation variationnelle ou le probleme variationnelle suivantes

Problem 3.3 (Probleme variationnelle).

(ul, v — ue)ay + b1 (e, ue, v — us) + ag, (ue, v — ue)
+ (DU (ue) v us)v «vi — Jry o0 (v — ue) dl
H(@Lp— D)o, + (01,2 (p — B))a, + foy, 9 (o — @)l
tL9(p—®)dl

= [(fo,v — uc)q, (f1 0 — D)o, |,V (v,0) € Vi x V5 (3.35)
v= surly
ue (0) = ueg sur Qo x (0,7)
®. (0) = w' (0) = wysur Q; x (0,7)

U, = O, = %—1;’ = w'sur Iy x (0,7
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On peut alors poser le probléme de le facon suivante :

Problem 3.4. On donne

fO\Qo S LQ(OaT’ ‘/1/ )7 fl\Q1 € L2<07T7 Vll )
w(0) = up € (L2 () et ®(0) = w' (0) = wy € (L* ()

On cherche u, ®, avec;

u € LX0,T, Vi ) N L¥(0,T, (L* (2)°)),
® € L(0,T, Vo) N L¥(0, T, (L? (1)*)).

Solution du probléme variationnelle (P.V') .

3.3 Existence et Unicité de la solution

3.3.1 Existence

Théoréme 3.1. Sous les hypothéses (3.36) , (3.37) suivants :

fO\Qo € Lz(O)TJ L2<QO))7 fl\Q1 S L2<07T7 L2(Ql>)

w(0) = uoe (L*())°, wo € LX(0,T,Va ) N L¥(0,T, V),
$(0) = ' (0)=w € (L’ ()

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

le probléme (P.V') admet au moins une solution (u, ®) pour T fini quelconque, vérifie ;

u € LX(0,T,V4) N L2(0, T, (L? ()*)) et v € L*(0,T, V] ),

et
® € LX(0,T, Vo) N L¥(0,T, (L* ()*)) et &' € L*(0, T, Vy).

Démonstration. La démonstration du théoreme se décompose en trois étapes :

a) Solutions approchées (on construit des solutions approchées par la méthode de Faedo—

Galerkin) ;
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b) Estimations apriori (on établit, sur ces solutions approchées des estimations a apriori) ;
c) Passage a la limite (en utilisant la propriété de compacité) ;

a) Solutions approchées Soit I'espace (H'(€2))?, muni du produit scalaire;

2
(U,U)l = Z (uiavi)Hl(Q) 5 Yv € Hl(Q)

i=1

Avec cette notation, on a;

. le probleme spectrale

()1 = A(y,v), Vo € V; = adhérence de {$/6 € (D(Q))*, dive =0} dans (H'(2))?

Et;
1
[ull, = ((u,u),)®
qui admet une suite des solutions non nulles sont des vecteurs propres y; associées aux

valeurs propres A; ;

((yj,v)1 = Aj (y;,v) , Yo € V1, A > 0

Avec;
Vi C L*(Q) et Vi — (L*(Q))? est compacte

. le probleme spectrale ;

(2,91 = 1 (2,9) ¥y € Vi = adhérence de {4 /¢ € (D(Q))?,dive = 0} dans (H'(0))*

Et; )
Jull, = ((u,u),)?
qui admet une suite des solutions non nulles sont des vecteurs propres z; associées aux
valeurs propres fi; ;

((z, ) = p5 (25, 9) Ve € Vi, p; >0
Avec;
Vi C Vo C L3(Q) et Vo — (L*(Q))? est compacte

Comme l'espace V; est séparable ( réspectivement V5 est séparable), il existe une base Préhil-
bertienne {y1, Y2, ..., ym } ( réspectivement {z1, 2, ..., z,, } ), des fonctions ayant les propriétés
suivantes :

(U1, Y2, -y Um] (réspectivement [z, 2, ..., 2] ),une base ortho-normale, i.e, ||yx| = 1,Vk, et
(yivyj> = 07V7’7.] ) i #Javja Y € ‘/17
(réspectivement : ||zgx|| = 1,Vk, et (2, z;) = 0,Vi, 7,1 # j,Vj; 2 € Va))

La famille {y1,y2, ..., ym} (réspectivement [z1, 2, ..., 2] ) est linéairement indépendante,

I'espace Vi, (réspectivement Vs ,,,) engendré par {y1, yo, ..., Ym } ( réspectivement [z1, 22, ..., 2m))
est dense dans V) ( réspectivement V3) .
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comme base spéciale dans la méthode de Faedo-Galerkin :

On va rapprocher les vecteurs u. par la suite de vecteurs wu,, = (usy,) (réspectivement les
vecteurs . par la suite de vecteurs ¢, = (Popp)).

On définit u,(t), @,,(t) solution approcheés d’ordre "m” par;

k=1 k=1

D’apres (3.35), on a pour tout (v —u.) € Vi, et (¢ — @) € Vau;
(ul, v — ue)qy + b1 (Ue, e, v — ue) + ag, (Ue, v — u) (3.40)
+(DJ. (us),v — ue)vl’xvl — /F oov (v —ug)dl’
0
(q)/sv Y = (I)E)Ql + (0-178 (90 - q)s))Ql
+/ g(w—®5)df+/ g(p—®.)dl
INT! To
= [(fO,U—UE)QO+(f1,§0_q)5>91],V('U,§0)E‘/lx‘/g

De (3.40), en remplagant (v — u.) par yg, Vk = 1,...,m et (¢ — ®.) par 2z, Vk = 1,...,m, on
obtient ;

(u/e’ yk)ﬂo + b1 (uéa Ue, yk) + ag, (u67 yk) + (DJE (u€) 7yk)V1,><V1 (341)
—/F oovyrdy + (PL, zk)a, + (01, € (2k))a, +/F gzde—F/F o1 zdl
0 11 0
= [(fosur)ae + (f1, 26)0a ],V (Yks 2) € Vi X Vo,

Comme {y1, Y2, ..., Ym } (réspictivement [z1, 29, ..., 2z,y]) est linéairement indépendante, la ma-
trice associe des systeémes (3.41) est inversible et d’aprés les arguments standarts des systémes
d’équations différentielles ordinaires non linéaires nous conclusions que le systeme (3.41) ad-
met au moins une solution (w,, ®,,) dans Vi, x Vapn,

U (0) — Umo, um(0) € {y1,Y2, s YUm}
Um0 — Uo dans Vi,

D, (0) — wy, D, (0) € {21, 29, ..., Zm }
D, 0 — wy dans Va,y,

D’ou l'existence d’une suite (uy,, ®,,) des solutions du probleme (3.4)-(3.14).

b) Estimations a priori I : Comme w,, € Vi, = (y1, %2, ..., Ym), on multiplie I'équation
suivante ;
(uls Yr)ao + 01 (ue, ue, i) + ag, (ue, i) + (DJ: (ue) , yk)yr v, (3.42)
— Jr, oovyrdl = (fo, Yr) oo, YUk € Vi,
par Agnk(t) et I'on somme en k& dans (3.42) et comme ®,, € Vo, = (21,22, ...., Zm), ON
multiplie I’équation suivante ;
(@', 26)a, + (01,€ (2))ay + Jr,, 920dD + [p, o171 28dD (3.43)

= (flazk)anzk € ‘/277”’
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par fiem x(t) et 'on somme en k dans (3.43) , et par addition de (3.42) et (3.43), on trouve;

(3 (1), um (1t ))Qo

+(DJe (u

+H(®,, (1), P (¢ )) +(
(fo

+ 01 (U (), U (1), wm (1)) + agq (Um(t), um(t))
m(8)) st (8) vy — iy Govtum(t)dl

( )) ( 1) m( ))917 (umaq) ) € Vl,m X V2,m

On va vérifier que;

U, demeure dans un borné de L*(0,T,V;) N L>=(0, T, (L*())?,
®,, demeure dans un borné de L*(0,T, V,) N L>(0,T, (L*(Q4))?,

J5 ®,,(7)dr demeure dans un borné de L?(0, T, V5)

De (3.44) , on a pour tout u, € Vi, et @, € Va;

(4 (8), i (£)) 2y + 01 (i (), i (), 1o (£)) 4 a2y (i (2), i (1))
+ (DJe (um(t) s tm (b)) yr v,

(D3, (1), P (1)) 0y + (01,8 (Pra(t))) ey

+ Jry (01 = 00) um (t)dL + Jr, 9P (t)dD

= (anUm( )) (qu)m t))le (U’qu) ) S Vl,m X VQ,m

Relativement a cette formulation on a;

(U (), tm (8)) 2y = 345 [ (D[220 -
2
(@),(1), P (1)) = 55 [P0 ()l 220y

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz , on a;

(o8, um (8)) ol < [l o)l L2y tm ()l L2(qy)
<C Hfo(t>||L2(Qo) H“m(t)”Vl 5
|(f1(8), P ()| < [ f1()ll 2y 1Pm (D)l 12
< ClAMD 2, [Pm By,

Moyennant a 1'Inégalité de Young, il résulte;
o0 un®al < 2 (1ol By + Iem(OIE,)
O 2u@al < 2 (O +I12a0IZ,).
Et d’apres la continuité de la forme ag,(u,v) sur Vi, on a;

gy (ta (£), 4 (8))] < Cs [l () 1y, et (8) 45 = C [l ()17

Et comme on a;

b1 (U (1), U (t), um(t)) = 0, Yty € Vi

01,€ (P(t))ey + Jryy 9Pm(t)dl + [, o171 P (2)dT
t

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)
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Et d’apres le Lemme (3.4), on a;

(D (um(t)) ,u

m(Ov) | < DIz (wn(O) vy [[em (@),

S (c.5) lm (®)llys llem ()l
C llum (I3, » Vetm € Vi

D’ou
< Clun®)|F, , Yitm € Vi

’(DJ6 (um () s um(t))y v,

Et on a;

[ty (01 = 00) un(B)dL| < Ji, (01 = 00) ()] dT
< o |3 ( “uzmg)cosm))xum(t))l wn(®)al
<C (23_1 (Jry laim (@) dr)d) (Jrg [im @ dT)* (Jry lum(@)[* dT)*

<C ||um(t)||L3(I‘0) ||um(t)||L3(I‘0) ||um(t)”L3(FO) , Vu(t) € Vim

Et d’apres le lemme (3.3), on a;
2 1
/vl < C ol 0l Vo€ Vi € H(S)

d’ou il vient ;

(01 = 00) ()T < C om0 sy O e,
< € (IOl O, ) (Bl IO, )
< (@l gy Tun O, )
2 3
< € (un® s [ (O, ) Vitm(t) € Vi

L2(Qq)
Donc;
2 1 3
[ = oy un(ar] < € (lun®lliny lun®l,,, )
< eillum®]

Vun,(t) € Vi C H' (Qo) C L* ()
Et comme on a;
(01, (Pon(t)ers | = | fo, 718 (@ (1)) ]
< Jo, lo1e (@pn(t))| da

2 . \32 3

< c(fo, lonPdz)? (Jo, e (@ (1)) d)

< cllonll gz lle (@mEN 2,202

< %CHU1HL2(91) V (®,,(1)) +VT( m(t)) L2(60)2%2
< clloll o) (||v (@ ()l 222 + [V (@m(1)) LZ(QW)

< cllarlly, 1@m(®)lly, < ellorll3, 1@m (@),

(3.49)

(3.50)
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K. MOSBAH
ou;
(> ={o = (o) 05 = 0 € L(Q)/ 1,5 = 1,2}
D’ou;
(01,8 (@ (t)en| < c5 lully, 1Pm()]7, (3.51)
De méme maniere, et pour tout
o1 € Hy = {01 € L*(2)7%/Div (01) € L*()?}
il existe un élément noté ;
oV € Hllﬂl =H 7% (F1)2
donc;
o, 9P (B)dT| = |, 9P (£)dT |
< Cllowmlly-y ) 12m @Ol 3 ) s YPm(E) € Vom
et comme on a;
Hz (Iy) c LATy) C H ~2 (Iy)
on trouve;
' / g(I)m(t)dF‘ _ ’ / amlcbm(t)‘
I I
< Cllommllzzy) 1®m @ 4 ) VP (E) € Vo
et d’apres le théoreme de trace (voir le Théoreme (1.2)), on a
injection Vo C (H'(94))? < H%(Fl) C L*(T';) est continue,
il résulte ;
o, 9P (B)dT| = |, o1 @y ()T |
< Clloamllgaqey) 1#m (Ol V(1) € Vi 552
2 2 :
< Cllomllzzeyy [Pm @)y, » YPm(t) € Vo
2
< ¢ lomll ) 1Pm(®)ly, » YPm(t) € Vam
Moyennant de (3.45) au (3.52) dans (3.44), on obtient;
%%ﬂumﬂﬂﬁamg+4%Humﬁmahzcﬂum(Wm
+C im0 o (0)
t%%H¢ (thm)+C5WﬁHwH®m()M@ 2
¢ llom i ) 12m @), < G (I1fo®) 72 + lum @113, )
2 2
& (IA@I 2@ + 1@m®T,) Y (U, ) € Vign X Vam
d’ou;
2dt |um(t)||iQ(QO) +3 (203 +2C + 20 Hum( )||v1 - Cl) Hum( )||V1
2
3 (eslon i+ 20 loam gy = C) 1001, 5 50

+54 1Pm (D720, +
< % (Cl Hf(] HL2 (Q0) ) 2 (02 “fl( )HL2 91))

v(umaq) ) € ‘/1,m X ‘/'Q,m

Equation de Petrovsky avec un terme source
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Et par intégration entre 0 et ¢ de (3.53) , on tire;

Hum(t)Hi;(Qo) + Ji (25 + 30256 +2C, ||Un;(5>HV1 - ) ||um(8)H2Vl2d8
t
+ 1@ ()| 2y + (265 oI, + 266 lormllFps gy — Co) S5 [ @m ()7, ds

<Gy ||f0(5)||i2(90) ds + ||Um(0>||i2(90) +Cs fy Hfl(S)HQL?(Ql) ds + ||q)m(0)||i2(ﬂl) ;
V (U @) € Vi X Vo

et on a;

()| Z2(020) + 1@ )72y = (Cr S5 1 fo(6) T2y ds
+ e (O)[ 720 + Co o 111()[720,) d5 + @1 (0) 172
< — (2C5 + 2Cte + 2G4 [|un () ly;, — C1) Ji lwm ()]}, ds

= (2¢s loalIy, + 2¢6 llowmlFps o) — C2) Jo 1@m(s)II7, ds

< |2C + 20 + 20 [[u(5) vy = Cu| J3 lum(s)II3; ds
+ (265 llol[3, + 2¢6 lovm 3@y — C2)| o 119 ()17, ds,
V (U, @) € Vi X Vo,

donc;

[t ()1 72(20) = | (2C5 + 2C + 2C1 [ (5)lly, = C1 )| Ji [lm ()13, dis

1P ()17 201y — | (265 lloalI7, + 26 llorm 30y — Co) | 5 1| @m(5)IT, ds

< Cy S 115609 1 72() @5 + [1tm (0) [ 72(00) + Ca g 1 £1(9) 7200 @ + 1@ (0) 1720 »
V (U, @) € Vi X Vo,

(3.54)

Moyennant fo\q, € L3(0,T, L*()), Umo — Yo dans L3(Qo), Umo € Vim et fra, €
L2<O, T, L2(91>), (I)m70 — P dans Lz(Ql), (I)m’() c ‘/27m, il résulte;

||Um(0)“iz2(90) +Cify ”fO(S)Hi;(QO) ds < C,
12 ()l 2(0,) + C Jo 1f1(8) 7202,y d5 < C
On déduit que;
2t (8)][32(020) + S5 (2C5 + 2C + 2Cs [[um(5)lly, — C1) [ ()][3; ds < C
1P (6)][72(0) + (265 013, + 266 lorm 3,y — Ca) Ji 11 @m(s)][7, ds < C
On déduit donc, en particulier que;

[t ()]l 120y < C (indépendante de m)
Ja Hum(s)H%,l ds < C' (indépendante de m)

HCIDm(t)HLQQ(QI) < C (indépendante de m)
Jo 1@ (s)ly, ds < C (indépendante de m)

On déduit que t,, =T s’expriment alors I'orsque m — o0,

Uy, demeure dans un borné de L*(0,T, V1) N L>(0,T, (L*(0))?)
®,, demeure dans un borné de L*(0, T, V,) N L>(0, T, (L*(£2))?)
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c) Estimation a priori (II) : On va maintenant de montrer I'estimation suivant :

u! demeure dans un borné de L*(0,T,V}),
@’ demeure dans un borné de L*(0,T, V)

Soient P! le projecteur orthogonal de Vi dans V7 ;

{ ‘/1 — VLm
h— Py (h) = XL (hyyi)g, Yi
Vérifie que;
P! borné dans £(Vi, V})
i.e;
2 N sy <1
"6(‘/1»‘/1)
Car (yx) est une base Préhilbertienne (avec lylly, = 1) et par transposition, on a;
1 _ pl Ry 1

Pm - Pm S "6(‘/17‘/1) ’ et H PmH,C(Vl/,VII) S

Et soient Pan le projecteur orthogonal de V5 dans V5 ,;

{ ‘/2 — ‘/2,m
h— Po(h) =31, (h, z1)q, 2

Vérifie que;
P2 borné dans £(Va, V5)
ie;
20 sy <2
£(Va, V)
Car (z) est une base Préhilbertienne (avec 2lly, = 1) et par transposition, on a;

<1

P2 = P2 e £, Vi) et [ B2 ) S

Dans le probléme (3.4)-(3.14) toutes les hypotheses du Théoreme (1.1) sont satisfaite, ( i.e;
Viet V, deux espaces de Hilbert |, aq, (u,v) une forme sesquilinéaire continue sur V}), et par
conséquent il existe un opérateur ;

AO S "6(‘/1’ ‘/1/)
telle que pour tous u,v dans V;, on a

ag, (u,v) = (Ao(u), vV)vyxm;
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Comme u, € Vim = (Y1, Y2, ..., Ym), on multiplie 'équation suivante

(u;n@)a yk)Qo + bl (um(t)a um(t)a yk) + aqq (um(t)v yk)
+ (DJE (um(t)> 7yk)Vl’><V1 - fro UOVyde (355)
= (fo,Ur)a0 YUk € Vim

par y, et 'on somme sur k& dans (3.55) et comme ®,,, € Vs, = (21, 22, ..., Zm), on multiplie
I’équation suivante ;

(®7,(), 2)0 + (01,8 (2k))ey + Jry, 921dD + [p, o1 24dD

3.56
= (f1, 2k) 0., V2r € Vo ( )

par z; et 'on somme en k dans (3.56), on tire

() + 251 (02 (um (1), um(t),yk) Yr)
£))) = Siy Jr, oov (yx)” dlo (3.57)
m (fo(£)) Yy € Vim

P (uy, () + P (Ao(unm
+ P,;(DJ (U (

et
P2(®,, (1) + Sy (01, € (21)eu 2z + Sy iy, 9 (21) dT

+ S Jpo ovm (2)” AT = PR (fi(t)), Vi € Vo (3.58)
Comme on a
si um € L*(0,T,V1) N L>(0,T, (L*(0))?) 559)
alors; Ag(uy,) € L*(0,T,V})
Et que
si fo € L2(0,T, L*(Qy)), alors; 0

P, (fo) € L*(0,T, L*(())
Et grace au Corollaire (1.4),

u,, demeure dans un borné de L*(0,T,V;) N L>®(0,T, (L*(Q0))?)

il vient

Uy € L0, T, (L2 (Q))?) = L*0, T, (L*())?), ot ; L SR S

) ) Y ) q 2 2 (2) 4
Et d’apres le lemme (4.2)., cités précédente, on a;
ST (b1 (1) (2), ) )]
< C (P, o, mll o ) Hm s el ol
< C (Il V) omlozy m e Tl o e
< C g 2y ol e Dl e, el

< Clumlly, ||um||Lz(Q0 ||yk||v1 Hkaw 19xllv,
< O llwmllys Nwmllzaqq) N9ellvy
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Dot ;

2 2 2
< Cllumlly, ||Um||L2(QO) vk lly,

ﬁ 1t (), 0 (£, ) 1)

Il résulte;

z_: (bl (um(t)a UM(t)> yk) yk) € LZ(O, T, Vll) (3.61)

De mémé, et d’apres le résultat (3.50) , on a;

‘Z?ﬂ Jr, (01 = 00) (Ur) ero‘ < CH Yk) HS VY € Vi
< [, @[, - o € Vi (3.62)
<C ”yk”V1 Ny € Vi,

Et comme on a;

ISP (01,2 (1)) 2] = |7y foy 012 (20) 20|, V2p € Vi
< Y Joy lowe (z) zil doe < 3500 fo, lone (2x)] |2] do

< (zzzlgf o1 () dx) (2, |2] d)

2 2
< clloalv, [12llv, 1=l
< cllonlly, llzelly, » V2, € Vam

D’ou;

<c H<71Hv2 HZkHV2 Vi € Va (3.63)

m
Z o1, € (2k))0, 2k
Et d’apres le résultat (3.02) ,ona;

i 9 (2) dy

= ‘fru Ulnlzkzk‘

< Cllovmll 2, ‘(Zk) ’ Vz € Vom (3.64
< Cllom ey ||(z4) H V2, € Vo
< Cllovm |z l12llv, s Yo € Vam
Et que;
si fi € L*(0,T,L?(Q)), alors; (3.65)

P3(fr) € L*(0, T, L2($1))

Finalement, d’apres les résultats précédente (3.60)-(3.61) dans (3.55), et les résultats précé-
dente (3.63)-(3.64)-(3.65) dans (3.56) on obtient ;

U () = Py (fo(t)) = Py (Ao(um(£))) — 35y (br (um(2), wm (L), yr) yr)

3.66
— PL(D. () + Sy fow 000 (4) AT, Ve € Vi (3.66)

et;
O, () = B (fi(t) — it (o1, & (2k)) oy 2

3.67
ST o g (2 dD — ST fon o (2)° T, Vg € Vi (3:67)
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D’ou;
ul € L2(0,T, V),
), € L*(0,T.V;)
Donc;

v/ demeure dans un borné de L*(0,T,V/)
@' demeure dans un borné de L*(0,T,V,)

d) Passage a la limite : Comme;

U, demeure dans un borné de L*(0,T,Vy) N L>=(0,T, (L*())?),
®,, demeure dans un borné de L*(0, T, V5) N L>=(0, T, (L*(£21))?)

On peut extraire une sous suite u, et ®, telle que;

u, — u dans L*(0,T, V4) faible, ou L*(0,T,Vy) C LY(0,T, (L*(0))?
®, — @ dans L*(0,T, Vs) faible, ou L*(0,T,Va) C L*(0,T, (L*(4))?

Puisque;
! LOO(Oa T’ (LQ(QO))2) (Ll (07 T7 (L2<QO))2>/ - L2(07 Tv Vll)a
LOO(Ov T7 (LQ(Ql))2> = (Ll (07 T7 <L2(91>>2), - L2(07 T7 ‘/1,)

il vient
u,, — w dans L*(0, T, (L*(£))?) faiblex
¢, — @ dans L>(0,T, (L*(Q4))?) faiblex

De (3.69)-(3.70), il résulte;

u,, — u dans L?(0,T,V}) faible
®, — @ dans L*(0,T,V3) faible

Et comme l'injection ;
Vi € HY () — L?*() compacte
Vo € HY(Qy) — L*(Q4) compacte

Donc;
u, — u dans L*(0, T, (L*(Q0))?) = (L*(Qo))? fort et p.p dans Qo
®, — @ dans L*(0,T, (L*(1))?) = (L*(Q1))? fort et p.p dans @y
Comme ;
u!, demeure dans un borné de L*(0,T, V)
@’ demeure dans un borné de L*(0,T,V;)
alors ;

ul, — w'dans L2(0,T,V;) faible
P!, — @' dans L*(0,T,V5) faible

(3.68)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)
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On déduit de (3.69) , (3.73) que;

u,(0) — u(0) dans V] faible
®,(0) — ®(0) dans Vj faible

D’ou;
u(0) = up a un sens
3.74
®(0) = Py a un sens (8:74)
Et comme;
U € L?(0,T,V1) N L=(0,T, (L*(0))%)
et;
we L*0,7,Vi) N L=(0,T, (L*())?)
Et d’apres le lemme (4.2), de;
w € L*(0,T,V1) N L>®(0,T, (L*(Q0))?)
on tire;
1 1 1 1
L0, T, (LY(2))?) olt; — = = — —— = —
u € (0’ 7( ( 0)) ) Ou’ q 2 2(2) 4
De Lemme (1.1) , on a;
(u,).(u,,) est borné dans L2(0, T, (L ())?) = L*(0, T, (L*(0))?)
D’ou
(u,,)i-(u,,); est borné dans L*(0, T, (L*(€))?)
Donc, on peut supposer que
()i (u,); — X dans L2(0, T, (L3 (€))?) faible (3.75)
Par ailleurs (3.75) donne
(up)i — u; dans L*(Qy) fort
Et
(u,);v — ujv dans L*(Qp) fort, Vv € D(Qo)
Donc;
T T
/0 ((wp)iy (wp)jv)o ds — /0 (wi, uv)q ds,Yv € D(Qo)
D’ou;
/ (up)i-(uy)vde ds — | wujvde ds,Yv € D (Qy)
0 Qo
Donc;
(up)i-(uy); — wyu; dans D' (Qo) (3.76)
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Moyennant (3.75) , (3.76) , on trouve
Xi,]' = U;Uj (377)

Et comme on a;

L*(0,T ) < D'(0,T)

Par passage a la limite, on obtient que;

by (s, Yi) — b1 (u, u, yy) faible dans L*(0,T ), Vk (3.78)
Donc;
T T
/ b (ty, Uy, Yr)vds — / by (u, u, y)vds, Yo € L*(0,T ),k (3.79)
0 0
Et comme;
(u;uyk>90 — (u/7yk>90 dans D/(07T )JVk7
CLQO('LL#, yk) — g, (U, yk) dans Dl<07 T )7Vk7 (3 80)
(DJ. (uy,) ’yk)\/l’x\/l —> (DJe (1), Yr)yy vy dans D'(0,T ), VE, '
Jr, (01 — 00) yrdl' — [, (01 — 0¢) yxdl’ dans D'(0,T ), Vk
et;

(P 21)0, — (@', 2)q, dans D'(0,T ), Vk,
(o1, (21))q, — (01, (2))q, dans D'(0,T ), Vk, (3.81)
Jr, 92kdU — [p | gzedD’ dans D'(0,T"), Vk,

Moyennant (3.78)-(3.79)-(3.80)-(3.81) de (3.41) , il découle;

(u', Y ) + b1 (u, w, yk) + ag, (w, y) + (DJe (W), Yr) vy,
+ ng (0’1 - 0'0) yde + ((I)/, Zk)Ql + (0’178 (Zk))Ql + fFu gzde (382)
= (fo.ur)ao + (f1s26)01, ¥ (Uk, 21) € Vign X Vo

En tenant compte la densité de Vi, dans V; et la densité de V5, dans V5, on conclut ;

(W', v —u)q, + b1 (u,u,v —u) + ag, (u,v — u)

+ (DJe (u) ;v = u)yryy, + Jr, (01— 00) (v —u)dly (3.83)
+H(@, 9 = @)o, + (01,€ (9 — ), + Jr,, 9 (0 — @) dl
= (f07v - U)Qo + (fl,%p - (P)Qu V(U,QD) eVixV,
Et d’apres (3.83), ce qui prouve I'existence d'une solution du probleme (3.4)-(3.14).
[l
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3.3.2 Unicité

Théoréme 3.2. Sous les hypothéses suivants :

fO\Qo € L2(0>T7 LQ(QO))a fl\Ql € L2(O7T7 L2<Ql) )

w(0) = uoe (L)), wo € 0,1, V2 ) N L¥(0, T, Va),

$(0) = w'(0) =w € (L* ()

la solution du probléme variationnel (P.V') est unique.

Démonstration. Soient (uy, ®1) et (ug, o) deux solutions différentes du probleme (P.V),

vérifiant ;

up € L2(0,T,Vy) N L>®(0,T, (L*(Q0))?), k

B € L2(0,T, Vo) N L=(0, T, (L* ()*) ), k:_l 2
On a;

(u), v —u)g, + by (ug, ur, v —u) + ag, (u1,v — u)
+ (DJ: (uy) ,v — u)vllxvl + Jr, (01 = 00) (v —u) dl’
+(P1, 0 = oy + (01,6 (0 = P))ay + Jr,, 9 (9 — @) dT

= (vav _U>Qo + (flv(p_ (I))Qla V(U,(p) €Vix Vs,

et;

(uhy, v —u)o, + by (ug, ug, v — u) + ag, (ug,v — u)

+ (DJe (u2) ;0 = u)yryy, + Jp, (01— 00) (v —u)dly
+(Py, 0 — P, + (01,8 (p — P))a, + Jp,, 9 (9 — @) dl
= (fo,v —u)q, + (f1,0 — Py, V(v,0) € Vi x Vo

avec les conditions ;

ui(z,0)

x,0) = ug(z,0) = ug sur Q
q)l():(b ():

"(0) = wy sur
ou;
Vi={v /ve(H (Q))?dive =0 sur Q}
={v /ve (H(2))?v=0sur Iy}
or que
V ={(v1,v2) € Vi X Vo : v = vy sur Iy}

En posant U = uy —ug, W = &1 — &y, pour tout (v,) € Vi x V5, on a;

(U, v —u)q, + ag, (U,v —u) + by(ur,ur,v — u)
—b1(ug, ug, v —u) + (DJ: (ug),v — U)V{xvl
- (DJE (u2) y U — u)v{xvl + (W/(t)7 Y — (I))Ql - 07
V(v,0) € Vi x Vy

(3.84)

(3.85)

(3.86)
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D’autre part, de la trilinéarité de la fonction by (u, u, v), il résulte;

by (ug, ug, v — u) = by (ug, ug — uy + ug, v — u)

= by (ug, (ug — uy),v — u) + by(ug, uy, v — u)

donc;
by(up,uy, v —u) — by(ug, ug, v — u) = by(uy, uy, v — u)
—51(U2; (Uz - Ul),U - U) - b1(u2,U1,U - U)
ou;
b1(U17U1,U - U) - bl(u27u27v - U)
= by (ug — ug, ur, v —u) — by(ug, (ug —uq),v —u)
d’ou il vient;
bl(ubulav - 'LL) - bl(u27u27v - 'LL)
- bl(Ua U,V — U) - bl(u2a _U7U - U)
on déduire que;
b1(U1>U1,U - U) - bl(u27u27v - U)
=b1(U,ug,v —u) + by(—(ug — ug), U, v — u)
+b1(uq, Uy v — u) = by (U, ug, v — u)
—b1 (U, U,v —u) + by (u1, U, v — u)
donc;
by(uy, ur, v —u) — by(ug, us, v —u) = by(U,ug,v —u)
—b1(U, U, v —u) 4+ by (uy, U, v — u),Yv € 1}

Moyennant (3.87) de (3.86), il découle;

(U, v —u)q, + ag, (U,v —u) + by (U, ur,v — u)
—by (U, U, v — u) + by (uy, Uyv — u)
+ (DJe (w1 —u2) ;v =y,
+(W'(t),p — @)a, =0, ¥ (v,) € Vi x V&

Et grace au Théoreme (3.1). , on a:

(S LQ(O,T, Vi), k=1,2
S L2(O,T, Vi), k=1,2
donc
U e Lz(O,T,V{)
W' e L2(0,T,V2’)

Pour (v —u) =U(t), (¢ — @) = W(t), (3.88) devient;
(U, U)qy + ag, (U, U) + b1(U,uq,U) =0y (U,U,U)

+b1(u, U,U) + (DI (U),U)yy ey, + (W(E), W)a, =0,
V(v,0) € Vi x Vy

(3.87)

(3.88)

(3.89)
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et d’apres le lemme (3.2) on a;

0(U,U,U) = 537,21 Jr, UiU;Usnid0

3.90
by(uy, U, U) = 53721 Jr, uiU;UjmidD (3.90)
On déduit que;
(U/ U)QO + ago (U U) + bl(U Uy, U)
) 7,] 1 fFo U Uj U]nzdr (3 91)

+3 28 -1 Iy UhU Unidl' + (DJz (U) Uy
+(W'(t),W)q, =0, V(U W) e Vi xV,

Comme U € L*( 0,T, V1), U" € L*(0,T,V]) et W € L*(0,T, Vo), W' € L*(0,T,Vy), on a;
(v, ) = Ja, U'Udf—%d%fg |U()| dx

= 3 Jo, (UM do = 54 U172 0, (3.92)
<3a UMDy, YU eW
et;
(W(1), W(t)a, = Jo, W'W d:c =% le W(t)[* da
= 3 i S W) dz = 34 W ()72, (3.93)
<3 WOy, . YW € V3

Et d’apres la continuité de la forme aq, (u, v) sur V; et comme la norme sur V; est équivalente
a la norme sur H'(Qy), il résulte;

lag, (U(®), UG = IU® Iy, IV ly, = IU@IIF, YU € V2 (3.94)
et d’apres (3.49) on a;
(DU (1)), U (O))yiws| < CIUW3, VU € Vi (3.95)
D’apres (3.92)-(3.95) de (3.91) , on a;

sa llU(t )H%/ + HU( )]EA ,
+C Ut )Hv1 sa IW @I,
< =bi(U, uy, )+ 22] 1 Jr, UsU;Ujm;dD

-3 Z J wiU;Ujn;dT (3.96)

1] 1I‘0

< ‘_bl<U ula |+ ‘Zzg 1fF0UUUJ771dF’

‘Zzzj 1 fro uy;Uj an,dI”
V(U W) eV x Vs

D’apres le lemme (3.2), on a;

(U (1), ur (1), U (1))l

1 (1),
< CLUDI, U )||Lz () @I, 10 M z200) lur (Bl
< ColU@) 5, Nus @)l YU, w1 € Vi
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d'ott;
b (U (t),ur (1), U ) | < Co|UD, lua(®)ly, , YU, w € Vi (3.97)

et grace a le lemme (3.3) et 'inégalité de Holder, on a;

2 1 1 1
SCZ(/ IUiI?’dF>3</ |Uj|3dr)3(/ |Uj|3dF>3,VU€V1
ij=1 \To To To

J jmdF

et par conséquent

Z/ UU,UpsdD

i,7=1

< ClU sy 1011 s gy U1 L3y - YU € W2

Et d’apres le lemme (3.3), on a;

[0/roll Loy < € ||U||H1 o 013, o€ Vi € HY(Q)

L2(Qq)
d’ou VU € Vi € H'(Qg) C L?* () il vient;
1 2 3
Q—XL/UUUWﬂ*s ¢ (V150 1015,,,.) (3.98)
7,7=1

< U, WU e
Et par la méme méthode, on déduire que;

‘Zu 1 fro Ule Uﬂhdr‘ <C ||U1||L3 (To) ||UHL3(F0 HUHL3(FO) Vu, U ey

2
<C<MﬂmmﬁlMmm)@UMumWWmM>OWH(%H|@m)
< Cllurlly, 1O, » Yar, U € Vi € H'(Q) € L2 ()

Moyennant a (3.97)- (3.98)-(3.99) de (3.96) donne;

SE U@, + CHIUMDIG, + 55 IW @),
< G lU@DI, [lua @)y, + CNU D1, + C llur ()], 1T @15,
< Cs U@, lua(Dlly, +C U D15,

V(U,W) €V x Vs

(3.99)

Et par intégration entre 0 et " ¢ " de (3.99), on obtient ;
1 2 1 2
2 10Dy, =2 U O]y, ,
+ 15 (C = Cs [ur()lly, + C U (3)lly,) 1T ()3 dis
2 2
+3 WOy, = 3 WOy, <0
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il résulte ;

IO, + W @I, < 1UO)I, +I1WO)]3,
+ I3 (C = Cs lur(9)lly, + C U ()], ) 1T ()3, s
< (U1}, + W ),
+ 15 [(C = Gy llur(s)lly, + C U (3)llyy ) 1T ()15, ] ds
< Jy (€ = Cs ua()lly, + CIU ) w,) (1T, + W (s)IF,) ds
< max (C = Cs @)y, + C 10 @ll,) J5 (10E)IT + W), ds

~ tejo, T

et comme
U = U1 — U2 € LQ(Oa T7 Vi) N LOO(Ov T7 (L2(QO))2)7
w € L*(0,T,V;) € LY(0,T,V3),
W — ‘1)1 - (I)g c LQ(O,T, Vg) N LOO(O,T, (L2<Ql))2)

et d’apres le lemme de Gronwall (voir Lemme (1.4)), on obtient;

Ult)=0et W(t) =0< u; =uy et &1 = Py (3.100)

D’ou;
(u1, @1) = (u2, ©2) (3.101)
Et d’apres (3.101) ce qui prouve 'unicité de la solution du probleme (3.4)-(3.14). O

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat de convergence :

Convergence :

Problem 3.5 (Probleme (P.)). Supposons que les hypothéses (3.36), (3.37) suivants;

fO\Qo € L2(07T7 L2<QO))7 fl\Q1 S L2<07T7 L2<Ql) )

w(0) = woe (L (), wo € L*(0,T, V5 ) N L¥(0, T, V3),
2
¢ (0) = w (0)=uw € (L*(h))
sont satisfaite. Trouver le champ des vitesses (u., ®.) solution de l'inéquation variationnelle

(ul,v — ue)qy + b1 (e, ue, v — ue) + ag, (Ue, v — ue)
+9 Jo, (le ()| = [e (ue)]) dz + (L, ¢ — P2)a,
+(o1, (9 = ®))a, + (fr, (71— 00) (v = u) dT) + fp,, g (9 — D2) dT
= (f07v - UE)QO + (flaSO - (I)e)qu(U;SO) eVixV,
v = surl
ue (0) = ug sur Qo x (0,7)
O, (0) =w' (0) = wy sur y x (0,7)
u. = &, = % =w" sur Iy x (0,T)
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Théoréme 3.3. Sous les hypothéses suivants;

fova, € L*(0,T, L*(Q)), fra, € L*(0, T, L*() )

w(0) = uoe (L*())°, wo € LA(0,T,Va ) N L=(0,T,Va),
®(0) = w'(0)=w € (L’ ()

2

la solution (u., ®.) du probléme (P.) converge vers la solution (u, ®) du probléme (3.2) dans
[’espace ;
u€ L0, T,Vi ) N L=(0,T, (L2 (Q)°) ),
u' € L*(0,T,V/)
et
® € L*(0,T,Va) N L¥(0,T, (L (2)*) ),
o' e L2(0,T,V})

Démonstratioh. On utilise a cet effet un raisonnement de monotonie : Soit v € V; et ¢ € V5,
posons I’expression :

(Ué, v = u€)QO + bl (u€7 Ug, V — ua)
o | tagy (us v —ue) + (DU (u:) v — ug)vl,xvl
X, = /0 + Jr, (01— 00) (v — ) dl' + (P, o — @, )q, dt
+(017 € (90 - CDE))Q1 + fl"ll g (90 - qu) dr’

i —(fo,v—uc)o, — (f1,9 — o)y

et que
(W, v —u)g, + b1 (u,u,v —u) + ag, (u,v — u)
o [f| (O S+ (@B,
+(on,e(p = ®))a, + Jr, (01 = 00) (v —u) dl
+fI‘11 g (90 - (I)) dl' — (f(),U - u)Qo - (flv Y — CI))Ql
Nous montrons d’abord la monotonie de la fonction D.J; (u.) .

On a par définition que DJ. (v) : représente la différentielle au sens de Géateaux de J. (v) au

point v.,i.e;
(DJe (v) ,w) = Ahino‘]E (v+ A@;) J (v)
- lddA (Je (vt Aw»L:Oan EVi,A>0
et
J: (v) = 1i€ ) |5<U)|1+de,‘v’v eV,
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Pour tout u.,,u., € L*(0,T,V; )N L*>(0,T, (L2 (QO)Q) ) et u., # u.,, nous montrons que;

(DJe (ue,) — DJe (ue,) , (ue, — uaz))v'xv >0,
Ve, e, € L2(0,T, Vi ) N L2(0, T, (L* (2)°) )

On a;

(DJ€ (u61) —DJ; (u€2) ) (u61 - u€2))V1’><V1
= (DJE (U’&l) ) <u€1 - u€2>>V1’><V1
- (DJ& (uaz) ) (u81 - uEQ))V xVi

m Jg(ugl+)\(u517u52))7‘]5<u51) . h (u52+)\(u51 u52))7‘]€(u52)
A—0 A A—0 A

— lim \! [Js (uel + A (u€1 - uaz)) o JE (u€1)]
= ,HmA X ( — [Js (UEQ +A <u51 - Usz)) —J: (usz)] )

(3.102)

et comme pour tout ¢ > 0, la fonction v — J.(v) de V; — R U {400} est convexe et
différentiable sur Vi,on a;

Je () = J- (&) = JL(Q) x (0 —¢) >0,V

donc;
Je (Uey + A (e, — Uey)) — Je (uey) > (T2 (uey) X A (ue, — us,)),
Jo (tey + X (Ue, — Ugy)) — Je (Uey) > (JL (Uey) X A (ue, — ue,)), (3.103)

Viie,  ue, € L2(0,T,V2) N L(0, T, (L? (D))
moyennant de (3.103) dans (3.102), on obtient ;

(Dja (Ual) —DJ. (Uaz) ) (ual - u82))V1’><V1
- (DJE (uel) ) (u€1 - u52))V1’><V1
- (DJE (usz) ) (usl - U@))V;xvl

— hm Js(u51+)\<u61_)\u52))_JE(u51) o hm Ja(ug2+>\(us1—/\UsQ))—Ja(UEg)
A—0 A—=0

— lim \L [Je (e, + A (uey, — uey)) — Je (ue, )]
B ’\1_’ 0)\ . ( = [Je (uey + A (uey, — ue,)) — Je (ue,)] )
im JL(uey) X (e, — Ue,)
> 1% 0( —J! (Uey) X (U, — ue,) )
(J (usl) ‘], (UEQ)) X (u€1 - u€2)

<W> (e, — t1ey)? ue, # e,

> (2 (p)) (uey — usz) > 0,Yue, < p < e, J!(p)>0
Wite, e, € L2(0,T, Vi ) 0 L2(0, T, (L? (©)*) )

Donc;

(DJ- (ue,) = D (tz,) , (e, = Uey))yy 2; (3.104)

Vute, e, € L2(0,T, Vi ) 0 L2(0, T, (L? (

Dot la monotonie de la fonction D.J. (u.) .
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. Comme la fonction DJ. (u.) est monotone donc;
X. >0, Ve > 0

et que
T T

liminf [ agq, (us,v —ue)dt > / ag, (u,v —u)dt,Yv € V}
0 0

e—0

et que la forme v — by (u, v, w) est continue sur Vi x Vi x Vi, donc X, — X, lorsque € — 0.

. Nous montrons aussi que;
lim (DJ; (1) 0 — 1)y = g/ (I (0)] = |& (u)]) dz, Yo € Vi
e—0 1 Qo

donc;
(DJ. (u.) , v uE)V’xvl — )\hino = (ue+A(v )\us)) Ja(us)’\va eV
= ,\llino)\ X [Je (ue + A (v —ue)) — Je (ue)]
= AliLnO)FI X [Je (1= X) ue + Av) — Je (ue)]
et comme J. (.) est convexe
< /\liglo)\‘l X (1= X) Je (ue) + Az (v) = Jz (ue)]
< Hm AT = A= 1) () + A (v)]
< A1ig10x1 X [(=A) Jz (ue) + AJ: (v)]
< Aliino/\*1 X A[Je (v) — Je (ue)]
< J. (v) — Je (ue) ,Yv € V4,Ve >0

= fa, e (v)|" da — 2 Jay le (uo)|" da, Yo € Vi, ¥e > 0

T fQO e (0)['"* dx — fo |e (ue)[F dx) Yo € V3, Ve > 0
s 9 (Jfoy [le @™ = Je ()] dz) Yo € Vi, Ve > 0

(3.105)

et par passage a la hmlte, on trouve, Vv € V;,Ve > 0,

hm (DJ: (ug),v ua)v’xvl

<t (Jo, [l ) — |2 (0] ] o)
<g [ [le (0)] = le ()]} do, %0 € V4

donc;
lim (D, (1) 0 = e}y, <9 [ [le @) = |e (w)l]dar. Y0 € Vi
ie;

lim (D.J. (1) , v — ww_g/k ) = le (w)]) dz, Vo € V4

on remplace v par (—v), on trouve;

lim ((DJE (0) 0 = 1)y — <g /Q (I @)] = | (w))) dx)) _0Yuel,  (3.106)

e—0
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. Soit la solution (u, ®) du probléme (3.2) et (u., ®.) la solution du probléme (FP;), on a

(W, v —u)o, + b1 (u, u,v — u) + ag, (u,v — u)
9/ (le ()] = le (W)]) dz + (¥, o — P)g,

(3.107)
+o,e(p— ))Ql +Jr, (01 = 00) (v —w)dl + Jp,, g (o — @) dT
Z(f()’ ) Qo (fl,(P @)Ql,\V/(U,gO)G‘/lX‘/Q
et
(ul, v —ue)a, + b1 (s, ue, v — u.) + ag, (Ue, v — u.)
+(DJ. (us),v uE)V «vi tJr, (o1 — 09) (v —u.)dl’ (3.108)

H(PL o = Do), + (01,6 (0 = Pe))o, + Jry, 9 (9 — e)dl
= (.fO»’U - ua)QO + (fla(p - (I)a)QUV(UﬂO) € ‘/1 X ‘/2
Par conséquent , la solution (u.,®.) du probleme (P.) converge faiblement dans l’espace
(220, 7,v4 ) N L=(0, T, (L* (Q)*) ) x L*(0, T, Va) N L=(0,T, (L2 (1)) )) vers la solution

790 - CDE—HI))

Ue +u

(u, @) du probléme (3.2). D’autre part, si on choisit (v = comme une fonction

test dans (3.107) et dans (3.108) , on obtient le systéme,

/ E+ €+ E+
(uf, = —u)qy + b1 (u, u, = —u) + ag, (u,“2“ —u)
o (- ()
Qo

— [e (u)]) da+ (@, 252 — B)q,

+or,e (252 — @), + Jr, (01 — 09) (452 — ) T (3.109)
+Jr 9 (52— @) dr
> (fo, 5 — u)o, + (f1, 252 — @)a,, V (ug, @) € Vi X Vs

et;

! Uetu Ue U
(u57 52 - us)Qo + bl (usa Ug, E - ue)
+ag, (ue, Uetu _ us)

(Do) ),

+ Jy (01 = 00) (U5 — ) dT (3.110)
+(PL, <1>52+<1> —®)q, + (01,¢ (w — @E))Ql
+ iy g (25— @) dr
Jao + (f1, 252 — @),V (v,9) € Vi x Vs

Z <f07 us;

C-a-d;
S ue — u)g, + 3b1 (U, u,ue — u) + sag, (u, ue — u)
+g f (e ()| = e (w)]) dz + 5(®', . — ®)q,

(01, (P. — ®))a, + 3 f (01— 00) (ue —u)dl (3.111)
+3 Ff g(<I> —<I>)d7
> 3(fo,ue — u)gy + 5(f1, @c — D)oy, V (up, Di) € Vi x Vs
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et
1

5(_uls7u€ - u>Qo - %bl (UE,UE,UE - U)

+%aﬂo (—Ue,ue —u) — % (DJe (ue) , ue — u)vl’xvl

—3 Jp, (01 = 00) (ue — w) dT + 3(— DL, @, — )g, (3.112)
= _%(fo’ue o U)QO - %<f1’q)5 - (I))Qla\V/(ngp) e Vi x Vs

Apres l'adition des inégalités (3.111) et (3.112) , on obtient ;

(v —ul,u. — u)g, — by (Ue, ue, ue — u) + by (u, u, ue — u)
+agq, (U, us —u) + agy (—Ue, ue — u)

+2 (gﬂj(; (‘5 (“ET*“) — e (u)|) d:z:)
+ (_ (DJ: (uz) ,ue — u)vl’xvl)
+H(P, P, — D)o, + (—DL, D, — D)q,
—(01,€ (P — ®))a, — (01, (P — P))a,
-%E(ﬁb(al——aﬁ(ug——u)dF>§
+ (= fro (o1 — 00) (ue — u) dl’
+ (Jry, 9 (@ = @) dD) + (= Jp,, g (@ — @) dT)
> (fo, ue — u)a, — (fo, ue — u)a,
+(f1, @c = @)o, — (f1, Pe — P)a,, V (u, @), (ue, ) € Vi X V3

Donc;

~((ue — ) ue — w)qy — [b1 (Ue, Ue, e — u) — by (w, u, ue — u)] — [ag, (ue — u, ue — u)]

#l2 (o (=)~ i) ) - (02 )00
— [(®. = @), 0. — B)o, | — [2(01, (D — ®))o,] > 0,7 (u, D) , (ue, ®.) € Vi x Vs
(3.113)

Et comme on a;
(e — ), ue — w)oy
=~ Jo (e =)/ (e = w) do == [ 35 ((ve —w) ()F) do (3.114)
= —3i (foy 1 =) (OF dx) = —§4 (e = w) ()20,

et comme la forme by est trilinéaire sur V; x V7 x Vj,et d’apres la démonstration de I'unicité
de ce probleme que;

by (e, U, ue — u) — by (u, u, ue — u)
= bi((ue —u) e, (ue — ) — by ((ue — ), (ue — u), (ue — u)) (3.115)
+01 (e, (ue — ), (ue —w)),Vu. € V3
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et d’apres le lemme (3.2) on a;

bl((us - u) ) (ue - u) ) (ue - u))
= 527 im1 I (e — u); (ue — ) (ue — u); mdD, Ve, u € Vi,
by (e, (ue — u), (ue — u))
= % Z?,j:l Jrg wei (ue — U)j (ue — u)j nidL,
Yue,u € V4

on déduire que;

by (e, Ue, ue — u) — by (U, u, ue —u))
= b1 ((ue — u), ue, (ue — u))
_% Z?,j:l Jrg (ue —u); (ue — U)j (ue — U)j n;dl
+5 27 o1 Jpy tei (ue — u); (ue — u); midy, Vue, u € Vi

Et comme on a;

o)) 2o (252) ) s

0

Moyennant de (3.114) an (3.118) dans (3.113), on obtient ;

— 34 (ue — ) (1) |72y — D2 ((ue — ), ue, (ue — u))
_% Z?,j:l Jro (ue — u); (ue — u)j (ue — u)j n;idl’
+% Zij:l fFO Ug; (ua - U)j (ua - u)j nzdr
—ag, (Ue — U, ue — u)

(@00 ) 20 (o) - 0]
—((P. — @)' , . — P, — 2(01,e (P — P))g, >0,
V(u, @), (ue, ) € V1 x V3

On multiplier I'inéquation (3.119) par —1, on obtient ;

5 e = u) (D 72g0g) + 01((ue = 1), ue, (ue — )
_% Z?,j:l Jry (e —u); (ue — U)j (ue — U)j n;dl
+% Z?,j:l Jrg tei (ue — u)j (ue — u)j nidl
+aq, (ue — u,u. — u)

—[2(7(%5) = T () = (DI (), ue = w)yrys )]
+((<I>a - (I))/ s (I)a - (I))Ql + 2(0176 ((I)E - (I))>Q1
<0,V (u,®), (u, d.) € V1 x V3

Et comme on a;

Ld

1d
5 3 10 =) (O, < 55 10 = @) @,V (e = ) € Vi

(3.116)

(3.117)

(3.118)

(3.119)

(3.120)

(3.121)
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Et d’apres le lemme (3.2), on a;
b1 ((ue — w) e, (ue — w))| < G [|(ue — w3, lue(®)lly; » Yue, u € Vi (3.122)

et griace a le lemme (3.3), inégalité de Holder et le fait que Yu.,u € Vi C H'(Qg) € L? (Q),
on a;

1 2
-y / (ue — u); (ue — u); (ue —u), nidl’ (3.123)
25217 ’ !
2 1 3
2 1
< € (e = Wllingay) e =)k, . )
< Cs || (ue — u)||}?’/1 Nus,u eV
et par la méme méthode, on déduire que;
1 2
-5 iJZ::1 /Fo Ugi (e — u); (ue — u);ndl’ (3.124)

< O fluelly, ll(ue = w3, Vue, u € Vi

Et d’apres la continuité de la forme aq, (u, v) sur V; et comme la norme sur V; est équivalente
a la norme sur H'(€)y), il résulte;

lag, (ue — u,ue — u)|

= [I(ue = w) (@®)ly, [(ue = u) @]y, (3.125)
= [|(ue —w) (B)]y; , Vue,u € Vi

Et on a par définition que;

(P — @), B — @)g, |

< %% (P — @) (t)||i2(91) (3.126)
2
< 3A[(@ — @) (D)7, VP, D € V)

Et par démonstration précidente on a;

2001, £ (D2 — @), | = 2| fo,, 18 (@ — D) x|

(3.127)
< 26 [|on[y, 1@ — @) (D)5, , V-, @ € V5

Moyennant de (3.121) au (3.127) dans (3.120) , on obtient ;

+3 (e —w) )3, + Ca | (we —w) @13,
+Cs[[(e — u) (B)13; + Ci lluell (s [l (e = w) B3,
e = w) (O3, = [((DJe (o) e = W)y ) =2 (T (252) = T ()] (3.128)
1A (@ — @) ()], + 206 |03, 1(@2 — @) (B)]I3, <0
v(u’q))7(u€7¢)6) E ‘/1 X ‘/2
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Et par intégration entre 0 et " ¢ " de (3.128) , on obtient ;

e = w) @)1, — 5 1I(ue —u) (0)]3,
[((DJE (ue) , ue — )V’><V1) —2 (J (%) - J(U))}
0 (Co + Cs (e = ) (3)ly, + Ci flue (), + 1) e — ) ()13, dis
%II( - = ®) (DI, — 5 1P — @) (017,

+ o 2¢q oull3, (@2 — @) ()13, ds
<0,V (u, ®), (u., ®.) € Vi x Va

D’ou;
3 (e =) DI, + 3 1@ — @) (B)II5,
< 3 (e =) (O)IF, + 5 1@ — @) (0)]f5,
+ [((DJ (1) e — Wy ) — 2 (7 (552) = T (u))]
+ max ( —Cy — 3 |[(ue — u) (s)]]y, )
€01\ —Cy Juc (s)]ly, — 1, —2¢6 [l ][y,
< Ji (e = w) ()13, + 11(® = @) ()17, ) ds,
YV (u, ®), (u., P.) € Vi x Vj
Donc;

(ue — u) (t >||V1 +[(@: — @) (D)5,

< (e = ) (0)[f3; + [I(@= — @) (0)]I5,
[(( Je ( ), Us — U)V ><V1) (J (uazﬂ) - J(U))}
a0, 20, (e —w) ()]s,

+max ~2C; [lue ()lly, = 2,
—2cs || ly,
2 2
< Jy (Il(ue = u) ()13, + (@2 = ®) (s)]3,) ds

)
V(u D), (us, P.) € Vi x Vg
) = dans L*(Q), u. € V4 et que ®(0) = w' (0) = w; et
Ql)) . (0) € V4, il résulte;

(ue — )( ), + (@ — @) (1)]15,

< 2D 0.y ) 2 (7 (2] )
( —202 —2Cs [[(ue — u) ()], )

t€]0,T

Moyennant u (0) = ug et u. (0
®. (0) = w' (0) = wy dans (L*(

=204 [lus (), =2 —2cs oy I3,
< Ji (e = w) 515, + 11(@2 = @) ()17, ) ds,
Y (u, @), (u., P.) € Vi x Vj

Et de (3.106) et lorsque € — 0,0on a;

lim [((DJE (ue) s e = Wyryy ) — 2 <J (

e—0
Et d’apres le lemme de Gronwall (voir Lemme (1.4)), on obtient

(we =) @)l5; + 1(2= = @) (B)Iy, <0

UE;FU> —J(u))} =0,Vu,u. € V;
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Donc
Jtim [ (e — ) ()] + (@ — ®) (D]13,] =0 (3.129)
Le;
dim (e —u) ()3, =0 et_lim [[(@. — @) (1)]2, =0 (3.130)

D’ou la solution (u., ®.) du probléme (P.) converge vers la solution (u, ®) du probleme (3.2).

]
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CHAPITRE 4

PROBLEME D’EVOLUTION POUR L’'EQUATION DE
NAVIER-STOCKES PERTURBEE PAR LE TERME NON
LINEAIRE |U|” U AVEC LES CONDITIONS AUX LIMITES DE
DIRICHLET-HOMOGENE

Résumé

Dans ce chapitre, nous considérons un probleme d’évolution pour les équations de Navier—
Stockes perturbés par le terme non linéaire |u|” u. Nous associons & ce probléme des conditions
aux limites de Dirichlet homogenes et des conditions initiales. Pour n = 2 en utilisant quelque
résultats mathématiques, nous démontrons 'unicité de la solution, tout en utilisant aussi la
formulation variationnelle et les techniques de Faedo-Galarkin, ainsi que la méthode de com-
pacité, on démontre que le probléme considéré posséde au moins une solution variationnelle.



K. MOSBAH 4.1 Formulation variationnelle

4.1 Formulation variationnelle

Soit  §2 un ouvert borné quelconque de R™ (2 C R™) occupé par un fluide incompressible
qui se déplace, ( en supposant que la notion 1’écoulement de fluide a un sens dans R™), de
frontiere I' régulicre (i.e.de classe C' ), on désigne par u un vecteur {u; u, ..., u,}, ou Vi,
u;: Q=0 x10,T[ - R. On pose que X =T x]0,T[, ou T est un réel fini.

Le probleme considéré dans ce paragraphe consiste a chercher la vitesse
u={u,ug,...,;uptru:Q=Qx]0,7[ — R",

et une fonction scalaire

P:Q=0x]0,T[-»R, P>0

vérifiant :
Z:SL_VAU+;:;W D+ |ufu=f—gradp, (v >0), p>—1 (4.1)
divu = 0 dans €2, (4.2)
u=0sur X =T x]0,7T7, (4.3)
ui(x,0) = up,(z), x € Q. (4.4)

4.1.1 Quelques résultats :
Dans ce chapitre, on utilise quelques lemmes qui interviennent dans la suite de ce travail

tout en commencant par :

Lemme 4.1. La forme bilinéaire a(u,v) est symétrique, continue et coercive sur V x V
et la forme trilinéaire b(u,v,w) est continue sur V. -x V xV.

Lemme 4.2. Soitv € V, et P une fonction scalaire ;

(grad P,v), =0, P € D'(Q)

avec grad P = (22 9P " gx—i), divP = f:(DZ-P), ou D;P = 2P

Oxy? Ox2’ = Ox;
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Lemme 4.3. Siv eV | alors on a;
b(v,v,v) =0, Yo € V
Lemme 4.4. Si n =2, il existe une constante C(2) telle que;
[oll40) < CQ) ol ol gy Vo € V

Lemme 4.5. Pourn=2, siu € L*(0,T,V)NL>(0,T,(L*Q))"), alors;
> w;Diu € L*(0,T, V).
i=1

Lemme 4.6 (Théoreme (1.1)). Soit H un espace de Hilbert sur K( R ot C), a une forme
bilinéaire continue sur H, alors il existe un opérateur A linéaire continue de H dans H', telle
que

a(u,v) = (A(u),v Y g/ v, V(u,v) € H?

Lemme 4.7 (Lemme (1.2)). Pour u € V, la forme linéaire
v — b(u,u,v)

est continue sur
Vs = adhérence de {¢/p € (D(Q2))",dive =0}

On a
b(u, u,v) = (g(u),v)a, g(u) € V/, avee |g(w)]ly < C llulltoq)-
ou - (R N U 11 n
= et — =— — = avec § = —
p 2 2n =1 qg 2 n’ 2

Lemme 4.8. Soit © un ouvert borné de R? xR, , g, et g des fonctions de L4(©),1 < ¢ < oo,
telles que;,

ngHLq(g) <c¢, gup—g p.p. dans ©

alors ;
gy — g dans L? faible

4.1.2 Formulation faible

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a 1’étude variationnelle du probléme considéré en ba-
sant sur des résultats d’analyse fonctionnelle tres importants. En démontre a la fin de ce
paragraphe que le probléeme considéré est équivalent a un probléeme variationnel qui nous
permet d’étudier I'existence et 'unicité de la solution.
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On introduit les notations suivantes ;

oP 0P oP
P =
v (0:171’ Oxy 8$n>

& Ou; Ov;
a(u,v) = Y /Q 8$Z.axjid$

t,j=1

n

b(u,v,w) = > (u(Dyvy), wy)a = En: /Qui(Divj)wjdx

ij=1 i.j=1

pour tout u,v,w € V, out V désigne le sous espace de (H*(£2))" défini par;
V= {v € (H'(Q)", v=0sur X =T x]0,7] p.p, dive = 0}
Proposition 4.1. Sous les hypothéses ;

f e L*0,T,L*Q)) = L*(Q), (4.5)

uo € (L)), (4.6)

le probléme (4.1)-(4.4) est équivalent au probléeme variationnel (P.V') suivant;

Trouwver w €V N (LP(Q)"™ et P € D'(Q) tels que;
(v, v)g + va(u,v) + b(u,u,v) + (Jul’ u,v)q = (f,v)q .
Yoe VN (LP(Q)", p=p+2, p>—1
u(z,0) = u(0) = up(x) dans

(P.V)

Ou
V= {v e (H' ()", v=0surZ=Tx]0,T[ pp,dive = 0}

Démonstration. Soit u est une solution du probleme (4.1)-(4.4) , on multiple I’équation (4.1)
par v € H'(Q) (i.e.on utilise le produit scalaire ) et on integre sur €, il vient

Jou'vdr — v [o(Au)vdr + X1 [ (wiDw) vde + [ |ul” uv d

4.7
= Jo fvdz — [o(grad p)vdz 47)

En utilisant la formule de Green, on voit que
V/ (—Au)vdr = V/ VuVudzr — I// @vdf,v u € C*Q) et Vv € CHQ) (4.8)

Q Q r on
Pour v =0 sur I', de (4.7), on tire que;

/ uw'vdxr — I// (Au)vdx = / u'vdr + va(u,v), Yu,v € H(Q) (4.9)

Q Q Q
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D’apres le Lemme (4.2)., on a;

(gradp,v) = Jo(gradp)vdr = [o 3 (Dip)vimydr = 31y Jo(Dip)vi)de
=X (Dip, Ui)Q = -2t (ps Dﬂ)i)g = — (p,divw).

et d’apres le Lemme (4.2)., on a;

n n

b(u,v,w) = Z (wi(Djvj), wj)o = Z /ui(Divj)wjdx

ij=1 =19
Moyennant (4.9) , (4.10), il découle;

(W', v)g + v a(u,v) + blu, u,v) + (Ju|” u,v)q
= (f,v)q — (p,divv),Yu,v € (H'(Q))"

Pour v = 0 sur ¥, dive = 0, de (4.11), on tire que;
Trouver v € VN (LP(Q2))*, P € D'(Q)
tels que, pour v € V.1 (LP(Q))" :

(W, v)g + v a(u,v) + blu,u,v) + (|ul’ u,v)q = (f,v)g, p>—1
u(z,0) = u(0) = up(x) dans Q

(P.V)

ou;
V= {v c(H' Q)" v=0sur =T x]0,T[ p.p, dive = 0}
Réciproquement : Soit u une solution du probléme variationnel (P.V), on a
(v, v)g + va(u,v) + b(u, u,v) + (Ju|’ u,v)q = (f,v)q ., Yv € VN (LP(2))"
En utilisant la formule de Green;
{ Jqu'vdr + v [o(—Au) vdz + v [r g—;;vdf + 3" Jo (u;Dyu) vdz
+ Jo |ul” uwvdx = [ fodx, Yv eV N (LP(Q))"
Pour v = ¢ € D(Q2), (4.13) devient;
{ Jou'e dx +v Jo(=Au)p dr + 37 fo (wiDiu) ¢ dx + [q [ul” updz
= Jo [ wdz,Ve € D(Q),

En posant
ou " o
E—VAU+ZUiDiU+|U| u—f=S5
i=1
De (4.14), on conclut

(Sa 90)3’2 = 07v90 € D(Q)

D’apres le théoreme de dualité de Rham ( voir Théoreme (1.5) ), de (4.14) il résulte

S=—grad(p), p€ D'(Q)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

Et par conséquent les équations (4.2) , (4.3) et (4.4) sont vérifiées, donc u est une solution

forte du probleme (4.1)- (4.4).

]
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4.2 Existence et Unicité

Dans cette sous section, on fait appel au résultats des lemmes (4.1)-(4.4), dans ce chapitre.

4.2.1 Existence

Théoréme 4.1. Sous les hypothéses (4.5) , (4.6) suivants;
feL0,1,13(Q) = L*(Q)
ug € ((L*()"
le probléme (P.V') admet au moins une solution u pour T fini quelconque,vérifie ;
uw€ L*0,T,V N (LP(Q)") N L>0,T, (L*(Q)")

u' e L*(0,T, V' + LP()) N L=(0, T, (L*(2))")

Démonstration. La démonstration du théoreme se décompose en trois étapes :

a Solutions approchées (on construit des solutions approchées par la méthode de Faedo-

Galerkin )
b Estimations apriori (on établit, sur ces solutions approchées des estimations a apriori )

¢ Passage a la limite (en utilisant la propriété de compacité )

m
Démonstration. a) Solutions approchées :
Soit 'espace (H*(f2))", s = %, muni du produit scalaire;
(U, U)s - Z (uia Ui)HS(Q) ) Vv € HS(Q) (416>

=1

Avec cette notation, on a le probleme spectrale ;

(w,v))s = A(w,v), Yv € Vi = adhérence de {¢ / ¢ € (D(Q))",divy =0} dans (H*(2))"
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Et 1
Jull, = ((u, u),)?
qui admet une suite des solutions non nulles sont des vecteurs propres w; associées aux
valeurs propres A; ;

((wj,v))s = Aj (wj,v), Vo€V, A; >0 (4.17)
Avec;
V,CVi=V C L*Q) et Vi — (L*(Q))" est compacte
Puisque;
(Hy(2))™ — (L*(2))™ est compacte
Et que
V,cVcCcL*(Q)cV cV]
ou;

V= {UE (H'(Q)", v=0sur ¥ =T x10,T[ p.p, divvzo}

Comme l'espace VN(LP(€2))" est séparable pour 1 < p < 0o, (car; V est séparable et 1'espace
LP(Q2) avec p = p + 2 est séparable pour 1 < p < +00), il existe une base Préhilbertiénne
{wy, we, ..., wy, }, des fonctions ayant les propriétés suivantes :

(w1, Wy, ..., wy,] une base ortho-normale, i.e,||wg|| = 1,VEk, et (w;,w;) =0, Vi, j, i # j, V7,
w; € V;
. La famille {wy, ws, ..., w;, } est linéairement indépendante ;
. lespace V,,, engendré par {wy, wy, ..., w,, } est dense dans V N (LP(Q2))", avec p = p + 2.
comme base spéciale dans la méthode de Faedo-Galerkin :

On définit w,,(t) solution « approcheés » d’ordre "m” par;

D’apres (4.12), on a pour tout v € V,,

(U (1), V) + ¥ @l (£), 0) 4 b(tm (), um (1), v) + ([t ()] um (8), v)a = (f,v)g  (4.18)

De (4.18), en remplagant v par wy, Vk = 1,...,m, on obtient ;

(U (1), i) + ¥ @t (t), W) + bt (£), um (1), wi) + ([um ()] um (8), wi)o = (f, wr)q (4.19)

Comme {wy, wy, ..., w,, } est linéairement indépendante, la matrice associe des systémes (4.19)
est inversible et d’aprés les arguments standarts des systemes d’équations différentielles ordi-
naires non linéaires nous conclusions que le systéme (4.19) admet au moins une solution u,,
dans V,,,
U (0) —> Um0, Um(0) € {wy,wa, ..., wn,},
Upmo — ug dans Vi, N (LP(Q)" N ((L*(Q)", p=p+2.
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D’ou l'existence d’une suite (u,,), des solutions du probleme (4.1)-(4.4).

b) Estimations a priori (I) :

Comme u,, € V;,, = (w1, ws, ..., wy,), on multiplie I'équation (4.19) par A, x(¢) et I'on somme
en k dans (4.19), on obtient ;

(ul, (), um(t))g + v a(tm(t), um(t)) + b(wm(t), um(t), um(t))
F(|tm (8] i (£), i ()0 = (fs tm (1)), (4.20)
On va vérifier que;

U, demeure dans un borné de (4.21)
L*(0,T,V N (LP(Q))") N L¥(0, T, (L*(2))") et p = p+ 2.

De (4.12), on a pour tout u,, € V,, la formulation variationnelle;
(u;na um) +v a(un’u um) + b(uma Um, um) + (‘um‘p Um, um)ﬂ = (f7 um)ﬂ

Relativement a cette formulation on a;

1d

(U (1), um(t)) = 5 [t ()72 (4.22)

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a :

(f®), um®))al < 5 IF Ol z2) VP llum(B)ll 20
< 7 I Ollr2@) v llum @)y

Moyennant de 1'Inégalité de Young, il résulte;

(P wa(®)al < 52 1Oy + 5 IO (4.23)
Aussi, et d’apres le Lemme (4.1), on a;
va(tm(t), (D) < v l[tm(O)ly wm Dl = v lun @) (4.24)
Et comme on a;
b(Up (1), U (1), U () = 0, Y, € Vi, (4.25)
De (4.20) , on déduit que;
(), U (£))g, + va(tm (t), um(t)) + ([tn ()] wn (£), um())e = (f, um(t))q (4.26)

Et comme le produit scalaire suivant :

(a1 (@)l = | [t (O ot (0)d
< [ Junt W de = Hum(ﬂHip(m
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Et comme;;
U € Vi, et V,, dense dans V N (LP(Q2))", avec p=p+2, p> —1

On tire que;
| ([t (D)]° wm (t), um ()] < [t ()70 (4.27)

Et par intégration entre 0 et ¢ de (4.20) et on utilisant les inégalités (4.22) , (4.23) , (4.24) ,
(4.27), on tire que;

lum Oy +2v f5 lwm($)Ily ds + Jo llwm(s) g ds
2 2 2
< Nuomll 2@y + 52 fo 1 ()12 ds + v fg llum ()Y, ds

Moyennant f € L*(0,T, L*(Q)) = L*(Q), uom — ug dans L*(Q), u,o € V, il résulte;

||u0m||iQ(Q) + C;O /Ot ||f(3)||iz(9) ds < Constante = C,4
On déduit que;
Hum(t)H%, + /Ot ||t () H‘zp(m ds < Constante = Cy
On déduit, en particulier que;
|t (t)|l,, < Constante (indépendante de m)

Et par conséquent ;
t
/0 [t (8) |70 () ds < Constante (indépendante de m)

On déduit que t,, =T s’expriment alors;

Lorsque m — +o00, u,, demeure dans un borné de
L2(0, 7,V 1 (LP(Q))") O L(0, T, (LA(Q)"), et p=p+2, p> 1

c¢) Estimation a priori (II) :

On va maintenant montrer ’estimation suivant ;

u, demeure dans un borné de
L0, T, V' + L (Q)) N L>(0,T, (L*(Q))"), (4.28)
avec %—I—I%zl, et p=p+2.

Soient P, le projecteur orthogonal de V N (LP(Q2))" dans V,, ;

VN (LP(Q)" — Vi
h— Bn(h) = 2L (hy wi)g wi

Vérifie que;
P,, borné dans £(V N (LP(2))",V N (LP(2)"))
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ie;

| P H,E(Vm(Lp(Q))n VO(LP ()" ) =1

Car (wy) est une base préhilbertiénne (avec HwkH‘m( Lr(Q)) = 1) et par transposition, on a;

Pp=Pp€ £V + 17 (D)), et || Pull gy <1

Dans le probleme (4.1)-(4.4) (de méme (P.V)), toutes les hypotheses du théoreme, (voir

Théoreme (1.1) ), sont vérifies et par conséquent il existe un opérateur;
Ae £(VN(LPQ), V' + LF(Q))
telle que pour tous u,v dans V', on a;
a(u,v) = (A(u), U)V/JrLP'(Q) xVN(LP(Q))™
d’ou de (4.19) , on tire que;

(3 (1), wi)a + v (A(um (1)), wr Yy + b(um (L), um(t), wr)

4.29
(O wnt). 0o = (£ w5)e 429
On multiplie (4.29) par wy et 'on somme sur k , on obtient ;
P, (1)) + v B (At (1)) + 2521 (b(tm (1), tna (), wi)wi)
+ 20 ([ ()17 um (1), wi)owr = Pr(f(1))
D’ou;
Py, (1)) + v B (At (£))) + 251 (b(tm (1), tm (), wi) wi) (4.30)
+ Po(fum ()" un(t) = Pu(f(t))
D’apres le Lemme (4.6), de
Si Uy, € L20,T,V N (LP(2)") N L2(0, T, (L2(2)") et p=p + 2 (4.31)
alors, A(u,,) € L*(0,T, V' + LP () ‘
Et que
si fe L*0,T, L*(Q)) = L*(Q), alors, (4.32)
Pn(f) € L*(Q) '
Gréce au Lemme (1.1), pour n = 2, de
Uy, demeure dans un borné de L*(0,T,V) N L>(0, T, (L*(2))")
il vient ;
q 1 1 1
LY0,T, (L2 (Q)") = L*0,T, (L*(Q)"), ot — = = — —.
n € LHO.T,(LHQ))") = LHO.T, (LA@))), oi = = 5 = 5
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Et grace aux lemmes (4.4) et (4.5), cités précédentes on a;

R (00 (8 (). 0. 203)] = | SRy (bt (). 0 (1)) 10|
< Cllunl?,, , Melszgy el

1 1 2
< € ( (ol bunll) el ) ol

< Cllumlly llwmll 2 ) ”wkHLQ(Q)znwkHV
< Cllumlly ||Um||L2(Q) w3
D’ou;
m

2 (b(um (L), um(t), wr) wy)

< Cllumlly lumll g2 lwlly lwilly <€

Il résulte ;

(Dt (1), U (1), wi) wy,) € L2(0, T, V' + LT'(Q)) (4.33)

k=1

Comme u,, € V,, et V,, dense dans V N (LP(Q2))",avec p = p + 2, et d’apres 'application :

{ LP(Q) — L7 (), avec%—irz%:l,etp:p—l—l p>—1
f—f1"f

Alors ;
|ttyn|” Uy, demeure dans un borné de L>(0, T, (L¥ (Q))")

Car;
| (1 ()] v (8), v (8)) 2] < N (8) 17002

Et comme on a;

L=(0, T, (L7 (Q))") € L2 (0,T; (L7 (©)) "),

On tire que;
||’ Uy, demeure dans un borné de L? (0, T; (LP/(Q))H) (4.34)
Finalement, d’apres les résultats précédente (4.31)-(4.34) dans (4.30), on obtient ;
u, e L*0,T,V' 4+ L' (Q)) N L=(0, T, (L*(Q))")
D’ou;
! demeure dans un borné de L*(0,T, V' + L” (Q)) N L>=(0, T, <L2(Q))n)

d) Passage a la limite :

Comme ;

U,, demeure dans un borné de
(0, T,V 1 (Z7(2))") 0 L=(0, T, (A(Q)") et p=p+2, p>—1
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On peut extraire une sous suite u, telle que;

u, — uw dans L*(0, 7,V N (LP(Q))") faible,

4.35
ol LX0.TV A (@))€ L (0., (1)) 3
Puisque ;
L=(0,T, (L3(@)") = (L', T, (L3(@)") € L* (0.7, V" + (L"()")
il vient ;
u, — u dans L=(0,T, (L*(Q))") faiblex (4.36)
Et en particulier;
u,, — u dans L*(0, T,V N (LP(Q))") faiblex (4.37)
De (4.35) , (4.37) , il résulte;
u,, — u dans L*(0, T,V N (LP(Q))") faible (4.38)
Et comme l'injection ;
VN (LP(Q)" C HY(Q) — L*(Q) compacte
Donc;
u,, — u dans L*(0, T, (L*(Q))") = (L*(Q))"™ fort et p.p dans Q (4.39)
Comme ;
u!, demeure dans un borné de L*(0,T, V' + L” (Q)) N L>=(0, T, (L*())")
alors ;
), — u'dans L*(0,7, V' + L' (Q)) faible (4.40)
On déduit de (4.35) , (4.40) que;
,(0) — u(0) dans V' + L () faible
D’ou;
u(0) = up a un sens (4.41)
Et comme;
U, € L2(0, T,V N (LP(Q))) N L®(0, T, (L*(Q)") et p=p+2, p>—1
Et comme;
we LX0,T,V N (LP(Q))") N L>(0, T, (L*())")
Et d’apres le lemme (4.4)., de;
u € L*(0,T,V N (L (2))") N L=(0,T, (L*(2))")
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on tire que;
1 1 1
LY0, T, (LY(Q)" u, — = - — —
ue LT (L)), ob, = 5= 5

Et d’apres le Lemme (4.7), on a;
(uy)-(u,,) est borné dans L2(0, T, (L% (Q))") = L*(0, T, (L*(Q))")
D’ou;
(u,,)i-(u,,); est borné dans L*(0, T, (L*(2))") (4.42)
Donc, on peut supposer que

(u,)i-(u,); — Xij dans L*(0, T, (L%(Q))") faiblement (4.43)

Par ailleurs (4.39) donne;
(u,); — u; dans L*(Q) fort

Et
(u,) ;0 — ujp dans L*(Q) fort, Vo € D(Q)
Donc;
T T
| (@i (w)s)ads — [ (s, uzp)ads, %o € DQ)

D'ou;

/(uu)i.(uu)j.go(x)dxds — /uiujgp(x)dxds,‘v’go € D(Q)

Q Q
Donc;

(up)i-(uy); — wyu; dans D' (Q) (4.44)
Moyennant (4.43) , (4.44) , on trouve que;
Xi,j = U; Uy (445)

Et comme;
|t |” 1y, demeure dans un borné de L™ (0, T, (LP,(Q)> )

Dong, il existe w € L™ (0, T, (LP'(Q)yL) telle que;
||’ u, — w dans L™ <O,T, (LPI(Q))n) faible *
Et par conséquence ;
lu,|”u, — w=g ppdans © =Q x]0,T[C R} x R,

Pour cela, on applique le Lemme (4.8) avec;

p+2

91 = uul” wyc avee g = ' = 2,

11
et p=p+2, p>0, - +-=1,
poop
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On voit que;
U |” Uy € L™ (O,T, (LP/(Q))H>

ngHLP’ (/Uu ||p ds) <C

Gu = |uu|’u, — w=g dans (LP/(Q))n faible

ie;

Alors ;

Et d’apres (4.39) ;

u,, — u dans L*(0, T, (L*(2))") = (L*(Q))" fort et presque partout dans @

Et par suite;

(4.46)

9u = |up|’u, — g = |ul’udans L*(0, T, (L*(2))") = (L*(Q))" fort et p.p dans Q

Et comme on a;
L(0, T, (L ()") € (IX(Q))") € D'(Q)
On déduire que;
w=g=|ul’u dans D'(Q)

C’est a dire qu’on a ’estimation suivante ;

|, — [u]’u dans L (0,7, (L7 (2))") faible (4.47)
Et comme on a;
L*(0,T )~ D'(0,T)
Par passage a la limite, on obtient que;
by, w,, wy) — blu, u,wy) faible dans L*(0,T ), Vk (4.48)
Donc;
T T
/ b(uy, uy, wi)eds — / b(u, u, wy)ds, Yo € L*(0,T ), Vk (4.49)
0 0
Et comme;
(u),, w)o — (v, wg)q dans D'(0,7T"),Vk (4.50)
a(u,, wy) — a(u,wy) dans D'(0,T ), Vk '
Moyennant (4.47)-(4.50), de (4.19) il découle
(u/7 U}k)Q +v CL(U7 wk‘) + b(u7 u, wk) + (‘u|pu7 wk)Q - (f) wk)Qa Vk=1,...m
En tenant compte la densité de V;,, dans V' N (LP(§2))", on conclut que
(v, v)a + v alu,v) + b(u, u,v) + (|ul’ u,v)q = (f,v)q, Vv € VN (LP(Q))"
Ce qui prouve l'existence d'une solution du probleme (4.1)-(4.4).
[
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4.2.2 Unicité

Théoréme 4.2. Si la dimension n = 2, et sous les hyphothéses suivants;
fe L0, T, L*(Q) = L*(Q),

2
u € ((L(Q))
p=p+2, avec p fini quelconque,

la solution du probléme variationnel (P.V'), si elle existe, est unique.

Démonstration. Soient uy et uy deux solutions différentes du probleme (P.V'), vérifiant ;
up € L*(0, T,V N (LP(2)*) N L>(0, T, (L*(Q))%), et p=p+2, k=1,2
On a;

(u},v)g + v alur,v) + b(uy, ur,v) + (Jur|” ug,v)q = (f,0),, Yo € VN (LP(Q))?,  (4.51)

(b, v)g, + v alug, v) + b(ug, ug, v) + (Jua|” uz,v)q = (f,v)q, Vv € VN (LP(Q))*  (4.52)

Avec les conditions ;

up =0, up =0sur X =1 x10,7T]
uy(z,0) = us(x,0) = ugy sur Q

ou;
V= {U c(H'(Q)? /v=0sur =T x]0,7] p.p, dive :O}

En posant w = u; — ug, pour tout v € VN (LP(Q))?, on a;

(W', v)q + v alw,v) + b(ur, ur,v) — b(ug, ug, v)
+(Jur [ uy, v)o — (Jug|’ ug, v)g = 0, Yo € VN (LP(Q))?

(4.53)
D’autre part, de la trilinéarité de la fonction b(u,u,v), il résulte;
b(ug, ug, v) = b(ug, ug — uy + uy,v) = blug, (ug — uy),v) + b(ug, uy, v)
Donc;
b(uy, uy,v) — b(ug, ug,v) = b(uy, uy,v) — blug, (us — uy),v) — blug, ui, v)

Ou encore;

b(uy, uy,v) — b(ug, uz,v) = b(uy — ug, uy,v) — b(uz, (us — uy),v)
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D’ou il vient;
b<u17 U, ’U) - b(u27 U2, U) = b<w7 Uz, U) o b(u27 —w, U)

On en déduit ;

b(uy, ur,v) — b(ug, ug,v) = blw,us,v) + b(—(u1 — uz), w,v) + b(uy, w, v)

= b(w,u1,v) = b(w, w,v) + b(ur, w, v)

Donc;
b(uy,ur,v) — b(ug,ug,v) = blw,us,v) —blw,w,v) + b(ur, w,v), (4.54)
Yo e VNI(LF(Q))?
Moyennant (4.54) de (4.53) il découle;
(W', v)q + va(w,v) + b(w, uy,v) — b(w,w,v) + b(uy, w,v) (4.55)
+(w]” ur = ua|” uz, v)o = 0,Yv € VN (LP(Q))?) '
Grace au Théoreme (4.1) , on a;
w, € L¥0,T,V' + L (Q)), k=1,2
Donc;
w' € L*0,T,V' + LF(Q))
Pour v = w(t), (4.55) devient;
(W', w)g + v alw,w) + blw, uy, w) — b(w, w, w) + b(uy, w, w) (4.56)
+(|ur|” ur — Jus|” ug, w)q = 0,Yv € V N (LP(2))? '
Et d’apres le Lemme (4.3), on a;
b(w, w,w) = b(uy,w,w) =0 ,Yw(t) € VN (LP(Q))? (4.57)
On déduit ;
(W', w)g + v alw,w) + b(w, ur, w) + (|ur|” ug — |ug]” ug, w)q = 0, (4.58)
Yw € V N (LP(Q))?
Comme w € L*( 0,7,V N (LP(Q))?), w' € L*( 0,T,V' + L”(Q)), on a;
1d
/ _ / _ - v 2
(w,w)Q—/wadx— 2dt/gz|w(t)| dx
Donc;
1d
(w'w)g =5 lw ()72 » Yo € V N (LP(Q)? (4.59)
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Et d’aprés le Lemme (4.1), et comme la norme sur V' est équivalente a la norme sur H'((),
il résulte;

la(w(t), w®)| = wlly lwlly, = el Yw € V0 (L) (4.60)
D’apres (4.59) , (4.60) , on a;
5 w72 +vllwlly, = —(jul”ur =l ug, w)g — b(w, w,w) — (4.61)
= b(w,w,ur) — (Jua|” us — |ug|” ug, w)

En utilisant la valeur absolue de (4.61) , on tire que;

1d

§£Ilw<t)l|iz<m+wlw\l2v < |b(w, wyun)| + [(Jua]” uy — Jug|” ug, w)al,  (4.62)
Yw € Vﬂ(Lp(Q))2
On a
|(|U1|pu1 - ’U2|puzaw)9| = ‘/Q(|U1(I)|pul(f) - |U2(«’L’)|p U2(l‘))w¢i$

< (p+1) [sup(junl? usl?) ol [w] da
Q

Ce qui est majoré d’apres l'inégalité de Holder, par;
[(Jua]” ur = Jual|” vz, w)al
< C [l ooy + 2l ooy el ooy 1200 2y
Et d’apres le théoreme de plongement de Sobolev, on a;
V C Hy(2) C L™®(Q), sin=2.
On a donc;
| (] ur = Jua|” w2, w)al < C[luallly + [ual”lly] lwlly 1wl 22 q)

Et comme;

ur,up € L*(0,T,V N (LF(2))?)
On a finalement ;
[(Jua]” w1 = Jua|” uz, w)a| < C llwlly [[w]] 20y < v ]y -

Donc;
[(Jua]” ur = [z uz, w)a| < vwl (4.63)

D’apres l'inégalité (4.62) , on a;

2
[b(w, v, u)| < Cllullipsqye [0l g1y, Yo eV
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Et
1 1
[0 sy < CE) 10]1¥ vl Z2qy » Yo €V, (pour n = 2)
et par conséquent,
b, 0, )| < C fully ull oy ol V0 € V

I résulte que,
|b(w, ur, w)| < G ||w(3)||2v [w($)ll 2y llur ()l
< Ca flw(s)lly lua(s)ly

D’ou;
[b(w, ur,w)| < Ca [lw(s)]y fui(s)lly (4.64)
Moyennant a I'inégalité (4.63) et (4.64) de (4.62) donne
Ld o) L <C : : 4.65
57z 102y + v wlly < Collw(s)lly luals)lly +vllwliy (4.65)
Et par intégration en ¢ de (4.65)
1 2 1 2 ¢ 2
5 0@ = 5 1w < 5 [ o)l (o)l dp (4.66)
car w(0) = 0, il résulte;
¢
lw(®)]y < 03/0 s (o)l 1w (p)l5- dp (4.67)
Et comme
w=1wu, —uy € L*0,T,V N (LP(Q))*) N L®0,T,(L*(Q)?) et p=p+2.
Et
u; € L*(0, T,V N (LP(Q))*) c L0, T,V N (LP(2))*) et p = p + 2.
Et d’apres le lemme de Gronwall (voir lemme (1.4)), on obtient
lw(®)]y =0
Ce qui prouve 'unicité de la solution du probleme (4.1)-(4.4). O
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Ans cette these, on a étudié I'existence et I'unicité de la solution de trois problemes aux
limites non lineaire, le premier probleme est un probléme gouverné par une équation de
Petrovsky avec un source term et dissipatif générale. le deuxiéme probléeme est un probleme
aux limites de la valeur initial concernant 1’écoulement transitoire de fluide de Bingham dans
un domaine élastique bidimensionnel. le troisiéme probléme est un probleme d’évolution pour
les équations de Navier-Stockes perturbés par le terme non linéaire |u|’u dans les conditions
aux limites de Dirichlet-homogene. On a utilisé la formule de Green (ou la formule de Green
pour élasticité) pour obtenir la formulation variationnelle (ou I'inéquation de la formulation
variationnelle), et on utilise aussi les techniques ou les hopothéses de régularisation pour
avoir I'équation de la formulation variationnelle de quelque probleme. Comme la frontiere
des corps et les données des problemes ont des bonnes régularitées; donc, la solution du
probleme mécanique et du probleme variationnelle est la méme. On a montré 'existence et
I'unicité de la solution pour les trois problemes et ’existence globale, blows up pour le dernier
probléme, et ceci par 'utilisation des arguments suivants : équation variationnelle dépendant
du temps, équation variationnelle d’évolution, inéquation variationnelle d’évolution du type
parabolique, équation différentielle.

Traveaux perspectives

1. Existence globale, une théoreme de régularité et la stabilité d’une solution pour un pro-
bléeme aux limites non linéaire d’évolution pour I’équation de Navier-Stockes perturbée
par le terme non linéaire |u|’u dans les conditions aux limites de Dirichlet-homogenes
(cas n = 2).

2. Ecoulement transitoire de fluide de Bingham dans un domaine perturbés par une équa-
tion hyperbolique bidimensionnel.
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