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Abstract

The aim of this thesis is to propose a contribution to the theoretical
study of three nonlinear boundary value problems in a bounded do-
main Ω of Rn with a regular boundary. The results gained for these
problems concern existence, uniqueness, global existence, and the ex-
plosion of the solution at a finite time. This thesis consists of three
chapters. This thesis consists of three chapters. We suggest in the
first chapter, we will approach the existence global and blow-up of
the solutions in a finite time to the Petrovsky equation with nonli-
near dissipative and source term. We consider in the second chapter
consists of the initial value problem concerning the transient flow of
the Bingham fluid in a two- dimensional elastic domain. The third
chapter will relate to the problem of evolution the Navier-Stockes
equations disturbed by the nonlinear term |u|ρ u under homogeneous
Dirichlet boundary conditions.

Key words and phrases : Petrovsky Equation, regulariza-
tion, method of compactness, monotonicity, variational formulation
inequality, weak solution, strong solution, explosion of the solution ;
Navier-Stockes equation, Bingham fluid, dynamic flow.



Résumé

Le but de cette thèse est de proposer une contribution à l’étude théo-
rique de trois problèmes aux limites non linéaires dans un domaine
O borné de Rn de frontière régulière. Les résultats obtenus pour ces
problèmes concernent l’existence, l’unicité, l’existence globales et l’ex-
plosion de la solution pour un temps fini. Cette thèse se compose de
trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous aborderons l’existence
globale et l’explosion des solutions dans un temps fini d’une équa-
tion de Petrovsky avec un terme source et dissipative non linéaire.
Nous considérons dans le deuxième chapitre le problème aux limites
concernant l’écoulement dynamique de fluide de Bingham dans un
domaine élastique bidimensionnel. Le troisième chapitre concernera
le problème d’évolution pour les équations de Navier-Stockes pertur-
bés par le terme non linéaire |u|ρ u avec les conditions aux limites de
Dirichlet-homogène.

Mots - clés : Equation de Petrovsky ; régularisation ; méthode de
compacité ; monotonie ; inéquation formulation variationnelle, solution faible,
solution forte, explosion de la solution ; Equations de Navier–Stockes ; Fluide
de Bingham ; écoulement dynamique.
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NOTATIONS

Si Ω est un domaine de Rn (n = 2, 3) et 1 ≤ p ≤ +∞ on note par

Ω l’athérence de Ω.

Γ la frontière de Ω , supposée souvent réguliére.

Γi (i = 0, 1) une partie de la frontière Γ.

mes(Γ0) la mesure de Lebesgue superficielle de Γ0.

ν la normale unitaire sortante à Γ.

vν , vτ les composantes normale et tangentielle du champ vectoriel v sur Ω.

C
(
Ω
)

l’espace des fonctions réelles continue sur Ω.

H1 =
{
σ ∈ L2 (Ω)n×ns / Div (σ) ∈ L2 (Ω)n

}
.

Wm , p (Ω) l’espace de Sobolev de paramétres m et p.

Hm (Ω) l’espace de Sobolev de paramétres m et p = 2. Hm (Ω) = Wm , 2 (Ω) .

W 1− 1
p

, p (Γ) l’espace de traces d’ordre p.

H
1
2 (Γ) l’espace de traces d’ordre p = 2. H 1

2 (Γ) = W
1
2 , 2 (Γ) .



2

H − 1
2 (Γ) le dual topologique de l’espace H 1

2 (Γ) .

HΓ = H
1
2 (Γ)n .

H
′
Γ le dual topologique de l’espace HΓ. H

′
Γ = H − 1

2 (Γ)n .

γ l’application trace.

Si H est un espace de Hilbert réel, on utilise les notations :

H
′ le dual topologique de l’espace H.

H n = { x = (xi) / xi ∈ H, i = 1, ..., n } .

H n×n
s = { x = (xij) / xij = xji ∈ H , i , j = 1, ..., n } .

(. , .)H le produit scalaire de l’espace H.

(. , .)H′× H le produit de dualité entre l’espace H ′ et l’espace H.

‖.‖H la norme de l’espace H.

2H l’ensemble de toutes les parties de H.

xn → x la convergence forte de la suite (xn) vers l’élément x dans H.

xn ⇀ x la convergence faible de la suite (xn) vers l’élément x dans H.

Si X, Y deux espaces de Hilbert et 0 ≤ θ ≤ 1, on note par :

[X, Y ]θ l’espace intermédiare d’indice θ.

Si de plus ]0, T [ est un intervalle de temps, on note par :

Lp (0, T ;H) l’espace des fonctions mesurables de : ]0, T [→ H telles que

T∫
0

‖u (t)‖pH dt < +∞ avec les modifications usuelles si p = +∞.

Pour une fonction f,on note :
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dom(f) le domaine de f.

epi(f) l’epigraphe de f.

∂f
∂xi

la dérivée de f par rapport à la i-éme composante xi.

f
′ la dérivée de f par rapport au temps.

Df
Dt

la dérivée particulaire de f .

∇f le gradient de f .

ε (f) la partie symétrique du gradient de f , ε (f) = 1
2

(
∇f + ∇Tf

)
.

div (f) la divergence de f.

∂f le sous-différenciel de f.

Autres notations :

lim inf la limite inférieure.

Sn l’espace des tenseurs symétriques d’ordre 2 sur Rn.

Div(σ) la divergence du tenseur σ ∈ Sn.

σ̃ le déviateur du tenseur σ ∈ Sn.

tr (σ) la trace du tenseur σ ∈ Sn.

δ le tenseur identique.

p.p presque partout.

| . | la norme Euclidienne de Rn et Sn.

′′
.
′′ le produit scalaire Euclidien de Rn et Sn.



INTRODUCTION GÉNÉRALE

Ce travail concerne essentiellement, l’étude théorique de trois problèmes aux limites non
linéaire dans un domaine Ω borné de Rn de frontière régulière, de classe C1. Ce travail est
consacré à l’étude de l’existence et l’unicité d’une solution faible pour de différents problèmes
aux limites notament.

Dans ce travail, on considère les cas suivants :

1. Existence globale et explosion en temp finie d’une équation de Petrovsky avec un terme
de source dissipative non linéaire.

2. Problème aux limites concernant l’écoulement transitoire de fluide de Bingham dans
un domaine élastique bidimensionnel.

3. Problème d’évolution pour les équations de Navier-Stockes perturbés par le terme non
linéaire |u|ρ u avec les conditions aux limites de Dirichlet–homogène.

Ce travail comprend trois chapitres, Dans le premier chapitre, on considère le problème
aux limites pour l’équation de Petrovsky avec un terme de source dissipative non linéaire :

∂2u

∂t2
+ ∆2u−∆u′ + |u|p−2 u+ αg (u′) = βf (u) sur Ω× [0,+∞[ (1)

Où : Ω est un domaine borné ouvert dans Rn avec une frontière lisse ∂Ω = Γ, α, et β > 0. Pour
le terme f (u) non linéaire continue et pour la fonction g continue, croissante, satisfaisant
g (0) = 0, dans des conditions appropriées, nous montrons l’existence globale de la solution
par la méthode de Faedo–Galerkin combinée avec cette méthode, la solution est stable dans
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l’espace H2
0 (Ω). En outre, nous prouvons que cette solution est blows up dans le temps fini,

quand l’énergie initiale est négative.

Dans le second chapitre, soit deux ouverts Ω0, Ω1 de Rn (Ω0, Ω1 ⊂ Rn,Ω0 ⊂ Ω1),borné,
Le normale η à Γ0 est orienté vers l’extérieur de Ω0.

On considére un modèle mathématique pour étudier un problème de transmission entre
deux domaines, un fluide de Bingham avec contact du type sous-différentiel , incompressible,
visco-plastique qui occupe le domaine Ω0 ⊂ Rn (n = 2, 3) borné, de frontière régulière ∂Ω0 =
Γ0 messurable et de classe C1. Ce fluide se déplace dans un d’autre domaine solide-élastique
Ω1 ⊂ Rn (n = 2, 3) borné, de frontière régulière ∂Ω1 = Γ1 de classe C1 constituée de deux
parties messurables et disjoints ∂Ω1 = Γ1 = Γ11∪Γ12 telle que : mes(Γ0) > 0,mes(Γ1) > 0. On
désigne par Qi (i = 0, 1) .L’ensemble Qi = Ωi×(0, T ) , (i = 0, 1) , T ≥ 0. Les forces volumiques
de densité f agissent dans Q,telle que : f\Ω =

(
f0\Ω0 , f1\Ω1

)
.On impose sur Γ1 × (0, T ) des

conditions de contact avec frottenment du type sous- différentiel.

On désigne par σ̃0 le déviateur du tenseur des contraintes σ0, donné par ;

σ̃0 =
(
σ̃0i,j

)
,
(
σ̃0i,j

)
= σ0i,j −

trσ0

η
δi,j,

et le tenseure des déformation ε définie par :

ε (u) = (εij (u)) : εij (u) = 1
2 (ui,j + uj,i) et Div (σ) = (σij,j)

où δ = (δi,j) est le tenseur identique.

Le problème de transmission peut se formuler de la manière suivante :

Problem 0.1. Trouver le champ des vecteurrs vitesses :u = {u1, u2, ..., un} défini dans Q0 =
Ω0 × (0, T ) : Q0 → Rn sous le champ des contraintes σ0 =

(
σ0i,j

)
1≤i,j≤n

: Q0 → Sn et
w = {w1, w2, ..., wn} défini dans Q1 = Ω1 × (0, T ) : Q1 → Rn tells que ;

Du

Dt
=
(
∂u

∂t
+ u.∇u

)
= Div (σ0) + f0 sur Q0 = Ω0 × (0, T ) (2)

σ̃0 = 2µε (u) + g ε(u)
|ε(u)|si |ε (u)| 6= 0

|σ̃0| ≤ g si |ε (u)| = 0

 sur Q0 = Ω0 × (0, T ) (3)

div u = 0 sur Q0 = Ω0 × (0, T ) , (i.e.
n∑
i=1

Diui = 0) (4)

∂2w

∂t2
= div σ1 + f1 sur Q1 = Ω1 × (0, T ) (5)
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σ1i,j =
n∑

k,l=1
Ai,j,k,l.ε

k,l, (A : tenseur d’élasticité)

 (6)

sur Q1 = Ω1 × (0, T )

avec les conditions de transmission sur Γ1 × (0, T ) :

u = ∂w

∂t
= w′ sur Γ0 × (0, T ) (7)

σ1 − σ0 = 1
2

(
n∑
i=1

ui cos (ηi)
)
× ui sur Γ0 × (0, T ) (8)

σ1.η1 = g sur Γ11 × (0, T ) (9)

w = 0 sur Γ12 × (0, T ) (10)
et les conditions initiales :

u (0) = u0 sur Ω0 × (0, T ) (11)

{
w (0) = w0 sur Ω1 × (0, T )
w
′ (0) = w1sur Ω1 × (0, T )

(12)

avec D
Dt

est la dérivée particuliére.

C’est un probléme mécanique de l’écoulement transitoire bidimensionnel d’un fluide de
Bingham rigide, viscoplastique, et incompressible qui occupe un domaine Ω0 dans un domaine
borné élastique ayant le Ω1 ⊂ R2 comme épaisseur. Nous présentons quelques notations préli-
minaires pour trouver l’inéquation de la formulation variationnelle du problème. En utilisant
la méthode d’approximations de Faedo-Galerkin ainsi que les techniques de régularisation
pour avoir l’équation de la formulation variationnelle de ce problème nous obtenons des ré-
sultats d’existence. Pour n = 2 en utilisant quelque résultats mathématiques, on démontre
l’unicité de la solution locale. Et en utilisant aussi le théorème de convergence pour démontre
que la solution (uε,Φε) du problème (3.3) (équation variationnelle) converge faiblement dans
l’espace L2(0, T, V1 )∩L∞(0, T, (L2 (Ω0)n) )×L2(0, T, V2) ∩L∞(0, T, (L2 (Ω1)n) vers la solution
(u,Φ) du problème (3.2) (Inéquation variationnelle).

Dans le troisième chapitre, le problème est de chercher la vitesse u = {u1, u2, ..., un} ;u :
Q = Ω× ]0, T [→ Rn et une fonction scalaire p : Q = Ω× ]0, T [→ R, (P ≥ 0) vérifiant :

∂u
∂t
− ν ∆u+

n∑
i=1

ui Diu+ |u|ρ u = f − grad p, (ν > 0), ρ > −1

div u = 0 dans Ω
u = 0 sur Σ = Γ× ]0, T [
ui(x, 0) = u0i(x), x ∈ Ω

(13)
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Il s’agit ici d’un problème d’évolution de l’équation de Navier–Stockes perturbée par le terme
non linéaire |u|ρ u. On associe à ce problème des conditions aux limites de Dirichlet homogènes
et des conditions initiales.

En utilisant la formulation variationnelle et les techniques de Faedo-Galerkin et en se ba-
sant sur la méthode de compacité nous permettent de démontrer que ce problème possède au
moins une solution variationnelle. Pour n = 2 en utilisant quelque résultats mathématiques,
on démontre l’unicité de la solution.

Dans le dernier chapitre on fait rappel de quelques principaux résultats d’analyse fonc-
tionnelle qu’on a utilisé dans ce travail. Aussi, on précise quelques principes fondamentaux
qui concernent les espaces de Sobolev dans différents domaines et qui nous permettent de
mieux comprendre le continu de ce travail, surtout les espaces de Sobolev relatifs à un ouvert
Ω dans différents cas.



CHAPITRE 1

RAPPELS D’ANALYSE MATHÉMATIQUE

Le but de ce chapitre est d’introduire les outiles mathématiques et rappels d’analyse pour
une bonne compréhesion de la suite des problèmes traités.

1.1 Espaces de Hilbert

Théorème 1.1. Soit H un espace de Hilbert sur K (R où C) , a (., .) une forme sesquili-
néaire continue sur H, alors il existe un opérateur A linéaire continu de H dans H ′( un
isomorphisme de de H dans H ′), telle que ;

a(u, v) = 〈A(u), v 〉H/×H = ((u, v))H/×H ,∀(u, v) ∈ H2

Lemme 1.1. [18, p73]

Soit u ∈ L2(0.T, V ) ∩ L∞(0, T,H) alors ; u ∈ L4(0, T, (Lp(Ω))n)

p donné par
1
p

= 1
2 −

1
2n, (p < q, où ; q donné en1

q
= 1

2 −
1
n
, et q fini quelconque si n = 2)

Lemme 1.2. [18, p72]Pour u ∈ V , la forme linéaire

v → b(u, u, v)

est continue sur
Vs = adhérence de {ϕ/ϕ ∈ (D(Ω))n, divϕ = 0}
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On a ;
b(u, u, v) = (g(u), v)Ω, g(u) ∈ V /

s , avec ‖g(u)‖V ≤ C ‖u‖2
(LP (Ω))n ,

où ;
1
p

= 1
2 −

1
2n, p < q, et 1

q
= 1

2 −
1
n
, avec s = n

2

1.2 Les Espaces LP (Ω)

L’espace Lp(Ω) des fonctions de puissance p-iéme sommable sur Ω pour la mesure dx =
dx1dx2...dxn, et muni de la norme ;

‖v‖Lp(Ω) =
(∫

Ω
|v(s)|p dx

) 1
p

, pour 1 ≤ p <∞

L∞(Ω) l’espace des (classes des) fonctions essentiellement bornées pour p =∞.

Lemme 1.3. [18, p12]Soit Θ un ouvert borné de Rn
x×Rt , gµ et g des fonctions de Lq(Θ), 1 <

q <∞, telles que ;
‖gµ‖Lq(Θ) ≤ c, gµ → g p.p. dans Θ

alors ;
gµ → g dans Lq faible

1.2.1 Lemmes de Gronwall.

On présente ici des lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent dans de nom-
breux problèmes de contact, en particulier pour établir l’unicité de la solution.

Lemme 1.4. Soient f, g ∈ C (0, T,R) deux fonctions positives pour tout t ∈ [0, T ], et soit
a ≥ 0. Si Ψ ∈ C (0, T,R) est une fonction telle que ;

Ψ (t) ≤ a+
∫ t

0
f(s) ds+

∫ t

0
g(s) Ψ (s) ds,∀t ∈ [0, T ]

Alors ;
Ψ (t) ≤

(
a+

∫ t

0
f(s) ds

)
exp

(∫ t

0
g(s) ds

)
,∀t ∈ [0, T ]

Pour le cas particulier f = 0, cette définition devient ;
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Corollaire 1.1. Soit g ∈ C (0, T,R) telle que g (t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ], et soit a ≥ 0.
Si Ψ ∈ C (0, T,R) est une fonction telle que ;

Ψ (t) ≤ a+
∫ t

0
g(s) Ψ (s) ds,∀t ∈ [0, T ]

Alors ;
Ψ (t) ≤ a exp

(∫ t

0
g(s) ds

)
, ∀t ∈ [0, T ]

Lemme 1.5. Soient f, g ∈ C (0, T,R) deux fonctions positives pour tout t ∈ [0, T ], et soit
a ≥ 0. Si Ψ ∈ C (0, T,R) est une fonction telle que ;

1
2Ψ2 (t) ≤ 1

2a
2 +

∫ t

0
f(s) Ψ (s) ds+

∫ t

0
g(s) Ψ2 (s) ds,∀t ∈ [0, T ]

Alors ;
|Ψ (t)| ≤

(
a+

∫ t

0
f(s) ds

)
exp

(∫ t

0
g(s) ds

)
,∀t ∈ [0, T ]

Dans le cas particulier f = 0, cette définition devient ;

Corollaire 1.2. Soient g ∈ C (0, T,R) telle que g (t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, T ], et soit a ≥ 0.
Si Ψ ∈ C (0, T,R) est une fonction telle que ;

1
2Ψ2 (t) ≤ 1

2a
2 +

∫ t

0
g(s) Ψ2 (s) ds,∀t ∈ [0, T ]

Alors ;
|Ψ (t)| ≤ a exp

(∫ t

0
g(s) ds

)
,∀t ∈ [0, T ]

Lemme 1.6. Si on a f ∈ L∞(0, T ) et g ∈ L1(0, T ), f(t) ≥ 0 p.p.t, g(t) ≥ 0 p.p.t , et si

f(t) ≤ C +
∫ t

0
f(s)g(s)ds p.p.t

Alors f vérifie ;

f(t) ≤ C exp
 t∫

0

g(s) ds
 .

1.2.2 Inégalités

Lemme 1.7 (Inégalité de young). [15, p56]Si ∀a, b ∈ R+ et soit 1 < p, q <∞, 1
p

+ 1
q

= 1,
alors ;

a.b ≤ 1
p
ap + 1

q
bq
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Lemme 1.8 (Inégalité de Hölder). [15, p56]Si u ∈ Lp(Ω) et v ∈ Lq(Ω) telle que p ≥ 1,
q ≥ 1, 1

p
+ 1

q
= 1, alors ;

u v ∈ L1 (Ω)

et on a :
‖uv‖L1(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω)

‖v‖
Lq(Ω)

si p = 2, q = 2, c’est l’inégalité de Cauchy-Schwartz ;

‖uv‖L1(Ω) ≤ ‖u‖L2(Ω)
‖v‖

L2(Ω)

Si 1
p

+ 1
q

+ 1
r

= 1, alors ; uvw ∈ L1 (Ω), et on a :

‖uvw‖L1(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω)
‖v‖

Lq(Ω)
‖w‖

Lr(Ω)

1.3 Espaces de Sobolev

Quelques propriétés des espaces Hs(Ω), s ∈ N

Proposition 1.1. i On munit Hs(Ω) du produit scalaire

(u, v) =
∑
|α|≤s

(Dαu,Dαv)L2(Ω) ,∀u, v ∈ H
s(Ω)

la norme associée étant donné par

‖v‖Hs(Ω) =
 ∑

0≤|α|≤s
|Dαv|2L2(Ω)

 1
2

,∀v ∈ Hs(Ω)

de plus, il est bien connu que cet espace est un espace de Hilbert
ii Pour s = 0 on a H0(Ω) = L2(Ω) et pour tout s1 > s2, on a Hs1(Ω) ⊂ Hs2(Ω) avec
injection continue.
iii Pour tout s ≥ 0, Hs(Ω) est un espace séparable.
iv Pour tut s ≥ 0, nous désignons par Hs

0(Ω) la fermeture de D(Ω) dans Hs(Ω), i.e, Hs
0(Ω) =

D(Ω) dans Hs(Ω), et par H−s(Ω) le dual topologique de Hs
0(Ω).

v Grâce aux applications traces, que nous allons voir aprés, les espaces Hs
0(Ω) peuvent étre

définie comme suit :

Hs
0(Ω) = {v/ v ∈ Hs(Ω), Dαv\Γ = 0, |α| ≤ s− 1}

i,e.
Hs

0(Ω) =
{
v/ v ∈ Hs(Ω), v = Dv = D2v = ... = Ds−1v = 0 sur Γ p.p

}
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v

v →

∑
|α|=s
|Dαv|2L2(Ω)

 1
2

est une norme sur Hs
0(Ω) équivalente â la norme ‖v‖Hs(Ω).

Lemme 1.9. [18, p06]L’espace

V = H1
0 (Ω) ∩ Lp(Ω), où ; p = ρ+ 2, et ρ > 0

où ;
V = H1

0 (Ω) si ρ ≤ 4
n− 2 , n ≥ 3, et ρ > 0

est séparable.(i.e : ademet un ensemble dénombrable dense).

Théorème 1.2. [18, p44]Soit Ω un ouvert borné de Rn, avec la frontière de Ω est une va-
riété indéfiniment différentiable de dimension (n− 1) , Ω étant localement d’un seul côté de
Γ (i.e, on considère Ω variété à bord de classe C∞, le bord étant Γ), on a l’espace D(Ω) est
dense dans Hm(Ω), et m entier > 0.

Théorème 1.3. [18, p46]Soit Ω un ouvert borné de Rn, avec la frontière de Ω est une
variété indéfiniment différentiable de dimension (n− 1) , Ω étant localement d’un seul côté
de Γ (i.e, on considère Ω variété à bord de classe C∞, le bord étant Γ), on a l’espace D(Ω)
est dense dans Hs(Ω), et s réel ≥ 0.

Théorème 1.4 (Formule de Green pour le Laplacien). [29, p27]On suppose que Ω est un
ouvert borné de frontière Γ, C1par morceaux. alors si u et v sont des fonctions de H1 (Ω), on
a

Si u ∈ C2(
_
Ω) et v ∈ C1(

_
Ω), on a :

∫
Ω

(−∆u)vdx =
∫

Ω
∇u∇vdx−

∫
Γ

∂u

∂η
vdΓ

Si u ∈ H1(Ω) et v ∈ H1(Ω), on a :
∫

Ω

∂u

∂xi
vdx = −

∫
Ω
u
∂v

∂xi
dx+

∫
Γ
uv(−→η .−→ei )dσ

Lemme 1.10 (Inégalité de Friedrichs-Poincaré). Soit p un réel, 1 ≤ p <∞, et Ω un ouvert
borné de Rn inclus dans la bande Bd(h) = {x ∈ Rn / a < 〈x, h〉 < b}, alors on a :

∃C > 0,∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) =⇒ C ‖u‖Lp(Ω) ≤ ‖∇u‖(LP (Ω))n

où

∇u =
(
∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, ...,

∂u

∂xn

)
et ‖∇u‖Lp(Ω) =

 n∑
i=1

∣∣∣∣∣ ∂u∂xi
∣∣∣∣∣
p

Lp(Ω)

 1
p

Ceci permet de munir W 1,p
0 (Ω) d’une norme équivalente à sa norme usuelle

u→ ‖∇u‖Lp(Ω)
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Corollaire 1.3 (Plongement de Sobolev). [15, p168]Soit Ω ⊂ Rn, un ouvert de classe C1

avec Γ = ∂Ω borné et soit 1 ≤ p ≤ ∞ , on a

Si 1 ≤ p < n alors ; W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω), où ; 1
q

= 1
p
− 1
n

Si p = n alors ; W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω),∀q ∈ [p,+∞[

Si p > n alors ; W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω)

Avec injection continues.

Lemme 1.11 (Plongement de Sobolev). [18, p06]Soit Ω ⊂ Rn, un ouvert de classe C1 avec
Γ = ∂Ω borné, on a :

H1
0 (Ω) ⊂ Lq(Ω), où ; 1

q
= 1

2 −
1
n

Si n ≥ 3

De façon générale, on a :

1. Hs(Ω) ⊂ Lq(Ω) Si 1
q

= 1
s
− 1

n
> 0

2. Hs(Ω) ⊂ C0(Ω) Si 1
s
− 1

n
< 0

3. Hs(Ω) ⊂ Lq(Ω) ∀q fini si 1
s
− 1

n
= 0

Avec injection continues.

1.3.1 L’inégalité d’interpolation

Corollaire 1.4.

Pour Ω ⊂ R2, on a ‖u‖L4(Ω) ≤ C ‖u‖
1
2
L2(Ω)
‖u‖

1
2
H1(Ω) ,∀u ∈ H

1(Ω).

Corollaire 1.5. Pour Ω ⊂ R2, et tout u ∈ H1(Ω), on a

‖u‖2
L2(Γ) ≤ C ‖u‖L2(Ω) ‖u‖H1(Ω) ,∀u ∈ H

1(Ω).

Théorème 1.5 (Dualité de D-Rham). [18, p67]Soit L un opérateur continue sur V , on peut
représenter L (de façon non unique ) par ;

L (v) =
n∑
i=1

(Li, vi) , Li ∈ H−1 (Ω)
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L est nule sur V = {ϕ/ ϕ ∈ (D (Ω))n , divϕ = 0}, d’après le théorème de dualité de Rham :

Li = ∂S

∂xi
, S ∈ D′ (Ω)

Alors S ∈ L2 (Ω) est dans ces conditions on a

L (v) =
n∑
i=1

(
∂S

∂xi
, vi

)
= − (S, div v) = 0,∀v ∈ V

Où
V =

{
v/ v ∈

(
H1

0 (Ω)
)n
, div v = 0

}

1.3.2 Eléments d’analyse non linéaire

Dans la première partie de cette section, H désigne un espace de Hilbert réel muni de
son produit scalaire usuel (., .)H ainsi que de la norme induite ‖.‖H .On note aussi par H ′

l’espace dual de H et par (., .)H′×H le produit de dualité entre H ′ et H .

Propriétés générale

Lemme 1.12. [18, p127]Si v ∈ H1(Ω) (Ω ⊂ R2) , Γ = frontière de Ω, on a : v/Γ ∈ L3(Γ) et

‖v/Γ‖L3(Γ) ≤ C ‖v‖
2
3
H1(Ω) ‖v‖

1
3
L2(Ω)

,∀v ∈ H1(Ω).

Lemme 1.13 (Formule de Green pour l’élasticité). Soit Ω un ouvert borné de R2 de frontière
Γ = ∂Ω de classe C1 par morceaux.Soient u ∈ H1(Ω)2 et v ∈ (L2 (Ω))2×2tel que divv ∈
(L2 (Ω))2×2 et v symétrique alors :∫

Ω
ε (u) .vdx = −

∫
Ω
u. div vdx+

∫
∂Ω
u.v.ηdΓ

Lemme 1.14. [18]La forme bilinéaire a(u, v) est symétrique, continue et coercive sur V ×V
et la forme trilinéaire b(u, v, w) est continue sur V × V ×(V ∩ (Ln(Ω))n).

Lemme 1.15. [18]

1. (gradP, v)Ω = 0,∀ v ∈ V, P ∈ D′(Ω)
2. b(u, v, w) = −b(u,w, v) + ∑n

i,j=1
∫

Γ2
ui wj vj dΓ2,∀ u, v, w ∈ V avec divP = ∑n

i=1(Dip), où
Dip = ∂p

∂xi
.
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Lemme 1.16. [18]Si u, v ∈ V , alors on a :

b(v, v, v) = b(u, v, v) = 0,∀u, v ∈ V

Lemme 1.17. [18]Si n = 2, il existe une constante C(Ω) telle que ;

‖v‖L4(Ω) ≤ C(Ω) ‖v‖
1
2
V ‖v‖

1
2
L2(Ω) , ∀v ∈ V

Lemme 1.18. [18]Pour n = 2, si u ∈ L2(0, T, V ) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω))n), alors ∑n
i=1 ui

Diu ∈ L2(0, T, V ′).

Lemme 1.19. [18]Si n = 3, il existe une constante C(Ω) telle que

‖v‖L4(Ω) ≤ 2 1
2 ‖v‖

1
4
L2(Ω) ‖grad v‖

3
4
L2(Ω) ,∀v ∈ V ⊂ H1

0 (Ω) (1.1)

≤ C(Ω) ‖v‖
1
4
V ‖v‖

3
4
H1(Ω) ,∀v ∈ V ⊂ H1

0 (Ω)

Lemme 1.20. [18]Majoration préliminaire : On suppose n ≥ 3, (Ω ⊂ R3), et si

u ∈ Ls(0, T, (Lr(Ω))n), 2
s

+ n

r
≤ 1, r〉n,

On a :

|b(u, v, w)| ≤ C1 ‖u‖(Lr(Ω))n ‖v‖H1(Ω)
‖w‖(Lp(Ω))n si 1

r
+ 1
p

= 1
2 ,∀u, v, w ∈ V ⊂ H1

0 (Ω)

Lemme 1.21. [18]On suppose que la dimension d’éspace est de n ≤ 4,et pour

u ∈ V

Alors, la fonction g(u) définie par ;

b(u(t), u(t), v) = 〈g(u)(t), v〉 , ∀v ∈ V, ∀t ∈ [0, T ]

Avec
‖g(u)‖V / ≤ C ‖u‖2

(LP (Ω))n , ∀u ∈ V , 1
p

= 1
2 −

1
2n

Vérifiant que :
g(u) ∈ L1(0, T, V /)

De plus si u ∈ L∞(0, T, V ), avec V ⊂ H ⊂ V /, alors :

b(u(t), u(t), v) = 〈g(u)(t), v〉 , ∀v ∈ V, ∀t ∈ [0, T ] , et g(u) ∈ L∞(0, T,H)
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Lemme 1.22. [18, p06]L’espace de Banach H1
0 (Ω) ∩ Lρ+2(Ω), avec p = ρ + 2, et ρ > 0 est

muni de la norme
‖v‖H1

0 (Ω) + ‖v‖LP (Ω)

est Séparable (i.e. admet un ensemble dénombrable dense) .

Lemme 1.23. [18, p08]

Si u ∈ Lp(Ω) alors : |u|ρ u ∈ Lp′(Ω), 1
p

+ 1
p′

= 1

1.3.3 Fonction convexes et sous-différentiabilité

Nous commençons ici par quelques préliminaires sur les fonctions convexes et les fonc-
tions semi-continues inférieurement, ensuite nous donnons une généralisation de la notion de
gradient aux fonctions convexes. Soit ϕ une fonction définie sur un espace vectoriel réel E et
à valeur dans ]−∞ ,+∞] . ϕ est dite propre si elle n’est pas identiquement égale à ∞,c’est à
dire s’il existe x ∈ E tel que : ϕ (x) <∞. ϕ est dite convexe si :

ϕ (t.x+ (1− t) .y) ≤ t.ϕ (x) + (1− t) .ϕ (y) , ∀x, y ∈ E, ∀t ∈ [0, 1] ,

ϕ est dite strictement convexe si cette dernière inégalité est stricte pour tout x, y ∈ E et tels
que x 6= y. On définit le domaine et l’épigraphe de ϕ, respectivement, par :

dom (ϕ) = {x ∈ E tel que ϕ (x) <∞} ,

epi (ϕ) = {(x, α) ∈ E × R tel que ϕ (x) ≤ α} .

Il clair qu’on peut établir les résultats suivants :

i ϕ est dite propre si et seulement si dom (ϕ) 6= 0.
ii Le domaine de ϕ est un convexe de E si ϕ est convexe.
iii ϕ est convexe si et seulement si epi (ϕ) est un ensemble convexe dans E × R.

Une fonction ϕ définie sur un espace topologique E et à valeur dans ]−∞ ,+∞] est dite
semi-continue inférieurement si : ∀α ∈ R l’ensemble

{x ∈ E tel que ϕ (x) ≤ α}

est fermé.

Nous donnons ici quelques propriétés des fonctions semi-continue inférieurement.
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Définition 1.1 (hémi-continu). Toute opérateur A de V −→ V
′ est dite hémi-continu, s’il

vérifie la propriété suivante, ∀u, v, w ∈ V , la fonction ;

λ 7→ (A(u+ λv), w)

est continue de R dans R.

Lemme 1.24 (semi-continue inférieurement). Soit ϕ : H −→ R Alors :

i ϕ est semi-continue inférieurement si et seulement si epi (ϕ) est fermé dans H × R.

ii ϕ est semi-continue inférieurement si et seulement si pour tout u ∈ H et tout x ∈ H et
tout ε > 0 il existe un voisinage Vx de x dans H telque : ϕ (u) ≥ ϕ (x)− ε pour tout u ∈ Vx.
Il en résulte en particulier que si : ϕ est semi-continue inférieurement et si xn −→ x, alors :

lim inf ϕ (xn) ≥ ϕ (x) ,

Ce lemme nous conduit au résultat suivant

Théorème 1.6 (Différentielle au sens de Gâteaux). Soit ϕ : H −→ R une fonction convexe
et propre Alors : ϕ est semi-continue inférieurement si et seulement si elle semi-continue in-
férieurement pour la topologie faible de H. Une fonction ϕ : H −→ ]−∞ ,+∞] est dite
Gâteaux - différentiable en point u ∈ H s’il existe un élément ∇ϕ (u) ∈ H tel que :
lim
t−→ 0

ϕ(u+t.v) − ϕ(u)
t

= (∇ϕ (u) , v)H , ∀v ∈ H. L’élément ∇ϕ (u) est appelé la différentielle
au sens de Gâteaux de ϕ au point u. La fonction ϕ est dite Gâteaux - différentiable si elle
Gâteaux-différentiable en tout point de H ; dans ce cas l’opérateur : u −→ ∇ϕ (u) : H −→ H

s’appele le gradient de la fonction ϕ. La convexité des fonctions Gâteaux - différentiables peut
être caractérisée de la façon suivante.

Lemme 1.25 (convexité). Soit ϕ : H −→ ]−∞ ,+∞] une fonction Gâteaux-différentiable
Alors : ϕ est convexe si et seulement si ;

ϕ (v)− ϕ (u) ≥ (∇ϕ (u) , v − u)H , ∀u, v ∈ H. (1.2)

L’inégalité ( (1.2)) suggère une généralisation de la notion de gradient aux fonctions convexes.
On dit que la fonction ϕ : H −→ ]−∞ ,+∞] est sous-différentiable en point u ∈ H s’il existe
f ∈ H tel que :

ϕ (v)− ϕ (u) ≥ (f, v − u)H , ∀v ∈ H. (1.3)

L’élément f est appelé sous-gradient de ϕ au point u et l’ensemble des sous-gradients de ϕ
en point u est appelé le sous-différentiel de ϕ en point u est noté ∂ϕ (u) ;

∂ϕ (u) = { f ∈ H/ ϕ (v)− ϕ (u) ≥ (f, v − u)H , ∀v ∈ H } (1.4)
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On note par dom (∂ϕ) l’ensemble défini par :

dom (∂ϕ) = { u ∈ H tel que ∂ϕ (u) 6= 0 } (1.5)

En utilisant (1.4), ( (1.5) est la définition du domaine d’une fonction, il résulte :

dom (∂ϕ) ⊂ dom (ϕ) (1.6)

L’opérateur multivoque : H −→ 2H : u −→ ∂ϕ (u) s’appele le sous-différentiel de ϕ.La
fonction ϕ est dite sous-différentiable si elle sous-différentiable en tout point u ∈ H,c’est à
dire : dom (∂ϕ) = H.

Proposition 1.2. Si v −→ J (v) est une fonction différentiable au sens de Gâteaux sur V
et convexe Alors ; l’application : v −→ J

′ (v) de V −→ V
′ est monotone et hémi continue.

Remarque 1.1. Si v −→ J (v) est une fonction différentiable au sens de Gâteaux sur V et
si J ′ (u) est monotone et hémi continue de V −→ V

′
. Alors ; J est convexe.

Lemme 1.26 (convexité,propre et semi-continue inférieurement). Soit ϕ : H −→ ]−∞ ,+∞]
une fonction sous - différentiable Alors : ϕ est convexe, propre et semi-continue inférieu-
rement.Dans le cas d’une fonction convexe, le lien entre l’opérateur gradient et le sous-
différentiel est donné par ;

Lemme 1.27 (sous-différentiable). Soit ϕ : H −→ ]−∞ ,+∞] une fonction convexe et
Gâteaux - différentiable Alors : ϕ est sous - différentiable et on a :

∂ϕ (u) = { ∇ϕ (u) , ∀u ∈ H } , .

Opérateur fortement monotones et inéquations variationnelles

Soient A : H −→ H un opérateur, ϕ : H −→ ]−∞ ,+∞] une fonction propre et f ∈ H.

Un nombre considérable de problèmes aux limites en mécanique des milieux continus ont
un lieu avec les problèmes suivants :

Trouver u ∈ H tel que ;

(A (u) , v − u)H + ϕ (v)− ϕ (u) ≥ (f, v − u)H , ∀v ∈ H. (1.7)

Le problème (1.7) est appelé inéquation variationnelle elliptique de seconde espèce sur H.

L’opérateur A est dit :
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i Fortement monotone s’il existe un réel m > 0 tel que :

(A (u)− A (v) , u− v)H ≥ m ‖u− v‖2
H ,∀u, v ∈ H. (1.8)

ii Lipschitzien s’il existe un réel M > 0 tel que :

‖A (u)− A (v)‖H ≤M ‖u− v‖H ,∀u, v ∈ H. (1.9)

En ce qui concerne le problème (1.7) on a le résultat d’existence et d’unicité suivant ;

Théorème 1.7 (d’existence et d’unicité du problème). Soit A : H −→ H un opérateur
fortement monotone et de Lipschitzien et ϕ une fonction convexe et semi - continue inférieu-
rement Alors : l’inéquation variationnlle éliptique de seconde espèce (1.7) admet une solution
unique.

Définition 1.2 (Les opérateurs pseudo-monotone). Un opérateur A de V −→ V
′ est dit

pseudo-monotone si :

i A est borné.
ii Lorsque uj −→ u dans V faible et lim sup (A (uj) , uj − v) ≤ 0.

Alors :
lim inf (A (uj) , uj − v) ≥ (A (u) , u− v) , ∀v ∈ V.

1.3.4 Espaces fonctionnels et opérateurs divergence et déforma-
tion

On introduit ici des notations générales sur les espaces de Sobolev ainsi que les espaces de
fonctions à valeurs vectorielles. On présente en plus leurs principales propriétiés, notamment
les injections de Sobolev, le théorème de traçe et les différents résultats de compacité. on
rappelle ensuite les espaces de Sobolev utilisés en mécanique des milieux continus et liés aux
opérateurs divergence et déformation.

Espaces de fonctions à valeurs véctorielles

Soit H un espace de Hilbert.1 ≤ p ≤ ∞ et T > 0,on désigne par Lp(0, T ;H) l’espace des
classe de fonctions : t −→ u (t) de [0, T ] −→ H qui sont mesurables à valeurs dans H telles
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que ; (∫ T

0
‖u (t)‖pH dt

) 1
p

= ‖u‖ Lp(0,T ;H) < +∞ (1.10)

Si 1 ≤ p <∞, Lp(0, T ;H) est un espace de Banach pour la norme (1.10).En particulier,

si p = 2, L2(0, T ;H) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

(u, v)Lp(0,T ;H) =
∫ T

0
(u (t) , v (t))H dt, ∀u, v ∈ Lp(0, T ;H). (1.11)

si p =∞, L∞(0, T ;H) est un espace de Banach pour la norme définie par ;

‖u‖L∞(0,T ;H) = sup
]0,T [

ess ‖u‖H , ∀u ∈ L∞(0, T ;H). (1.12)

Pour traiter les problèmes d’évolution, on a besoin des résultats suivants.

Théorème 1.8 (Théorème de Dunford-Pettis). Soit H un espace de Hilbert et T > 0,alors :
l’espace L∞(0, T ;H ′) est le dual de l’espace L1(0, T ;H).

Lemme 1.28. Soient X, Y deux espaces de Hilbert vérifiant l’hypothèse ; X ⊂ Y , X dense
dans Y avec injection continue.et T > 0, Si :

u ∈ L2(0, T ;X ) et du
dt
∈ L2(0, T ;Y )

Alors : u est après modification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de [0, T ] ,continue
de [0, T ] dans [X, Y ] 1

2 .

Théorème 1.9 (Théorème de compacité d’Aubin). Soient B0, B et B1 trois espaces de Ba-
nach tels que ; B0 ⊂ B ⊂ B1, l’injection : B0 −→ B est compact et B0 et B1, sont réflexifs.
Considérons pour T > 0 et 1 ≤ p0, p1 ≤ ∞, l’espace de Banach suivant :

W =
{
u ∈ Lp0(0, T ;B0) et du

dt
∈ Lp1(0, T ;B1)

}
,

menu de la norme ;

‖u‖ Lp0 (0,T ;B0) +
∥∥∥∥∥dudt

∥∥∥∥∥
Lp1 (0,T ;B1)

,

Alors ; l’injection : W −→ Lp0(0, T ;B) est compacte.
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Opérateurs divergence et déformation

Nous désignons par Sn l’espace des tenseurs d’odre deux sur Rn (n = 2, 3) , ”.” et |.|
représentent, respectivement, le produit scalaire et la norme Euclidienne induite sur Rn et
Sn.Ainsi,

u.v =
n∑
i=1

uivi, |u| = (u.u)
1
2 ∀u, v ∈ Rn,

σ.τ =
n∑

i,j=1
σijτij, |τ | = (τ.τ)

1
2 ∀σ, τ ∈ Sn,

On utilise les notations suivantes :

L2(Ω)n×ns =
{
σ = (σij) / σij = σji ∈ L2(Ω)/ i, j = 1, 2, ..., n

}

H1 (Ω)n =
{
u = (ui) / ui ∈ H1 (Ω) / i = 1, 2, ..., n

}
=

{
u = (ui) / u ∈ L2(Ω)/ ε (u) ∈ L2(Ω)n×ns

}

H1 =
{
σ ∈ L2(Ω)n×ns / Div (σ) ∈ L2(Ω)n

}
où ε : H1 (Ω) → L2(Ω)n×ns et Div (σ) : H1 → L2(Ω)n sont les opérateurs de déformation et
de divergence définis par :

ε (u) = (εij (u)) : εij (u) = 1
2 (ui,j + uj,i) et Div (σ) = (σij,j) . (1.13)

Comme la frontière Γ est Lipschitziene, le vecteur normale sortant ν à la frontière est défini
p.p. Pour tout champ de vecteurs v ∈ H1 (Ω)n nous conservons la notation v pour désigner
la trace de v sur Γ et on note par vν et vτ les composantes normale et tangentielle de v sur
la frontière Γ , données par la formule :

vν = v.ν , vτ = v − vν .ν. (1.14)

Désignons par γ l’application trace :

γ : H1 (Ω)n → L2(Γ)n,

et faisons introduire les notations ;

HΓ = H
1
2 (Γ)n = γ

(
H1 (Ω)n

)
et H ′Γ = H − 1

2 (Γ)n ,
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et par (., .)H′Γ× HΓ
le produit de dualité entre H ′Γ et HΓ.Pour tout σ0 ∈ H1,il existe un élément

noté σν ∈ H ′Γ = H − 1
2 (Γ)n tel que la formule de Green pour l’élasticité suivante soit satisfaite ;

(σ, ε (v))L2(Ω)n×ns
+ (Div (σ) , v)L2(Ω) = (σν, γv)H′Γ× HΓ

.

En outre, si σ est assez régulier (par exemple C1), nous avons ;

(σν, γv)H′Γ× HΓ
=
∫

Γ
σν.vdΓ,∀v ∈ H1 (Ω)n ,

où dΓ représente l’élément de surface. Nous définisons de façon analogue les composantes
normale et tangentielle de v sur la frontière Γ , par la formule :

vν = v.ν , vτ = v − vν .ν. (1.15)

Tout au long de cette thèse, dans les problèmes mécaniques, Γ est partitionée en deux parties
mesurables et disjoints Γ0 et Γ1,telles que mes(Γ0) > 0.Nous aurons besoin de l’espace des
déplacements admissibles ;

V =
{
v ∈ H1 (Ω)n /v = 0 surΓ0

}
.

L’inégalité de Korn s’applique sur V : il existe une constante C > 0 dépendant uniquement
de Ω et Γ0 telle que ;

‖ε (v)‖ L2(Ω)n×ns
≥ C ‖v‖ H1(Ω)n , ∀v ∈ H

1 (Ω)n . (1.16)

Lemme 1.29 (Inégalité de Korn). Il existe une constante C > 0 dépendant uniquement
de Ω et Γ0 telle que ;

‖ε (v)‖ L2(Ω)n×ns
≥ C ‖v‖ H1(Ω)n , ∀v ∈ H1 (Ω)n .

où ε : H1 (Ω) → L2(Ω)n×ns et Div (σ) : H1 → L2(Ω)n sont les opérateurs de déformation et
de divergence définis par :

ε (u) = (εij (u)) : εij (u) = 1
2 (ui,j + uj,i) et Div (σ) = (σij,j) .



CHAPITRE 2

EXISTENCE GLOBALE ET EXPLOSION D’UNE ÉQUATION
DE PETROVSKY AVEC DES TERMES DE SOURCE ET

DISSIPATIF NON LINÉAIRE

Résumé

Dans ce chapitre et pour létude le problème aux limites initiale pour l’équation de Pe-
trovsky avec un source terme et dissipatifs :

∂2u

∂t2
+ ∆2u−∆u′ + |u|p−2 u+ αg (u′) = βf (u) dans Ω× [0,+∞[ , p > 2

Où Ω est un domaine borné ouvert dans Rn avec une frontière lisses ∂Ω = Γ, α, et β > 0.
Pour le terme f (u) non linéaire continue et pour g continue, croissante, satisfaisant g (0)
= 0, dans des conditions appropriées, nous montrons l’existence globale de la solution par
la procédure de la méthode de Faedo-Galerkin combiné avec cette méthode la solution est
stable dans l’espace H2

0 (Ω). En outre, nous prouvons que cette solution blows up dans le
temps fini, quand l’énergie initiale est négative.
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2.1 Introduction

Ce chapitre consacré à l’existence globale, à l’unicité, et blow-up de la solution pour
l’équations non linéaires du Général Petrovsky ;

∂2u
∂t2

+ ∆2u (t)−∆u′ (t) + |u|p−2 u (t) + αg (u′ (t)) = βf (u (t)) dans Ω×R+, p > 2
u = ∂ηu = 0 sur Γ× [0,+∞[ ,

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = u1(x) dans Ω.
(2.1)

Récemment, en l’absence du terme d’amortissement forte−∆u′ (t) et dans le cas où βf (u (t)) =
−q (x)u (x, t) + |u|p−2 u (t) pour g une fonction continue, croissante, satisfaisant de g (0) = 0,
et q : Ω→ R+,une fonction borné, le problème (2.1) devient le suivant ;

∂2u

∂t2
+ ∆2u (t) + q (x)u (x, t) + g (u′ (t)) = 0 dans Ω× R+,

Cette équation ainsi que des états d’initiale et de frontière de type de Dirichlet a été considérée
par Guesmia dans [14], il a prouvé une existence globale et un résultat de régularité de
solution, l’auteur dans des conditions appropriées de croissance sur g a prouvé que la solution
décroissante exponentiellement si g se comporte comme une fonction linéaire, tandis que
la décroissante est d’un ordre polynôme autrement. Sans du terme d’amortissement forte
−∆u′ (t) avec le αg (u′ (t)) = |u′ (t)|σ−2 u′ (t) et βf (u (t)) = (b+ 1) |u (t)|p−2 u (t), b > 0, le
problème (2.1) réduit au problème suivant ;

∂2u

∂t2
+ ∆2u (t) + |u′ (t)|σ−2

u′ (t) = b |u (t)|p−2 u (t) dans Ω× R+,

ce problème a été considéré par Messaoudi dans [25], où il a étudié l’existence globale et blow
up de la solution. Plus précision, il a prouvé que les solutions avec n’importe quelles données
initiales continuent à exister globalement à temps si σ ≥ p et blow up dans le temps fini
si le σ < p et l’énergie initiale est négative. Il a utilisé une nouvelle méthode présentée par
Georgiev et Todorova dans [13] basé sur le théorème de point fixe pour la preuve. Et dans
[33] Wu et Tsai ont prouvé que la solution du problème considéré par Messaoudi dans [25]
est globale dans certaines conditions. En outre, Chen et Zhou dans [8] ont étudié le blow-up
de la solution du même problème de Messaoudi dans [25]. En présence de l’amortissement
forte, dans le cas où βf (u (t)) = (b+ 1) |u (t)|p−2 u (t), g (u′ (t)) = |u′ (t)|σ−1 u′ (t) , b > 0, le
problème du Général Petrovsky comme de dans (2.1) devient ;

∂2u

∂t2
+ ∆2u (t)−∆u′ (t) + |u′ (t)|σ−1

u′ (t) = b |u (t)|p−1 u (t) , (P1)

ce problème a été considéré par Li et al [23], Piskin Polat dans [27] et Nour dans [2], les
auteurs ont obtenu l’existence globale, decay uniforme des solutions sans n’importe quelle
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interaction entre p et le σ, blow up de la solution a été établie quand σ < p, très récemment,
Pişkin et Polat dans [27] ont étudié la décroissante de la solution du problème (P1).

Dans ce document, notre but est de prolonger le résultat de Messaoudi dans [25], de
WuandTsai dans [33] et d’autre établis dans des domaines bornés au problème général en tant
que de dans (2.1). La non linéaire terme f dans (2.1) aime f (u (x, t)) = a (x) |u (t)|r−2 u (t)−
b (x) |u (t)|q−2 u (t) avec r > q ≥ 1 et a (x) , b (x) > 0, et g dans (2.1) telle que g (u′ (x, t)) =
α (x) |u′ (t)|σ−2 u′ (t) avec σ ≥ 2 pour une fonction α : Ω → R+ vérifie : α1 ≥ α (x) ≥ α0 >

0.Dans ces buts, nous devons établir l’existence globale de la solution pour le problème (2.1)
, nous utilisons l’approche variationnelle de l’approximation de Faedo-Galerkin combinée
avec la monotonie, la compacité, l’ensemble des méthodes stable comme dans les résultats
de Messaoudi dans [25], Wenying dans [8] et dans [27] de Piskin Polat avec une certaine
modification dans quelques passages pour conduire le blow-up (explosion) dans la période
finie de la solution.

2.2 Hypothèses

Soit les hypothèses précises sur p, g et f . Soit p être un nombre avec ;

2 < p ≤ 2n− 6
n− 4 (n ≥ 5) (2 ≤ p <∞ si n = 1, 2, 3, 4) , (H1)

g est une fonction impaire croissante de classe C1et ;{
xg (x) ≥ d0 |x|σ , ∀x ∈ R, p > σ ≥ 2,

|g (x)| ≤ d1 |x|+ d2 |x|σ−1 , ∀x ∈ R, p > σ ≥ 2, di ≥ 0.
(H2)

Soit f (x, s) ∈ C1 (Ω× R), satisfait :

sf (x, s) + k1 (x) |s| ≥ pF (x, s) , p > 2, (H3)

là où ; F (x, s) =
∫ s

0 f (x, ζ) dζ, et les conditions de croissance ; |f (x, s)| ≤ l0
(
|s|θ + k2 (x)

)
,

|fs (x, s)| ≤ l1
(
|s|θ−1 + k3 (x)

)
dans Ω× R,

(H4)

avec un certain l0, l1 > 0 et le non négatif des fonctions k1 (x) , k2 (x) , k3 (x) ∈ L∞ (Ω), p.p.
x ∈ Ω, et p

2 >
σ
2 ≥ θ > 1.

2.3 Existence Locale
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Dans cette section, nous établissons un résultat local éxistence pour le problème (2.1)
dans les hypothèses sur f, g et p.

Théorème 2.1. Sous les hypothèses (H1)-(H4) précédante. Alors donné quels (u0, u1) ∈
W ∩Lp(Ω)×H2

0 (Ω)∩L2σ−2(Ω), le problème (2.1) admet une solution unique u (t) satisfaire :

u ∈ L∞(0, T ;W ∩ Lp(Ω)), (2.2)

u′ ∈ L∞(0, T ;H2
0 (Ω)), (2.3)

g (u′ (t)) .u′ (t) ∈ L1
(
0, T ;L1(Ω)

)
, (2.4)

u′′ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)). (2.5)

où ;
H2

0 (Ω) =
{
ϕ ∈ H2 (Ω) : ϕ = ∂ηϕ = 0 sur ∂Ω

}
,

et
W =

{
ϕ ∈ H4 (Ω) ∩H2

0 (Ω) : ∆ϕ = ∂η∆ϕ = 0 sur ∂Ω
}
.

Dans tout ce document, C dénote dépendre constant de positif générique de Ω et de toutes
autres constantes données, qui peuvent être différentes d’entre phases et sont capables de
l’examen et modification.

Démonstration. Nous utilisons la méthode de Faedo-Galerkin pour construire une solution
globale. soit T > 0 être fixe et dénoter par Vm l’espace engendré par {w1, w2, ..., wm} ,où l’en-
semble {wm, m ∈ N} est une base de L2(Ω), H2

0 (Ω) et de H4 (Ω)∩H2
0 (Ω) .Nous construisons

l’approximation des solutions um (m = 1, 2, 3, ...) sous la forme ;

um(t) =
m∑
j=1
Kjm(t)wj,

où ; Kjm sont déterminés par les équations ordinaires suivantes :

(u′′m, wj)+
(
∆2um, wj

)
−(∆u′m, wj)+

(
|um|p−2 um, wj

)
+α (g (u′m) , wj) = β (f (um) , wj) (2.6)

et par l’itégration par partie on trouve ;
(
∆2um, wj

)
=
∫

Ω
∆um∆wjdx−

∫
Γ

∂ (∆um)
∂η

wjdΓ,

et

(∆u′m, wj) = −
∫

Ω
∇u′m∇wjdx+

∫
Γ

∂
(
u
′
m

)
∂η

wjdΓ,
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et comme ∆um = ∂η∆um = um = ∂ηum = 0 sur ∂Ω donc ;

(u′′m, wj) + (∆um,∆wj) + (∇u′m,∇wj) (2.7)
+
(
|um|p−2 um, wj

)
+ α (g (u′m) , wj) = β (f (um) , wj)

um (0) = u0m =
m∑
i=1

(u0, wj)wj
l’orsque m−→∞−→ u0 (2.8)

dans H4 (Ω) ∩H2
0 (Ω) ∩ Lp(Ω) ,

u
′

m (0) = u1m =
m∑
i=1

(u1, wj)wj
l’orsque m−→∞−→ u1

dans H2
0 (Ω) ∩ L2σ−2(Ω) ,

avec les u0, u1 sont des fonctions données sur Ω, en vertu de la théorie d’équations ordinaires,
le système (2.6)- (2.8) a une solution locale unique sur un certain intervalle [0, tm). Nous
prétendons que pour n’importe quel T > 0, une telle solution peut être prolongée à l’intervalle
entier [0, T ] en employant la première éstimations a priori ci-dessous. Nous dénotons par C,
Ck ou ck les constantes qui sont indépendant de m et initial des données u0 et u1. Multipliant
l’équation (2.6) par K ′jm(t) et effectuant la somme en j = 1, ...,m, et l’intégration par partie
donne,

(u′′m (t) , u′m (t)) + (∆um,∆u′m (t)) + (∇u′m (t) ,∇u′m (t)) (2.9)
+
(
|um (t)|p−2 um (t) , u′m (t)

)
+ α (g (u′m (t)) , u′m (t)) = β (f (um) , u′m (t))

et comme on a ;

(u′′m (t) , u′m (t)) =
∫

Ω u
′′
m (t) , u′m (t) dx = 1

2
d
dt
|u′m(t)|2 ,

(∆um,∆u′m (t)) =
∫

Ω ∆um∆u′m (t) dx = 1
2
d
dt
|∆um(t)|2 ,

(∇u′m (t) ,∇u′m (t)) =
∫

Ω (∇u′m (t))2 dx = 1
2 |∇u

′
m (t)|2 ,(

|um (t)|p−2 um (t) , u′m (t)
)

=
∫

Ω |um (t)|p−1 u′m (t) dx = 1
p
d
dt
‖um(t)‖pp ,

(f (um (t)) , u′m (t)) =
∫
Ω
f (um (t))u′m (t) dx

=
∫

Ω
d
dt

(∫ um(t)
0 f (x, ξ) dζ

)
dx = d

dt
(
∫

Ω F (x, um (t)) dx) , f (x, 0) = 0.

c-à-d ;

1
2
d
dt
|u′m(t)|2 + 1

2
d
dt
|∆um(t)|2 + 1

p
d
dt
‖um(t)‖pp

−β d
dt

∫
Ω
F (x, um (t)) dx+ 1

2 |∇u
′
m (t)|2 + α (g (u′m (t)) , u′m (t)) = 0, ∀t ≥ 0,

donc ;
E ′m (t) + |∇u′m (t)|2 + α (g (u′m (t)) , u′m (t)) = 0, ∀t ≥ 0, (2.10)
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où ;

Em (t) = 1
2 |u

′
m(t)|2 + 1

2 |∆um(t)|2 + 1
p
‖um(t)‖pp − β

∫
Ω
F (x, um(t)) dx, (2.11)

par l’hypothèse (H3) et l’utilisation de l’inégalité de Young, nous avons ;∫
Ω F (x, um) dx ≤ 1

p

∫
Ω [k1 (x) |um|+ umf (x, um)] dx, p > 2

≤ 1
p

∫
Ω k1 (x) |um| dx+ 1

p

∫
Ω umf (x, um) dx, p > 2,

donc

−
∫

Ω F (x, um) dx ≥ −1
p

∫
Ω k1 (x) |um| dx− 1

p

∫
Ω umf (x, um) dx

≥ −1
p
|um| |k1 (x)| − 1

p

∫
Ω umf (x, um) dx

≥ − 1
2p

(
|um|2 + |k1 (x)|2

)
−
(

1
p

∫
Ω umf (x, um) dx

)
, (|um (t)| ≤ c |∆um (t)|)

≥ −εC2
∗ |∆um(t)|2 − Cε |k1 (x)|2 − 1

p

∫
Ω umf (x, um) dx,

(2.12)

et en utilisant l’hypothèse (H4), et l’inégalité de Young nous avons ;
1
p

∫
Ω umf (x, um) dx ≤ 1

p

∫
Ω |f (x, um)| |um| dx

≤ 1
p

(∫
Ω |f (x, um)|2 dx

) 1
2
(∫

Ω |um|
2 dx

) 1
2

≤ 1
2p

(∫
Ω |f (x, um)|2 dx

)
+ 1

2p

(∫
Ω |um|

2 dx
)

≤ 1
2p

(∫
Ω

(
l1
(
|um|θ + k2 (x)

))2
dx
)

+ 1
2p

(∫
Ω |um|

2 dx
)

≤ 1
2p

(∫
Ω

(
l21
(
|um|2θ + |k2 (x)|2 + 2 |um|θ |k2 (x)|

))2
dx
)

+ 1
2p
∫

Ω |um|
2 dx

≤ l21
p
ε
∫

Ω

(
|um|2θ + |k2 (x)|2

)
dx+ c(ε,p)

p2

∫
Ω |um|

2 dx, (p > 2)
= l21

p
ε ‖um‖2θ

2θ + l21
p
ε |k2 (x)|2 + c(ε,p)

p2 ‖um‖2
p , (p ≥ 2θ > 2)

≤ l21
p
ε
(
p−2θ
p

+ 2θ
p
‖um‖pp

)
+ l21

p
ε |k2 (x)|2

+ C ′ (ε, p) + 1
p2 ‖um‖pp

donc ;
1
p

∫
Ω um f (x, um) dx ≤ l21

p
ε
(
p−2θ
p

+ 2θ
p
‖um‖pp

)
+ l21

p
ε |k2 (x)|2

+C ′ (ε, p) + 1
p2 ‖um‖pp

(2.13)

Moyennant (2.13) de (2.12), et choisissons ε ≤ C0 = min
(

1
2C2
∗
, p

2θl21+1

)
, l’équation (2.11)

devient ;

Em (t) = 1
2 |u

′
m(t)|2 + 1

2 |∆um(t)|2 + 1
p
‖um(t)‖pp − β

∫
Ω F (x, um(t)) dx

≥ 1
2 |u

′
m(t)|2 + 1

2 |∆um(t)|2 + 1
p
‖um(t)‖pp

−βεC2
∗ |∆um(t)|2 − βCε |k1 (x)|2

−β
[
− l21

p
ε
(
p−2θ
p

+ 2θ
p
‖um‖pp

)
− l21

p
ε |k2 (x)|2 − C ′ (ε, p)− 1

p2 ‖um‖pp
]

≥ 1
2 |u

′
m(t)|2 + C1 |∆um(t)|2 + C2 ‖um‖pp − C3 (1 +K1 +K2) ,

donc ;
Em (t) ≥ 1

2 |u
′
m(t)|2 + C1 |∆um(t)|2 + C2 ‖um‖pp − C3 (1 +K1 +K2) , (2.14)
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ou ;
|u′m(t)|2 + |∆um(t)|2 + ‖um‖pp ≤ C4 (Em (t) +K1 +K2 + 1) , (2.15)

la où ;

0 < C1 ≤
(
1− C0C

2
∗

)
, 0 < C2 ≤

(
1
p
− 2θl21 + 1

p2 C0

)
,

C3 = max
(
Cε,

l21
p
ε;C ′ (ε, p) + l21

p
ε
p− 2θ
p

)
,

C4 = max
 1

min
(

1
2 , C1, C2

) , C3

 .
Ainsi, il suit l’intégration de (2.10) sur (0; t) et l’utilisation de (2.14) , pour n’importe quel
m = 1, 2, ..., et t ≥ 0;

|u′m(t)|2 + |∆um(t)|2 + ‖um (t)‖pp +
∫ t

0
|∇u′m (s)|2 ds (2.16)

+α
∫ t

0
(g (u′m (s)) , u′m (s)) ds ≤ C4 (Em (0) +K1 +K2 + 1) .

Par les hypothèses (H2)-(H4) et l’utilisation des l’inégalités du Hölder, Young et de (2.13),
nous avons ;

|
∫
Ω F (x, u0m) dx| ≤ 1

p
|
∫

Ω (k1 (x) |u0m|+ u0m f (x, u0m)) dx| , p > 2, (H3)
≤ 1

p

∫
Ω k1 (x) |u0m| dx+ 1

p

∫
Ω u0m f (x, u0m) dx

≤ 1
p

(∫
Ω |k1 (x)|2 dx

) 1
2
(∫

Ω |um (0)|2 dx
) 1

2 + 1
p

∫
Ω u0m f (x, u0m) dx, (1.13)

≤ 1
p

(
|k1 (x)|2 + |um (0)|2

)
+1
p

(
l21
p
ε
(
p−2θ
p

+ 2θ
p
‖um (0)‖pp

)
+ l21

p
ε |k2 (x)|2 + C ′ (ε, p) + 1

p2 |um (0)|2
)

≤ C
(
|k1 (x)|2 + |um (0)|2 + ‖um (0)‖pp + |k2 (x)|2 + |um (0)|2

)
donc ;∣∣∣∣∫

Ω
F (x, u0m) dx

∣∣∣∣ ≤ C
(
|um(0)|2 + |k1 (x)|2 + ‖um (0)‖pp + |k2 (x)|2 + |um (0)|2

)
. (2.17)

Alors moyennant (2.7), (2.8), (2.10), (2.11) nous obtenons ;

Em (t) ≤ Em (0) = 1
2 |u1m|2 + 1

2 |∆u0m|2 + 1
p
‖u0m‖pp

−β
∫

Ω F (x, u0m) dx
≤ C4

(
|u1m|2 + |∆u0m|2 + ‖u0m‖pp + |u0m|2 +K1 +K2

)
≤ C,

(2.18)

pour un certain C > 0, où K1 = ‖k1‖2
∞ , K2 = ‖k2‖2

∞ .

Par conséquent, pour n’importe quel t ≥ 0 et m = 1, 2, ..., de (2.16) et (2.18) nous
obtenons ;

|u′m(t)|2 + |∆um(t)|2 +
∫ t
0 |∇u′m (s)|2 ds+ ‖um (t)‖pp

+α
∫ t
0
∫

Ω g (u′m (s))u′m (s) dxds ≤ C
(2.19)
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Par les conditions de croissance, par l’éstimation (2.19), et comme 2θ ≤ p, nous avons

|f (um)|2 ≤ Cl1
(
|um|2θ + |k2 (x)|2

)
≤ C

(
||um||2θp + ‖k2‖2

∞

)
≤ C.

Avec cette évaluation nous pouvons prolonger l’approximation de solution um (t) à l’intervalle
[0, T ] et aux estimations d’apriori suivantes ;

um demeure dans un borné de L∞ (0, T ;Lp(Ω)) ,
u′m demeure dans un borné de L∞ (0, T ;L2(Ω)) ,
∇u′m demeure dans un borné de L2 (0, T ;L2(Ω)) ,
g (u′m) .u′m demeure dans un borné de L1 (Ω× (0, T )) ,
∆um(t) demeure dans un borné de L∞ (0, T ;L2(Ω)) ,
f (um) demeure dans un borné de L∞ (0, T ;L2(Ω)) .

(2.20)

Pour démontrer l’équation (2.5) on utilise les lemmes suivantes :

Lemme 2.1. Il existe une constante K > 0 tels que ;

||g (u′m (t))||
L

σ
σ−1 (Ω×[0,T ]) ≤ K, (σ ≥ 2)

pour tout m ∈ N.

Démonstration. De l’hypothèse (H2), et l’utilisation des inégalités du Hölder et de Young
donne ; ∫ T

0
∫
Ω |g (u′m)|

σ
σ−1 dxdt =

∫ T
0
∫

Ω |g (u′m)|1 |g (u′m)|
1

σ−1 dxdt

≤
∫ T

0
∫
Ω |g (u′m (t))|

(
d1 |u′m (t)|+ d2 |u′m (t)|σ−1

) 1
σ−1 dxdt, (H2)

≤ C
∫ T

0
∫

Ω |g (u′m (t))|
(
|u′m (t)|

1
σ−1 + |u′m (t)|

)
dxdt

= C
∫ T

0
∫

Ω |g (u′m (t))| |u′m (t)|
1

σ−1 dxdt

+C
∫ T

0
∫

Ω |g (u′m (t))| |u′m (t)| dxdt

≤ C
∫ T

0

(∫
Ω

(
|g (u′m (t))|2

)
dx
) 1

2
(∫

Ω

(
|u′m (t)|

1
σ−1
)2
dx
) 1

2
dt

+C
∫ T

0
∫

Ω |g (u′m (t))| |u′m (t)| dxdt
≤ 1

2C
∫ T

0
∫

Ω |g (u′m (t))|2 dxdt+ 1
2
∫ T

0
∫

Ω

(
|u′m (t)|

1
σ−1
)2
dxdt

+C
∫ T

0
∫
Ω |g (u′m (t))| |u′m (t)| dxdt , (p > σ ≥ 2θ > 2)

≤
(
σ−1
σ

∫ T
0
∫
Ω |g (u′m)|

σ
σ−1 dxdt

)
+ C (σ)

∫ T
0
∫

Ω |u′m (t)|
σ
σ−1 dxdt

+C
∫ T

0
∫

Ω |g (u′m (t))| |u′m (t)| dxdt,
et par conséquent ;(

1− σ−1
σ

) ∫ T
0
∫

Ω |g (u′m)|
σ
σ−1 dxdt ≤ C (σ)

∫ T
0
∫

Ω |u′m (t)|
σ
σ−1 dxdt

+ C
∫ T

0
∫

Ω |g (u′m (t))| |u′m (t)| dx
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donc ;

1
σ

∫ T

0

∫
Ω
|g (u′m (t))|

σ
σ−1 dxdt ≤ C (σ)

∫ T

0

∫
Ω
|u′m (t)|

σ
σ−1 dxdt

+C
∫ T

0

∫
Ω
|g (u′m (t))| |u′m (t)| dxdt

≤ C
∫ T

0
||u′m (t)||

σ
σ−1
2 dt+ C

∫ T

0

∫
Ω
|g (u′m (t))| |u′m (t)| dxdt,

par conséquent, et par (2.20), nous concluons ;∫ T

0

∫
Ω
|g (u′m (t))|

σ
σ−1 dxdt ≤ K

Lemme 2.2. Il existe une constante M > 0 tels que ;

|u′′m(t)|+ |∆u′m(t)|+
∫ T

0
|∇u′′m (t)| dt ≤M,

pour tout m ∈ N.

Démonstration. A partir de (2.6), nous obtenons ;

|u′′m(0)| ≤ |u0m|p−1 +
∣∣∣∆2u0m

∣∣∣+ |∆u1m|+ α |g (u1m)|+ β |f (u0m)| ,

par l’hypothèse (H4) , nous avons ;

|f (u0m)|2 ≤ l1
(
|u0m|2θ + |k2 (x)|2

)
≤ C

(
||∆u0m||2θ2 + ‖k2‖2

∞

)
Puisque g (u1m) demeure dans un borné de L2 (Ω) et l’hypothèse (H2), de (2.7) et (2.8) nous
obtenons ;

|u′′m(0)| ≤ C.

la dérivation de (2.6) en t, nous obtenons

(u′′′m, wj) + (∆2u′m, wj)− (∆u′′m, wj) + (p− 1)
(
|um|p−2 u′m, wj

)
+ α (g′ (u′m)u′′m, wj) = β (f ′ (um)u′m, wj) .

(2.21)

en multipliant (2.21) par K ′′jm(t) et l’on somme de j = 1, ...,m, et l’utilisation de l’inégalité
du Hölder, on trouve ;

1
2
d

dt

(
|u′′m(t)|2 + |∆u′m (t)|2

)
+ |∇u′′m (t)|2 + α (g′ (u′m)u′′m, u′′m) , g croissante (2.22)

≤ C1 (p− 1)
(∫

Ω
|um|p−2 |u′m| |u′′m| dx

)
+ C1β

(∫
Ω
|f ′ (um)| |u′m| |u′′m| dx

)
.
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et prendre λ vérifiant les inégalités ; λ+ 1 ≤ min
(

p
2(θ−1) ,

n
n−4

)
si n ≥ 5,

λ+ 1 ≤ p
2(θ−1) si n = 1, 2, 3, 4,

2 < p ≤ 2(λ+ 1) ≤ 2n
n− 4

alors par l’hypothèse (H4) et l’estimation (2.20) avec l’utilisation l’inégalité de Hölder géné-
ralisé, nous déduisons ; ∫

Ω |f ′ (um)| |u′m| |u′′m| dx
≤ C2

∥∥∥l1 (|um|θ−1 + k3 (x)
)∥∥∥λ

2(λ+1)
||u′m||2(λ+1) ‖u′′m‖2

≤ C3

(∥∥∥|um|θ−1
∥∥∥λ

2(λ+1)
+ ‖k3 (x)‖λ2(λ+1)

)
||u′m||2(λ+1) ‖u′′m‖2 , 2 < p ≤ 2(λ+ 1)

≤ C4
(
‖um‖λ(θ−1)

p + ‖k3 (x)‖λp
)
||∆u′m||2 ‖u′′m‖2

≤ C5
(
|u′′m(t)|2 + |∆u′m (t)|2

)
,

(2.23)

là où C1, ..., C5 sont des constantes positive indépendant dem et t ∈ [0, T ] . Par la même façon,
l’utilisation de l’hypothèse (H1), l’inégalité de Young , l’injection de Sobolev et l’évaluation
(2.20), nous avons ;

∫
Ω |um|

p−2 |u′m| |u′′m| dx ≤
∥∥∥|um|p−2

∥∥∥
n
‖u′m‖ 2n

n−2
‖u′′m‖2

≤ C ||∆u′m||2 ‖u′′m‖2 ≤ C5
(
|u′′m(t)|2 + |∆u′m (t)|2

)
.

(2.24)

La combinaison (2.22), (2.23) et (2.24) , nous déduisent ;

1
2
d

dt

(
|u′′m(t)|2 + |∆u′m (t)|2

)
+ |∇u′′m (t)|2 + α (g′ (u′m)u′′m, u′′m)

≤ C6
(
|u′′m(t)|2 + |∆u′m (t)|2

)
.

L’intégration de cette dernière inégalité sur (0, t) et l’application du lemme de Gronwall (voir
le Lemme (1.4) ), nous obtenons ;

|u′′m(t)|+ |∆u′m (t)|+
∫ t

0
|∇u′′m (t)|2 ds ≤M pour tout t ≥ 0.

Donc
u′′m demeure dans un borné de L∞ (0, T ;L2(Ω)) ,

∆u′m demeure dans un borné de L∞ (0, T ;L2(Ω)) ,
∇u′′m demeure dans un borné de L2 (0, T ;L2(Ω)) ,

(2.25)

il suit de (2.25), (u′m) est demeure dans un borné de L∞ (0, T ;H2
0 (Ω)) . En outre, en appliquant

le lemme de compacité de Lions-Aubin , nous avons

u′m est précompact sur L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
. (2.26)
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nous concluons (2.20) et (2.25) , nous pouvons extraire une sous suite (um) tels que ;

um −→ u dans L∞ (0, T ;H2
0 (Ω)) faible ∗ ,

um −→ u dans L2 (0, T ;L2(Ω)) fort,
u′m −→ u′ dans L∞ (0, T ;H2

0 (Ω)) faible ∗ ,
u′m −→ u′ dans L2 (0, T ;L2(Ω)) fort,

u′′m −→ u′′ dans L∞ (0, T ;L2(Ω)) faible ∗ ,
g (u′m) −→ χ dans L

σ
σ−1 (Ω× (0, T )) faible ∗ ,

f (um) −→ ζ dans L∞ (0, T ;L2(Ω)) faible ∗ .

(2.27)

En utilisant la compacité de H2
0 (Ω) vers L2(Ω), il est facile de voir que ;∫ T

0

∫
Ω
|um|p−2 umvdxdt→

∫ T

0

∫
Ω
|u|p−2 uvdxdt, pour tout v ∈ Lσ

(
0, T ;H2

0 (Ω)
)
,

lorsque m→∞. De l’hypothèse (H2) et les estimations (2.27) , nous avons ;

g (u′m) −→ g (u′) p.p dans Ω× (0, T ) .

Donc, de [18, Chapiter1,Lemma1.3], il resulte que ;

g (u′m) −→ g (u′) dans L
σ
σ−1

(
0, T ;L

σ
σ−1
)

faible ∗ ,

lorsque m→∞, et ceci implique que ;∫ T

0

∫
Ω
g (u′m) vdxdt→

∫ T

0

∫
Ω
g (u′) vdxdt pour tout v ∈ Lσ

(
0, T ;H2

0 (Ω)
)
.

et par la même façon on utilison les conditions de l’hypothèse (H4) et l’évaluation (2.27) ,
nous voyons que ; ∫ T

0

∫
Ω
|f (um)|

θ+1
θ dxdt est borné,

et
f (um) −→ f (u) p.p dans Ω× (0, T ) .

alors ;
f (um) −→ f (u) dans L

θ+1
θ

(
0, T ;L

θ+1
θ

)
faible∗

lorsque m→∞, et ceci implique que ;∫ T

0

∫
Ω
f (um) vdxdt→

∫ T

0

∫
Ω
f (u) vdxdt pour tout v ∈ Lθ

(
0, T ;H2

0 (Ω)
)
.

Il découle immédiatement de toutes les évaluations précédentes et pour chaque v ∈ Lθ (0, T ;H2
0 (Ω))∩

Lσ (0, T ;H2
0 (Ω)) fixe, on a ;∫ T

0

∫
Ω

(
u′′m + ∆2um −∆u′m + |um|p−2 um + αg (u′m)− βf (um)

)
vdxdt

→
∫ T

0

∫
Ω

(
u′′ + ∆2u−∆u′ + |u|p−2 u+ αg (u′)− βf (u)

)
vdxdt,
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lorsque m→∞. En conséquence que ;∫ T

0

∫
Ω

(
u′′ + ∆2u−∆u′ + |u|p−2 u+ αg (u′)− βf (u)

)
vdxdt = 0,

∀v ∈ Lθ
(
0, T ;H2

0 (Ω)
)
∩ Lσ

(
0, T ;H2

0 (Ω)
)
.

Ceci signifie que le problème admet une solution faible u satisfaisant (2.1) et (2.2)–(2.5).

Théorème 2.2. Sous les hypothèses du théorème (2.1), la solution u donné par le théorème
(2.1) est unique.

Démonstration. Soit u et v deux solutions vérifie les conditions du théorème (2.1). Alors
w = u− v vérifie ;

w′′ + (∆2u−∆2v)−∆w′ + α (g (u′)− g (v′))
+(|u|p−2 u− |v|p−2 v) = β (f (u)− f (v)) ,

(2.28)

w(0) = w′(0) = 0 sur Ω, (2.29)

w = ∂ηw = 0 sur Σ, (2.30)

w ∈ Lp(0, T ;W ∩ Lp(Ω)), (2.31)

w′ ∈ L2(0, T ;H2
0 (Ω)). (2.32)

Multiplions les deux membres de (2.28) par w′et intégrons sur Ω. Et en utilisant la formule
de Green et les conditions (2.30) et l’intégration par partie sur [0, t] et les conditions (2.20) ,
on trouve que ;

(w′′ (t) , w′ (t)) =
∫

Ω w
′′ (t)w′ (t) dx = 1

2
d
dt
|w′(t)|2 ,

(∆2u−∆2v, w′ (t)) =
∫

Ω [∆2u (t)w′ (t)−∆2v (t)w′ (t)] dx,∫
Ω ∆2u (t)w′ (t) dx =

∫
Ω ∆u (t) ∆w′ (t) dx−

∫
Γ
∂(∆u(t))

∂η
w′ (t) dΓ, (∂η∆u = 0 sur Γ)∫

Ω ∆2v (t)w′ (t) dx =
∫
Ω ∆v (t) ∆w′ (t) dx−

∫
Γ
∂(∆v(t))

∂η
w′ (t) dΓ, (∂η∆v = 0 sur Γ)

(∆2u−∆2v, w′ (t)) =
∫

Ω ∆w (t) ∆w′ (t) dx = 1
2
d
dt
|∆w(t)|2 ,

(−∆w′ (t) , w′ (t)) =
∫
Ω∇w′ (t)∇w′ (t) dx−

∫
Γ
∂(w′(t))
∂η

w′ (t) dΓ, (w′ (t) = 0 sur Γ)
= 1

2 |∇w
′ (t)|2 .

c-à-d ;
1
2
∫ t

0
d
ds
|w′(s)|2 ds+ 1

2
∫ t
0
d
ds

(
|∆w(s)|2

)
ds+ 1

2
∫ t

0 |∇w′ (s)|
2 ds

+
∫ t

0 α (g (u′)− g (v′))w′ (s) ds
+
∫ t
0(|u|p−2 u− |v|p−2 v)w′ (s) ds =

∫ t
0 β (f (u)− f (v))w′ (s) ds,
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donc ;
1
2
(
|w′(t)|2 + |∆w|2

)
≤
(∫ t

0

∫
Ω

∣∣∣|u|p−2 u− |v|p−2 v
∣∣∣ |w′| dxds) (2.33)

+β
(∫ t

0

∫
Ω
|f (u)− f (v)| |w′| dxds

)
.

Moyennant les inégalités de Hölder et de Young, l’hypothèse (H1), l’évaluation (2.27) , la
première terme dans le côté droit de (2.33) peuvent être estimées comme suit∫ t

0
∫
Ω

∣∣∣|u|p−2 u− |v|p−2 v
∣∣∣ |w′| dxds

≤ (p− 1)
∫ t

0

(∥∥∥|u|p−2
∥∥∥
Ln(Ω)

+
∥∥∥|v|p−2

∥∥∥
Ln(Ω)

)
‖w‖

L
2n
n−2 (Ω)

‖w′‖L2(Ω) ds

≤ C
∫ t

0

(
‖u‖p−2

Ln(p−2)(Ω) + ‖v‖p−2
Ln(p−2)(Ω)

)
‖∆w‖L2(Ω) ‖w′‖L2(Ω) ds

≤ C
∫ t

0

(
‖∆u‖p−2

L2(Ω) + ‖∆v‖p−2
L2(Ω)

)
‖∆w‖L2(Ω) ‖w′‖L2(Ω) ds,

≤ C
∫ t

0

(
|w′(s)|2 + |∆w (s)|2

)
ds.

(2.34)

Maintenant plaçant Uε = εu+ (1− ε) v, 0 ≤ ε ≤ 1, par les conditions de croissance, pour la
deuxième terme du côté droit à l’éstimation (2.33) , nous avons∣∣∣∣∫ t

0

∫
Ω
|f (u)− f (v)| |w′| dxdt

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫ t

0

∫
Ω

∫ 1

0

d

dε
f (Uε) dεw′dxds

∣∣∣∣∣
≤
∫ t

0

∫
Ω

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

d

dε
f (Uε) dε

∣∣∣∣∣ |w′| dxds
≤
∫ t

0

∫
Ω

∫ 1

0

∣∣∣∣∣ ddεf (Uε) dε
∣∣∣∣∣ |w′| dxds

≤ l1

∫ t

0

∫
Ω

∫ 1

0

(
|Uε|θ−1 + |k3 (x)|

)
(|u− v|) |w′| dεdxds, (H4) ,

≤ C
∫ t

0

∫
Ω

(
|u|θ−1 + |v|θ−1 + |k3 (x)|

)
|w (s)| |w′ (s)| dxds = I.

Et en utilisant les inégalités de Hölder généralisé et de Young et l’évaluation (2.27) , et choisir
λ satisfaire que  λ+ 1 ≤ n

(θ−1)(n−4) si n ≥ 5,
2 ≤ λ+ 1 <∞ si n = 1, 2, 3, 4,

nous voyons que ;

I ≤ C
∫ t

0

∥∥∥|u|θ−1 + |v|θ−1 + |k3 (x)|
∥∥∥λ

2(λ+1)
||w||2(λ+1) ‖w′‖2

≤ C
∫ t

0

(∥∥∥|u|θ−1
∥∥∥λ

2(λ+1)
+
∥∥∥|v|θ−1

∥∥∥λ
2(λ+1)

+ ‖k3 (x)‖λ2(λ+1)

)
||w||2(λ+1) ‖w′‖2 ds

≤ C
∫ t

0

(
‖∆u‖λ(θ−1)

2 + ‖∆v‖λ(θ−1)
2 + ‖k3 (x)‖λ∞

)
||∆w||2 ‖w′‖2 ds

≤ C
∫ t

0 ||∆w||2 ‖w′‖2 ds ≤ C
∫ t

0

(
|w′(s)|2 + |∆w (s)|2

)
ds.

(2.35)

La combinaison des évaluations (2.33) , (2.34) de (2.35) , on trouve ;

|w′(t)|2 + |∆w (t)|2 ≤ C
∫ t

0

(
|w′(s)|2 + |∆w (s)|2

)
ds.

Et l’application du lemme de Gronwall, nous obtenons que w = 0.
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2.4 Existence globale

Afin d’énoncer et prouver nos résultats, nous présentons d’abord les fonctions suivantes :

I (t) = I (u (t)) = |∆u (t)|2 − β
∫

Ω
f (u (t))u (x, t) dx− β

∫
Ω
k1 (x) |u (x, t)| dx, (2.36)

J (t) = J (u (t)) = 1
2 |∆u|

2 − β
∫

Ω
F (x, u) dx, (2.37)

E(t) = E(u(t), u′(t)) = J (u (t)) + 1
2 |ut(t)|

2
2 + 1

p
‖u(t)‖pp . (2.38)

Et l’ensemble stable telle que

W =
{
u : u ∈ H2

0 (Ω) , I (t) > 0
}
∪ {0} . (2.39)

Le prochain lemme prouve que notre énergie fonctionnelle (2.38) est une fonction décrois-
sante de la solution de l’équation (2.1) ;

Lemme 2.3. E(t) est une fonction décroissante pour t ≥ 0 et

E ′ (t) = − |∇u′ (t)|2 − α
∫

Ω
u′ (t) g (u′ (t)) dx ≤ 0, α > 0. (2.40)

Démonstration. En multipliant l’équation (2.1) par u′ et l’on intégre sur Ω avec l’utilisation
de l’intégration par partie, on trouve∫ t

0
∫
Ω u

′′ (s)u′ (s) dxds+
∫ t

0
∫

Ω ∆2u (s)u′ (s) dxds
−
∫ t

0
∫

Ω ∆u′ (s)u′ (s) dxds
+
∫ t
0
∫

Ω |u|
p−2 u (s)u′ (s) dxds+ α

∫ t
0
∫

Ω g (u′ (s))u′ (s) dxds
= β

∫ t
0
∫

Ω f (u (s))u′ (s) dxds,
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où ; ∫ t
0
∫

Ω u
′′ (s)u′ (s) dxds = 1

2 |ut (t)|22 − 1
2 |ut (0)|22∫ t

0
∫
Ω ∆2u (s)u′ (s) dxds =

∫ t
0
∫

Ω ∆u (s) ∆u′ (s) dxds
−
∫ t
0
∫

Γ
∂(∆u(s))

∂η
u′ (s) dΓds, (∂η∆u = 0 sur Γ)

=
∫ t

0
∫

Ω ∆u (s) ∆u′ (s) dxds = 1
2
∫ t

0
d
dt

(
|∆u (s)|22

)
ds

= 1
2 |∆u (t)|22 − 1

2 |∆u (0)|22 ,∫ t
0
∫

Ω (−∆u′ (s))u′ (s) dxds =
∫ t

0
∫

Ω∇u′ (s)∇u′ (s) dxds−
∫ t
0
∫

Γ
∂(u′(s))
∂η

u′ (s) dΓds,
(u′ (t) = 0 sur Γ)

= 1
2
∫ t

0 |∇u′ (s)|
2 ds,

et∫ t
0
∫
Ω |u|

p−2 u (s)u′ (s) dxds =
∫ t

0
∫

Ω |u|
p−1 u′ (s) dxds

= 1
p

∫ t
0
d
dt
‖u (s)‖pp ds = 1

p
‖u (s)‖pp − 1

p
‖u (0)‖pp ,

et
β
∫ t

0
∫
Ω f (u (s))u′ (s) dxds = β

∫
Ω
F (x, u (t)) dx− β

∫
Ω
F (x, u (0)) dx.

c-à-d ;
1
2 |∆u (t)|22 − β

∫
Ω F (x, u (t)) dx+ 1

2 |ut (t)|22 + 1
p
‖u (s)‖pp

−1
2 |∆u (0)|22 + β

∫
Ω F (x, u (0)) dx− 1

2 |ut (0)|22 − 1
p
‖u (0)‖pp

= −1
2
∫ t

0 |∇u′ (s)|
2 ds− α

∫ t
0
∫

Ω g (u′ (s))u′ (s) dxds
où ;

E (t)− E (0) = −1
2

∫ t

0
|∇u′ (s)|2 ds− α

∫ t

0

∫
Ω
g (u′ (s))u′ (s) dxds

donc ;

E (t)− E (0) = −
∫ t

0
|∇u′ (s)|2 ds− α

∫ t

0

∫
Ω
u′ (s) g (u′ (s)) dxds pour t ≥ 0.

Lemme 2.4. On suppose les l’hypothèses (H1)-(H4), soit u0 ∈ W et u1 ∈ H2
0 (Ω) tels que ;

γ = βCθ+1
∗

(
2p
p− 2E (0)

) θ−1
2

(l0 + l1 ||k2 (x)||∞ + ||k1 (x)||∞) < 1. (2.41)

Alors u ∈ W pour chaque t ≥ 0.

Où C∗ est le constante de l’injection de Sobolev-Poincaré tels que pour tout 2 < p ≤
2n
n−4 (n ≥ 5), (2 ≤ p <∞ si n = 1, 2, 3, 4), nous avons

‖u (t)‖p ≤ C∗ ‖∆u (t)‖2 ,∀u ∈ H
2
0 (Ω).
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Démonstration. Puisque I (0) > 0 et par la continuité, il existe 0 < Tm < T tels que ;

I (t) ≥ 0, ∀t ∈ [0, Tm] ,

ce donne de l’équation (2.37) et l’hypothèses (H3) que ;

E (t) ≥ J (t) = 1
p
I (t) + p−2

2p |∆u|
2

+β
p

(
∫
Ω f (u)udx+

∫
Ω k1 (x) |u| dx− p

∫
Ω F (x, u) dx) ≥ p−2

2p |∆u|
2 .

(2.42)

Moyennant (2.42) , (2.38) et (2.40), on trouve ;

|∆u|2 ≤ 2p
p− 2J (t) ≤ 2p

p− 2E (t) ≤ 2p
p− 2E (0) , (2.43)

Par le rappel des hypothèses (H1)-(H4), les inégalités (2.41) , (2.43), et l’inégalité de Cauchy-
Schwartz, l’injection de Sobolev, on a ;

β
∫

Ω f (u)udx+ β
∫

Ω k1 (x) |u| dx ≤ β
∫

Ω |f (u)| |u| dx+ β
∫

Ω |k1 (x)| |u| dx
≤ βl1

∫
Ω |u|

θ+1 dx+ βl1
∫

Ω |k2 (x)| |u| dx+ β
∫

Ω |k1 (x)| |u| dx
≤ βl1 ‖u (t)‖θ+1

θ+1 + β (l1 ||k2 (x)||∞ + ||k1 (x)||∞) ‖u (t)‖θ+1
θ+1

≤ βl1C
θ+1
∗ |∆u(t)|θ+1 + βCθ+1

∗ (l1 ||k2 (x)||∞ + ||k1 (x)||∞) |∆u(t)|θ+1

= βl1C
θ+1
∗ |∆u(t)|θ−1 |∆u(t)|2

+βCθ+1
∗ (l1 ||k2 (x)||∞ + ||k1 (x)||∞) |∆u(t)|θ−1 |∆u(t)|2

≤
[
βCθ+1
∗

(
2p
p−2E (0)

) θ−1
2 (l0 + l1 ||k2 (x)||∞ + ||k1 (x)||∞)

]
|∆u|2 < |∆u|2 sur [0, Tm] .

(2.44)
Donc, par l’utilisation de l’équation (2.36) , nous concluons que I (t) > 0 pour tout t ∈ [0, Tm].
En répétant ce procedure et en utilisant la limite suivante ;

lim
t→Tm

βCθ+1
∗

(
2p
p− 2E (t)

) θ−1
2

(l0 + l1 ||k2 (x)||∞ + ||k1 (x)||∞) ≤ D < 1

Tm est prolongé au T.

Lemme 2.5. En prenant l’inégalité (2.41), il existe alors η = 1− γ tels que ;

β
∫

Ω
f (u)udx+ β

∫
Ω
k1 (x) |u| dx ≤ (1− η) |∆u|2 (2.45)

et donc ;
|∆u|2 ≤ 1

η
I (t) . (2.46)

Démonstration. De l’inégalité (2.44) , nous avons ;

β
∫

Ω
f (u)udx+ β

∫
Ω
k1 (x) |u| dx ≤ γ |∆u|2 .

Nous obtenons (2.45) en prenant à η = 1 − γ > 0,et par l’utilisation (2.45) de (2.36) , nous
obtenons le résultat (2.46).
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Théorème 2.3. Sous les hypothèses (H1)-(H4). Soit u0 ∈ W satisfaire l’inégalité (2.41) Alors
la solution du problème (2.1) est globale.

Démonstration. suffisamment pour voir que ‖ut‖2
2 + |∆u|2 est borné indépendamment au t.

Pour voir ceci nous utilisons (2.36) , (2.38) et l’hypothèse (H3) pour obtenir

E(0) ≥ E(t) =
(1

2 |∆u|
2 − β

∫
Ω
F (x, u) dx

)
+ 1

2 ‖u
′(t)‖2

2 + 1
p
‖u(t)‖pp

≥ 1
2 |∆u|

2 − β

p

∫
Ω

f (u)udx− β

p

∫
Ω

k1 (x) |u| dx

+ 1
2 ‖u

′(t)‖2
2 + 1

p
‖u(t)‖pp = 1

2 |∆u|
2 + 1

p

(
I (t)− |∆u|2

)
+ 1

2 ‖u
′(t)‖2

2 + 1
p
‖u(t)‖pp

= p− 2
2p |∆u|

2 + 1
p
I (t) + 1

2 ‖u
′(t)‖2

2 + 1
p
‖u(t)‖pp

≥ 1
2 ‖u

′(t)‖2
2 + p− 2

2p |∆u (t)|2 .

puisque I (t) ≥ 0 et p > 2. Donc ;

‖u′(t)‖2
2 + |∆u|2 ≤ max

(
2, 2p
p− 2

)
E(0),

Ces évaluations impliquent que la solution u(t) existent globalement sur [0,+∞[.

2.5 Explosion de la Solution (Blow up de la Solution)

Dans cette section, nous prouvons que la solution du problème (2.1) blows up dans le
temps fini sous l’estimation E(0) < 0, où ;

E(t) = E(u(t), u′(t)) = 1
2 |u

′ (t)|2 + 1
2 |∆u (t)|2 + 1

p
‖u(t)‖pp

−β
∫

Ω F (x, u (t)) dx
(2.47)

Remarque 2.1. On pose
H (t) = −E (t) , (2.48)

nous multiplions le problème (2.1) par −u′ et on intègre sur Ω, et en utilisant l’hypothèse
(H2) pour obtenir ;

H ′ (t) = |∇u′ (t)|2 + α
∫

Ω
u′ (t) g (u′ (t)) dx ≥ αd0 ‖u′ (t)‖σσ p.p t ∈ [0, T ] , (2.49)
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H (t) est une fonction absolument continue et par conséquent ;

0 < H (0) ≤ H (t) ≤ β
∫

Ω
F (x, u) dx (2.50)

où
E (0) < 0.

Nous avons besoin du lemme suivant, ce qui est facile, en utilisant la définition de l’énergie
correspondant à la solution

Lemme 2.6. Soit 2 < p ≤ 2n
n−4 si n ≥ 5 et 2 < p si n ≤ 4. Alors il existe une constante

positive C > 1, dépendant seulement de Ω, tels que

‖u(t)‖sp ≤ C
(
‖u(t)‖pp + |∆u (t)|2

)
, avec 2 ≤ s ≤ p (2.51)

pour tout u ∈ H2
0 (Ω). Si u est la solution construite comme théorème (2.1),alors

‖u(t)‖sp ≤ C
(
H (t) + ‖u(t)‖pp + |u′ (t)|2 + β

∫
Ω
F (x, u (t)) dx

)
, (2.52)

avec 2 ≤ s ≤ p sur [0, T ) .

Théorème 2.4. Soit les conditions du théorème (2.1) être satisfaisantes. On suppose que ;

E (0) < 0. (2.53)

Alors la solution (2.2) (u ∈ L∞(0, T ;W ∩ Lp(Ω))), s’explose en temps fini.

Démonstration. Nous posons

L (t) = |u (t)|2 =
∫

Ω |u (x, t)|2 dx,
L′ (t) = 2 (u (t) , u′ (t)) ,

L′′ (t) = 2 |u′ (t)|2 + 2 (u (t) , u′′ (t)) ,

nous définissons la fonction ;

G (t) = H1−a (t) + εL′ (t)− 3εpeT−tβ
∫

Ω F (x, u (t)) dx
+γ1εt ‖k1 (x)‖∞ + γ2εt ‖k2 (x)‖σ∞ , t ≥ 0,

(2.54)

là où γ1, γ2, ε > 0 est des constantes positive à spécifier plus tard, et

0 < a ≤ min
(
p− 2

2p ,
p− σ

(θ + 1) (σ − 1)

)
< 1, (2.55)
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on dérivé l’équation (2.54) et en utilisant l’équation (2.1) avec l’hypothèse (H3), nous obte-
nons ;

d
dt
G (t) = (1− a)H−a (t)H ′ (t) + εL′′ (t) + γ1ε ‖k1 (x)‖∞
+γ2ε ‖k2 (x)‖σ∞ + d

dt

(
−3pεeT−tβ

∫
Ω F (x, u (t)) dx

)
= (1− a)H−a (t)H ′ (t) + 2ε |u′ (t)|2 + 2ε (u (t) , u′′ (t))

+γ1ε ‖k1 (x)‖∞ + γ2ε ‖k2 (x)‖σ∞
+3pεeT−tβ

∫
Ω F (x, u (t)) dx− 3pεeT−tβ

∫
Ω f (u (t))u′ (t) dx

= (1− a)H−a (t)H ′ (t) + 2ε |u′ (t)|2 + 2βε
∫

Ω u (t) f (u (t)) dx
−2ε |∆u (t)|2 − 2ε

∫
Ω u (t) ∆u′ (t) dx− 2ε ‖u (t)‖pp

+γ1ε ‖k1 (x)‖∞ + γ2ε ‖k2 (x)‖σ∞
+3pεeT−tβ

∫
Ω F (x, u (t)) dx− 3pεeT−tβ

∫
Ω f (u (t))u′ (t) dx

+ (−2αε
∫

Ω u (t) g (u′ (t)) dx) ,

(2.56)

Nous utilisons les inégalités de Holder et de Young et les hypothèses sur g pour estimer la
dernière terme de l’équation (2.56) tels que ;

2αε |
∫

Ω u (t) g (u′ (t)) dx| ≤ 2αεd1
∫

Ω |u′ (t)| |u (t)| dx+ 2αεd2
∫

Ω |u′ (t)|
σ−1 |u (t)| dx

≤ 2αεd1
δσ

σ
||u (t)||σσ + 2αεd1

σ−1
σ
δ

σ
1−σ ||u′ (t)||

σ
σ−1
σ
σ−1

+2αεd2
δσ

σ
||u (t)||σσ + 2αεd2

σ−1
σ
δ

σ
1−σ ||u′ (t)||σσ

= 2 (d1 + d2) δσ

σ
αε ||u (t)||σσ

+2αεσ−1
σ
δ

σ
1−σ

(
d1 ||u′ (t)||

σ
σ−1
σ
σ−1

+ d2 ||u′ (t)||σσ
)
, δ > 0.

(2.57)

parce que σ
σ−1 ≤ σ alors de (2.49) nous avons ;

d1 ||u′ (t)||
σ
σ−1
σ
σ−1

+ d2 ||u′ (t)||σσ ≤ C (Ω)
σ−2
σ d1 ||u′ (t)||

σ
σ−1
σ + d2

αd0
H ′ (t)

≤ C∗d1C (Ω)
σ−2
σ ||u′ (t)||σσ + d2

αd0
H ′ (t) ≤ 1

αd0

(
C∗d1C (Ω)

σ−2
σ + d2

)
H ′ (t) .

(2.58)

Par les conditions de frontière nous dérivons l’évaluation suivantes ;∫
Ω u (t) ∆u′ (t) dx =

∫
Ω ∆u (t)u′ (t) dx−

∫
Γ
∂(∆u(t))

∂η
u′ (t) dx

=
∫

Ω ∆u (t)u′ (t) dx

≤ 1√
2

(∫
Ω |∆u (t)|2 dx

) 1
2 √2

(∫
Ω |u′ (t)|

2 dx
) 1

2

≤ 1
2

(
1
2 |∆u (t)|2 + 2 |u′ (t)|2

)
donc ; ∫

Ω
u (t) ∆u′ (t) dx =

∫
Ω

∆u (t)u′ (t) dx ≤ 1
4 |∆u (t)|2 + |u′ (t)|2 . (2.59)

En utilisant l’hypothese (H4) et les inégalités de Hölder et de Young avec la condition (2.55)
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et (2.49), on trouve ;∫
Ω
|f (u (t))| |u′ (t)| dx ≤ l1

∫
Ω

(
|u|θ |u′ (t)|+ |k2 (x)| |u′ (t)|

)
dx

≤ l1 ||u (t)||θ2θ ||u
′ (t)||2

+l1
σ − 1
σ

δ
σ

1−σ ||u′ (t)||
σ
σ−1
σ
σ−1

+ l1
δσ

σ
‖k2 (x)‖σ∞

≤ l1
σ
C (δ, σ) δσ ||u (t)||2θ2θ + 1

σ
l1δ

σ
1−σ ||u′ (t)||22

+l1
σ − 1
σ

δ
σ

1−σ ||u′ (t)||
σ
σ−1
σ
σ−1

+ l1
δσ

σ
‖k2 (x)‖σ∞

≤ l1
σ
C∗C (δ, σ)C (Ω)

σ−2θ
2θσ ||u||σσ , (σ ≥ 2θ > 2)

+ 1
σ
l1C

∗C (Ω)
σ−2
2σ δ

σ
1−σ ||u′ (t)||σσ

+l1
σ − 1
σ

δ
σ

1−σC∗C (Ω)
σ−2
2σ ||u′ (t)||σσ + l1

δσ

σ
‖k2 (x)‖σ∞

≤ l1
αd0

C∗C (Ω)
σ−2
2σ δ

σ
1−σH ′ (t)

+ l1
σ
C (δ, σ) δσC∗C (Ω)

σ−2θ
2θσ ||u||σσ + l1

δσ

σ
‖k2 (x)‖σ∞ .

Par la hypothèse (H3) et l’évaluation (2.50) , nous donnons ;

2β
∫
Ω u (t) f (u (t)) dx ≥ 2βp

∫
Ω F (x, u (t)) dx− 2β

∫
Ω k1 (x) |u (t)| dx

≥ 2pH (t)− 2β (
∫

Ω k1 (x) |u (t)| dx) ,
(2.60)

et par les inégalités de Hölder et de Young, on a∫
Ω
k1 (x) |u (t)| dx ≤ C (σ, α) ‖k1 (x)‖∞ + 2αδ

σ

σ
||u (t)||σσ (2.61)

Par la substitution dans (2.56) et l’utilisation (2.57)-(2.61) , on trouve ;

d
dt
G (t)

≥

 (1− a)H−a (t)
− 1
αd0

(
3pεeT−tβC∗C (Ω)

σ−2
2σ + 2αεσ−1

σ

(
C∗d1C (Ω)

σ−2
σ + d2

))
δ

σ
1−σ

H ′ (t)
+2pεH (t)− 2ε ‖u (t)‖pp − 5

2ε |∆u (t)|2 + (γ1 − 2βC (σ, α)) ε ‖k1 (x)‖∞
+
(
γ2 − 3pεeT−tβl1 δ

σ

σ

)
ε ‖k2 (x)‖σ∞ + 3pβε

∫
Ω
F (x, u (s)) dx

−ε
(

3θpeT−tβl1C (δ, σ)C∗C (Ω)
σ−2θ
2θσ + 2βα (d1 + d2)

)
δσ

σ
||u (t)||σσ , ∀δ, ε > 0

(2.62)

En ce moment, pour qu’un grande constante λ positive soit choisir plus tard, en prendre δ
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tels que ; δ
σ

1−σ = λH−a (t) > 0 de (2.62), nous arrivons pour tout t > 0;

d
dt
G (t)

≥

 (1− a)
− λ
αd0

(
3pεeTβC∗C (Ω)

σ−2
2σ + 2αεσ−1

σ

(
C∗d1C (Ω)

σ−2
σ + d2

)) H−a (t)H ′ (t)

+3βpε
∫

Ω F (x, u) dx− 2ε ‖u (t)‖pp − 5
2ε |∆u (t)|2 + 2pεH (t)

+ (γ1 − 2βC (σ, α)) ε ‖k1 (x)‖∞
+
(
γ2 − 3pεeTβl1 δ

σ

σ

)
ε ‖k2 (x)‖σ∞

−ε
(

3θpeTβl1C (δ, σ)C∗C (Ω)
σ−2θ
2θσ + 2βα (d1 + d2)

)
λ1−σ

σ
Ha(σ−1) (t) ||u (t)||σσ , ∀δ, ε > 0

(2.63)
par l’exploitation de (2.50) , nous avons

Ha(σ−1) (t) ||u (t)||σσ ≤ βa(σ−1)
(∫

Ω
F (x, u) dx

)a(σ−1)
||u (t)||σσ , (2.64)

et l’utilisation des l’hypotheses (H3)-(H4) ,on a

∫
Ω F (x, u) dx ≤ l1

p

(∫
Ω
|u (t)|θ+1 dx+ (|k2 (x)|+ |k1 (x)|) |u|

)
≤ l1

p
||u (t)||θ+1

θ+1 + C l1
p

(‖k1 (x)‖∞ + ‖k2 (x)‖∞) ||u (t)||θ+1
θ+1

≤ C l1
p
||u (t)||θ+1

θ+1

(2.65)

par la condition de (2.55) et l’inégalité (2.52) , nous confirmons que

βa(σ−1) |
∫

Ω F (x, u) dx|a(σ−1) ||u (t)||σσ ≤
≤ C l1

p
βa(σ−1)

(
||u (t)||θ+1

θ+1

)a(σ−1)
||u (t)||σσ

= C l1
p
βa(σ−1) ||u (t)||(θ+1)a(σ−1)

θ+1 ||u (t)||σσ
≤ C l1

p
βa(σ−1) ||u (t)||(θ+1)a(σ−1)

θ+1 ||u (t)||σθ+1

= C l1
p
βa(σ−1) ||u (t)||(θ+1)a(σ−1)+σ

θ+1

≤ l1
p
βa(σ−1)C

(
H (t) + ‖u(t)‖pp + |u′(t)|2 + β

∫
Ω F (x, u) dx

)
≤ C l1

p
βa(σ−1)

(
H (t) + ‖u(t)‖pp + |u′(t)|2 + β

∫
Ω F (x, u) dx

+ ‖k1 (x)‖∞ + ‖k2 (x)‖σ∞

)
(2.66)
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et moyennant (2.66) de (2.63) , nous obtenons ;

d
dt
G (t)

≥

(1− a)− λ
αd0

 3pεeTβC∗C (Ω)
σ−2
2σ

+2αεσ−1
σ

(
C∗d1C (Ω)

σ−2
σ + d2

) 


×H−a (t)H ′ (t)
+3pβε

∫
Ω
F (x, u) dx− 5

2ε |∆u (t)|2 − 2ε ‖u (t)‖pp
+ε (γ1 − 2βC (σ, α)) ‖k1 (x)‖∞
+ε

(
γ2 − 3pεeTβl1 δ

σ

σ

)
‖k2 (x)‖σ∞

+ε


2pH (t)−

 3θpeTβl1C (δ, σ)C∗C (Ω)
σ−2θ
2θσ

+2βα (d1 + d2)

 λ1−σ

σ
l1
p
βa(σ−1)

×C

 H (t) + ‖u(t)‖pp + |u′(t)|2 + β
∫
Ω
F (x, u) dx

+ ‖k1 (x)‖∞ + ‖k2 (x)‖σ∞





(2.67)

où ;

d

dt
G (t) (2.68)

≥


(1− a)

− λ
αd0

 3pεeTβC∗C (Ω)
σ−2
2σ

+2αεσ−1
σ

(
C∗d1C (Ω)

σ−2
σ + d2

) 
H−a (t)H ′ (t)

+3pβε
∫

Ω
F (x, u) dx− 5

2ε |∆u (t)|2 − 2ε ‖u (t)‖pp
+ε (γ1 − 2βC (σ, α)) ‖k1 (x)‖∞

+ε
(
γ2 − 3pεeTβl1

δσ

σ

)
‖k2 (x)‖σ∞

+ε



(5p− 1)H (t)

−

 3θpeT−tβl1C (δ, σ)C∗C (Ω)
σ−2θ
2θσ

+2βα (d1 + d2)

 λ1−σ

σ
l1
p
βa(σ−1)

×C
(
H (t) + ‖u(t)‖pp + |u′(t)|2 + β

∫
Ω F (x, u) dx

+ ‖k1 (x)‖∞ + ‖k2 (x)‖σ∞

)


−ε (3p− 1)H (t) .
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En utilisant la définition de (2.48) , l’inégalité (2.68) nous donne

d

dt
G (t)

≥


(1− a)

− λ
αd0

 3pεeTβC∗C (Ω)
σ−2
2σ

+2αεσ−1
σ

(
C∗d1C (Ω)

σ−2
σ + d2

) 


×H−a (t)H ′ (t)

+ε


(

3p−1
2

)
−

C
 3θpeTβl1C (δ, σ)C∗C (Ω)

σ−2θ
2θσ

+2βα (d1 + d2)

 λ1−σ

σ
l1
p
βa(σ−1)




× |u′ (t)|2

+
(3p− 1

2 − 5
2

)
ε |∆u (t)|2

+ε


(γ1 − 2βC (σ, α))

−C

 3θpeTβl1C (δ, σ)C∗C (Ω)
σ−2θ
2θσ

+2βα (d1 + d2)

 λ1−σ

σ
l1
p
βa(σ−1)


 ‖k1 (x)‖∞

+ε


(
γ2 − 3pεeTβl1 δ

σ

σ

)
−C

 3θpeTβl1C (δ, σ)C∗C (Ω)
σ−2θ
2θσ

+2βα (d1 + d2)

 λ1−σ

σ
l1
p
βa(σ−1)


 ‖k2 (x)‖σ∞

+ε


(

3p−1
p
− 2

)
−C

 3θpeTβl1C (δ, σ)C∗C (Ω)
σ−2θ
2θσ

+2βα (d1 + d2)

 λ1−σ

σ
l1
p
βa(σ−1)




×‖u (t)‖pp

+ε


3p− (3p− 1)

−C

 3θpeTβl1C (δ, σ)C∗C (Ω)
σ−2θ
2θσ

+2βα (d1 + d2)

 λ1−σ

σ
l1
p
βa(σ−1)


 β ∫

Ω

F (x, u) dx

+ε


(5p− 1)

−C

 3θpeTβl1C (δ, σ)C∗C (Ω)
σ−2θ
2θσ

+2βα (d1 + d2)

 λ1−σ

σ
l1
p
βa(σ−1)


H (t)

on pose

C1 = C

 3θpeTβl1C (δ, σ)C∗C (Ω)
σ−2θ
2θσ

+2βα (d1 + d2)

 1
σ

l1
p
βa(σ−1)

 ,
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nous arrivons à

d
dt
G (t)

≥


(1− a)

− λ
αd0
ε

 3peTβC∗C (Ω)
σ−2
2σ

+2σ−1
σ

(
C∗d1C (Ω)

σ−2
σ + d2

) 
H−a (t)H ′ (t)

+ε
[

3p−1
2 − C1λ

1−σ
]
|u′ (t)|2 +

(
3p−1

2 − 5
2

)
ε |∆u (t)|2

+ε ((γ1 − 2βC (σ, α))− C1λ
1−σ) ‖k1 (x)‖∞

+ε
((
γ2 − 3pεeTβl1 δ

σ

σ

)
− C1λ

1−σ
)
‖k2 (x)‖σ∞

+ε
[
p−1
p
− C1λ

1−σ
]
‖u (t)‖pp + ε [1− C1λ

1−σ] β
∫

Ω F (x, u) dx
+ε ((5p− 1)− C1λ

1−σ)H (t) .

(2.69)

on choisir γ1 = 1 + 2βC (σ, α) , γ2 = 1 + 3pεeTβl1 δ
σ

σ
et λ satisfaisant l’inégalité suivante ;

λ ≥ λ0 = min
(

σ−1

√
2C1

3p− 1 ,
σ−1

√
pC1

p− 1 ,
σ−1
√
C1,

σ−1

√
C1

5p− 1

)

de sorte que les coefficients de H (t) , |u′ (t)|2 , |∆u (t)|2 , ‖u (t)‖pp , ‖k1 (x)‖∞, ‖k2 (x)‖∞ et∫
Ω F (x, u) dx de l’inégalité (2.69) sont strictement positive, et par conséquent nous obtiennent

d
dt
G (t)

≥


(1− a)

− λ
αd0
ε

 3peTβC∗C (Ω)
σ−2
2σ

+2ασ−1
σ

(
C∗d1C (Ω)

σ−2
σ + d2

) 
H−a (t)H ′ (t)

+ωε
(
H (t) + |u′ (t)|2 + ‖u (t)‖pp +

∫
Ω F (x, u) dx

+ ‖k1 (x)‖∞ + ‖k2 (x)‖σ∞

)
,

(2.70)

là où le ω est le minimum de ces coefficients. Nous choisirons le ε assez petit, de sorte que ;

0 < ε ≤ ε0 = min


1− a

λ
αd0

 3peTβC∗C (Ω)
σ−2
2σ

+2ασ−1
σ

(
C∗d1C (Ω)

σ−2
σ + d2

) 
,

H1−a (0)
−L′ (0) + 3peTβ

∫
Ω F (x, u0) dx


donc, l’inégalité (2.70) prendre la forme suivante ;

d

dt
G (t) ≥ ωε

(
H (t) + |u′ (t)|2 + ‖u (t)‖pp

+
∫

Ω F (x, u) dx+ ‖k1 (x)‖∞ + ‖k2 (x)‖σ∞

)
, (2.71)

et par conséquent ;
G (t) ≥ G (0) > 0 pour tout t ≥ 0.
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La deuxième terme de (2.54) en appliquant l’inégalité de Young nous pouvons estimer comme
suit ;

1
2L
′ (t) = (u (t) , u′ (t)) ≤ c |u′ (t)| ‖u (t)‖p ≤ c

(
|u′ (t)|2(1−a) + ‖u (t)‖

2(1−a)
1−2a
p

)
,

ainsi que ;
|(u (t) , u′ (t))|

1
1−a ≤ C

(
|u′ (t)|2 + ‖u (t)‖

2
1−2a
p

)
et en utilisant le Lemme (2.6) et la condition (2.55) , nous obtenons ;

|(u (t) , u′ (t))|
1

1−a

≤ C
(
H (t) + |u′ (t)|2 + ‖u (t)‖pp +

∫
Ω F (x, u) dx

)
,∀t ≥ 0,

(2.72)

Et en conséquence nous avons ;

G (t)
1

1−a = (H1−a (t) + 2ε
∫
Ω u (x, t)u′ (t) dx+ γ1εt ‖k1 (x)‖∞ + γ2εt ‖k2 (x)‖σ∞)

1
1−a

≤ c

(
H (t) + |2ε

∫
Ω u (x, t)u′ (t) dx|

1
1−a + |γ1εt ‖k1 (x)‖∞|

1
1−a + |γ2εt ‖k2 (x)‖σ∞|

1
1−a
)

≤ C
(
H (t) + |u′ (t)|2 + ‖u (t)‖pp +

∫
Ω F (x, u) dx+ ‖k1 (x)‖∞ + ‖k2 (x)‖σ∞

)
,

(2.73)
Nous combinons alors(2.71) , (2.72) et (2.73), pour arriver que :

d

dt
G (t) ≥ ρG (t)

1
1−a (2.74)

où ρ est une constante dépendre en C, ω et ε seulement et ne pas dépendre de u. Et l’inté-
gration de (2.74) sur (0, t) , pour obtenir ;∫ t

0
G (s)−

1
1−a G′ (s) ds ≥

∫ t

0
ρds, avec 0 < a < 1,

alors  1(
−a
1−a

)G (s)−
1

1−a+1

t
0

≥ [ρ.s]t0

donc on obtient
G (t)

a
1 − a ≥ 1

G (0)
a −1
a − t. a

(1−a)ρ

et alors pour
T ∗ = 1− a

aρ G
a

1−a (0)
,

on obtient que G (t) s’explose dans un temps fini T où ;

T ≤ T ∗.
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CHAPITRE 3

ECOULEMENT INSTATIONAIRE DU FLUIDE DE BINGHAM
DANS UN DOMAINE ÉLASTIQUE BIDIMENSIONNEL

Résumé

L’objectif principal de ce travail est d’étudier un problème aux limites de la valeur initial
concernant l’écoulement transitoire d’un fluide rigide, viscoplastique, et incompressible de
fluide de Bingham dans un domaine borné élastique de R2. En utilisant la méthode de Faedo-
Galerkin ainsi que les techniques de régularisation, nous obtenons des résultats d’existence
et l’unicité des solutions locales.



K. MOSBAH 3.1 Introduction

3.1 Introduction

Ce travail est consacré à l’étude de l’existence de la solution à quelques problèmes des
valeurs aux limites concernant l’écoulement transitoire d’un fluide rigide, viscoplastique et
incompressible de Bingham dans un domaine élastique. Un fluide de Bingham est un fluide
viscoplastique non newtonnien qui possède un effort de fléchissement qui doit être surpassé
avant que le fluide coule. En beaucoup de matériaux géologiques et d’industrie, des fluides de
Bingham sont employés comme base mathématique générale d’écoulement dans la technolo-
gie drilling, l’inclusion dans la manipulation des boues, des suspensions granulaires, du fluide
etc. Bingham est baptisée du nom d’Eugene C. Bing ham, qui a déclaré son explication ma-
thématique. Il est bien connu que Bingham ait étudié la première fois l’équation constitutive
de Bingham-plastique dans [26, 3], est le modèle le plus employé souvent pour un matériel
viscoplastique. Ce des régions du comportement rigide-solide et de non élastique-fluide sont
séparées en termes d’état de rendement de von Mises’. L’équation constitutive rapportant les
tenseurs d’effort et de taux-de-contrainte γ de τ de deviators est donnée comme dans [26, 4]

τ =
(
η0 + τη

·
γ

)
·
γ (τ > τη) (3.1)

·
γ = 0 (τ ≤ τη) (3.2)

où le τ et les γ sont les deuxièmes invariants des tenseurs, définis as

τ =
(1

2τ, τ
) 1

2
,

·
γ =

(1
2
·
γ ,

·
γ
) 1

2
, (3.3)

et le η0 et le τη s’appellent la viscosité plastique et l’effort de fléchissement respectivement.
Les équations (3.1)-(3.2) définissent deux régions distinctes d’écoulement. Dans le premier
le τ invariable dépasse l’effort de fléchissement et les écoulements de la matière avec une
fonction non Newtonnienne de viscosité définie comme η( ·γ ) := η0 + τη

·
γ
. Dans la seconde

l’effort est moins que la valeur de rendement et le matériel se comporte comme solide rigide.
Les régions liquides et solide sont séparées par une surface distincte de rendement.

Une exploration des lois pour l’écoulement plastique a été étudiée par Bingham dans [6].
Darby et Melson dans [11] ont formulé une expression empirique pour deviner le facteur de
perte de frottement pour la dérive d’un fluide de Bingham. Bird et al dans [5] a analysé
les phénomènes de rhéologie et d’écoulement des matériaux viscoplastiques. Le transfert
de chaleur de convection pour le plastique de Bingham à l’intérieur d’une pipe circulaire
et l’approche numérique pour l’écoulement hydrodynamiquement naissant et l’écoulement
simultanément naissant ont été étudiés par Min et al dans [24]. Liu et Mei dans [22] ont
considéré la diffusion lente d’une feuille liquide de Bingham sur un avion incliné. Pour des
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fluides de Bingham, l’écoulement de Couette-Poiseuille entre deux plats poreux, considérant
la glissade conditionné, a été étudié par Chen et Zhu dans [7]. Sreekala et Kesavareddy dans
[32] ont mentionné les impacts de Hall sur l’écoulement (MHD) plastique de Bingham de
magnéto-hydrodynamique au-dessus d’un milieu poreux, y compris l’aspiration et l’injection
uniformes. Pour des fluides de Bingham, l’écoulement magnéto-hydrodynamique pour un cas
instable considérant Hall des courants a été décrit par Parvin et al dans [28]. Rees et Bassom
dans [30] ont considéré des fluides de Bingham au-dessus d’un milieu poreux suivant une
modification rapide du flux thermique extérieur. Le papier est organisé comme suit. Dans la
section 2 nous présentons le problème mécanique de l’écoulement transitoire bidimensionnel
d’un Bingham rigide, viscoplastique, et incompressible qui occupent un domaine Ω0 dans un
domaine élastique ayant le Ω1 ⊂ R2 comme épaisseur. Nous présentons quelques notation
et préliminaires. Nous dérivons la formulation variationnelle du problème. Dans la section 3,
nous présentons la formulation mathématique et nous prouvons une existence et des résultats
d’unicité.

3.2 Position du problème :

On considère deux ouverts Ω0,Ω1 de R2 (Ω0,Ω1 ⊂ R2),borné, comme indiqués Figure 01 :

Le normale η à Γ0 est orientée vers l’extérieur de Ω0 (donc l’entérieur de Ω1) (réspective-
ment : Le normale ν à Γ1 est orientée vers l’extérieur de Ω1).

On considère un modèle mathématique pour étudier un problème de transmission entre
deux domaines , un fluide de Bingham avec contact du type sous-différentiel , incompressible,
visco-plastique qui occupe le domaine Ω0 ⊂ R2 borné ,de frontière régulière ∂Ω0 = Γ0 mes-
surable et de classe C1. Cette fluide qui se déplace dans un d’autre domaine solide-élastique
Ω1 ⊂ R2 borné,de frontière régulière ∂Ω1 = Γ1de classe C1 constituée de deux parties messu-
rables et disjoints ∂Ω1 = Γ1 = Γ11 ∪ Γ12 telle que : mes (Γ0) > 0, mes (Γ1) > 0. On désigne
par Qi (i = 0, 1) : l’ensemble Qi = Ωi × (0, T ) , (i = 0, 1) , T ≥ 0. Les forces volumiques de
densité f agissent dans Q,telle que : f\Ω =

(
f0\Ω0 , f1\Ω1

)
.On impose sur Γ1 × (0, T ) des

conditions de contact avec frottenment du type sous-différentiel. µ, g sont les confficients qui
caractérisent le modèle de fluide Bingham et qui représentent respectivement : la consistance
(la viscosité) et le seuil de plasticité.

On désigne par σ̃0 le déviateur du tenseur des contraintes σ0 = (σ0i,j) , donné par ;

σ̃0 =
(
σ̃0i,j

)
, σ̃0i,j = σ0i,j −

trσ0

η
δi,j,
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ε (u) = (εij (u)) : εij (u) = 1
2 (ui,j + uj,i) et ui,j = Diuj, 1 ≤ i, j ≤ 2 et Div (σ) = (σij,j)

où δ = (δi,j) est le tenseur identique.

Le problème de transmission peut se formuler de la manière suivante :

Problem 3.1. Trouver le champ des vecteurrs de vitesses : u = {u1, u2} défini dans Q0 =
Ω0 × (0, T ) : Q0 → R2 avec le champ des contraintes σ0 =

(
σ0i,j

)
1≤i,j≤2

: Q0 → S2 et
w = {w1, w2} défini dans Q1 = Ω1 × (0, T ) : Q1 → R2 tells que ;

Du

Dt

=
(
∂u

∂t
+ u.∇u

)
= Div (σ0) + f0 sur Q0 = Ω0 × (0, T ) (3.4)

σ̃0 = 2.µ.ε (u) + g. ε(u)
|ε(u)|si |ε (u)| 6= 0

|σ̃0| ≤ g si |ε (u)| = 0

 sur Q0 = Ω0 × (0, T ) (3.5)

div u = 0 sur Q0 = Ω0 × (0, T ) , (i.e.
2∑
i=1

Diui = 0) (3.6)

∂2w

∂t2
= div σ1 + f1 sur Q1 = Ω1 × (0, T ) (3.7)

σ1i,j =
2∑

k,l=1
Ai,j,k,l.ε

k,l, sur Q1 = Ω1 × (0, T ) (3.8)

où A est le tenseur d’ordre 4, tenseur de Cauchy et εk,l la déformation tensor avec les condi-
tions de transmission sur Γ1 × (0, T ) :

u = ∂w

∂t
= w′ sur Γ0 × (0, T ) (3.9)

σ1 − σ0 = 1
2

( 2∑
i=1

ui cos (ηi)
)
× ui sur Γ0 × (0, T ) (3.10)

σ1.η1 = g sur Γ11 × (0, T ) (3.11)

w = 0 sur Γ12 × (0, T ) (3.12)

et les conditions initiales ;
u (0) = u0 sur Ω0 × (0, T ) (3.13)

{
w (0) = w0 sur Ω1 × (0, T )
w′ (0) = w1 sur Ω1 × (0, T )

(3.14)

Rappelons ici que D
Dt

est la dérivée particulière.
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1. L’équation (3.4) : représente l’équation du mouvement durant la période (0, T ) telle
que Div (σ) = (σi,j, j) et f est la densité des forces volumiques agissant sur le fluide,
avec : f\Ω =

(
f0\Ω0 , f1\Ω1

)
.

2. L’équation (3.5) : représente la loi de comportement du fluide viscoplastique de Bin-
gham.

3. L’équation(3.6) : représente la condition d’incompressibilité du fluide dans laquelle
div u = 0.

4. L’équation(3.7) : représente la loi de comportement élastique.
5. L’équation (3.8) : représente les contraintes.
6. L’équation (3.9) : représente l’accélérations.
7. L’équation (3.10) : représente les conditions du transmissions des contraintes.
8. L’équation (3.11) : représente les conditions aux limites de traction.
9. L’équation (3.12)-(3.14) : représente les conditions initiales.

3.2.1 Transformation de formulation du problème

On introduit :
Φ = w′ = ∂w

∂t
⇔ Φ′ = w′′ = ∂2w

∂t2
(3.15)

Nous allons introduisons dans le premier temps quelques notaions et hypothèses et nous
établissons des lemmes qui permettent d’obtenir la fomulation variationnelle. On désigne par
V1 l’espace ;

V1 =
{
v ∈ (H 1(Ω))2, div v = 0 sur Ω , v = 0 sur Γ0

}
, s = n

2 = 2
2 = 1 (3.16)

est un espace de Hilbert pour le produit scalaire et la norme induite, respectivement

((v, w))1 =
2∑
i=1

(vi, wi)H1(Ω) , ‖v‖1 = ((v, v)1)
1
2

On note :

V0 = H = H 0(Ω) = L2 (Ω) , ‖v‖0 = |v| et ((v, w))0 = (v, w) , pour s = 0

On introduit ensuite les notations suivantes :

V1 =
{
v /v ∈ (H1(Ω0))2, div v = 0 sur Ω0

}
V2 =

{
v /v ∈ (H1(Ω1))2, v = 0 sur Γ12

}
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Et que ;
V = {(v1, v2) ∈ V1 × V2 : v1 = v2 sur Γ0}

(f, g)Ωi =
∫

Ωi
fgdx, i = 1, 2,

aΩ0 : V1 × V1 → R, aΩ0 (u, v) = 2µ
∫

Ω0
ε (u) ε (v) dx,

b1 : V1 × V1 × V1 → R, b1 (u, v, w) =
2∑

i,j=1

∫
Ω0
ui
∂vj
∂xi

wjdx,

aΩ1 : V2 × V2 → R, aΩ1 (u, ϕ) =
2∑

i,j=1

∫
Ω1

∂uj
∂xi

∂ϕj
∂xi

dx,

J : V1 → R, J (v) = g
∫

Ω0
|ε (v)| dx,

On va alors vérifier que l’on peut formuler le problème posé sous la forme suivante :

Inéquation variationnelle

Problem 3.2. On cherche u,Φ,avec

u ∈ L2(0, T, V1 ) ∩ L∞(0, T,
(
L2 (Ω0)2

)
,

Φ ∈ L2(0, T, V2) ∩ L∞(0, T,
(
L2 (Ω1)2

)
,

(u′, v − u)Ω0 + b1 (u, u, v − u) + aΩ0 (u, v − u)
+g

∫
Ω0

(|ε (v)| − |ε (u)|) dx
+(Φ′, ϕ− Φ)Ω1 + (σ1, ε (ϕ− Φ))Ω1 +

∫
Γ0

(σ1 − σ0) (v − u) dΓ
+
∫

Γ11
σ1η1 (ϕ− Φ) dΓ

≥ (f0, v − u)Ω0 + (f1, ϕ− Φ)Ω1 , ∀ (v, ϕ) ∈ V1 × V2

v = ϕ sur Γ0

u (0) = u0 sur Ω0 × (0, T )
Φ (0) = w′ (0) = w1 sur Ω1 × (0, T )
u = Φ = ∂w

∂t
= w′ sur Γ0 × (0, T )
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Démonstration. Soit u une solution du problème (3.2), on multiplie l’équation (3.4) par
(v − u) ∈ H1(Ω0) et on intègre sur Ω0,il vient ;∫

Ω0

∂u

∂t
(v − u) dx+

∫
Ω0
u∇u (v − u) dx =

∫
Ω0
Div (σ0) (v − u) dx+

∫
Ω0
f0 (v − u) dx,

i,e ;

(u′, v − u)Ω0 +
2∑

i,j=1

∫
Ω0
ui
∂uj
∂xi

(v − u)j dx = (Div (σ0) , v − u)Ω0 + (f0, v − u)Ω0 ,

Donc ;
(u′, v − u)Ω0 + b1 (u, u, v − u) = (Div (σ0) , v − u)Ω0 + (f0, v − u)Ω0 , (3.17)

En utilisant la formule de Green pour l’élasticité (voir le Lemme (1.13)), on voit que :

(σ0, ε (v − u))Ω0 + (Div (σ0) , v − u)Ω0 =
∫

Γ0
σ0ν (v − u) dΓ,∀v ∈ V1

i,e ;
(Div (σ0) , v − u)Ω0 = −(σ0, ε (v − u))Ω0 +

∫
Γ0
σ0ν (v − u) dΓ,∀v ∈ V1

et on a ;
σDε (v) = (σ0 − 1

η
trσ0δ)ε (v)

= (σ0ε (v)) + (− 1
η
trσ0δε (v))

et que ;

δε (v) =
(

1 0
0 0

) 1
2

(
∂v11
∂x1

+ ∂v11
∂x1

)
1
2

(
∂v12
∂x2

+ ∂v21
∂x2

)
1
2

(
∂v21
∂x1

+ ∂v12
∂x1

)
1
2

(
∂v22
∂x2

+ ∂v22
∂x2

) 
d’où ;

δε (v) =
(

∂v1
∂x1

0
0 ∂v2

∂x2

)

donc ;

−1
η
trδε (v) = −1

η
tr

(
∂v1
∂x1

0
0 ∂v2

∂x2

)
=

2∑
i=1

∂vi
∂xi

= div v = 0 sur Ω0

et que ;
σDε (v) = (σ0 −

1
η
trσ0δ)ε (v) = (σ0ε (v))

Et on a ;
(σ0, ε (v − u))Ω0 = (2µε (u) + g ε(u)

|ε(u)| , ε (v − u))Ω0

= (2µε (u) , ε (v − u))Ω0 + (g ε(u)
|ε(u)| , ε (v − u))Ω0

= 2µ
∫
Ω0
ε (u) ε (v − u) dx+

∫
Ω0
g ε(u)
|ε(u)|ε (v − u) dx

= aΩ0 (u, (v − u)) + g
∫

Ω0
ε(u)
|ε(u)|ε (v − u) dx
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et on a ; ∫
Ω0

ε(u)
|ε(u)|ε (v − u) dx =

∫
Ω0

ε(u)
|ε(u)|ε (v) dx−

∫
Ω0

ε(u)
|ε(u)|ε (u) dx

≤
∫
Ω0
|ε(u)|
|ε(u)| |ε (v)| dx−

∫
Ω0
|ε(u)|
|ε(u)| |ε (u)| dx

≤
∫
Ω0
|ε (v)| dx−

∫
Ω0
|ε (u)| dx,∀v ∈ V1

donc ;
g
∫

Ω0

ε (u)
|ε (u)|ε (v − u) dx ≤ g

∫
Ω0
|ε (v)| dx− g

∫
Ω0
|ε (u)| dx,∀v ∈ V1

i,e ;
(σ0, ε (v − u))Ω0 ≤ aΩ0 (u, (v − u)) + g

∫
Ω0

(|ε (v)| − |ε (u)|) dx,∀v ∈ V1

on tire que ;

(Div (σ0) , v − u)Ω0 = −(σ0, ε (v − u))Ω0 +
∫

Γ0
σ0ν (v − u) dΓ,∀v ∈ V1

≥ −aΩ0 (u, v − u)− g
∫
Ω0

(|ε (v)| − |ε (u)|) dx+
∫

Γ0
σ0ν (v − u) dΓ,∀v ∈ V1,

(3.18)

Moyennant (3.18) de (3.17), il résulte ;

(u′, v − u)Ω0 + b1 (u, u, v − u) = (Div (σ0) , v − u)Ω0

+
∫
Γ0
σ0ν (v − u) dγ + (f0, v − u)Ω0

≥ −aΩ0 (u, v − u)− g
∫

Ω0
(|ε (v)| − |ε (u)|) dx

+
∫
Γ0
σ0ν (v − u) dΓ + (f0, v − u)Ω0 ,∀v ∈ V1,

Donc ;

(u′, v − u)Ω0 + b1 (u, u, v − u) + aΩ0 (u, v − u) + g
∫

Ω0
(|ε (v)| − |ε (u)|) dx

−
∫
Γ0
σ0ν (v − u) dγ ≥ (f0, v − u)Ω0 ,∀v ∈ V1,

(3.19)

De même, soit Φ une solution du problème (3.1), on multiplie l’équation (3.15) par (ϕ− Φ) ∈
H1(Ω1) et on intègre sur Ω1,il vient ;∫

Ω1
Φ′ (ϕ− Φ) dx =

∫
Ω1

div σ1 (ϕ− Φ) dx+
∫

Ω1
f1 (ϕ− Φ) dx , ∀ϕ ∈ V2,

i,e ;
(Φ′, ϕ− Φ)Ω1 = (div σ1, ϕ− Φ)Ω1 + (f1, ϕ− Φ)Ω1 ,∀ϕ ∈ V2, (3.20)

En utilisant la formule de Green pour l’élasticité (voir le Lemme (1.13)), on voit que :

(σ1, ε (ϕ− Φ))Ω1 + (div (σ1) , (ϕ− Φ))Ω1

=
∫

Γ1
σ1η1 (ϕ− Φ) dΓ +

∫
Γ0
σ1η1 (ϕ− Φ) dΓ, ∀ϕ ∈ V2,

i,e ;

(div (σ1) , v − u)Ω1 = −(σ1, ε (ϕ− Φ))Ω1

+
∫

Γ1
σ1η1 (ϕ− Φ) dΓ +

∫
Γ0
σ1η1 (ϕ− Φ) dΓ,∀ϕ ∈ V2,
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Donc ;

(Φ′, ϕ− Φ)Ω1 = −(σ1, ε (ϕ− Φ))Ω1 +
∫

Γ1
σ1η1 (ϕ− Φ) dΓ

+
∫

Γ0
σ1η1 (ϕ− Φ) dΓ + (f1, ϕ− Φ)Ω1 ,∀ϕ ∈ V2,

Et comme ∂Ω1 = Γ1 = Γ11 ∪ Γ12,on trouve ;

(Φ′, ϕ− Φ)Ω1 = −(σ1, ε (ϕ− Φ))Ω1 +
∫

Γ11
σ1η1 (ϕ− Φ) dΓ

+
∫
Γ12

σ1η1 (ϕ− Φ) dΓ +
∫

Γ0
σ1η1 (ϕ− Φ) dΓ + (f1, ϕ− Φ)Ω1 ,∀ϕ ∈ V2,

(3.21)

et comme w =
∫ t

0 Φ (τ) dτ + w0 , w = 0 sur Γ12 × (0, T ) et (ϕ− Φ) = 0 sur Γ12, σ1.η1 = g

sur Γ11 × (0, T ) et que η1 par (−η1) ,on tire ;

(Φ′, ϕ− Φ)Ω1 = −(σ1, ε (ϕ− Φ))Ω1 −
∫

Γ11
g (ϕ− Φ) dΓ

+
∫

Γ0
σ1η1 (ϕ− Φ) dΓ + (f1, ϕ− Φ)Ω1 ,∀ϕ ∈ V2,

(3.22)

Et par addition de (3.19) et (3.22) , on trouve ;

(u′, v − u)Ω0 + b1 (u, u, v − u) + aΩ0 (u, v − u)
+g

∫
Ω0

(|ε (v)| − |ε (u)|) dx−
∫

Γ0
σ0ν (v − u) dΓ + (Φ′, ϕ− Φ)Ω1

+(σ1, ε (ϕ− Φ))Ω1 +
∫

Γ11
g (ϕ− Φ) dΓ +

∫
Γ0
σ1η1 (ϕ− Φ) dΓ

≥ (f0, v − u)Ω0 + (f1, ϕ− Φ)Ω1 , ∀ (v, ϕ) ∈ V1 × V2

v = ϕ sur Γ0

u (0) = u0 sur Ω0 × (0, T )
Φ (0) = w′ (0) = w1 sur Ω1 × (0, T )
u = Φ = ∂w

∂t
= w′sur Γ0 × (0, T )

Donc
(u′, v − u)Ω0 + b1 (u, u, v − u) + aΩ0 (u, v − u)

+g
∫
Ω0

(|ε (v)| − |ε (u)|) dx+ (Φ′, ϕ− Φ)Ω1

+(σ1, ε (ϕ− Φ))Ω1 +
∫

Γ0
(σ1 − σ0) (v − u) dΓ +

∫
Γ11

g (ϕ− Φ) dΓ
≥ [(f0, v − u)Ω0 + (f1, ϕ− Φ)Ω1 ] , ∀ (v, ϕ) ∈ V1 × V2

v = ϕ sur Γ0

u (0) = u0 sur Ω0 × (0, T )
Φ (0) = w′ (0) = w1 sur Ω1 × (0, T )
u = Φ = ∂w

∂t
= w′ sur Γ0 × (0, T )

Lemme 3.1.

1. aΩ0 est bilinéaire, symétrique, continue et coercive sur V1 × V1.

2. aΩ1 est bilinéaire, symétrique, continue et coercive sur V2 × V2.
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3. b1 est trilinéaire sur V1 × V1 × V1.

4. J est continue sur V1.

Démonstration.

1. La bilinéairité et la symétrie sont triviales, il suffit de montrer les autres propriétés. En effet,
on a d’après l’inégalité de Hôlder ;

|aΩ0(u, v)| =
∣∣∣2µ ∫Ω0

ε (u) ε (v) dx
∣∣∣ ≤ 2µ

∫
Ω0
|ε (u) ε (v)| dx ≤ 2µ

∫
Ω0
|ε (u)| |ε (v)| dx

≤ 2µ
(∫

Ω0
|ε (u)|2 dx

) 1
2
(∫

Ω0
|ε (v)|2 dx

) 1
2 ≤ 2µ ‖u‖L2(Ω0)2×2

1
‖v‖L2(Ω0)2×2

1

≤ C ‖u‖V1
‖v‖V1

, ∀u, v ∈ V1

ce qui montre la continuité de la fonction aΩ0 .

Par ailleurs, on sait d’après l’inégalité de Korn qu’il existe une constante α > 0 telle que :

aΩ0(u, u) = 2µ
∫

Ω0
ε (u) ε (u) dx = 2µ

∫
Ω0
|ε (u)|2 dx ≥ 2µα ‖u‖2

V1
,∀u ∈ V1

d’où ;la coercivité de la fonction aΩ0 .

2. La linéarité est triviale, il suffit donc de montrer les autres propriétés
Soit u, ϕ ∈ V2, en utilisant l’inégalité de Cauchy–schwartz, on a ;

|aΩ1(u, ϕ)| =
∣∣∣∑2

i,j=1
∫

Ω1
∂uj
∂xi

∂ϕj
∂xi
dx
∣∣∣ ≤ ∑2

i,j=1
∫

Ω1

∣∣∣∂uj
∂xi

∂ϕj
∂xi

∣∣∣ dx
≤ ∑2

i,j=1

(∫
Ω1

∣∣∣∂uj
∂xi

∣∣∣2 dx) 1
2
(∫

Ω1

∣∣∣∂ϕj
∂xi

∣∣∣2 dx) 1
2
≤ C ‖u‖H1(Ω1) ‖ϕ‖H1(Ω1)

≤ C ‖u‖
V2
‖ϕ‖V2

,∀u, ϕ ∈ V2

comme la norme sur V2 est équivalente à la norme sur H1(Ω) ce qui montre la continuité de
la fonction aΩ1 . D’autre part, on a :

|aΩ1(u, u)| =

∣∣∣∣∣∣
2∑

i,j=1

∫
Ω1

∂uj
∂xi

.
∂uj
∂xi

dx

∣∣∣∣∣∣ =
2∑

i,j=1

∫
Ω1

∣∣∣∣∣∂uj∂xi

∣∣∣∣∣
2

dx ≤ ‖5u‖2
(L2(Ω1))2

et comme Ω1est borné et V2 ⊂ H1(Ω1), de l’inégalité de Poincaré (voir le Lemme (1.10)),
on tire ;

|aΩ1(u, u)| = ‖5u‖2
(L2(Ω1))2 ≥ C ‖u‖2

H1(Ω1) ≥ C ‖u‖2
V2

d’où la coercivité de la fonction aΩ1(u, ϕ) sur V2 × V2.
3. La trilinéaire de la fonction b1 sur V2 × V2 × V2 est triviale.
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Lemme 3.2. ∀ (u, v, w) ∈ V1 × V1 × V1 on a :

1. |b1 (u, v, w)| ≤ C ‖u‖
1
2 |u|

1
2 ‖w‖

1
2 |w|

1
2 ‖v‖1

2. b1 (u, v, w) = −b1 (u,w, v) +∑2
i,j=1

∫
Γ0
uiwjvjηidΓ0.

Démonstration.

1. Soit (u, v, w) ∈ V1 × V1 × V1, on obtient, en utilisant l’inégalité de Hôlder

|b1(u, v, w)| =
∣∣∣∑2

i,j=1
∫

Ω0
ui(Divj)wjdx

∣∣∣
≤ C

(∫
Ω0
|ui|p dx

) 1
p ∑2

i,j=1

[(∫
Ω0
|Divj|2 dx

) 1
2
] (∫

Ω0
|wj|p dx

) 1
p

≤ C ‖u‖
Lp(Ω0)

(∑2
i,j=1 ‖Divj‖

L2(Ω0)

)
‖w‖

Lp(Ω0)
, 2
p

+ 1
2 = 1

d’où ;

|b1(u, v, w)| ≤ C ‖u‖
Lp(Ω0)2

(∑2
i,j=1

∥∥∥∂vj
∂xi

∥∥∥
L2(Ω0)

)
‖w‖

Lp(Ω0)2
,

2
p

+ 1
2 = 1

On sait que si v ∈ V1 alors : vj ∈ H1(Ω0).Donc d’après les inclusions de Sobolev

Divj = ∂vj
∂xi
∈ L2(Ω0),

on en déduit
|b1(u, v, w)| ≤ C ‖u‖

Lp(Ω0)2
‖v‖V1

‖w‖
Lp(Ω0)2

,
2
p

+ 1
2 = 1

Et nous utilisons l’inégalité de Convexité suivante, voir J.L. Lions [18]

‖v‖
Lp(Ω0)

≤ C ‖v‖
1
2
H1(Ω0)

‖v‖
1
2
L2(Ω0)

,∀v ∈ H1(Ω0), 2
p

+ 1
2 = 1 (3.23)

De (3.23) , on déduit que

|b1(u, v, w)| ≤ C
(
‖u‖

1
2
H1(Ω0)

‖u‖
1
2
L2(Ω0)

)
‖v‖V1

(
‖w‖

1
2
H1(Ω0)

‖w‖
1
2
L2(Ω0)

)
,

d’où

|b1 (u, v, w)| ≤ C ‖u‖
1
2
V |u|

1
2 ‖w‖

1
2
V |w|

1
2 ‖v‖V1

, (3.24)
∀ (u, v, w) ∈ V1 × V1 × V1

2. Faisons une intégration par parties et l’utilisation de (3.6) , on aura

b1(u, v, w) =
2∑

i,j=1

∫
Ω0
ui(Divj)wj dx =

2∑
i,j=1

∫
Ω0

(uiwj)
∂vj
∂xi

dx
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Par intégration par partie, on obtient

b1(u, v, w) =
2∑

i,j=1

∫
Γ0
uiwjvjηi dΓ−

2∑
i,j=1

∫
Ω0
Di(uiwj)vjdx

i,e
b1(u, v, w) = ∑2

i,j=1
∫

Γ0
uiwjvjηidΓ−∑2

i,j=1
∫

Ω0
Di(uiwj)vjdx

= ∑2
i,j=1

∫
Γ0
uiwjvjηidΓ−∑2

j=1
∫

Ω0

(∑2
i=1(Diui)

)
wjvjdx

−∑2
i,j=1

∫
Ω0
uiDi(wj)vjdx

et comme div u = 0 dans Ω0, (i.e. ∑2
i=1 Diui = 0), donc

b1(u, v, w) =
2∑

i,j=1

∫
Γ0
uiwjvjηidΓ−

2∑
i,j=1

∫
Ω0
uiDi(wj)vjdx

d’où le résultat suivant

b1(u, v, w) = − b1(u,w, v) +
2∑

i,j=1

∫
Γ0
uiwjvjηidΓ,∀u, v, w ∈ V1 × V1 × V1 (3.25)

3. Pour montrer la continuité de J il suffit de considérer une suite (vn) ∈ V1 qui converge vers
v dans V1, et utiliser l’inégalité de Hôlder pour obtenir ;

|J (vn)− J (v)| =
∣∣∣∣g ∫

Ω0
|ε (v2)| dx− g

∫
Ω0
|ε (v)| dx

∣∣∣∣
= g

∫
Ω0
||ε (vn)| − |ε (v)|| dx

≤ g
∫

Ω0
|ε (vn)− ε (v)| dx ≤ g

∫
Ω0
|ε (vn − v)| dx

≤ g
(∫

Ω0
1dx

) 1
2
(∫

Ω0
|ε (vn − v)|2 dx

) 1
2

≤ g |Ω0|
1
2 ‖ε (vn − v)‖L2(Ω0)2×2

1

≤ g |Ω0|
1
2

∥∥∥∥1
2
[
∇ (vn − v) +∇T (vn − v)

]∥∥∥∥
L2(Ω0)2×2

1

≤ g

2 |Ω0|
1
2

(
‖∇ (vn − v)‖L2(Ω0)2×2

1
+
∥∥∥∇T (vn − v)

∥∥∥
L2(Ω0)2×2

1

)
≤ g |Ω0|

1
2 ‖vn − v‖V1

≤ C ‖vn − v‖V1
.

donc
sup
v ∈ V1

|J (vn)− J (v)|
‖vn − v‖V1

≤ Cte.
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Lemme 3.3. (voir[18, page 127]) Si v ∈ H1(Ω) (Ω ⊂ R2) , Γ le frontière de Ω, on a : v/Γ ∈
L3(Γ) et

‖v/Γ‖L3(Γ) ≤ C ‖v‖
2
3
H1(Ω) ‖v‖

1
3
L2(Ω)

,∀v ∈ H1(Ω)

On décrit maintenant la fonctionnelle d. On suppose que d est propre, convexe et semi–
continue inférieurement pour la topologie faible de V. En outre, on assume l’existence d’une
famille de fonctionnelles (dε)ε>0 qui vérifent l’hypothèse de régularisation suivante :

Hypothèse de régularisation (H) :

1. Pour tout ε > 0, la fonction v → dε (v) de V → R∪{+∞} est convexe et différentiable
sur V.

2. Pour tout v ∈ L2 (0, T, V ) ,on a ;∫ T

0
dε (v (t)) dt→

∫ T

0
d (v (t)) dt quant ε→ 0 (3.26)

3. Si vε → v dans L2 (0, T, V ) faiblement et v′ε → v′ dans L2 (0, T, V ′1) faiblement alors :

lim
ε → 0

inf
∫ T

0
dε (vε (t)) dt ≥

∫ T

0
d (v (t)) dt (3.27)

4. Il existe une constante C > 0 telle que pour tout v ∈ L2 (0, T, V ) et pour tout ε > 0,on
a :

‖Ddε (v)‖L2(0,T,V ′) ≤ C ‖v‖L2(0,T,V ) (3.28)

5. où Ddε (v) représente la différentielle au sens de Gâteaux de dε (v) .

Régularisation :

On régularise la fonctionnelle J , en utilisant une famille de fonctionnelles Jε (ε > 0) ,telle
que Jε est la fonctionnelle différentiable suivante

Jε (v) = g

1 + ε

∫
Ω0

|ε (v)|1+ε dx. (3.29)

Le résultat suivant est nécessaire pour la régularisation du problème variationnel.

Lemme 3.4.

1. Il existe une constante c > 0 telle que

‖DJε (v)‖V ′1 ≤ c ‖v‖V1
,∀v ∈ V1 (3.30)
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2. Si vε → v dans L2 (0, T, V1) faiblement et v′ε → v′ dans L2 (0, T, V ′1) faiblement alors :

lim
ε → 0

inf
∫ T

0
D (Jε (vε)) dt ≥

∫ T

0
D (J (v)) dt

3. Pour tout ε > 0, la fonction v → Jε (v) de V1 → R ∪ {+∞} est convexe et différentiable sur
V1.

Démonstration.

1. On a ;
Jε (v) = g

1 + ε

∫
Ω0
|ε (v)|1+ε dx,∀v ∈ V1

et DJε (v) : représente la différentielle au sens de Gâteaux de Jε (v) au point v,i.e ;

(DJε (v) , w) = lim
λ → 0

Jε (v + λw)− Jε (v)
λ

= d

dλ
(Jε (v + λw)) |λ=0, ∀w ∈ V1

Alors ;
(DJε (v) , w)V ′1×V2

= d
dλ

(Jε (v + λw)) |λ=0

= d
dλ

(
g

(1+ε)
∫

Ω0
|ε (v + λw)|1+ε dx

)
|λ=0

=
(

g
(1+ε)

∫
Ω0

d
dλ

(
|ε (v + λw)|1+ε

)
dx
)
|λ=0

=
(

g
(1+ε)

∫
Ω0

(1 + ε) |ε (v + λw)|ε
∣∣∣ε ( d

dλ
(v + λw)

)∣∣∣ dx) |λ=0

=
(
g
∫

Ω0
|ε (v + λw)|ε |ε (w)| dx

)
|λ=0

= g
∫

Ω0
|ε (v)|ε |ε (w)| dx

et d’après l’inégalité de Hôlder donne ;

(DJε (v) , w)V ′1×V1
≤ g

(∫
Ω0

(|ε (v)|ε)2
dx
) 1

2
(∫

Ω0
|ε (w)|2 dx

) 1
2
,∀w ∈ V1

On peut toujours prendre ε assez petit, de plus il existe une constante strictement positive δ
de sorte que ;

δ |ε (v)| > 1, ∀v ∈ V1 \ {0}

Cela entraine l’existence d’une constante C (ε, δ) > 0 vérifiant l’inégalité ;

‖DJε (v)‖V ′1 ≤ C (ε, δ) ‖v‖V1
,∀v ∈ V1

D’où la preuve. Ce lemme nous permet d’obtenir, en utilisant l’hypothèse de régularisation
(H) , on a ; (∫ T

0
‖DJε (v (t))‖2

V ′1
dt

) 1
2

≤
(
C2 (ε, δ)

) 1
2

(∫ T

0
‖v (t)‖2

V 1 dt

) 1
2

,∀v ∈ V1

Donc l’inégalité ;

‖DJε (v)‖L2(0,T,V ′1) ≤ C ‖v‖L2(0,T,V1) ,∀v ∈ L
2(0, T, V1) (3.31)
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2. Vérifions que ;
Si vε → v dans L2 (0, T, V1) faiblement et v′ε → v′ dans L2 (0, T, V ′1) faiblement alors :

lim
ε → 0

inf
∫ T

0
d (Jε (vε (t))) dt ≥

∫ T

0
d (J (v (t))) dt

On a ;
Jε (v) = g

1 + ε

∫
Ω0

|ε (v)|1+ε dx,∀v ∈ V1,

et ;
J : V1 → R, J (v) = g

∫
Ω0
|ε (v)| dx,∀v ∈ V1,

et DJε (v) : représente la différentielle au sens de Gâteaux de Jε (v) au point v, i.e ;

(DJε (v) , w) = lim
λ → 0

Jε (v + λw)− Jε (v)
λ

,∀v, w ∈ V1

Donc ;
(D (Jε (vε)) , w) = lim

λ → 0

Jε (vε + λw)− Jε (vε)
λ

,∀vε, w ∈ V1

Nous montrons que ;
lim
ε → 0

sup (D (Jε (vε)) , vε − v) ≤ 0

donc ; ∀vε, v ∈ V1;
(D (Jε (vε)) , vε − v) = lim

λ → 0
Jε(vε+λ(vε−v))−Jε(vε)

λ
,

Jε(vε+λ(vε−v))−Jε(vε)
λ

= 1
λ

(
g

1+ε
∫

Ω0

|ε (vε + λ (vε − v))|1+ε dx− g
1+ε

∫
Ω0

|ε (vε)|1+ε dx

)

= 1
λ

(
g

1+ε
∫

Ω0

[
|ε (vε + λ (vε − v))|1+ε − |ε (vε)|1+ε

]
dx

)
= 1

λ
g

1+ε
∫
Ω0
|ε (vε + λ (vε − v))|ε |ε (vε + λ (vε − v))|1 − |ε (vε)|ε |ε (vε)|1 dx

≤ (1 + ε) 1
(1+ε)

1
λ
g
∫

Ω0
sup
vε ∈V1

(|ε (vε + λ (vε − v))|ε , |ε (vε)|ε)

×
(
|ε (vε + λ (vε − v))|1 − |ε (vε)|1

)
dx

≤ g
∫
Ω0

sup
vε ∈V1

(|ε (vε + λ (vε − v))|ε , |ε (vε)|ε)

× |ε(vε+λ(vε−v))|1−|ε(vε)|1
λ

dx

≤ sup
vε ∈ V1

(|ε (vε + λ (vε − v))|ε , |ε (vε)|ε)

× 1
λ
g
∫
Ω0
|ε (vε + λ (vε − v))|1 dx − g

∫
Ω0
|ε (vε)|1 dx

≤ sup
vε ∈ V1

(|ε (vε + λ (vε − v))|ε , |ε (vε)|ε)

×
g
∫

Ω0
|ε(vε+λ(vε−v))|1dx−g

∫
Ω0
|ε(vε)|1dx

λ

≤ sup
vε ∈V1

(|ε (vε + λ (vε − v))|ε , |ε (vε)|ε)

×J(vε+λ(vε−v))−J(vε)
λ

≤ sup
vε ∈ V1

(|ε (vε + λ (vε − v))|ε , |ε (vε)|ε)

×J(vε+λ(vε−v))−J(vε)
λ

,∀vε, v ∈ V1

Thèse de doctorat en Sciences : Equation de Petrovsky avec un terme source 62



K. MOSBAH 3.2 Position du problème :

i,e ;

(D (Jε (vε)) , vε − v)
≤ sup

vε∈V1

(|ε (vε + λ (vε − v))|ε , |ε (vε)|ε) . (D (J (vε)) , vε − v) , ∀vε, v ∈ V1

et par passage à la limite on trouve ;

lim
ε → 0

sup (D (Jε (vε)) , vε − v) ≤ 0 (3.32)

Et comme la fonction Jε;

Jε (v) = g

1 + ε

∫
Ω0

|ε (v)|1+ε dx,∀v ∈ V1

est borné sur V1, i.e ;

∀v ∈ V1, |Jε (v)| =
∣∣∣ g
1+ε

∫
Ω0
|ε (v)|1+ε dx

∣∣∣
≤ g

1+ε
∫

Ω0

|ε (v)|1+ε dx

≤ g
(∫

Ω0
12dx

) 1
2
(∫

Ω0
|ε (v)|2(1+ε) dx

) 1
2

≤ g (mes (Ω0))
1
2 ‖ε (v)‖(1+ε)

L2(Ω0) ≤ g (mes (Ω0))
1
2 ‖v‖2(1+ε)

V1
≤ C ‖v‖2(1+ε)

V1

puisque ‖ε (v)‖2
L2(Ω0) + ‖v‖2

L2(Ω0) = ‖v‖2
V1
, D’où ;

|Jε (v)| ≤ C ‖v‖2(1+ε)
V1

, ∀v ∈ V1 (3.33)

d’après (3.32) et (3.33) alors ;

lim
ε → 0

inf
∫ T

0
(D (Jε (vε (t))) , w) ≥

(∫ T

0
D (J (v (t))) dt, w

)
, ∀vε, v, w ∈ V1

D’où ;
lim
ε → 0

inf
∫ T

0
d (Jε (vε (t))) dt ≥

∫ T

0
d (J (v (t))) dt,∀v ∈ V1

3. Pour tout ε > 0, la fonction v → Jε (v) de V1 → R ∪ {+∞} est convexe et différentiable sur
V :
La fonction v → Jε (v) de V1 → R ∪ {+∞} est continue convexe sur V1, il suffit donc de
montrer que ;

Jε ((1− θ)u+ θv) ≤ (1− θ) Jε (u) + θJε (v) ,∀u, v ∈ V1, ∀θ ∈ ]0, 1[

où ;
Jε (v)→ +∞ si ‖v‖V1

→ +∞,
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et comme |ε (v)| ≥ c ‖v‖2
L2(Ω0) ,∀v ∈ V1, on a ;

Jε (v) = g
1+ε

∫
Ω0

|ε (v)|1+ε dx,∀v ∈ V1

≥ cte.g
1+ε

∫
Ω0
‖v‖2(1+ε)

L2(Ω0) dx,≥
(
cte.g
1+ε

)
. ‖v‖4(1+ε)

L2(Ω0) ≥
(
cte.g
1+ε

)
. ‖v‖4(1+ε)

V1
,∀v ∈ V1,

et par passage à la limite ‖v‖V1
→ +∞,on trouve ;

lim
‖v‖V1

→ +∞
Jε (v) = +∞,

donc, la convexité de la fonction v → Jε (v) sur V1.
Passons maintenant à la régularisation du problème (3.1) (Inéquation variationnelle). En
effet, remplaçons dans (3.2) v par u + λ (v − u) où λ > 0,divisions l’inéquation par λ puis
faisons tendre λ vers 0,nous obtiendrons l’inéquation ;

(u′, v − u)Ω0 + b1 (u, u, v − u) + aΩ0 (u, v − u)
+ lim
λ → 0

J(u+λ(v−u))−J(u)
λ

−
∫

Γ0
σ0ν (v − u) dΓ

+(Φ′, ϕ− Φ)Ω1 + (σ1, ε (ϕ− Φ))Ω1

+
∫

Γ11
g (ϕ− Φ) dΓ +

∫
Γ0
g (ϕ− Φ) dΓ

≥ [(f0, v − u)Ω0 + (f1, ϕ− Φ)Ω1 ] , ∀ (v, ϕ) ∈ V1 × V2

On va raprocher la fonctionnelle J par la famille de fonctionnelles (Jε)ε>0 et on cherche uε,Φε

solution de l’inéquation régularisée obtenue suivantes ;
(u′ε, v − uε)Ω0 + b1 (uε, uε, v − uε) + aΩ0 (uε, v − uε)

+ (DJε (uε) , v − uε)V ′1×V1
−
∫

Γ0
σ0ν (v − uε) dΓ

+(Φ′ε, ϕ− Φε)Ω1 + (σ1, ε (ϕ− Φε))Ω1

+
∫

Γ11
g (ϕ− Φε) dΓ +

∫
Γ0

g (ϕ− Φ) dΓ

≥ [(f0, v − uε)Ω0 + (f1, ϕ− Φε)Ω1 ] , ∀ (v, ϕ) ∈ V1 × V2

(3.34)

Comme la fonction Jε est différentiable au sens de Gâteaux, l’inéquation (3.34) équivaut
l’équation variationnelle où le problème variationnelle suivantes

Problem 3.3 (Problème variationnelle).

(u′ε, v − uε)Ω0 + b1 (uε, uε, v − uε) + aΩ0 (uε, v − uε)
+ (DJε (uε) , v − uε)V ′1×V1

−
∫

Γ0
σ0ν (v − uε) dΓ0

+(Φ′ε, ϕ− Φε)Ω1 + (σ1, ε (ϕ− Φε))Ω1 +
∫

Γ11
g (ϕ− Φε) dΓ

+
∫

Γ0

g (ϕ− Φε) dΓ

= [(f0, v − uε)Ω0 + (f1, ϕ− Φε)Ω1 ] ,∀ (v, ϕ) ∈ V1 × V2

v = ϕ sur Γ0

uε (0) = uε0 sur Ω0 × (0, T )
Φε (0) = w′ (0) = w1sur Ω1 × (0, T )
uε = Φε = ∂w

∂t
= w′sur Γ0 × (0, T )

(3.35)
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On peut alors poser le probléme de le façon suivante :

Problem 3.4. On donne

f0\Ω0 ∈ L2(0, T, V ′1 ), f1\Ω1 ∈ L2(0, T, V ′1 ) (3.36)

u (0) = u0 ∈
(
L2 (Ω0)

)2
et Φ (0) = w′ (0) = w1 ∈

(
L2 (Ω1)

)2
(3.37)

On cherche u,Φ, avec ;

u ∈ L2(0, T, V1 ) ∩ L∞(0, T,
(
L2 (Ω0)2

)
), (3.38)

Φ ∈ L2(0, T, V2) ∩ L∞(0, T,
(
L2 (Ω1)2

)
), (3.39)

Solution du problème variationnelle (P.V ) .

3.3 Existence et Unicité de la solution

3.3.1 Existence

Théorème 3.1. Sous les hypothèses (3.36) , (3.37) suivants :

f0\Ω0 ∈ L2(0, T, L2(Ω0)), f1\Ω1 ∈ L2(0, T, L2(Ω1))

u (0) = u0 ∈
(
L2 (Ω0)

)2
, w0 ∈ L2(0, T, V2 ) ∩ L∞(0, T, V2),

Φ (0) = w′ (0) = w1 ∈
(
L2 (Ω1)

)2

le problème (P.V ) admet au moins une solution (u,Φ) pour T fini quelconque, vérifie ;

u ∈ L2(0, T, V1) ∩ L∞(0, T,
(
L2 (Ω0)2

)
) et u′ ∈ L2(0, T, V ′1 ),

et
Φ ∈ L2(0, T, V2) ∩ L∞(0, T,

(
L2 (Ω1)2

)
) et Φ′ ∈ L2(0, T, V ′2).

Démonstration. La démonstration du théorème se décompose en trois étapes :

a) Solutions approchées (on construit des solutions approchées par la méthode de Faedo–
Galerkin) ;
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b) Estimations apriori (on établit, sur ces solutions approchées des estimations à apriori) ;
c) Passage à la limite (en utilisant la propriété de compacité) ;
a) Solutions approchées Soit l’espace (H1(Ω))2, muni du produit scalaire ;

(u, v)1 =
2∑
i=1

(ui, vi)H1(Ω) , ∀v ∈ H
1(Ω)

Avec cette notation, on a ;

1. le problème spectrale

((y, v))1 = λ (y, v) , ∀v ∈ V1 = adhérence de
{
φ/φ ∈ (D(Ω))2, div φ = 0

}
dans (H1(Ω))2

Et ;
‖u‖1 = ((u, u)1)

1
2

qui admet une suite des solutions non nulles sont des vecteurs propres yj associées aux
valeurs propres λj ;

((yj, v))1 = λj (yj, v) ,∀v ∈ V1, λj > 0

Avec ;
V1 ⊂ L2(Ω) et V1 → (L2(Ω))2 est compacte

2. le problème spectrale ;

((z, ψ))1 = µ (z, ψ) , ∀ψ ∈ V1 = adhérence de
{
φ /φ ∈ (D(Ω))2, divφ = 0

}
dans (H1(Ω))2

Et ;
‖u‖1 = ((u, u)1)

1
2

qui admet une suite des solutions non nulles sont des vecteurs propres zj associées aux
valeurs propres µj ;

((zj, ψ))1 = µj (zj, ψ) ,∀ψ ∈ V1, µj > 0

Avec ;
V1 ⊂ V2 ⊂ L2(Ω) et V2 → (L2(Ω))2 est compacte

Comme l’espace V1 est séparable ( réspectivement V2 est séparable), il existe une base Préhil-
bertiènne {y1, y2, ..., ym} ( réspectivement {z1, z2, ..., zm}), des fonctions ayant les propriétés
suivantes :

(a) [y1, y2, ..., ym] (réspectivement [z1, z2, ..., zm]),une base ortho-normale, i.e, ‖yk‖ = 1,∀k, et
(yi, yj) = 0, ∀i, j , i 6= j,∀j, yj ∈ V1,

(réspectivement : ‖zk‖ = 1,∀k, et (zi, zj) = 0,∀i, j, i 6= j,∀j; zj ∈ V2))
(b) La famille {y1, y2, ..., ym} (réspectivement [z1, z2, ..., zm]) est linéairement indépendante,
(c) l’espace V1,m (réspectivement V2,m) engendré par {y1, y2, ..., ym} ( réspectivement [z1, z2, ..., zm])

est dense dans V1 ( réspectivement V2) .
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comme base spéciale dans la méthode de Faedo-Galerkin :
On va rapprocher les vecteurs uε par la suite de vecteurs um = (uεm) (réspectivement les
vecteurs Φε par la suite de vecteurs Φm = (Φεm)).
On définit um(t),Φm(t) solution approcheés d’ordre ”m” par ;

um(t) =
m∑
k=1

λεm,k(t) yk et Φm(t) =
m∑
k=1

µεm,k(t) zk

D’après (3.35), on a pour tout (v − uε) ∈ V1,m et (ϕ− Φε) ∈ V2,m;

(u′ε, v − uε)Ω0 + b1 (uε, uε, v − uε) + aΩ0 (uε, v − uε) (3.40)

+ (DJε (uε) , v − uε)V ′1×V1
−
∫

Γ0
σ0ν (v − uε) dΓ

+(Φ′ε, ϕ− Φε)Ω1 + (σ1, ε (ϕ− Φε))Ω1

+
∫

Γ11
g (ϕ− Φε) dΓ +

∫
Γ0
g (ϕ− Φε) dΓ

= [(f0, v − uε)Ω0 + (f1, ϕ− Φε)Ω1 ] ,∀ (v, ϕ) ∈ V1 × V2

De (3.40), en remplaçant (v − uε) par yk,∀k = 1, ...,m et (ϕ− Φε) par zk,∀k = 1, ...,m, on
obtient ;

(u′ε, yk)Ω0 + b1 (uε, uε, yk) + aΩ0 (uε, yk) + (DJε (uε) , yk)V ′1×V1
(3.41)

−
∫

Γ0
σ0νykdγ + (Φ′ε, zk)Ω1 + (σ1, ε (zk))Ω1 +

∫
Γ11

gzkdΓ +
∫

Γ0
σ1η1zkdΓ

= [(f0, yk)Ω0 + (f1, zk)Ω1 ] , ∀ (yk, zk) ∈ V1,m × V2,m

Comme {y1, y2, ..., ym} (réspictivement [z1, z2, ..., zm]) est linéairement indépendante, la ma-
trice associe des systèmes (3.41) est inversible et d’aprés les arguments standarts des systèmes
d’équations différentielles ordinaires non linéaires nous conclusions que le système (3.41) ad-
met au moins une solution (um,Φm) dans V1,m × V2,m,

um(0) −→ um,0, um(0) ∈ {y1, y2, ..., ym}
um,0 −→ u0 dans V1,m,

Φm (0) −→ w1,Φm(0) ∈ {z1, z2, ..., zm}
Φm,0 −→ w1 dans V2,m,

D’ou l’existence d’une suite (um,Φm) des solutions du problème (3.4)-(3.14).
b) Estimations a priori I : Comme um ∈ V1,m = 〈y1, y2, ...., ym〉, on multiplie l’équation
suivante ;

(u′ε, yk)Ω0 + b1 (uε, uε, yk) + aΩ0 (uε, yk) + (DJε (uε) , yk)V ′1×V1

−
∫

Γ0
σ0νykdΓ = (f0, yk)Ω0 ,∀yk ∈ V1,m,

(3.42)

par λεm,k(t) et l’on somme en k dans (3.42) et comme Φm ∈ V2,m = 〈z1, z2, ...., zm〉, on
multiplie l’équation suivante ;

(Φ′, zk)Ω1 + (σ1, ε (zk))Ω1 +
∫

Γ11
gzkdΓ +

∫
Γ0
σ1η1zkdΓ

= (f1, zk)Ω1 ,∀zk ∈ V2,m,
(3.43)
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par µεm,k(t) et l’on somme en k dans (3.43) , et par addition de (3.42) et (3.43), on trouve ;

(u′m(t), um(t))Ω0 + b1(um(t), um(t), um(t)) + aΩ0(um(t), um(t))
+ (DJε (um(t)) , um(t))V ′1×V1

−
∫

Γ0
σ0νum(t)dΓ

+(Φ′m(t),Φm(t))Ω1 + (σ1, ε (Φm(t)))Ω1 +
∫

Γ11
gΦm(t)dΓ +

∫
Γ0
σ1η1Φm(t)dΓ

= (f0, um(t))Ω0 + (f1,Φm(t))Ω1 , ∀ (um,Φm) ∈ V1,m × V2,m

(3.44)

On va vérifier que ;

um demeure dans un borné de L2(0, T, V1) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω0))2,

Φm demeure dans un borné de L2(0, T, V2) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω1))2,∫ t
0 Φm(τ)dτ demeure dans un borné de L2(0, T, V2)

De (3.44) , on a pour tout um ∈ V1,m et Φm ∈ V2,m;

(u′m(t), um(t))Ω0 + b1(um(t), um(t), um(t)) + aΩ0(um(t), um(t))
+ (DJε (um(t)) , um(t))V ′1×V1

+(Φ′m(t),Φm(t))Ω1 + (σ1, ε (Φm(t)))Ω1

+
∫

Γ0
(σ1 − σ0)um(t)dΓ +

∫
Γ11

gΦm(t)dΓ
= (f0, um(t))Ω0 + (f1,Φm(t))Ω1 , ∀ (um,Φm) ∈ V1,m × V2,m

Relativement à cette formulation on a ;

(u′m(t), um(t))Ω0 = 1
2
d
dt
‖um(t)‖2

L2(Ω0) ,

(Φ′m(t),Φm(t))Ω1 = 1
2
d
dt
‖Φm(t)‖2

L2(Ω1)
(3.45)

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz , on a ;

|(f0(t), um(t))Ω0| ≤ c ‖f0(t)‖L2(Ω0) ‖um(t)‖L2(Ω0)
≤ C ‖f0(t)‖L2(Ω0) ‖um(t)‖V1

,

|(f1(t),Φm(t))Ω1| ≤ c ‖f1(t)‖L2(Ω1) ‖Φm(t)‖L2(Ω1)
≤ C ‖f1(t)‖L2(Ω1) ‖Φm(t)‖V2

Moyennant à l’Inégalité de Young, il résulte ;

|(f0(t), um(t))Ω0| ≤
C1

2
(
‖f0(t)‖2

L2(Ω0) + ‖um(t)‖2
V1

)
, (3.46)

|(f1(t),Φm(t))Ω1| ≤
C2

2
(
‖f1(t)‖2

L2(Ω1) + ‖Φm(t)‖2
V2

)
.

Et d’après la continuité de la forme aΩ0(u, v) sur V1, on a ;

|aΩ0(um(t), um(t))| ≤ C3 ‖um(t)‖V1
‖um(t)‖V1

= C3 ‖um(t)‖2
V1

(3.47)

Et comme on a ;
b1(um(t), um(t), um(t)) = 0,∀um ∈ V1,m (3.48)
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Et d’après le Lemme (3.4), on a ;∣∣∣(DJε (um(t)) , um(t))V ′1×V1

∣∣∣ ≤ ‖DJε (um(t))‖V ′1 ‖um(t)‖V1

≤ C (ε, δ) ‖um(t)‖V1
‖um(t)‖V1

≤ C ‖um(t)‖2
V1
,∀um ∈ V1,m

D’où ∣∣∣(DJε (um(t)) , um(t))V ′1×V1

∣∣∣ ≤ C ‖um(t)‖2
V1
,∀um ∈ V1,m (3.49)

Et on a ; ∣∣∣∫Γ0
(σ1 − σ0)um(t)dΓ

∣∣∣ ≤ ∫Γ0
|(σ1 − σ0)um(t)| dΓ

≤
∫
Γ0

∣∣∣(1
2

(∑2
i=1 uim(t) cos (ηi)

)
× uim(t)

)
um(t)

∣∣∣ dΓ

≤ C
(∑2

i=1

(∫
Γ0
|uim(t)|3 dΓ

) 1
3
) (∫

Γ0
|uim(t)|3 dΓ

) 1
3
(∫

Γ0
|um(t)|3 dΓ

) 1
3

≤ C ‖um(t)‖L3(Γ0) ‖um(t)‖L3(Γ0) ‖um(t)‖L3(Γ0) , ∀um(t) ∈ V1m

Et d’après le lemme (3.3), on a ;

‖v/Γ0‖L3(Γ0) ≤ C ‖v‖
2
3
H1(Ω0) ‖v‖

1
3
L2(Ω0)

, ∀v ∈ V1 ⊂ H1(Ω0)

d’où il vient ;∣∣∣∫Γ0
(σ1 − σ0)um(t)dΓ

∣∣∣ ≤ C ‖um(t)‖L3(Γ0) ‖um(t)‖L3(Γ0) ‖um(t)‖L3(Γ0)

≤ C
(
‖um(t)‖

2
3
H1(Ω0) ‖um(t)‖

1
3
L2(Ω0)

)(
‖um(t)‖

2
3
H1(Ω0) ‖um(t)‖

1
3
L2(Ω0)

)
×
(
‖um(t)‖

2
3
H1(Ω0) ‖um(t)‖

1
3
L2(Ω0)

)
≤ C

(
‖um(t)‖

2
3
H1(Ω0) ‖um(t)‖

1
3
L2(Ω0)

)3
,∀um(t) ∈ V1m

Donc ; ∣∣∣∣∫
Γ0

(σ1 − σ0)um(t)dΓ
∣∣∣∣ ≤ C

(
‖um(t)‖

2
3
H1(Ω0) ‖um(t)‖

1
3
L2(Ω0)

)3
(3.50)

≤ c4 ‖um(t)‖3
V1
,

∀um(t) ∈ V1 ⊂ H1(Ω0) ⊂ L2 (Ω0)

Et comme on a ;

|(σ1, ε (Φm(t)))Ω1| =
∣∣∣∫Ω1

σ1ε (Φm(t)) dx
∣∣∣

≤
∫

Ω1
|σ1ε (Φm(t))| dx

≤ c
(∫

Ω1
|σ1|2 dx

) 1
2
(∫

Ω1
|ε (Φm(t))|2 dx

) 1
2

≤ c ‖σ1‖L2(Ω1) ‖ε (Φm(t)))‖L2(Ω1)2×2
1

≤ 1
2c ‖σ1‖L2(Ω1)

∥∥∥∇ (Φm(t)) +∇T (Φm(t))
∥∥∥
L2(Ω1)2×2

1

≤ c ‖σ1‖L2(Ω1)

(
‖∇ (Φm(t))‖L2(Ω1)2×2

1
+
∥∥∥∇T (Φm(t))

∥∥∥
L2(Ω1)2×2

1

)
≤ c ‖σ1‖V2

‖Φm(t)‖V2
≤ c ‖σ1‖2

V2
‖Φm(t)‖2

V2
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où ;
L2(Ω)2×2 =

{
σ = (σij) / σij = σji ∈ L2(Ω)/ i, j = 1, 2

}
D’où ;

|(σ1, ε (Φm(t)))Ω1| ≤ c5 ‖σ1‖2
V2
‖Φm(t)‖2

V2
(3.51)

De même manière, et pour tout ;

σ1 ∈ H1 =
{
σ1 ∈ L2(Ω1)2×2

1 /Div (σ1) ∈ L2(Ω1)2
}

il existe un élément noté ;
σ1ν ∈ H ′Γ1 = H − 1

2 (Γ1)2

donc ; ∣∣∣∫Γ1
gΦm(t)dΓ

∣∣∣ =
∣∣∣∫Γ11

gΦm(t)dΓ
∣∣∣

≤ C ‖σ1η1‖
H−

1
2 (Γ1)
‖Φm(t)‖

H
1
2 (Γ1)

, ∀Φm(t) ∈ V2m

et comme on a ;
H

1
2 (Γ1) ⊂ L2(Γ1) ⊂ H − 1

2 (Γ1)
on trouve ; ∣∣∣∣∫

Γ1
gΦm(t)dΓ

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫

Γ11
σ1η1Φm(t)

∣∣∣∣
≤ C ‖σ1η1‖L2(Γ1) ‖Φm(t)‖

H
1
2 (Γ1)

,∀Φm(t) ∈ V2m

et d’après le théorème de trace (voir le Théorème (1.2)), on a ;

l’injection V2 ⊂ (H1(Ω1))2 ↪→ H
1
2 (Γ1) ⊂ L2(Γ1) est continue,

il résulte ; ∣∣∣∫Γ1
gΦm(t)dΓ

∣∣∣ =
∣∣∣∫Γ11

σ1η1Φm(t)dΓ
∣∣∣

≤ C ‖σ1η1‖L2(Γ1) ‖Φm(t)‖V2
,∀Φm(t) ∈ V2m

≤ C ‖σ1η1‖2
L2(Γ1) ‖Φm(t)‖2

V2
, ∀Φm(t) ∈ V2m

≤ c6 ‖σ1η1‖2
H1(Ω1) ‖Φm(t)‖2

V2
, ∀Φm(t) ∈ V2m

(3.52)

Moyennant de (3.45) aù (3.52) dans (3.44), on obtient ;
1
2
d
dt
‖um(t)‖2

L2(Ω0) + C3 ‖um(t)‖2
V1

+ C ‖um(t)‖2
V1

+C4 ‖um(t)‖V1
‖um(t)‖2

V1

+1
2
d
dt
‖Φm(t)‖2

L2(Ω1) + c5 ‖σ1‖2
V2
‖Φm(t)‖2

V2

+c6 ‖σ1η1‖2
H1(Ω1) ‖Φm(t)‖2

V2
≤ C1

2

(
‖f0(t)‖2

L2(Ω0) + ‖um(t)‖2
V1

)
+C2

2

(
‖f1(t)‖2

L2(Ω1) + ‖Φm(t)‖2
V2

)
, ∀ (um,Φm) ∈ V1,m × V2,m

d’où ;
1
2
d
dt
‖um(t)‖2

L2(Ω0) + 1
2

(
2C3 + 2C + 2C4 ‖um(t)‖V1

− C1
)
‖um(t)‖2

V1

+1
2
d
dt
‖Φm(t)‖2

L2(Ω1) + 1
2

(
2c5 ‖σ1‖2

V2
+ 2c6 ‖σ1η1‖2

H1(Ω1) − C2
)
‖Φm(t)‖2

V2

≤ 1
2

(
C1 ‖f0(t)‖2

L2(Ω0)

)
+ 1

2

(
C2 ‖f1(t)‖2

L2(Ω1)

)
∀ (um,Φm) ∈ V1,m × V2,m

(3.53)
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Et par intégration entre 0 et t de (3.53) , on tire ;

‖um(t)‖2
L2(Ω0) +

∫ t
0

(
2C3 + 2Cte+ 2C4 ‖um(s)‖V1

− C1
)
‖um(s)‖2

V1
ds

+ ‖Φm(t)‖2
L2(Ω1) +

(
2c5 ‖σ1‖2

V2
+ 2c6 ‖σ1η1‖2

H1(Ω1) − C2
) ∫ t

0 ‖Φm(s)‖2
V2
ds

≤ C1
∫ t
0 ‖f0(s)‖2

L2(Ω0) ds+ ‖um(0)‖2
L2(Ω0) + C2

∫ t
0 ‖f1(s)‖2

L2(Ω1) ds+ ‖Φm(0)‖2
L2(Ω1) ,

∀ (um,Φm) ∈ V1,m × V2,m

et on a ;
‖um(t)‖2

L2(Ω0) + ‖Φm(t)‖2
L2(Ω1) −

(
C1
∫ t

0 ‖f0(s)‖2
L2(Ω0) ds

+ ‖um(0)‖2
L2(Ω0) + C2

∫ t
0 ‖f1(s)‖2

L2(Ω1) ds+ ‖Φm(0)‖2
L2(Ω1)

)
≤ −

(
2C3 + 2Cte+ 2C4 ‖um(s)‖V1

− C1
) ∫ t

0 ‖um(s)‖2
V1
ds

−
(
2c5 ‖σ1‖2

V2
+ 2c6 ‖σ1η1‖2

H1(Ω1) − C2
) ∫ t

0 ‖Φm(s)‖2
V2
ds

≤
∣∣∣2C3 + 2C + 2C4 ‖um(s)‖V1

− C1

∣∣∣ ∫ t0 ‖um(s)‖2
V1
ds

+
∣∣∣(2c5 ‖σ1‖2

V2
+ 2c6 ‖σ1η1‖2

H1(Ω1) − C2
)∣∣∣ ∫ t0 ‖Φm(s)‖2

V2
ds,

∀ (um,Φm) ∈ V1,m × V2,m

donc ;

‖um(t)‖2
L2(Ω0) −

∣∣∣(2C3 + 2C + 2C4 ‖um(s)‖V1
− C1

)∣∣∣ ∫ t0 ‖um(s)‖2
V1
ds

+ ‖Φm(t)‖2
L2(Ω1) −

∣∣∣(2c5 ‖σ1‖2
V2

+ 2c6 ‖σ1η1‖2
H1(Ω1) − C2

)∣∣∣ ∫ t0 ‖Φm(s)‖2
V2
ds

≤ C1
∫ t

0 ‖f0(s)‖2
L2(Ω0) ds+ ‖um(0)‖2

L2(Ω0) + C2
∫ t

0 ‖f1(s)‖2
L2(Ω1) ds+ ‖Φm(0)‖2

L2(Ω1) ,

∀ (um,Φm) ∈ V1,m × V2,m

(3.54)

Moyennant f0\Ω0 ∈ L2(0, T, L2(Ω0)), um,0 −→ u0 dans L2(Ω0), um,0 ∈ V1,m et f1\Ω1 ∈
L2(0, T, L2(Ω1)), Φm,0 −→ Φ0 dans L2(Ω1),Φm,0 ∈ V2,m, il résulte ;

‖um(0)‖2
L2(Ω0) + C1

∫ t
0 ‖f0(s)‖2

L2(Ω0) ds ≤ C,

‖Φm(0)‖2
L2(Ω1) + C2

∫ t
0 ‖f1(s)‖2

L2(Ω1) ds ≤ C

On déduit que ;

‖um(t)‖2
L2(Ω0) +

∫ t
0

(
2C3 + 2C + 2C4 ‖um(s)‖V1

− C1
)
‖um(s)‖2

V1
ds ≤ C

‖Φm(t)‖2
L2(Ω1) +

(
2c5 ‖σ1‖2

V2
+ 2c6 ‖σ1η1‖2

H1(Ω1) − C2
) ∫ t

0 ‖Φm(s)‖2
V2
ds ≤ C

On déduit donc, en particulier que ;

‖um(t)‖L2(Ω0) ≤ C (indépendante de m)∫ t
0 ‖um(s)‖2

V1
ds ≤ C (indépendante de m)

‖Φm(t)‖L2(Ω1) ≤ C (indépendante de m)∫ t
0 ‖Φm(s)‖2

V2
ds ≤ C (indépendante de m)

On déduit que tm = T s’expriment alors l’orsque m→ +∞,

um demeure dans un borné de L2(0, T, V1) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω0))2)
Φm demeure dans un borné de L2(0, T, V2) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω1))2)
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c) Estimation a priori (II) : On va maintenant de montrer l’estimation suivant :

u′m demeure dans un borné de L2(0, T, V ′1),
Φ′m demeure dans un borné de L2(0, T, V ′2)

Soient P 1
m le projecteur orthogonal de V1 dans V1,m;{

V1 −→ V1,m

h −→ P 1
m(h) = ∑m

i=1 (h, yi)Ω0
yi

Vérifie que ;
P 1
m borné dans £(V1, V1)

i.e ; ∥∥∥P 1
m

∥∥∥
£(V1,V1)

≤ 1

Car 〈yk〉 est une base Préhilbertiènne
(
avec ‖yk‖V1

= 1
)
et par transposition, on a ;

P 1
m =

∗
P 1
m ∈ £(V ′1 , V ′1) , et

∥∥∥ P 1
m

∥∥∥
£(V ′1 ,V ′1)

≤ 1

Et soient P 2
m le projecteur orthogonal de V2 dans V2,m;{

V2 −→ V2,m

h −→ P 2
m(h) = ∑m

i=1 (h, zi)Ω1
zi

Vérifie que ;
P 2
m borné dans £(V2, V2)

i.e ; ∥∥∥P 2
m

∥∥∥
£(V2,V2)

≤ 1

Car 〈zk〉 est une base Préhilbertiènne
(
avec ‖zk‖V2

= 1
)
et par transposition, on a ;

P 2
m =

∗
P 2
m ∈ £(V ′2 , V

′

2 ), et
∥∥∥ P 2

m

∥∥∥
£(V ′2 ,V

′
2 )
≤ 1

Dans le problème (3.4)-(3.14) toutes les hypothèses du Théorème (1.1) sont satisfaite, ( i.e ;
V1et V2 deux espaces de Hilbert , aΩ0 (u, v) une forme sesquilinéaire continue sur V1), et par
conséquent il existe un opérateur ;

A0 ∈ £(V1, V
′

1)

telle que pour tous u, v dans V1, on a

aΩ0 (u, v) = 〈A0(u), v〉V ′1×V1
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Comme um ∈ V1,m = 〈y1, y2, ...., ym〉, on multiplie l’équation suivante

(u′m(t), yk)Ω0 + b1(um(t), um(t), yk) + aΩ0 (um(t), yk)
+ (DJε (um(t)) , yk)V ′1×V1

−
∫

Γ0
σ0νykdΓ

= (f0, yk)Ω0 , ∀yk ∈ V1,m

(3.55)

par yk et l’on somme sur k dans (3.55) et comme Φm ∈ V2,m = 〈z1, z2, ...., zm〉, on multiplie
l’équation suivante ;

(Φ′m(t), zk)Ω1 + (σ1, ε (zk))Ω1 +
∫

Γ11
gzkdΓ +

∫
Γ0
σ1η1zkdΓ

= (f1, zk)Ω1 ,∀zk ∈ V2,m
(3.56)

par zk et l’on somme en k dans (3.56), on tire

P 1
m(u′m(t)) + P 1

m(A0(um(t))) +∑m
k=1 (b1(um(t), um(t), yk) yk)

+ P 1
m(DJε (um(t)))−∑m

k=1
∫

Γ0
σ0ν (yk)2 dΓ0

= P 1
m(f0(t)),∀yk ∈ V1,m

(3.57)

et
P 2
m(Φ′m(t)) +∑m

k=1(σ1, ε (zk))Ω1zk +∑m
k=1

∫
Γ11

g (zk)2 dΓ
+∑m

k=1
∫
Γ0
σ1η1 (zk)2 dΓ = P 2

m(f1(t)), ∀zk ∈ V2,m
(3.58)

Comme on a
si um ∈ L2(0, T, V1) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω0))2)

alors ; A0(um) ∈ L2(0, T, V ′1)
(3.59)

Et que
si f0 ∈ L2(0, T, L2(Ω0)), alors ;
P 1
m(f0) ∈ L2(0, T, L2(Ω0))

(3.60)

Et grâce au Corollaire (1.4),

um demeure dans un borné de L2(0, T, V1) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω0))2)

il vient

um ∈ L4(0, T, (L
q
2 (Ω0))2) = L4(0, T, (L2(Ω0))2), où ; 1

q
= 1

2 −
1

2 (2) = 1
4

Et d’après le lemme (4.2)., cités précédente, on a ;

|∑m
k=1 (b1(um(t), um(t), yk) yk)|

≤ C
(
‖um‖2

(L4(Ω0))2
‖um‖L2(Ω0)

)
‖um‖V1

‖yk‖
L4(Ω0)2

‖yk‖V1

≤ C
(
‖um‖

1
2
V1 ‖um‖

1
2
L2(Ω0)

)2
‖um‖L2(Ω0) ‖um‖V1

‖yk‖
L4(Ω0)2

‖yk‖V1

≤ C ‖um‖V1
‖um‖L2(Ω0) ‖um‖L2(Ω0) ‖um‖V1

‖yk‖
1
2
H1(Ω0)

‖yk‖
1
2
L2(Ω0)

‖yk‖V1

≤ C ‖um‖2
V1
‖um‖2

L2(Ω0) ‖yk‖
1
2
V1 ‖yk‖

1
2
V1 ‖yk‖V1

≤ C ‖um‖2
V1
‖um‖2

L2(Ω0) ‖yk‖
2
V1
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D’où ; ∣∣∣∣∣
m∑
k=1

(b1(um(t), um(t), yk) yk)
∣∣∣∣∣ ≤ C ‖um‖2

V1
‖um‖2

L2(Ω0) ‖yk‖
2
V1

Il résulte ;
m∑
k=1

(b1(um(t), um(t), yk) yk) ∈ L2(0, T, V ′1 ) (3.61)

De mêmê, et d’après le résultat (3.50) , on a ;∣∣∣∑m
k=1

∫
Γ0

(σ1 − σ0) (yk)2 dΓ0

∣∣∣ ≤ C
∥∥∥(yk)2

∥∥∥3

V1
,∀yk ∈ V1,m

≤ C
∥∥∥(yk)2

∥∥∥
V1

∥∥∥(yk)2
∥∥∥2

V1
, ∀yk ∈ V1,m

≤ C ‖yk‖4
V1
,∀yk ∈ V1,m

(3.62)

Et comme on a ;

|∑m
k=1(σ1, ε (zk))Ω1zk| =

∣∣∣∑m
k=1

∫
Ω1
σ1ε (zk) zkdx

∣∣∣ ,∀zk ∈ V2m

≤ ∑m
k=1

∫
Ω1
|σ1ε (zk) zk| dx ≤

∑m
k=1

∫
Ω1
|σ1ε (zk)| |zk| dx

≤
(∑m

k=1
∫

Ω1

|σ1ε (zk)| dx
)

(∑m
k=1 |zk| dx)

≤ c ‖σ1‖2
V2
‖zk‖2

V2
‖zk‖V2

≤ c ‖σ1‖2
V2
‖zk‖3

V2
,∀zk ∈ V2m

D’où ; ∣∣∣∣∣
m∑
k=1

(σ1, ε (zk))Ω1zk

∣∣∣∣∣ ≤ c ‖σ1‖2
V2
‖zk‖3

V2
,∀zk ∈ V2m (3.63)

Et d’après le résultat (3.52) , on a ;∣∣∣∫Γ11
g (zk)2 dγ

∣∣∣ =
∣∣∣∫Γ11

σ1η1zkzk
∣∣∣

≤ C ‖σ1η1‖L2(Γ1)

∥∥∥(zk)2
∥∥∥
V2
,∀zk ∈ V2m

≤ C ‖σ1η1‖2
L2(Γ1)

∥∥∥(zk)2
∥∥∥2

V2
,∀zk ∈ V2m

≤ C ‖σ1η1‖2
H1(Ω1) ‖zk‖

4
V2
, ∀zk ∈ V2m

(3.64)

Et que ;
si f1 ∈ L2(0, T, L2(Ω1)), alors ;
P 2
m(f1) ∈ L2(0, T, L2(Ω1))

(3.65)

Finalement, d’après les résultats précédente (3.60)-(3.61) dans (3.55), et les résultats précé-
dente (3.63)-(3.64)-(3.65) dans (3.56) on obtient ;

u′m(t) = P 1
m(f0(t))− P 1

m(A0(um(t)))−∑m
k=1 (b1(um(t), um(t), yk) yk)

− P 1
m(DJε (um(t))) +∑m

k=1
∫

Γ0
σ0ν (yk)2 dΓ0, ∀yk ∈ V1,m

(3.66)

et ;
Φ′m(t) = P 2

m(f1(t))−∑m
k=1(σ1, ε (zk))Ω1zk

−∑m
k=1

∫
Γ11

g (zk)2 dΓ−∑m
k=1

∫
Γ0
σ1η1 (zk)2 dΓ,∀zk ∈ V2m

(3.67)
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D’où ;
u′m ∈ L2(0, T, V

′
1 ),

Φ′m ∈ L2(0, T, V ′2 )
Donc ;

u′m demeure dans un borné de L2(0, T, V ′1)
Φ′m demeure dans un borné de L2(0, T, V ′2 )

(3.68)

d) Passage à la limite : Comme ;

um demeure dans un borné de L2(0, T, V1) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω0))2),
Φm demeure dans un borné de L2(0, T, V2) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω1))2)

On peut extraire une sous suite uµ et Φµ telle que ;

uµ −→ u dans L2(0, T, V1) faible, où L2(0, T, V1) ⊂ L1(0, T, (L2(Ω0))2

Φµ −→ Φ dans L2(0, T, V2) faible, où L2(0, T, V2) ⊂ L1(0, T, (L2(Ω1))2 (3.69)

Puisque ;
L∞(0, T, (L2(Ω0))2) = (L1(0, T, (L2(Ω0))2)′ ⊂ L2(0, T, V ′1),
L∞(0, T, (L2(Ω1))2) = (L1(0, T, (L2(Ω1))2)′ ⊂ L2(0, T, V ′1)

il vient
uµ −→ u dans L∞(0, T, (L2(Ω0))2) faible∗
Φµ −→ Φ dans L∞(0, T, (L2(Ω1))2) faible∗

(3.70)

De (3.69)-(3.70), il résulte ;

uµ −→ u dans L2(0, T, V1) faible
Φµ −→ Φ dans L2(0, T, V2) faible

(3.71)

Et comme l’injection ;
V1 ⊂ H1(Ω0) −→ L2(Ω0) compacte
V2 ⊂ H1(Ω1) −→ L2(Ω1) compacte

Donc ;

uµ −→ u dans L2(0, T, (L2(Ω0))2) = (L2(Q0))2 fort et p.p dans Q0

Φµ −→ Φ dans L2(0, T, (L2(Ω1))2) = (L2(Q1))2 fort et p.p dans Q1
(3.72)

Comme ;
u′m demeure dans un borné de L2(0, T, V ′1)
Φ′m demeure dans un borné de L2(0, T, V ′2)

alors ;
u′µ −→ u′dans L2(0, T, V ′1 ) faible

Φ′µ −→ Φ′ dans L2(0, T, V ′2) faible
(3.73)
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On déduit de (3.69) , (3.73) que ;

uµ(0) −→ u(0) dans V ′1 faible
Φµ(0) −→ Φ(0) dans V ′2 faible

D’où ;
u(0) = u0 a un sens
Φ(0) = Φ0 a un sens

(3.74)

Et comme ;
um ∈ L2(0, T, V1) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω0))2)

et ;
u ∈ L2(0, T, V1) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω0))2)

Et d’après le lemme (4.2), de ;

u ∈ L2(0, T, V1) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω0))2)

on tire ;
u ∈ L4(0, T, (Lq(Ω0))2) où ; 1

q
= 1

2 −
1

2(2) = 1
4

De Lemme (1.1) , on a ;

(uµ).(uµ) est borné dans L2(0, T, (L
q
2 (Ω0))2) = L2(0, T, (L2(Ω0))2)

D’où
(uµ)i.(uµ)j est borné dans L2(0, T, (L2(Ω0))2)

Donc, on peut supposer que

( uµ)i.(uµ)j −→ Xi,j dans L2(0, T, (L
q
2 (Ω0))2) faible (3.75)

Par ailleurs (3.75) donne
(uµ)i −→ ui dans L2(Q0) fort

Et
(uµ)jv −→ ujv dans L2(Q0) fort, ∀v ∈ D(Q0)

Donc ; ∫ T

0
((uµ)i, (uµ)jv)Ω ds −→

∫ T

0
(ui, ujv)Ω ds,∀v ∈ D(Q0)

D’où ; ∫
Q0

(uµ)i.(uµ)jvdx ds −→
∫
Q0
uiujvdx ds, ∀v ∈ D (Q0)

Donc ;
(uµ)i.(uµ)j −→ uiuj dans D ′ (Q0) (3.76)
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Moyennant (3.75) , (3.76) , on trouve

Xi,j = uiuj (3.77)

Et comme on a ;
L2(0, T ) ↪→ D′(0, T )

Par passage à la limite, on obtient que ;

b1(uµ, uµ, yk) −→ b1(u, u, yk) faible dans L2(0, T ),∀k (3.78)

Donc ; ∫ T

0
b1(uµ, uµ, yk)vds −→

∫ T

0
b1(u, u, yk)vds,∀v ∈ L2(0, T ),∀k (3.79)

Et comme ;

(u′µ, yk)Ω0 −→ (u′, yk)Ω0 dans D′(0, T ),∀k,
aΩ0(uµ, yk) −→ aΩ0(u, yk) dans D′(0, T ),∀k,

(DJε (uµ) , yk)V ′1×V1
−→ (DJε (u) , yk)V ′1×V1

dans D′(0, T ), ∀k,∫
Γ0

(σ1 − σ0) ykdΓ −→
∫

Γ0
(σ1 − σ0) ykdΓ dans D′(0, T ),∀k

(3.80)

et ;
(Φ′µ, zk)Ω1 −→ (Φ′, zk)Ω1 dans D′(0, T ),∀k,

(σ1, ε (zk))Ω1 −→ (σ1, ε (zk))Ω1 dans D′(0, T ),∀k,∫
Γ11

gzkdΓ −→
∫

Γ11
gzkdΓ dans D′(0, T ),∀k,

(3.81)

Moyennant (3.78)-(3.79)-(3.80)-(3.81) de (3.41) , il découle ;

(u′, yk)Ω0 + b1 (u, u, yk) + aΩ0 (u, yk) + (DJε (u) , yk)V ′1×V1

+
∫
Γ0

(σ1 − σ0) ykdΓ + (Φ′, zk)Ω1 + (σ1, ε (zk))Ω1 +
∫

Γ11
gzkdΓ

= (f0, yk)Ω0 + (f1, zk)Ω1 , ∀ (yk, zk) ∈ V1,m × V2,m

(3.82)

En tenant compte la densité de V1,m dans V1 et la densité de V2,m dans V2, on conclut ;

(u′, v − u)Ω0 + b1 (u, u, v − u) + aΩ0 (u, v − u)
+ (DJε (u) , v − u)V ′1×V1

+
∫

Γ0
(σ1 − σ0) (v − u) dΓ0

+(Φ′, ϕ− Φ)Ω1 + (σ1, ε (ϕ− Φ))Ω1 +
∫

Γ11
g (ϕ− Φ) dΓ

= (f0, v − u)Ω0 + (f1, ϕ− Φ)Ω1 , ∀ (v, ϕ) ∈ V1 × V2

(3.83)

Et d’après (3.83), ce qui prouve l’existence d’une solution du problème (3.4)-(3.14).
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3.3.2 Unicité

Théorème 3.2. Sous les hypothèses suivants :

f0\Ω0 ∈ L2(0, T, L2(Ω0)), f1\Ω1 ∈ L2(0, T, L2(Ω1) )

u (0) = u0 ∈
(
L2 (Ω0)

)2
, w0 ∈ L2(0, T, V2 ) ∩ L∞(0, T, V2),

Φ (0) = w′ (0) = w1 ∈
(
L2 (Ω1)

)2

la solution du problème variationnel (P.V ) est unique.

Démonstration. Soient (u1,Φ1) et (u2,Φ2) deux solutions différentes du problème (P.V ),
vérifiant ;

uk ∈ L2(0, T, V1) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω0))2), k = 1, 2
Φk ∈ L2(0, T, V2) ∩ L∞(0, T,

(
L2 (Ω1)2

)
), k = 1, 2

On a ;
(u′1, v − u)Ω0 + b1 (u1, u1, v − u) + aΩ0 (u1, v − u)

+ (DJε (u1) , v − u)V ′1×V1
+
∫

Γ0
(σ1 − σ0) (v − u) dΓ

+(Φ′1, ϕ− Φ)Ω1 + (σ1, ε (ϕ− Φ))Ω1 +
∫

Γ11
g (ϕ− Φ) dΓ

= (f0, v − u)Ω0 + (f1, ϕ− Φ)Ω1 , ∀ (v, ϕ) ∈ V1 × V2

(3.84)

et ;
(u′2, v − u)Ω0 + b1 (u2, u2, v − u) + aΩ0 (u2, v − u)

+ (DJε (u2) , v − u)V ′1×V1
+
∫

Γ0
(σ1 − σ0) (v − u) dΓ0

+(Φ′2, ϕ− Φ)Ω1 + (σ1, ε (ϕ− Φ))Ω1 +
∫

Γ11
g (ϕ− Φ) dΓ

= (f0, v − u)Ω0 + (f1, ϕ− Φ)Ω1 , ∀ (v, ϕ) ∈ V1 × V2

(3.85)

avec les conditions ;
u1(x, 0) = u2(x, 0) = u0 sur Ω0

Φ1 (0) = Φ2 (0) = w′ (0) = w1 sur Ω1

où ;
V1 = {v / v ∈ (H1(Ω0))2, div v = 0 sur Ω0}
V2 = {v / v ∈ (H1(Ω1))2, v = 0 sur Γ12}

or que
V = {(v1, v2) ∈ V1 × V2 : v1 = v2 sur Γ0}

En posant U = u1 − u2, W = Φ1 − Φ2, pour tout (v, ϕ) ∈ V1 × V2, on a ;

(U ′, v − u)Ω0 + aΩ0 (U, v − u) + b1(u1, u1, v − u)
−b1(u2, u2, v − u) + (DJε (u1) , v − u)V ′1×V1

− (DJε (u2) , v − u)V ′1×V1
+ (W ′(t), ϕ− Φ)Ω1 = 0,

∀ (v, ϕ) ∈ V1 × V2

(3.86)
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D’autre part, de la trilinéarité de la fonction b1(u, u, v), il résulte ;

b1(u2, u2, v − u) = b1(u2, u2 − u1 + u1, v − u)
= b1(u2, (u2 − u1), v − u) + b1(u2, u1, v − u)

donc ;
b1(u1, u1, v − u)− b1(u2, u2, v − u) = b1(u1, u1, v − u)

−b1(u2, (u2 − u1), v − u)− b1(u2, u1, v − u)
où ;

b1(u1, u1, v − u)− b1(u2, u2, v − u)
= b1(u1 − u2, u1, v − u)− b1(u2, (u2 − u1), v − u)

d’où il vient ;
b1(u1, u1, v − u)− b1(u2, u2, v − u)

= b1(U, u1, v − u)− b1(u2,−U, v − u)
on déduire que ;

b1(u1, u1, v − u)− b1(u2, u2, v − u)
= b1(U, u1, v − u) + b1(−(u1 − u2), U, v − u)

+b1(u1, U, v − u) = b1(U, u1, v − u)
−b1(U,U, v − u) + b1(u1, U, v − u)

donc ;
b1(u1, u1, v − u)− b1(u2, u2, v − u) = b1(U, u1, v − u)

−b1(U,U, v − u) + b1(u1, U, v − u),∀v ∈ V1
(3.87)

Moyennant (3.87) de (3.86), il découle ;

(U ′, v − u)Ω0 + aΩ0 (U, v − u) + b1(U, u1, v − u)
−b1(U,U, v − u) + b1(u1, U, v − u)

+ (DJε (u1 − u2) , v − u)V ′1×V1

+(W ′(t), ϕ− Φ)Ω1 = 0, ∀ (v, ϕ) ∈ V1 × V2

(3.88)

Et grâce au Théorème (3.1). , on a:

u′k ∈ L2(0, T, V ′1), k = 1, 2
Φ′k ∈ L2(0, T, V ′2), k = 1, 2

donc
U ′ ∈ L2(0, T, V ′1)
W ′ ∈ L2(0, T, V ′2)

Pour (v − u) = U(t), (ϕ− Φ) = W (t), (3.88) devient ;

(U ′, U)Ω0 + aΩ0 (U,U) + b1(U, u1, U)− b1(U,U, U)
+b1(u1, U, U) + (DJε (U) , U)V ′1×V1

+ (W ′(t),W )Ω1 = 0,
∀ (v, ϕ) ∈ V1 × V2

(3.89)
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et d’après le lemme (3.2) on a ;

b1(U,U, U) = 1
2
∑2
i,j=1

∫
Γ0
UiUjUjηidΓ

b1(u1, U, U) = 1
2
∑2
i,j=1

∫
Γ0
u1iUjUjηidΓ

(3.90)

On déduit que ;
(U ′, U)Ω0 + aΩ0 (U,U) + b1(U, u1, U)

−1
2
∑2
i,j=1

∫
Γ0
UiUjUjηidΓ

+1
2
∑2
i,j=1

∫
Γ0
u1iUjUjηidΓ + (DJε (U) , U)V ′1×V1

+(W ′(t),W )Ω1 = 0, ∀ (U,W ) ∈ V1 × V2

(3.91)

Comme U ∈ L2( 0, T, V1), U ′ ∈ L2(0, T, V ′1) et W ∈ L2( 0, T, V2),W ′ ∈ L2(0, T, V ′2), on a ;

(U ′, U)Ω0 =
∫

Ω0
U ′Udx = 1

2
d
dt

∫
Ω0
|U(t)|2 dx

= 1
2
d
dt

∫
Ω0
|U(t)|2 dx = 1

2
d
dt
‖U(t)‖2

L2(Ω0)
≤ 1

2
d
dt
‖U(t)‖2

V1
, ∀U ∈ V1

(3.92)

et ;
(W ′(t),W (t))Ω1 =

∫
Ω1
W ′W dx = 1

2
d
dt

∫
Ω1
|W (t)|2 dx

= 1
2
d
dt

∫
Ω1 |W (t)|2 dx = 1

2
d
dt
‖W (t)‖2

L2(Ω1)
≤ 1

2
d
dt
‖W (t)‖2

V2
,∀W ∈ V2

(3.93)

Et d’après la continuité de la forme aΩ0(u, v) sur V1 et comme la norme sur V1 est équivalente
à la norme sur H1(Ω0), il résulte ;

|aΩ0(U(t), U(t))| = ‖U(t)‖V1
‖U(t)‖V1

= ‖U(t)‖2
V1
,∀U ∈ V1 (3.94)

et d’après (3.49) on a ;∣∣∣(DJε (U (t)) , U (t))V ′1×V1

∣∣∣ ≤ C ‖U(t)‖2
V1
,∀U ∈ V1 (3.95)

D’après (3.92)-(3.95) de (3.91) , on a ;
1
2
d
dt
‖U(t)‖2

V1
+ ‖U(t)‖2

V1

+C ‖U(t)‖2
V1

+ 1
2
d
dt
‖W (t)‖2

V2

≤ −b1(U, u1, U) + 1
2
∑2
i,j=1

∫
Γ0
UiUjUjηidΓ

−1
2

2∑
i,j=1

∫
Γ0

u1iUjUjηidΓ

≤ |−b1(U, u1, U)|+ 1
2

∣∣∣∑2
i,j=1

∫
Γ0
UiUjUjηidΓ

∣∣∣
+1

2

∣∣∣∑2
i,j=1

∫
Γ0
u1iUjUjηidΓ

∣∣∣
∀ (U,W ) ∈ V1 × V2

(3.96)

D’après le lemme (3.2), on a ;

|b(U(t), u1 (t) , U(t))|
≤ C1 ‖U(t)‖

1
2
V1 ‖U(t)‖

1
2
L2(Ω0) ‖U(t)‖

1
2
V1 ‖U(t)‖

1
2
L2(Ω0) ‖u1(t)‖V1

≤ C2 ‖U(t)‖2
V1
‖u1(t)‖V1

,∀U, u1 ∈ V1
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d’où ;
|b1(U(t), u1 (t) , U(t)) | ≤ C2 ‖U(t)‖2

V1
‖u1(t)‖V1

,∀U, u1 ∈ V1 (3.97)

et grâce à le lemme (3.3) et l’inégalité de Hôlder, on a ;

1
2

∣∣∣∣∣∣
2∑

i,j=1

∫
Γ0
UiUjUjηidΓ

∣∣∣∣∣∣ ≤ C
2∑

i,j=1

(∫
Γ0
|Ui|3 dΓ

) 1
3
(∫

Γ0
|Uj|3 dΓ

) 1
3
(∫

Γ0
|Uj|3 dΓ

) 1
3
,∀U ∈ V1

et par conséquent

1
2

∣∣∣∣∣∣
2∑

i,j=1

∫
Γ0
UiUjUjηidΓ

∣∣∣∣∣∣ ≤ C ‖U‖L3(Γ0) ‖U‖L3(Γ0) ‖U‖L3(Γ0) ,∀U ∈ V1

Et d’après le lemme (3.3), on a ;

‖v/Γ0‖L3(Γ0) ≤ C ‖v‖
2
3
H1(Ω0) ‖v‖

1
3
L2(Ω0)

,∀v ∈ V1 ⊂ H1(Ω0)

d’où ∀U ∈ V1 ⊂ H1(Ω0) ⊂ L2 (Ω0) il vient ;

1
2

∣∣∣∣∣∣
2∑

i,j=1

∫
Γ0
UiUjUjηidΓ

∣∣∣∣∣∣ ≤ C
(
‖U‖

2
3
H1(Ω0) ‖U‖

1
3
L2(Ω0)

)3
(3.98)

≤ C ‖U‖3
V1
,∀U ∈ V1

Et par la même méthode, on déduire que ;

1
2

∣∣∣∑2
i,j=1

∫
Γ0
u1iUjUjηidΓ

∣∣∣ ≤ C ‖u1‖L3(Γ0) ‖U‖L3(Γ0) ‖U‖L3(Γ0) ,∀u1, U ∈ V1

≤ C
(
‖u1‖

2
3
H1(Ω0) ‖u1‖

1
3
L2(Ω0)

)(
‖U‖

2
3
H1(Ω0) ‖U‖

1
3
L2(Ω0)

)(
‖U‖

2
3
H1(Ω0) ‖U‖

1
3
L2(Ω0)

)
≤ C ‖u1‖V1

‖U‖2
V1
, ∀u1, U ∈ V1 ⊂ H1(Ω0) ⊂ L2 (Ω0)

Moyennant à (3.97)- (3.98)-(3.99) de (3.96) donne ;

1
2
d
dt
‖U(t)‖2

V1
+ C ‖U(t)‖2

V1
+ 1

2
d
dt
‖W (t)‖2

V2

≤ C2 ‖U(t)‖2
V1
‖u1(t)‖V1

+ C ‖U (t)‖3
V1

+ C ‖u1 (t)‖V1
‖U (t)‖2

V1

≤ C3 ‖U(t)‖2
V1
‖u1(t)‖V1

+ C ‖U (t)‖3
V1

∀ (U,W ) ∈ V1 × V2

(3.99)

Et par intégration entre 0 et " t " de (3.99), on obtient ;

1
2 ‖U(t)‖2

V1
− 1

2 ‖U(0)‖2
V1

+
∫ t

0

(
C − C3 ‖u1(s)‖V1

+ C ‖U (s)‖V1

)
‖U(s)‖2

V1
ds

+1
2 ‖W (t)‖2

V2
− 1

2 ‖W (0)‖2
V2
≤ 0
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il résulte ;

‖U(t)‖2
V1

+ ‖W (t)‖2
V2
≤ ‖U(0)‖2

V1
+ ‖W (0)‖2

V2

+
∫ t

0

(
C − C3 ‖u1(s)‖V1

+ C ‖U (s)‖V1

)
‖U(s)‖2

V1
ds

≤
(
‖U(0)‖2

V1
+ ‖W (0)‖2

V2

)
+
∫ t
0

[(
C − C3 ‖u1(s)‖V1

+ C ‖U (s)‖V1

)
‖U(s)‖2

V1

]
ds

≤
∫ t

0

(
C − C3 ‖u1(s)‖V1

+ C ‖U (s)‖V1

) (
‖U(s)‖2

V1
+ ‖W (s)‖2

V2

)
ds

≤ max
t∈]0,T [

(
C − C3 ‖u1(t)‖V1

+ C ‖U (t)‖V1

) ∫ t
0

(
‖U(s)‖2

V1
+ ‖W (s)‖2

V2

)
ds

et comme
U = u1 − u2 ∈ L2(0, T, V1) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω0))2),

u1 ∈ L2(0, T, V1) ⊂ L1(0, T, V1),
W = Φ1 − Φ2 ∈ L2(0, T, V2) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω1))2)

et d’après le lemme de Gronwall (voir Lemme (1.4)), on obtient ;

U(t) = 0 et W (t) = 0⇔ u1 = u2 et Φ1 = Φ2 (3.100)

D’où ;
(u1,Φ1) = (u2,Φ2) (3.101)

Et d’après (3.101) ce qui prouve l’unicité de la solution du problème (3.4)-(3.14).

Nous pouvons maintenant énoncer notre résultat de convergence :

Convergence :

Problem 3.5 (Problème (Pε)). Supposons que les hypothèses (3.36), (3.37) suivants ;

f0\Ω0 ∈ L2(0, T, L2(Ω0)), f1\Ω1 ∈ L2(0, T, L2(Ω1) )

uε (0) = u0 ∈
(
L2 (Ω0)

)2
, w0 ∈ L2(0, T, V2 ) ∩ L∞(0, T, V2),

Φε (0) = w′ (0) = w1 ∈
(
L2 (Ω1)

)2

sont satisfaite. Trouver le champ des vitesses (uε,Φε) solution de l’inéquation variationnelle

(u′ε, v − uε)Ω0 + b1 (uε, uε, v − uε) + aΩ0 (uε, v − uε)
+g

∫
Ω0

(|ε (v)| − |ε (uε)|) dx+ (Φ′ε, ϕ− Φε)Ω1

+(σ1, ε (ϕ− Φε))Ω1 +
(∫

Γ0
(σ1 − σ0) (v − uε) dΓ

)
+
∫

Γ11
g (ϕ− Φε) dΓ

≥ (f0, v − uε)Ω0 + (f1, ϕ− Φε)Ω1 ,∀ (v, ϕ) ∈ V1 × V2

v = ϕ sur Γ0

uε (0) = u0 sur Ω0 × (0, T )
Φε (0) = w′ (0) = w1 sur Ω1 × (0, T )
uε = Φε = ∂w

∂t
= w′ sur Γ0 × (0, T )
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Théorème 3.3. Sous les hypothèses suivants ;

f0\Ω0 ∈ L2(0, T, L2(Ω0)), f1\Ω1 ∈ L2(0, T, L2(Ω1) )

u (0) = u0 ∈
(
L2 (Ω0)

)2
, w0 ∈ L2(0, T, V2 ) ∩ L∞(0, T, V2),

Φ (0) = w′ (0) = w1 ∈
(
L2 (Ω1)

)2

la solution (uε,Φε) du problème (Pε) converge vers la solution (u,Φ) du problème (3.2) dans
l’espace ;

u ∈ L2(0, T, V1 ) ∩ L∞(0, T,
(
L2 (Ω0)2

)
),

u′ ∈ L2(0, T, V ′1 )
et

Φ ∈ L2(0, T, V2) ∩ L∞(0, T,
(
L2 (Ω1)2

)
),

Φ′ ∈ L2(0, T, V ′2 )

Démonstration.1. On utilise à cet effet un raisonnement de monotonie : Soit v ∈ V1 et ϕ ∈ V2,

posons l’expression :

Xε =
∫ T

0



(u′ε, v − uε)Ω0 + b1 (uε, uε, v − uε)
+aΩ0 (uε, v − uε) + (DJε (uε) , v − uε)V ′1×V1

+
∫
Γ0

(σ1 − σ0) (v − uε) dΓ + (Φ′ε, ϕ− Φε)Ω1

+(σ1, ε (ϕ− Φε))Ω1 +
∫

Γ11
g (ϕ− Φε) dΓ

−(f0, v − uε)Ω0 − (f1, ϕ− Φε)Ω1

 dt

et que

X =
∫ T

0


(u′, v − u)Ω0 + b1 (u, u, v − u) + aΩ0 (u, v − u)

+g
∫

Ω0
(|ε (v)| − |ε (u)|) dx+ (Φ′, ϕ− Φ)Ω1

+(σ1, ε (ϕ− Φ))Ω1 +
∫

Γ0
(σ1 − σ0) (v − u) dΓ

+
∫

Γ11
g (ϕ− Φ) dΓ− (f0, v − u)Ω0 − (f1, ϕ− Φ)Ω1

 dt
Nous montrons d’abord la monotonie de la fonction DJε (uε) .
On a par définition que DJε (v) : représente la différentielle au sens de Gâteaux de Jε (v) au
point v,i.e ;

(DJε (v) , w) = lim
λ → 0

Jε (v + λw)− Jε (v)
λ

=
[
d

dλ
(Jε (v + λw))

]
λ=0

,∀w ∈ V1, λ > 0

et
Jε (v) = g

1 + ε

∫
Ω0
|ε (v)|1+ε dx,∀v ∈ V1
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Pour tout uε1 , uε2 ∈ L2(0, T, V1 ) ∩ L∞(0, T,
(
L2 (Ω0)2

)
) et uε1 6= uε2 , nous montrons que ;

(DJε (uε1)−DJε (uε2) , (uε1 − uε2))V ′1×V1
≥ 0,

∀uε1 , uε2 ∈ L2(0, T, V1 ) ∩ L∞(0, T,
(
L2 (Ω0)2

)
)

On a ;

(DJε (uε1)−DJε (uε2) , (uε1 − uε2))V ′1×V1

= (DJε (uε1) , (uε1 − uε2))V ′1×V1

− (DJε (uε2) , (uε1 − uε2))V ′1×V1

= lim
λ → 0

Jε(uε1+λ(uε1−uε2))−Jε(uε1)
λ

− lim
λ → 0

Jε(uε2+λ(uε1−uε2))−Jε(uε2)
λ

= lim
λ → 0

λ−1 ×
(

[Jε (uε1 + λ (uε1 − uε2))− Jε (uε1)]
− [Jε (uε2 + λ (uε1 − uε2))− Jε (uε2)]

)
(3.102)

et comme pour tout ε > 0, la fonction v → Jε (v) de V1 → R ∪ {+∞} est convexe et
différentiable sur V1,on a ;

Jε (µ)− Jε (ξ)− J ′ε (ζ)× (µ− ζ) ≥ 0,∀µ

donc ;
Jε (uε1 + λ (uε1 − uε2))− Jε (uε1) ≥ (J ′ε (uε1)× λ (uε1 − uε2)) ,
Jε (uε2 + λ (uε1 − uε2))− Jε (uε2) ≥ (J ′ε (uε2)× λ (uε1 − uε2)) ,

∀uε1 , uε2 ∈ L2(0, T, V1) ∩ L∞(0, T,
(
L2 (Ω0)2

) (3.103)

moyennant de (3.103) dans (3.102), on obtient ;

(DJε (uε1)−DJε (uε2) , (uε1 − uε2))V ′1×V1

= (DJε (uε1) , (uε1 − uε2))V ′1×V1

− (DJε (uε2) , (uε1 − uε2))V ′1×V1

= lim
λ → 0

Jε(uε1+λ(uε1−uε2))−Jε(uε1)
λ

− lim
λ → 0

Jε(uε2+λ(uε1−uε2))−Jε(uε2)
λ

= lim
λ → 0

λ−1 ×
(

[Jε (uε1 + λ (uε1 − uε2))− Jε (uε1)]
− [Jε (uε2 + λ (uε1 − uε2))− Jε (uε2)]

)

≥ lim
λ → 0

(
J ′ε (uε1)× (uε1 − uε2)
−J ′ε (uε2)× (uε1 − uε2)

)
≥ (J ′ε (uε1)− J ′ε (uε2))× (uε1 − uε2)

≥
(
J ′ε(uε1)−J ′ε(uε2)

uε1−uε2

)
(uε1 − uε2)2 , uε1 6= uε2

≥ (J ′′ε (ρ)) (uε1 − uε2)2 ≥ 0,∀uε1 < ρ < uε2 , J
′′
ε (ρ) ≥ 0

∀uε1 , uε2 ∈ L2(0, T, V1 ) ∩ L∞(0, T,
(
L2 (Ω0)2

)
)

Donc ;
(DJε (uε1)−DJε (uε2) , (uε1 − uε2))V ′1×V1

≥ 0,
∀uε1 , uε2 ∈ L2(0, T, V1 ) ∩ L∞(0, T,

(
L2 (Ω0)2

)
)

(3.104)

D’où la monotonie de la fonction DJε (uε) .
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2. Comme la fonction DJε (uε) est monotone donc ;

Xε ≥ 0, ∀ε > 0

et que
lim
ε→0

inf
∫ T

0
aΩ0 (uε, v − uε) dt ≥

∫ T

0
aΩ0 (u, v − u) dt,∀v ∈ V1

et que la forme v → b1 (u, v, w) est continue sur V1 × V1 × V1, donc Xε → X, lorsque ε→ 0.
3. Nous montrons aussi que ;

lim
ε→0

(DJε (uε) , v − uε)V ′1×V1
= g

∫
Ω0

(|ε (v)| − |ε (u)|) dx,∀v ∈ V1

donc ;
(DJε (uε) , v − uε)V ′1×V1

= lim
λ → 0

Jε(uε+λ(v−uε))−Jε(uε)
λ

,∀v ∈ V1

= lim
λ → 0

λ−1 × [Jε (uε + λ (v − uε))− Jε (uε)]
= lim

λ → 0
λ−1 × [Jε ((1− λ)uε + λv)− Jε (uε)]
et comme Jε (.) est convexe

≤ lim
λ → 0

λ−1 × [(1− λ) Jε (uε) + λJε (v)− Jε (uε)]
≤ lim

λ → 0
λ−1 × [(1− λ− 1) Jε (uε) + λJε (v)]

≤ lim
λ → 0

λ−1 × [(−λ) Jε (uε) + λJε (v)]
≤ lim

λ → 0
λ−1 × λ [Jε (v)− Jε (uε)]

≤ Jε (v)− Jε (uε) ,∀v ∈ V1,∀ε > 0
≤ g

1+ε
∫
Ω0
|ε (v)|1+ε dx− g

1+ε
∫

Ω0
|ε (uε)|1+ε dx,∀v ∈ V1, ∀ε > 0

≤ g
1+ε

(∫
Ω0
|ε (v)|1+ε dx−

∫
Ω0
|ε (uε)|1+ε dx

)
,∀v ∈ V1, ∀ε > 0

≤ g
1+ε

(∫
Ω0

[
|ε (v)|1+ε − |ε (uε)|1+ε

]
dx
)
,∀v ∈ V1,∀ε > 0

(3.105)

et par passage à la limite, on trouve, ∀v ∈ V1,∀ε > 0,

lim
ε→0

(DJε (uε) , v − uε)V ′1×V1

≤ lim
ε→0

g
1+ε

(∫
Ω0

[
|ε (v)|1+ε − |ε (uε)|1+ε

]
dx
)

≤ g
∫

Ω0

[|ε (v)| − |ε (u)|] dx,∀v ∈ V1

donc ;
lim
ε→0

(DJε (uε) , v − uε)V ′1×V1
≤ g

∫
Ω0

[|ε (v)| − |ε (u)|] dx,∀v ∈ V1

i,e ;
lim
ε→0

(DJε (uε) , v − uε)V ′1×V1
≤ g

∫
Ω0

(|ε (v)| − |ε (u)|) dx,∀v ∈ V1

on remplace v par (−v) , on trouve ;

lim
ε→0

(
(DJε (uε) , v − uε)V ′1×V1

−
(
g
∫

Ω0
(|ε (v)| − |ε (u)|) dx

))
= 0,∀v ∈ V1 (3.106)
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4. Soit la solution (u,Φ) du problème (3.2) et (uε,Φε) la solution du problème (Pε), on a

(u′, v − u)Ω0 + b1 (u, u, v − u) + aΩ0 (u, v − u)
+g

∫
Ω0

(|ε (v)| − |ε (u)|) dx+ (Φ′, ϕ− Φ)Ω1

+(σ1, ε (ϕ− Φ))Ω1 +
∫
Γ0

(σ1 − σ0) (v − u) dΓ +
∫

Γ11
g (ϕ− Φ) dΓ

≥ (f0, v − u)Ω0 + (f1, ϕ− Φ)Ω1 ,∀ (v, ϕ) ∈ V1 × V2

(3.107)

et
(u′ε, v − uε)Ω0 + b1 (uε, uε, v − uε) + aΩ0 (uε, v − uε)
+ (DJε (uε) , v − uε)V ′1×V1

+
∫

Γ0
(σ1 − σ0) (v − uε) dΓ

+(Φ′ε, ϕ− Φε)Ω1 + (σ1, ε (ϕ− Φε))Ω1 +
∫

Γ11
g (ϕ− Φε) dΓ

= (f0, v − uε)Ω0 + (f1, ϕ− Φε)Ω1 ,∀ (v, ϕ) ∈ V1 × V2

(3.108)

Par conséquent , la solution (uε,Φε) du problème (Pε) converge faiblement dans l’espace(
L2(0, T, V1 ) ∩ L∞(0, T,

(
L2 (Ω0)2

)
)× L2(0, T, V2) ∩ L∞(0, T,

(
L2 (Ω1)2

)
)
)
vers la solution

(u,Φ) du problème (3.2). D’autre part, si on choisit
(
v = uε+u

2 , ϕ = Φε+Φ
2

)
comme une fonction

test dans (3.107) et dans (3.108) , on obtient le système ;

(u′, uε+u2 − u)Ω0 + b1
(
u, u, uε+u2 − u

)
+ aΩ0

(
u, uε+u2 − u

)
+g

∫
Ω0

(∣∣∣ε (uε+u2

)∣∣∣− |ε (u)|
)
dx+ (Φ′, Φε+Φ

2 − Φ)Ω1

+(σ1, ε
(

Φε+Φ
2 − Φ

)
)Ω1 +

∫
Γ0

(σ1 − σ0)
(
uε+u

2 − u
)
dΓ

+
∫

Γ11
g
(

Φε+Φ
2 − Φ

)
dΓ

≥ (f0,
uε+u

2 − u)Ω0 + (f1,
Φε+Φ

2 − Φ)Ω1 ,∀ (uk,Φk) ∈ V1 × V2

(3.109)

et ;
(u′ε, uε+u2 − uε)Ω0 + b1

(
uε, uε,

uε+u
2 − uε

)
+aΩ0

(
uε,

uε+u
2 − uε

)
+
(
DJε (uε) , uε+u2 − uε

)
V ′1×V1

+
∫

Γ0
(σ1 − σ0)

(
uε+u

2 − uε
)
dΓ

+(Φ′ε, Φε+Φ
2 − Φε)Ω1 + (σ1, ε

(
Φε+Φ

2 − Φε

)
)Ω1

+
∫

Γ11
g
(

Φε+Φ
2 − Φε

)
dΓ

≥ (f0,
uε+u

2 − uε)Ω0 + (f1,
Φε+Φ

2 − Φε)Ω1 ,∀ (v, ϕ) ∈ V1 × V2

(3.110)

C-à-d ;
1
2(u′, uε − u)Ω0 + 1

2b1 (u, u, uε − u) + 1
2aΩ0 (u, uε − u)

+g
∫

Ω0

(∣∣∣ε (uε+u2

)∣∣∣− |ε (u)|
)
dx+ 1

2(Φ′,Φε − Φ)Ω1

−1
2(σ1, ε (Φε − Φ))Ω1 + 1

2
∫

Γ0

(σ1 − σ0) (uε − u) dΓ

+1
2
∫

Γ11

g (Φε − Φ) dγ

≥ 1
2(f0, uε − u)Ω0 + 1

2(f1,Φε − Φ)Ω1 ,∀ (uk,Φk) ∈ V1 × V2

(3.111)
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et
1
2(−u′ε, uε − u)Ω0 − 1

2b1 (uε, uε, uε − u)
+1

2aΩ0 (−uε, uε − u)− 1
2 (DJε (uε) , uε − u)V ′1×V1

−1
2
∫

Γ0
(σ1 − σ0) (uε − u) dΓ + 1

2(−Φ′ε,Φε − Φ)Ω1

−1
2(σ1, ε (Φε − Φ))Ω1 − 1

2
∫

Γ11
g (Φε − Φ) dΓ

≥ −1
2(f0, uε − u)Ω0 − 1

2(f1,Φε − Φ)Ω1 ,∀ (v, ϕ) ∈ V1 × V2

(3.112)

Après l’adition des inégalités (3.111) et (3.112) , on obtient ;

(u′ − u′ε, uε − u)Ω0 − b1 (uε, uε, uε − u) + b1 (u, u, uε − u)
+aΩ0 (u, uε − u) + aΩ0 (−uε, uε − u)

+2
(
g
∫

Ω0

(∣∣∣ε (uε+u2

)∣∣∣− |ε (u)|
)
dx

)
+
(
− (DJε (uε) , uε − u)V ′1×V1

)
+(Φ′,Φε − Φ)Ω1 + (−Φ′ε,Φε − Φ)Ω1

−(σ1, ε (Φε − Φ))Ω1 − (σ1, ε (Φε − Φ))Ω1

+
((∫

Γ0
(σ1 − σ0) (uε − u) dΓ

))
+
(
−
∫

Γ0
(σ1 − σ0) (uε − u) dΓ

)
+
(∫

Γ11
g (Φε − Φ) dΓ

)
+
(
−
∫

Γ11
g (Φε − Φ) dΓ

)
≥ (f0, uε − u)Ω0 − (f0, uε − u)Ω0

+(f1,Φε − Φ)Ω1 − (f1,Φε − Φ)Ω1 , ∀ (u,Φ) , (uε,Φε) ∈ V1 × V2

Donc ;

−((uε − u)′ , uε − u)Ω0 − [b1 (uε, uε, uε − u)− b1 (u, u, uε − u)]− [aΩ0 (uε − u, uε − u)]

+
[
2
(
g
∫

Ω0

(∣∣∣ε (uε+u2

)∣∣∣− |ε (u)|
)
dx

)
−
(
(DJε (uε) , uε − u)V ′1×V1

)]
−
[
((Φε − Φ)′ ,Φε − Φ)Ω1

]
− [2(σ1, ε (Φε − Φ))Ω1 ] ≥ 0,∀ (u,Φ) , (uε,Φε) ∈ V1 × V2

(3.113)
Et comme on a ;

−((uε − u)′ , uε − u)Ω0

= −
∫
Ω0

(uε − u)′ (uε − u) dx = −
∫

Ω0

1
2
d
dt

(
|(uε − u) (t)|2

)
dx

= −1
2
d
dt

(∫
Ω0
|(uε − u) (t)|2 dx

)
= −1

2
d
dt
‖(uε − u) (t)‖2

L2(Ω0)

(3.114)

et comme la forme b1 est trilinéaire sur V1 × V1 × V1,et d’après la démonstration de l’unicité
de ce problème que ;

b1 (uε, uε, uε − u)− b1 (u, u, uε − u)
= b1((uε − u) , uε, (uε − u))− b1((uε − u) , (uε − u) , (uε − u))

+b1(uε, (uε − u) , (uε − u)),∀uε ∈ V1

(3.115)
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et d’après le lemme (3.2) on a ;

b1((uε − u) , (uε − u) , (uε − u))
= 1

2
∑2
i,j=1

∫
Γ0

(uε − u)i (uε − u)j (uε − u)j ηidΓ,∀uε, u ∈ V1,

b1(uε, (uε − u) , (uε − u))
= 1

2
∑2
i,j=1

∫
Γ0
uεi (uε − u)j (uε − u)j ηidΓ,
∀uε, u ∈ V1

(3.116)

on déduire que ;

b1 (uε, uε, uε − u)− b1 (u, u, uε − u))
= b1((uε − u) , uε, (uε − u))

−1
2
∑2
i,j=1

∫
Γ0

(uε − u)i (uε − u)j (uε − u)j ηidΓ
+1

2
∑2
i,j=1

∫
Γ0
uεi (uε − u)j (uε − u)j ηidγ, ∀uε, u ∈ V1

(3.117)

Et comme on a ;

2

g ∫
Ω0

(∣∣∣∣ε(uε + u

2

)∣∣∣∣− |ε (u)|
)
dx

 = 2
(
J
(
uε + u

2

)
− J (u)

)
,∀uε, u ∈ V1 (3.118)

Moyennant de (3.114) aù (3.118) dans (3.113), on obtient ;

−1
2
d
dt
‖(uε − u) (t)‖2

L2(Ω0) − b1((uε − u) , uε, (uε − u))
−1

2
∑2
i,j=1

∫
Γ0

(uε − u)i (uε − u)j (uε − u)j ηidΓ
+1

2
∑2
i,j=1

∫
Γ0
uεi (uε − u)j (uε − u)j ηidΓ

−aΩ0 (uε − u, uε − u)
−
[(

(DJε (uε) , uε − u)V ′1×V1

)
− 2

(
J
(
uε+u

2

)
− J (u)

)]
−((Φε − Φ)′ ,Φε − Φ)Ω1 − 2(σ1, ε (Φε − Φ))Ω1 ≥ 0,

∀ (u,Φ) , (uε,Φε) ∈ V1 × V2

(3.119)

On multiplier l’inéquation (3.119) par −1, on obtient ;

+1
2
d
dt
‖(uε − u) (t)‖2

L2(Ω0) + b1((uε − u) , uε, (uε − u))
−1

2
∑2
i,j=1

∫
Γ0

(uε − u)i (uε − u)j (uε − u)j ηidΓ
+1

2
∑2
i,j=1

∫
Γ0
uεi (uε − u)j (uε − u)j ηidΓ

+aΩ0 (uε − u, uε − u)
−
[
2
(
J
(
uε+u

2

)
− J (u)

)
−
(
(DJε (uε) , uε − u)V ′1×V1

)]
+((Φε − Φ)′ ,Φε − Φ)Ω1 + 2(σ1, ε (Φε − Φ))Ω1

≤ 0, ∀ (u,Φ) , (uε,Φε) ∈ V1 × V2

(3.120)

Et comme on a ;

1
2
d

dt
‖(uε − u) (t)‖2

L2(Ω0) ≤
1
2
d

dt
‖(uε − u) (t)‖2

V1
,∀ (uε − u) ∈ V1 (3.121)
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Et d’après le lemme (3.2), on a ;

|b1((uε − u) , uε, (uε − u))| ≤ C2 ‖(uε − u)‖2
V1
‖uε(t)‖V1

,∀uε, u ∈ V1 (3.122)

et grâce à le lemme (3.3), l’inégalité de Hôlder et le fait que ∀uε, u ∈ V1 ⊂ H1(Ω0) ⊂ L2 (Ω0),
on a ; ∣∣∣∣∣∣12

2∑
i,j=1

∫
Γ0

(uε − u)i (uε − u)j (uε − u)j ηidΓ

∣∣∣∣∣∣ (3.123)

≤ C
(
‖(uε − u)‖

2
3
H1(Ω0) ‖(uε − u)‖

1
3
L2(Ω0)

)3

≤ C3 ‖(uε − u)‖3
V1
,∀uε, u ∈ V

et par la même méthode, on déduire que ;∣∣∣∣∣∣−1
2

2∑
i,j=1

∫
Γ0
uεi (uε − u)j (uε − u)j ηidΓ

∣∣∣∣∣∣ (3.124)

≤ C4 ‖uε‖V1
‖(uε − u)‖2

V1
,∀uε, u ∈ V1

Et d’après la continuité de la forme aΩ0(u, v) sur V1 et comme la norme sur V1 est équivalente
à la norme sur H1(Ω0), il résulte ;

|aΩ0 (uε − u, uε − u)|
= ‖(uε − u) (t)‖V1

‖(uε − u) (t)‖V1

= ‖(uε − u) (t)‖2
V1
,∀uε, u ∈ V1

(3.125)

Et on a par définition que ; ∣∣∣((Φε − Φ)′ ,Φε − Φ)Ω1

∣∣∣
≤ 1

2
d
dt
‖(Φε − Φ) (t)‖2

L2(Ω1)
≤ 1

2
d
dt
‖(Φε − Φ) (t)‖2

V2
,∀Φε,Φ ∈ V2

(3.126)

Et par démonstration précidente on a ;

|2(σ1, ε (Φε − Φ))Ω1 | = 2
∣∣∣∫Ω1

σ1ε (Φε − Φ) dx
∣∣∣

≤ 2c6 ‖σ1‖2
V2
‖(Φε − Φ) (t)‖2

V2
,∀Φε,Φ ∈ V2

(3.127)

Moyennant de (3.121) aù (3.127) dans (3.120) , on obtient ;

+1
2
d
dt
‖(uε − u) (t)‖2

V1
+ C2 ‖(uε − u) (t)‖2

V1

+C3 ‖(uε − u) (t)‖3
V1

+ C4 ‖uε‖ (t)V1
‖(uε − u) (t)‖2

V1

+ ‖(uε − u) (t)‖2
V1
−
[(

(DJε (uε) , uε − u)V ′1×V1

)
− 2

(
J
(
uε+u

2

)
− J (u)

)]
+1

2
d
dt
‖(Φε − Φ) (t)‖2

V2
+ 2c6 ‖σ1‖2

V2
‖(Φε − Φ) (t)‖2

V2
≤ 0

∀ (u,Φ) , (uε,Φε) ∈ V1 × V2

(3.128)
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Et par intégration entre 0 et " t " de (3.128) , on obtient ;
1
2 ‖(uε − u) (t)‖2

V1
− 1

2 ‖(uε − u) (0)‖2
V1

+
[(

(DJε (uε) , uε − u)V ′1×V1

)
− 2

(
J
(
uε+u

2

)
− J (u)

)]
+
∫ t

0

(
C2 + C3 ‖(uε − u) (s)‖V1

+ C4 ‖uε (s)‖V1
+ 1

)
‖(uε − u) (s)‖2

V1
ds

+1
2 ‖(Φε − Φ) (t)‖2

V2
− 1

2 ‖(Φε − Φ) (0)‖2
V2

+
∫ t

0 2c6 ‖σ1‖2
V2
‖(Φε − Φ) (s)‖2

V2
ds

≤ 0,∀ (u,Φ) , (uε,Φε) ∈ V1 × V2

D’où ;
1
2 ‖(uε − u) (t)‖2

V1
+ 1

2 ‖(Φε − Φ) (t)‖2
V2

≤ 1
2 ‖(uε − u) (0)‖2

V1
+ 1

2 ‖(Φε − Φ) (0)‖2
V2

+
[(

(DJε (uε) , uε − u)V ′1×V1

)
− 2

(
J
(
uε+u

2

)
− J (u)

)]
+ max
t∈]0,T [

(
−C2 − C3 ‖(uε − u) (s)‖V1

−C4 ‖uε (s)‖V1
− 1,−2c6 ‖σ1‖2

V2

)
×
∫ t

0

(
‖(uε − u) (s)‖2

V1
+ ‖(Φε − Φ) (s)‖2

V2

)
ds,

∀ (u,Φ) , (uε,Φε) ∈ V1 × V2

Donc ;
‖(uε − u) (t)‖2

V1
+ ‖(Φε − Φ) (t)‖2

V2

≤ ‖(uε − u) (0)‖2
V1

+ ‖(Φε − Φ) (0)‖2
V2

+2
[(

(DJε (uε) , uε − u)V ′1×V1

)
− 2

(
J
(
uε+u

2

)
− J (u)

)]
+ max
t∈]0,T [


−2C2 − 2C3 ‖(uε − u) (s)‖V1

−2C4 ‖uε (s)‖V1
− 2,

−2c6 ‖σ1‖2
V2


×
∫ t

0

(
‖(uε − u) (s)‖2

V1
+ ‖(Φε − Φ) (s)‖2

V2

)
ds,

∀ (u,Φ) , (uε,Φε) ∈ V1 × V2

Moyennant u (0) = u0 et uε (0) = u0, dans L2(Ω0), uε ∈ V1 et que Φ (0) = w′ (0) = w1 et
Φε (0) = w′ (0) = w1 dans (L2 (Ω1))2

,Φε (0) ∈ V2, il résulte ;

‖(uε − u) (t)‖2
V1

+ ‖(Φε − Φ) (t)‖2
V2

≤ 2
[(

(DJε (uε) , uε − u)V ′1×V1

)
− 2

(
J
(
uε+u

2

)
− J (u)

)]
+ max
t∈]0,T [

(
−2C2 − 2C3 ‖(uε − u) (s)‖V1

−2C4 ‖uε (s)‖V1
− 2,−2c6 ‖σ1‖2

V2

)
×
∫ t

0

(
‖(uε − u) (s)‖2

V1
+ ‖(Φε − Φ) (s)‖2

V2

)
ds,

∀ (u,Φ) , (uε,Φε) ∈ V1 × V2

Et de (3.106) et lorsque ε→ 0,on a ;

lim
ε→0

[(
(DJε (uε) , uε − u)V ′1×V1

)
− 2

(
J
(
uε + u

2

)
− J (u)

)]
= 0,∀u, uε ∈ V1

Et d’après le lemme de Gronwall (voir Lemme (1.4)), on obtient

‖(uε − u) (t)‖2
V1

+ ‖(Φε − Φ) (t)‖2
V2
≤ 0
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Donc
lim

ε 7−→ 0

[
‖(uε − u) (t)‖2

V1
+ ‖(Φε − Φ) (t)‖2

V2

]
= 0 (3.129)

i,e ;
lim

ε 7−→ 0
‖(uε − u) (t)‖2

V1
= 0 et lim

ε 7−→ 0
‖(Φε − Φ) (t)‖2

V2
= 0 (3.130)

D’où la solution (uε,Φε) du problème (Pε) converge vers la solution (u,Φ) du problème (3.2).
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CHAPITRE 4

PROBLÈME D’ÉVOLUTION POUR L’ÉQUATION DE
NAVIER–STOCKES PERTURBÉE PAR LE TERME NON

LINÉAIRE |U |ρU AVEC LES CONDITIONS AUX LIMITES DE
DIRICHLET–HOMOGÈNE

Résumé

Dans ce chapitre, nous considérons un problème d’évolution pour les équations de Navier–
Stockes perturbés par le terme non linéaire |u|ρ u. Nous associons à ce problème des conditions
aux limites de Dirichlet homogènes et des conditions initiales. Pour n = 2 en utilisant quelque
résultats mathématiques, nous démontrons l’unicité de la solution, tout en utilisant aussi la
formulation variationnelle et les techniques de Faedo-Galarkin, ainsi que la méthode de com-
pacité, on démontre que le problème considéré possède au moins une solution variationnelle.



K. MOSBAH 4.1 Formulation variationnelle

4.1 Formulation variationnelle

Soit Ω un ouvert borné quelconque de Rn (Ω ⊂ Rn) occupé par un fluide incompressible
qui se déplace, ( en supposant que la notion l’écoulement de fluide a un sens dans Rn), de
frontière Γ régulière (i.e.de classe C1 ), on désigne par u un vecteur {u1,u2, ..., un}, où ∀i,
ui : Q = Ω× ]0, T [→ R. On pose que Σ = Γ× ]0, T [ , où T est un réel fini.

Le problème considéré dans ce paragraphe consiste à chercher la vitesse

u = {u1, u2, ..., un} : u : Q = Ω× ]0, T [→ Rn,

et une fonction scalaire
P : Q = Ω× ]0, T [→ R, P ≥ 0

vérifiant :
∂u

∂t
− ν∆u+

n∑
i=1

ui Diu+ |u|ρ u = f − grad p, (ν > 0), ρ > −1 (4.1)

div u = 0 dans Ω, (4.2)

u = 0 sur Σ = Γ× ]0, T [ , (4.3)

ui(x, 0) = u0i(x), x ∈ Ω. (4.4)

4.1.1 Quelques résultats :

Dans ce chapitre, on utilise quelques lemmes qui interviennent dans la suite de ce travail
tout en commençant par :

Lemme 4.1. La forme bilinéaire a(u, v) est symétrique, continue et coercive sur V × V
et la forme trilinéaire b(u, v, w) est continue sur V × V ×V .

Lemme 4.2. Soit v ∈ V, et P une fonction scalaire ;

(gradP, v)Ω = 0, P ∈ D′(Ω)

avec gradP = ( ∂P
∂x1
, ∂P
∂x2
, ..., ∂P

∂xn
), divP =

n∑
i=1

(DiP ), où DiP = ∂P
∂xi
.
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Lemme 4.3. Si v ∈ V , alors on a ;

b(v, v, v) = 0, ∀v ∈ V

Lemme 4.4. Si n = 2, il existe une constante C(Ω) telle que ;

‖v‖L4(Ω) ≤ C(Ω) ‖v‖
1
2
V ‖v‖

1
2
L2(Ω) ,∀v ∈ V

Lemme 4.5. Pour n = 2, si u ∈ L2(0, T, V ) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω))n), alors ;
n∑
i=1

uiDiu ∈ L2(0, T, V ′).

Lemme 4.6 (Théorème (1.1)). Soit H un espace de Hilbert sur K ( R où C) , a une forme
bilinéaire continue sur H, alors il existe un opérateur A linéaire continue de H dans H ′, telle
que

a(u, v) = 〈A(u), v 〉H/×H , ∀(u, v) ∈ H2

Lemme 4.7 (Lemme (1.2)). Pour u ∈ V , la forme linéaire

v → b(u, u, v)

est continue sur
Vs = adhérence de {ϕ/ϕ ∈ (D(Ω))n, divϕ = 0}

On a
b(u, u, v) = (g(u), v)Ω, g(u) ∈ V /

s , avec ‖g(u)‖V ≤ C ‖u‖2
(Lp(Ω))n ,

où : 1
p

= 1
2 −

1
2n, p < q, et 1

q
= 1

2 −
1
n
, avec s = n

2

Lemme 4.8. Soit Θ un ouvert borné de Rn
x×Rt , gµ et g des fonctions de Lq(Θ), 1 < q <∞,

telles que ;
‖gµ‖Lq(Θ) ≤ c, gµ → g p.p. dans Θ

alors ;
gµ → g dans Lq faible

4.1.2 Formulation faible

Dans ce paragraphe, on s’intéresse à l’étude variationnelle du problème considéré en ba-
sant sur des résultats d’analyse fonctionnelle très importants. En démontre à la fin de ce
paragraphe que le problème considéré est équivalent à un problème variationnel qui nous
permet d’étudier l’existence et l’unicité de la solution.
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On introduit les notations suivantes ;

∇P =
(
∂P

∂x1
,
∂P

∂x2
, ...,

∂P

∂xn

)

a(u, v) =
n∑

i,j=1

∫
Ω

∂uj
∂xi

.
∂vj
∂xi

dx

b(u, v, w) =
n∑

i,j=1
(ui(Divj), wj)Ω =

n∑
i,j=1

∫
Ω
ui(Divj)wjdx

pour tout u, v, w ∈ V , où V désigne le sous espace de (H1(Ω))n défini par ;

V =
{
v ∈ (H1(Ω))n, v = 0 sur Σ = Γ× ]0, T [ p.p, div v = 0

}
Proposition 4.1. Sous les hypothèses ;

f ∈ L2(0, T, L2(Ω)) = L2(Q), (4.5)

u0 ∈ (L2(Ω))2, (4.6)

le problème (4.1)-(4.4) est équivalent au problème variationnel (P.V ) suivant ;

(P.V )


Trouver u ∈ V ∩ (Lp(Ω))n et P ∈ D′(Ω) tels que ;
(u′, v)Ω + νa(u, v) + b(u, u, v) + (|u|ρ u, v)Ω = (f, v)Ω ,

∀v ∈ V ∩ (Lp(Ω))n, p = ρ+ 2, ρ > −1
u(x, 0) = u(0) = u0(x) dans Ω

Où
V =

{
v ∈ (H1(Ω))n, v = 0 sur Σ = Γ× ]0, T [ p.p, div v = 0

}

Démonstration. Soit u est une solution du problème (4.1)-(4.4) , on multiple l’équation (4.1)
par v ∈ H1(Ω) ( i.e.on utilise le produit scalaire ) et on intègre sur Ω, il vient ;

∫
Ω u
′vdx− ν

∫
Ω(∆u)vdx+∑n

i=1
∫

Ω (uiDiu) vdx+
∫

Ω |u|
ρ uv dx

=
∫

Ω fvdx−
∫

Ω(grad p)vdx
(4.7)

En utilisant la formule de Green, on voit que

ν
∫

Ω
(−∆u)vdx = ν

∫
Ω
∇u∇vdx− ν

∫
Γ

∂u

∂η
vdΓ,∀ u ∈ C2(

_
Ω) et ∀v ∈ C1(

_
Ω) (4.8)

Pour v = 0 sur Γ, de (4.7), on tire que ;∫
Ω
u′vdx− ν

∫
Ω

(∆u)vdx =
∫

Ω
u′vdx+ νa(u, v), ∀u, v ∈ H1(Ω) (4.9)
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D’après le Lemme (4.2)., on a ;

(grad p, v)
Ω

=
∫

Ω(grad p)vdx =
∫

Ω
∑n
i=1(Dip)vi(x)dx = ∑n

i=1
∫

Ω(Dip)vi(x)dx

= ∑n
i=1 (Dip, vi)Ω

= −∑n
i=1 (p,Divi)Ω

= − (p, div v) .
(4.10)

et d’après le Lemme (4.2)., on a ;

b(u, v, w) =
n∑

i,j=1
(ui(Divj), wj)Ω =

n∑
i,j=1

∫
Ω

ui(Divj)wjdx

Moyennant (4.9) , (4.10), il découle ;

(u′, v)Ω + ν a(u, v) + b(u, u, v) + (|u|ρ u, v)Ω

= (f, v)Ω − (p, div v) ,∀u, v ∈ (H1(Ω))n
(4.11)

Pour v = 0 sur Σ, div v = 0, de (4.11), on tire que ;

(P.V )


Trouver u ∈ V ∩ (Lp(Ω))n , P ∈ D′(Ω)

tels que, pour v ∈ V ∩ (Lp(Ω))n :
(u′, v)Ω + ν a(u, v) + b(u, u, v) + (|u|ρ u, v)Ω = (f, v)Ω , ρ > −1

u(x, 0) = u(0) = u0(x) dans Ω

(4.12)

où ;
V =

{
v ∈ (H1(Ω))n, v = 0 sur Σ = Γ× ]0, T [ p.p, div v = 0

}
Réciproquement : Soit u une solution du problème variationnel (P.V ), on a

(u′, v)Ω + νa(u, v) + b(u, u, v) + (|u|ρ u, v)Ω = (f, v)Ω ,∀v ∈ V ∩ (Lp(Ω))n

En utilisant la formule de Green ;{ ∫
Ω u
′vdx+ ν

∫
Ω(−∆u) vdx+ ν

∫
Γ
∂u
∂η
vdΓ +∑n

i=1
∫

Ω (uiDiu) vdx
+
∫
Ω |u|

ρ uvdx =
∫

Ω fvdx, ∀v ∈ V ∩ (Lp(Ω))n
(4.13)

Pour v = ϕ ∈ D(Ω), (4.13) devient ;{ ∫
Ω u
′ϕ dx+ ν

∫
Ω(−∆u)ϕ dx+∑n

i=1
∫

Ω (uiDiu)ϕ dx+
∫

Ω |u|
ρ uϕdx

=
∫

Ω f ϕdx, ∀ϕ ∈ D(Ω),
(4.14)

En posant
∂u

∂t
− ν∆u+

n∑
i=1

uiDiu+ |u|ρ u − f = S

De (4.14), on conclut
(S, ϕ)Ω = 0,∀ϕ ∈ D(Ω) (4.15)

D’après le théorème de dualité de Rham ( voir Théorème (1.5) ), de (4.14) il résulte

S = − grad (p) , p ∈ D′(Ω)

Et par conséquent les équations (4.2) , (4.3) et (4.4) sont vérifiées, donc u est une solution
forte du problème (4.1)- (4.4).
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4.2 Existence et Unicité

Dans cette sous section, on fait appel au résultats des lemmes (4.1)-(4.4), dans ce chapitre.

4.2.1 Existence

Théorème 4.1. Sous les hypothèses (4.5) , (4.6) suivants ;

f ∈ L2(0, T, L2(Ω)) = L2(Q)

u0 ∈ ((L2(Ω))n

le problème (P.V ) admet au moins une solution u pour T fini quelconque,vérifie ;

u ∈ L2(0, T, V ∩ (Lp(Ω))n) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω))n)

u′ ∈ L2( 0, T, V ′ + Lp(Ω)) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω))n)

Démonstration. La démonstration du théorème se décompose en trois étapes :

a Solutions approchées (on construit des solutions approchées par la méthode de Faedo-
Galerkin )
b Estimations apriori (on établit, sur ces solutions approchées des estimations à apriori )
c Passage à la limite (en utilisant la propriété de compacité )

Démonstration. a) Solutions approchées :

Soit l’espace (Hs(Ω))n, s = n
2 , muni du produit scalaire ;

(u, v)s =
n∑
i=1

(ui, vi)Hs(Ω) , ∀v ∈ H
s(Ω) (4.16)

Avec cette notation, on a le problème spectrale ;

((w, v))s = λ (w, v) , ∀v ∈ Vs = adhérence de {ϕ / ϕ ∈ (D(Ω))n, divϕ = 0} dans (Hs(Ω))n
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Et
‖u‖s = ((u, u)s)

1
2

qui admet une suite des solutions non nulles sont des vecteurs propres wj associées aux
valeurs propres λj ;

((wj, v))s = λj (wj, v) , ∀v ∈ Vs, λj > 0 (4.17)

Avec ;
Vs ⊂ V1 = V ⊂ L2(Ω) et V1 → (L2(Ω))n est compacte

Puisque ;
(H1

0 (Ω))n → (L2(Ω))n est compacte

Et que
Vs ⊂ V ⊂ L2(Ω) ⊂ V ′ ⊂ V ′s

où ;
V =

{
v ∈ (H1(Ω))n, v = 0 sur Σ = Γ× ]0, T [ p.p, div v = 0

}
Comme l’espace V ∩(Lp(Ω))n est séparable pour 1 ≤ p <∞, (car ; V est séparable et l’espace
Lp(Ω) avec p = ρ + 2 est séparable pour 1 ≤ p < +∞), il existe une base Préhilbertiènne
{w1, w2, ..., wm}, des fonctions ayant les propriétés suivantes :

1. [w1, w2, ..., wm] une base ortho-normale, i.e,‖wk‖ = 1,∀k, et (wi, wj) = 0, ∀i, j, i 6= j, ∀j,
wj ∈ V ;

2. La famille {w1, w2, ..., wm} est linéairement indépendante ;
3. l’espace Vm engendré par {w1, w2, ..., wm} est dense dans V ∩ (Lp(Ω))n, avec p = ρ+ 2.

comme base spéciale dans la méthode de Faedo-Galerkin :
On définit um(t) solution « approcheés » d’ordre ”m” par ;

um(t) =
m∑
k=1

λm,k(t)wk

D’après (4.12), on a pour tout v ∈ Vm

(u′m(t), v)Ω + ν a(um(t), v) + b(um(t), um(t), v) + (|um(t)|ρ um(t), v)Ω = (f, v)Ω (4.18)

De (4.18), en remplaçant v par wk,∀k = 1, ...,m, on obtient ;

(u′m(t), wk)Ω + ν a(um(t), wk) + b(um(t), um(t), wk) + (|um(t)|ρ um(t), wk)Ω = (f, wk)Ω (4.19)

Comme {w1, w2, ..., wm} est linéairement indépendante, la matrice associe des systèmes (4.19)
est inversible et d’aprés les arguments standarts des systèmes d’équations différentielles ordi-
naires non linéaires nous conclusions que le système (4.19) admet au moins une solution um
dans Vm,

um(0) −→ um,0, um(0) ∈ {w1, w2, ..., wm} ,
um,0 −→ u0 dans Vm ∩ (Lp(Ω))n ∩ ((L2(Ω))n, p = ρ+ 2.
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D’ou l’existence d’une suite (um)m des solutions du problème (4.1)-(4.4).
b) Estimations a priori (I) :
Comme um ∈ Vm = 〈w1, w2, ...., wm〉, on multiplie l’équation (4.19) par λm,k(t) et l’on somme
en k dans (4.19), on obtient ;

(u′m(t), um(t))Ω + ν a(um(t), um(t)) + b(um(t), um(t), um(t))
+(|um(t)|ρ um(t), um(t))Ω = (f, um(t))Ω

(4.20)

On va vérifier que ;

um demeure dans un borné de (4.21)
L2(0, T, V ∩ (Lp(Ω))n) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω))n) et p = ρ+ 2.

De (4.12), on a pour tout um ∈ Vm la formulation variationnelle ;

(u′m, um) + ν a(um, um) + b(um, um, um) + (|um|ρ um, um)Ω = (f, um)Ω

Relativement à cette formulation on a ;

(u′m(t), um(t)) = 1
2
d

dt
‖um(t)‖2

L2(Ω) (4.22)

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwartz, on a :

|(f(t), um(t))Ω| ≤ 1√
ν
‖f(t)‖L2(Ω)

√
ν ‖um(t)‖L2(Ω)

≤ C√
ν
‖f(t)‖L2(Ω)

√
ν ‖um(t)‖V

Moyennant de l’Inégalité de Young, il résulte ;

|(f(t), um(t))Ω| ≤
1
2
C0

ν
‖f(t)‖2

L2(Ω) + 1
2ν ‖um(t)‖2

V (4.23)

Aussi, et d’après le Lemme (4.1), on a ;

|νa(um(t), um(t))| ≤ ν ‖um(t)‖V ‖um(t)‖V = ν ‖um(t)‖2
V (4.24)

Et comme on a ;
b(um(t), um(t), um(t)) = 0, ∀um ∈ Vm (4.25)

De (4.20) , on déduit que ;

(u′m(t), um(t))Ω + νa(um(t), um(t)) + (|um(t)|ρ um(t), um(t))Ω = (f, um(t))Ω (4.26)

Et comme le produit scalaire suivant :

|(|um(t)|ρ um(t), um(t))Ω| =
∣∣∣∣∫

Ω
|um(t)|ρ um(t)um(t)dx

∣∣∣∣
≤

∫
Ω
|um(t)|ρ+2 dx = ‖um(t)‖pLp(Ω)
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Et comme ;

um ∈ Vm et Vm dense dans V ∩ (Lp(Ω))n, avec p = ρ+ 2, ρ > −1

On tire que ;
|(|um(t)|ρ um(t), um(t))Ω| ≤ ‖um(t)‖pLp(Ω) (4.27)

Et par intégration entre 0 et t de (4.20) et on utilisant les inégalités (4.22) , (4.23) , (4.24) ,
(4.27), on tire que ;

‖um(t)‖2
V + 2ν

∫ t
0 ‖um(s)‖2

V ds+
∫ t
0 ‖um(s) ‖pLp(Ω) ds

≤ ‖u0m‖2
L2(Ω) + C0

ν

∫ t
0 ‖f(s)‖2

L2(Ω) ds+ ν
∫ t

0 ‖um(s)‖2
V ds

Moyennant f ∈ L2(0, T, L2(Ω)) = L2(Q), u0m −→ u0 dans L2(Ω), um,0 ∈ V , il résulte ;

‖u0m‖2
L2(Ω) + C0

ν

∫ t

0
‖f(s)‖2

L2(Ω) ds ≤ Constante = C4

On déduit que ;
‖um(t)‖2

V +
∫ t

0
‖um(s) ‖pLp(Ω) ds ≤ Constante = C4

On déduit, en particulier que ;

‖um(t)‖V ≤ Constante (indépendante de m)

Et par conséquent ; ∫ t

0
‖um(s)‖pLp(Ω) ds ≤ Constante (indépendante de m)

On déduit que tm = T s’expriment alors ;

Lorsque m→ +∞, um demeure dans un borné de
L2(0, T, V ∩ (Lp(Ω))n) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω))n), et p = ρ+ 2, ρ > −1

c) Estimation a priori (II) :
On va maintenant montrer l’estimation suivant ;

u′m demeure dans un borné de
L2(0, T, V ′ + Lp

′(Ω)) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω))n),
avec 1

p
+ 1

p′
= 1, et p = ρ+ 2.

(4.28)

Soient Pm le projecteur orthogonal de V ∩ (Lp(Ω))n dans Vm ;

V ∩ (Lp(Ω))n −→ Vm
h −→ Pm(h) = ∑m

i=1 (h,wi)Ω wi

Vérifie que ;
Pm borné dans £(V ∩ (Lp(Ω))n, V ∩ (Lp(Ω))n))
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i.e ;
‖Pm ‖£(V ∩(Lp(Ω))n ,V ∩(Lp(Ω))n ) ≤ 1

Car 〈wk〉 est une base préhilbertiènne
(
avec ‖wk‖V ∩(Lp(Ω)) = 1

)
et par transposition, on a ;

Pm =
∗
Pm ∈ £(V ′ + Lp

′(Ω)), et ‖ Pm‖£(V ′+Lp′ (Ω)) ≤ 1

Dans le problème (4.1)-(4.4) (de même (P.V )), toutes les hypothèses du théorème, (voir
Théorème (1.1) ), sont vérifies et par conséquent il existe un opérateur ;

A ∈ £(V ∩ (Lp(Ω))n, V ′ + Lp
′(Ω))

telle que pour tous u, v dans V , on a ;

a(u, v) = 〈A(u), v〉V ′+Lp′ (Ω) ×V ∩(Lp(Ω))n

d’où de (4.19) , on tire que ;

(u′m(t), wk)Ω + ν 〈A(um(t)), wk 〉V ′×V + b(um(t), um(t), wk)
+(|um(t)|ρ um(t), wk)Ω = (f, wk)Ω

(4.29)

On multiplie (4.29) par wk et l’on somme sur k , on obtient ;

Pm(u′m(t)) + ν Pm(A(um(t))) +∑m
k=1 (b(um(t), um(t), wk)wk)

+∑m
k=1(|um(t)|ρ um(t), wk)Ωwk = Pm(f(t))

D’où ;
Pm(u′m(t)) + ν Pm(A(um(t))) +∑m

k=1 (b(um(t), um(t), wk) wk)
+ Pm(|um(t)|ρ um(t)) = Pm(f(t))

(4.30)

D’après le Lemme (4.6), de

si um ∈ L2(0, T, V ∩ (Lp(Ω))n) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω))n) et p = ρ+ 2
alors, A(um) ∈ L2(0, T, V ′ + Lp

′(Ω))
(4.31)

Et que
si f ∈ L2(0, T, L2(Ω)) = L2(Q), alors,

Pm(f) ∈ L2(Q)
(4.32)

Grâce au Lemme (1.1), pour n = 2, de

um demeure dans un borné de L2(0, T, V ) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω))n)

il vient ;
um ∈ L4(0, T, (L

q
2 (Ω))n) = L4(0, T, (L2(Ω))n), où 1

q
= 1

2 −
1

2n.
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Et grâce aux lemmes (4.4) et (4.5), cités précédentes on a ;

|∑m
k=1 (b(um(t), um(t), wk), wk)| = |−

∑m
k=1 (b(um(t), wk, um(t)), wk)|

≤ C ‖um‖2

(L4(Ω))2
‖wk‖L2(Ω) ‖wk‖V

≤ C

((
‖um‖

1
2
V ‖um‖

1
2
L2(Ω)

)2
‖wk‖L2(Ω)

)
‖wk‖V

≤ C ‖um‖V ‖um‖L2(Ω) ‖wk‖L2(Ω) ‖wk‖V
≤ C ‖um‖V ‖um‖L2(Ω) ‖wk‖

2
V

D’où ; ∣∣∣∣∣
m∑
k=1

(b(um(t), um(t), wk) wk)
∣∣∣∣∣ ≤ C ‖um‖V ‖um‖L2(Ω) ‖wk‖V ‖wk‖V ≤ C

Il résulte ;
m∑
k=1

(b(um(t), um(t), wk) wk) ∈ L2(0, T, V ′ + LP
′(Ω)) (4.33)

Comme um ∈ Vm et Vm dense dans V ∩ (Lp(Ω))n,avec p = ρ+ 2, et d’après l’application :{
Lp(Ω) −→ Lp

′(Ω), avec 1
P

+ 1
p′

= 1, et p = ρ+ 2, ρ > −1
f −→ |f |ρ f

Alors ;
|um|ρ um demeure dans un borné de L∞(0, T, (Lp′(Ω))n)

Car ;
|(|um(t)|ρ um(t), um(t))Ω| ≤ ‖um(t) ‖pLp(Ω)

Et comme on a ;
L∞(0, T, (LP /(Ω))n) ⊂ L2

(
0, T ;

(
LP
′(Ω)

)n)
,

On tire que ;

|um|ρ um demeure dans un borné de L2
(
0, T ;

(
LP
′(Ω)

)n)
(4.34)

Finalement, d’après les résultats précédente (4.31)-(4.34) dans (4.30), on obtient ;

u′m ∈ L2(0, T, V ′ + Lp
′(Ω)) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω))n)

D’où ;

u′m demeure dans un borné de L2(0, T, V ′ + Lp
′(Ω)) ∩ L∞(0, T,

(
L2(Ω)

)n
)

d) Passage à la limite :
Comme ;

um demeure dans un borné de
L2(0, T, V ∩ (Lp(Ω))n) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω))n) et p = ρ+ 2, ρ > −1
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On peut extraire une sous suite uµ telle que ;

uµ −→ u dans L2(0, T, V ∩ (Lp(Ω))n) faible,
où L2(0, T, V ∩ (Lp(Ω))n) ⊂ L1 (0, T, (L2(Ω))n)

(4.35)

Puisque ;

L∞(0, T, (L2(Ω))n) = (L1(0, T, (L2(Ω))n)′ ⊂ L2
(
0, T, V ′ +

(
LP
′(Ω)

)n)
il vient ;

uµ −→ u dans L∞(0, T, (L2(Ω))n) faible∗ (4.36)

Et en particulier ;
uµ −→ u dans L2(0, T, V ∩ (Lp(Ω))n) faible∗ (4.37)

De (4.35) , (4.37) , il résulte ;

uµ −→ u dans L2(0, T, V ∩ (Lp(Ω))n) faible (4.38)

Et comme l’injection ;

V ∩ (Lp(Ω))n ⊂ H1(Ω) −→ L2(Ω) compacte

Donc ;
uµ −→ u dans L2(0, T, (L2(Ω))n) = (L2(Q))n fort et p.p dans Q (4.39)

Comme ;

u′m demeure dans un borné de L2(0, T, V ′ + Lp
′(Ω)) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω))n)

alors ;
u′µ −→ u′dans L2(0, T, V ′ + Lp

′(Ω)) faible (4.40)

On déduit de (4.35) , (4.40) que ;

uµ(0) −→ u(0) dans V ′ + Lp
′(Ω) faible

D’où ;
u(0) = u0 a un sens (4.41)

Et comme ;

um ∈ L2(0, T, V ∩ (Lp(Ω))n) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω))n) et p = ρ+ 2, ρ > −1

Et comme ;
u ∈ L2(0, T, V ∩ (Lp(Ω))n) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω))n)

Et d’après le lemme (4.4)., de ;

u ∈ L2(0, T, V ∩ (Lp(Ω))n) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω))n)
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on tire que ;
u ∈ L4(0, T, (Lq(Ω))n), où, 1

q
= 1

2 −
1

2n
Et d’après le Lemme (4.7), on a ;

(uµ).(uµ) est borné dans L2(0, T, (L
q
2 (Ω))n) = L2(0, T, (L2(Ω))n)

D’où ;
(uµ)i.(uµ)j est borné dans L2(0, T, (L2(Ω))n) (4.42)

Donc, on peut supposer que

(uµ)i.(uµ)j −→ Xi,j dans L2(0, T, (L
q
2 (Ω))n) faiblement (4.43)

Par ailleurs (4.39) donne ;
(uµ)i −→ ui dans L2(Q) fort

Et
(uµ)jϕ −→ ujϕ dans L2(Q) fort, ∀ϕ ∈ D(Q)

Donc ; ∫ T

0
((uµ)i, (uµ)jϕ)Ωds −→

∫ T

0
(ui, ujϕ)Ωds,∀ϕ ∈ D(Q)

D’où ; ∫
Q

(uµ)i.(uµ)j.ϕ(x)dxds −→
∫
Q

uiujϕ(x)dxds, ∀ϕ ∈ D (Q)

Donc ;
(uµ)i.(uµ)j −→ uiuj dans D′ (Q) (4.44)

Moyennant (4.43) , (4.44) , on trouve que ;

Xi,j = ui uj (4.45)

Et comme ;
|um|ρ um demeure dans un borné de L∞

(
0, T,

(
LP
′(Ω)

)n)
Donc, il existe ω ∈ L∞

(
0, T,

(
LP
′(Ω)

)n)
,telle que ;

|uµ|ρ uµ → ω dans L∞
(
0, T,

(
LP
′(Ω)

)n)
faible ∗

Et par conséquence ;

|uµ|ρ uµ −→ ω = g p.p dans Θ = Ω× ]0, T [ ⊂ Rn
x × Rt

Pour cela, on applique le Lemme (4.8) avec ;

gµ = |uµ|ρ uµ avec q = p′ = ρ+ 2
ρ+ 1 , et p = ρ+ 2, ρ > 0, 1

p′
+ 1
p

= 1,
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On voit que ;
|um|ρ um ∈ L∞

(
0, T,

(
LP
′(Ω)

)n)
i.e ;

‖gµ‖LP ′ (Q) =

∫
Q

‖|uµ(s)|ρ uµ(s)‖p
′
ds


1
p′

≤ C

Alors ;
gµ = |uµ|ρ uµ −→ ω = g dans

(
LP
′(Ω)

)n
faible (4.46)

Et d’après (4.39) ;

uµ −→ u dans L2(0, T, (L2(Ω))n) = (L2(Q))n fort et presque partout dans Q

Et par suite ;

gµ = |uµ|ρ uµ −→ g = |u|ρ u dans L2(0, T, (L2(Ω))n) = (L2(Q))n fort et p.p dans Q

Et comme on a ;
L∞(0, T, (Lp′(Ω))n) ⊂ (Lp′(Q))n) ⊂ D′(Q )

On déduire que ;
ω = g = |u|ρ u dans D′(Q )

C’est à dire qu’on a l’estimation suivante ;

|uµ|ρ uµ −→ |u|ρ u dans L∞
(
0, T,

(
LP
′(Ω)

)n)
faible ∗ (4.47)

Et comme on a ;
L2(0, T ) ↪→ D′(0, T )

Par passage à la limite, on obtient que ;

b(uµ, uµ, wk) −→ b(u, u, wk) faible dans L2(0, T ),∀k (4.48)

Donc ; ∫ T

0
b(uµ, uµ, wk)ϕds −→

∫ T

0
b(u, u, wk)ϕds,∀ϕ ∈ L2(0, T ),∀k (4.49)

Et comme ; {
(u′µ, wk)Ω −→ (u′, wk)Ω dans D′(0, T ),∀k
a(uµ, wk) −→ a(u,wk) dans D′(0, T ), ∀k

(4.50)

Moyennant (4.47)-(4.50), de (4.19) il découle

(u′, wk)Ω + ν a(u,wk) + b(u, u, wk) + (|u|ρ u,wk)Ω = (f, wk)Ω, ∀k = 1, ...,m,

En tenant compte la densité de Vm dans V ∩ (Lp(Ω))n, on conclut que

(u′, v)Ω + ν a(u, v) + b(u, u, v) + (|u|ρ u, v)Ω = (f, v)Ω, ∀v ∈ V ∩ (Lp(Ω))n

Ce qui prouve l’existence d’une solution du problème (4.1)-(4.4).
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4.2.2 Unicité

Théorème 4.2. Si la dimension n = 2, et sous les hyphothèses suivants ;

f ∈ L2(0, T, L2(Ω)) = L2(Q),

u0 ∈ (
(
L2(Ω)

)2
,

p = ρ+ 2, avec ρ fini quelconque,

la solution du problème variationnel (P.V ), si elle existe, est unique.

Démonstration. Soient u1 et u2 deux solutions différentes du problème (P.V ), vérifiant ;

uk ∈ L2(0, T, V ∩ (Lp(Ω))2) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω))2), et p = ρ+ 2, k = 1, 2

On a ;

(u′1, v)Ω + ν a(u1, v) + b(u1, u1, v) + (|u1|ρ u1, v)Ω = (f, v)Ω ,∀v ∈ V ∩ (Lp(Ω))2, (4.51)

(u′2, v)Ω + ν a(u2, v) + b(u2, u2, v) + (|u2|ρ u2, v)Ω = (f, v)Ω ,∀v ∈ V ∩ (Lp(Ω))2 (4.52)

Avec les conditions ; {
u1 = 0, u2 = 0 sur Σ = Γ× ]0, T [
u1(x, 0) = u2(x, 0) = u0 sur Ω

où ;
V =

{
v ∈ (H1(Ω))2 / v = 0 sur Σ = Γ× ]0, T [ p.p, div v = 0

}
En posant w = u1 − u2, pour tout v ∈ V ∩ (Lp(Ω))2, on a ;

(w′, v)Ω + ν a(w, v) + b(u1, u1, v)− b(u2, u2, v)
+(|u1|ρ u1, v)Ω − (|u2|ρ u2, v)Ω = 0, ∀v ∈ V ∩ (Lp(Ω))2 (4.53)

D’autre part, de la trilinéarité de la fonction b(u, u, v), il résulte ;

b(u2, u2, v) = b(u2, u2 − u1 + u1, v) = b(u2, (u2 − u1), v) + b(u2, u1, v)

Donc ;

b(u1, u1, v)− b(u2, u2, v) = b(u1, u1, v)− b(u2, (u2 − u1), v)− b(u2, u1, v)

Ou encore ;

b(u1, u1, v)− b(u2, u2, v) = b(u1 − u2, u1, v)− b(u2, (u2 − u1), v)
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D’où il vient ;
b(u1, u1, v)− b(u2, u2, v) = b(w, u1, v)− b(u2,−w, v)

On en déduit ;

b(u1, u1, v)− b(u2, u2, v) = b(w, u1, v) + b(−(u1 − u2), w, v) + b(u1, w, v)
= b(w, u1, v)− b(w,w, v) + b(u1, w, v)

Donc ;

b(u1, u1, v)− b(u2, u2, v) = b(w, u1, v)− b(w,w, v) + b(u1, w, v), (4.54)
∀v ∈ V ∩ (Lp(Ω))2

Moyennant (4.54) de (4.53) il découle ;

(w′, v)Ω + νa(w, v) + b(w, u1, v)− b(w,w, v) + b(u1, w, v)
+(|u1|ρ u1 − |u2|ρ u2, v)Ω = 0,∀v ∈ V ∩ (Lp(Ω))2)

(4.55)

Grâce au Théorème (4.1) , on a ;

u′k ∈ L2(0, T, V ′ + Lp
′(Ω)), k = 1, 2

Donc ;
w′ ∈ L2(0, T, V ′ + Lp

′(Ω))

Pour v = w(t), (4.55) devient ;

(w′, w)Ω + ν a(w,w) + b(w, u1, w)− b(w,w,w) + b(u1, w, w)
+(|u1|ρ u1 − |u2|ρ u2, w)Ω = 0,∀v ∈ V ∩ (Lp(Ω))2 (4.56)

Et d’après le Lemme (4.3), on a ;

b(w,w,w) = b(u1, w, w) = 0 ,∀w(t) ∈ V ∩ (Lp(Ω))2 (4.57)

On déduit ;

(w′, w)Ω + ν a(w,w) + b(w, u1, w) + (|u1|ρ u1 − |u2|ρ u2, w)Ω = 0, (4.58)
∀w ∈ V ∩ (Lp(Ω))2

Comme w ∈ L2( 0, T, V ∩ (Lp(Ω))2), w′ ∈ L2( 0, T, V ′ + Lp
′(Ω)), on a ;

(w′, w)Ω =
∫

Ω
w′wdx = 1

2
d

dt

∫
Ω
|w(t)|2 dx

Donc ;
(w′, w)Ω = 1

2
d

dt
‖w(t)‖2

L2(Ω) , ∀w ∈ V ∩ (Lp(Ω))2 (4.59)
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Et d’après le Lemme (4.1), et comme la norme sur V est équivalente à la norme sur H1(Ω),
il résulte ;

|a(w(t), w(t))| = ‖w‖V ‖w‖V = ‖w‖2
V ,∀w ∈ V ∩ (Lp(Ω))2 (4.60)

D’après (4.59) , (4.60) , on a ;

1
2
d

dt
‖w(t)‖2

L2(Ω) + ν ‖w‖2
V = −(|u1|ρ u1 − |u2|ρ u2, w)Ω − b(w, u1, w) (4.61)

= b(w,w, u1)− (|u1|ρ u1 − |u2|ρ u2, w)Ω

En utilisant la valeur absolue de (4.61) , on tire que ;

1
2
d

dt
‖w(t)‖2

L2(Ω) + ν ‖w‖2
V ≤ |b(w,w, u1)|+ |(|u1|ρ u1 − |u2|ρ u2, w)Ω| , (4.62)

∀w ∈ V ∩ (Lp(Ω))2

On a

|(|u1|ρ u1 − |u2|ρ u2, w)Ω| =
∣∣∣∣∫

Ω
(|u1(x)|ρ u1(x)− |u2(x)|ρ u2(x))wdx

∣∣∣∣
≤ (ρ+ 1)

∫
Ω

sup (|u1|ρ , |u2|ρ) |w| |w| dx

Ce qui est majoré d’après l’inégalité de Hôlder, par ;

|(|u1|ρ u1 − |u2|ρ u2, w)Ω|

≤ C
[
‖|u1|ρ‖L∞(Ω) + ‖|u2|ρ‖L∞(Ω)

]
‖w‖L∞(Ω) ‖w‖L2(Ω) .

Et d’après le théorème de plongement de Sobolev, on a ;

V ⊂ H1
0 (Ω) ⊂ L∞(Ω), si n = 2.

On a donc ;

|(|u1|ρ u1 − |u2|ρ u2, w)Ω| ≤ C [‖|u1|ρ‖V + ‖|u2|ρ‖V ] ‖w‖V ‖w‖L2(Ω)

Et comme ;
u1, u2 ∈ L2(0, T, V ∩ (Lp(Ω))2)

On a finalement ;

|(|u1|ρ u1 − |u2|ρ u2, w)Ω| ≤ C ‖w‖V ‖w‖L2(Ω) ≤ ν ‖w‖2
V .

Donc ;
|(|u1|ρ u1 − |u2|ρ u2, w)Ω| ≤ ν ‖w‖2

V (4.63)

D’après l’inégalité (4.62) , on a ;

|b(u, v, u)| ≤ C ‖u‖2
(L4(Ω))2 ‖v‖H1(Ω) , ∀v ∈ V
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Et
‖v‖L4(Ω) ≤ C(Ω) ‖v‖

1
2
V ‖v‖

1
2
L2(Ω) , ∀v ∈ V, (pour n = 2)

et par conséquent,
|b(u, v, u)| ≤ C ‖u‖V ‖u‖L2(Ω) ‖v‖V ,∀v ∈ V

Il résulte que,
|b(w, u1, w)| ≤ C1 ‖w(s)‖V ‖w(s)‖L2(Ω) ‖u1(s)‖V

≤ C2 ‖w(s)‖2
V ‖u1(s)‖V

D’où ;
|b(w, u1, w)| ≤ C2 ‖w(s)‖2

V ‖u1(s)‖V (4.64)

Moyennant à l’inégalité (4.63) et (4.64) de (4.62) donne

1
2
d

dt
‖w(t)‖2

L2(Ω) + ν ‖w‖2
V ≤ C2 ‖w(s)‖2

V ‖u1(s)‖V + ν ‖w‖2
V (4.65)

Et par intégration en t de (4.65)

1
2 ‖w(t)‖2

V −
1
2 ‖w(0)‖2

V ≤ C2

∫ t

0
‖u1(ρ)‖V ‖w(ρ)‖2

V dρ (4.66)

car w(0) = 0, il résulte ;

‖w(t)‖2
V ≤ C3

∫ t

0
‖u1(ρ)‖V ‖w(ρ)‖2

V dρ (4.67)

Et comme

w = u1 − u2 ∈ L2(0, T, V ∩ (Lp(Ω))2) ∩ L∞(0, T, (L2(Ω))2) et p = ρ+ 2.

Et
u1 ∈ L2(0, T, V ∩ (Lp(Ω))2) ⊂ L1(0, T, V ∩ (Lp(Ω))2) et p = ρ+ 2.

Et d’après le lemme de Gronwall (voir lemme (1.4)), on obtient

‖w(t)‖2
V = 0

Ce qui prouve l’unicité de la solution du problème (4.1)-(4.4).
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CONCLUSION ET PERSPECTIVES

Dans cette thèse, on a étudié l’existence et l’unicité de la solution de trois problèmes aux
limites non linèaire, le premier problème est un problème gouverné par une équation de

Petrovsky avec un source term et dissipatif générale. le deuxième problème est un problème
aux limites de la valeur initial concernant l’écoulement transitoire de fluide de Bingham dans
un domaine élastique bidimensionnel. le troisième problème est un problème d’évolution pour
les équations de Navier-Stockes perturbés par le terme non linéaire |u|ρu dans les conditions
aux limites de Dirichlet-homogène. On a utilisé la formule de Green (où la formule de Green
pour élasticité) pour obtenir la formulation variationnelle (où l’inéquation de la formulation
variationnelle), et on utilise aussi les techniques où les hopothèses de régularisation pour
avoir l’équation de la formulation variationnelle de quelque problème. Comme la frontière
des corps et les données des problèmes ont des bonnes régularitées ; donc, la solution du
problème mécanique et du problème variationnelle est la même. On a montré l’existence et
l’unicité de la solution pour les trois problèmes et l’existence globale, blows up pour le dernier
problème, et ceçi par l’utilisation des arguments suivants : équation variationnelle dépendant
du temps, équation variationnelle d’évolution, inéquation variationnelle d’évolution du type
parabolique, équation différentielle.

Traveaux perspectives

1. Existence globale, une théorème de régularité et la stabilité d’une solution pour un pro-
blème aux limites non linéaire d’évolution pour l’équation de Navier-Stockes perturbée
par le terme non linéaire |u|ρu dans les conditions aux limites de Dirichlet–homogènes
(cas n = 2).

2. Ecoulement transitoire de fluide de Bingham dans un domaine perturbés par une équa-
tion hyperbolique bidimensionnel.
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