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Introduction

Introduction

a théorie des groupes est 1'une des disciplines basiques en mathématiques, c’est

Lle langage algébrique des symétries. Elle trouve ses applications dans plusieurs
domaines : en mathématiques, en physique, en chimie, en cryptographie et dans d’autres
domaines de sciences de la vie. La référence [20] de R. Lidl et G. Pilz donne un survol de

ses applications.

La théorie des codes correcteurs d’erreurs (ou la théorie algébrique du codage) est
née au vingtiéme siécle pour résoudre un probléme d’ingénierie concernant la trans-
mission efficace de 'information. Un émetteur envoie un message & travers un canal de
transmission qui n’est pas parfait en général. Un récepteur a 'autre coté du canal recoit le
message supposé envoyé. Occasionnellement, le message regu différe de celui envoyé : une
erreur (ou plus) s’est produite. La théorie des codes correcteurs vise a détecter et corriger
cette (ou ces) erreur(s). Elle est d’'une importance capitale pour de nombreuses applica-
tions dans le domaine de I'informatique ou de I'ingénierie. Le travail de Claude Shannon
(en 1948) "The mathematical theory of communication" constitue le point de repére de la

théorie (voir [3]).

lusieurs domaines de mathématiques sont en connexion avec la théorie des codes
Pcorrecteurs : 'algebre, la combinatoire, la géométrie, la cryptographie et la théorie
des nombres pour en citer quelques-unes. Un nombre important de raisons et de motifs
poussent les mathématiciens & faire appel a la théorie des groupes pour mieux comprendre
les codes. Les techniques issues des groupes ont permis d’analyser le probléme du codage et
du décodage (par exemple la construction du tableau standard dans le cas des codes linéaires
[23], de construire des classes importantes de codes (codes cycliques, partie des codes algébre
d’un groupe (group algebra codes) [3]), et aussi ont permis de mieux définir les concepts
indispensables aux codes (équivalence des codes, chapitres deuxiéme et troisiéme de cette

these).
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Lors d’une transmission & travers un canal, pour mesurer la différence entre un mot
(message) envoyé et un autre recu, le concept de distance joue un role fondamental. C’est
une application qui attribue un nombre réel positif & une paire de mots dans un espace et
qui vérifie certains axiomes. Le résultat est un espace métrique. Aprés avoir défini cette
structure sur I’ensemble des mots, il est naturel d’étudier les transformations (applications
bijectives) qui préservent cette structure. Cela conduit & la théorie des groupes. Et c’est de
cette maniére qu’apparaissent le groupe d’isométries de I'espace métrique et le groupe des

permutations d’un code correcteur d’erreurs.

e travail, intitulé " Méthodes de la théorie des groupes pour les Codes Algébriques" a

C été préparé au sein du Laboratoire des Mathématiques Pures et Appliquées (LMPA)

du Département de Mathématiques de la Faculté des Mathématiques et Informatique, Uni-
versité Mohamed Boudiaf, M’sila.

Dans cette thése, nous considérons I’étude du probléme de 1’équivalence de deux codes

correcteurs par permutation relativement a la distance de Hamming (le deuxiéme chapitre)

et I’étude des propriétés du sous-groupe des permutations admissibles relativement a une

distance associée a une partition de la longueur des codes (le troisiéme chapitre) :

e Probléme des codes équivalents par permutation : Soit n un entier naturel non
nul. F, désigne le corps fini d’ordre g et (Fy, dxr) I'espace vectoriel de dimension n sur

F, muni de la distance de Hamming dy. Le groupe symétrique de degré n est noté

Sh.

Deux codes C et D de longueur n sur F, sont équivalents par permutation s’il existe

une permutation o de S, telle que D = o(C), ou

J(C) = {((Eg(l),(lﬁg(g), ...,xg(n)) | ($1,£U2, ,LL‘n) € C} .

L’équivalence des codes est un probléme important de la théorie des codes car elle
permet de classifier les codes, de faire transférer les propriétés et les parameétres des
codes (linéarité, distance minimale, polyndéme énumérateur des poids...). Parfois

I'équivalence permet d’identifier le code et de simplifier son étude (code systématique
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ayant une matrice génératrice standard). Enfin, citons ses applications en cryptogra-

phie ([§] et [22]).

Ce probléme fut étudié par Petrank et Roth [30]. Comme résultat, ils ont montré
que décider que deux codes sont équivalents ou non est un probléme au moins aussi
difficile que le probléme de ’isomorphisme des graphes. Pour la question de trouver
la permutation qui envoie un code correcteur & un autre code sachant que ces codes
sont équivalents, une tentative de répondre a cette question est donnée par le travail
de Nicolas Sendrier dans [34] et [35] en utilisant la notion de signature : propriété

relative a une position d’un code.

La collection de toutes les permutations laissant globalement invariant un code C,

c’est-a-dire 'ensemble :
Perm(C) ={oc € S, |o(C)=C},

posséde une structure algébrique remarquable, c’est le groupe des permutations de
C. Son étude est un probléme qui aide a tirer de considérables résultats concernant

I’équivalence des codes.

e Probléme des permutations admissibles : pour étudier la capacité des codes a
détecter et corriger les erreurs, la distance de Hamming est la plus classique et la plus
utilisée pour sa connexion avec les machines traitant 'information. En 2006, Feng, Xu
et Hickernell dans [I1] ont introduit une distance d, sur Iy associée a une partition =
de l'entier positif n, la longueur des mots de Fy. Soient n et m deux entiers positifs
tels que m < nm. Une partition de Pentier positif n en m parts ([I]) est une suite

décroissante m = (k1, ko, ..., k) de m entiers positifs ki, ko, ..., k,, qui vérifient

La partition 7 induit une décomposition de I'espace Iy en produit direct de m sous-

espaces vectoriels.

mn __ kl k‘z k'm
IE‘q —IFq ><IE<‘q X ... xIE‘q
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de sorte qu'un vecteur v de Fy s’écrive sous la forme

v = (v1,vg, ..., V)

avec v; € F’q“i pour i =1,2,...,m.

La m-distance entre deux vecteurs u = (u1, Uy, ..., Un) et v = (v1, vy, ..., vy) de Fyy est

le nombre d,(u,v) de leurs blocs différents :

dr(u,v) ={i=1,2,....m | u; # v;}|.

Autour de ce concept, plusieurs travaux sont élaborés. M. M. S. Alves, L. Panek et
M. Firer donnerent dans article " Error-Block Codes and Poset Metric" [Advances in
Mathematics of Communications, Volume 2, No 1, 2008] une description compléte du
groupe des isométries linéaires de I’espace métrique (F7, d,). Alves et Panek dans [28]
s'intéresserent a I'étude des isométries de Fy muni de cette distance. Ces isométries

forment un groupe pour la composition des applications, il est le produit semi-direct.
=m
Symm(Fy, dz) = Sp o [ [ Sy
i=1

de deux de ses sous-groupes. L’un des deux est le sous-groupe S, des permutations

admissibles, concepts qui sont traités dans le troisiéme chapitre.

Notre contribution a I’étude de ces problémes apparait dans 'utilisation des tech-
niques liées a la théorie des groupes finis, qui nous a permis de dériver des résul-
tats remarquables attachés a la notion d’équivalence des codes correcteurs (définition de
I’équivalence des codes, nombre des codes équivalents, nombre des permutations définissant
le méme code équivalent et conjugaison des groupes des permutations des codes équiva-
lents. .. ). Pour le probléme de détermination de la permutation, entre deux codes équiva-
lents, basé sur la notion de signature due & Nicolas Sendrier, nous nous sommes concentrés
sur un cas particulier, ol la signature associée vérifie une certaine condition pour laquelle

nous avons pu calculer cette permutation. Des exemples illustrant les résultats sont exhibés.
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Encore, nous avons tiré des résultats importants en appliquant la notion de l’action
d’un groupe. Pas mal de profits sont tirés de 'application de cette notion : des définitions
apparaissent si claires, si rigoureuses et bien structurées (définition de ’équivalence des com-
positions, permutations admissibles. .. ), des résultats bien fondés se démontrent (nombres
des compositions équivalentes, 'ordre du sous-groupe des permutations admissibles. .. ).

Ce travail a fait 'objet d’une publication [I9] dont les résultats sont présentés dans le
deuxiéme chapitre.

Cette thése se déroule comme suit, elle est paliée sur trois chapitres constituant le

travail tout entier :

A Le premier chapitre est une introduction pour les concepts de base, les terminologies
nécessaires et les principales notations qui constituent les outils de base pour explorer
les chapitres qui suivent. On commence par présenter des notions et des résultats de
la théorie des groupes (en particulier finis) tels que les classes latérales suivant un
sous-groupe, le théoréeme de Lagrange et surtout le concept de I'action d’un groupe.
Ensuite, on présente le terme de corps finis et ’espace vectoriel associé : espace des
mots de longueur fixée. Enfin, on termine par les codes correcteurs, quelques notions
et résultats qui y sont liés dans la littérature du codage (distance et poids de Hamming,

polynoéme énumérateur des poids... ).

A Le deuxiéme chapitre a pour but I’étude de ’équivalence des codes : On commence
par la donnée des définitions et les propriétés qui s’en déduisent. On applique des
outils issus de la théorie des groupes pour mieux comprendre 1’équivalence et pour tirer
d’autres propriétés. Ces propriétés sont citées et démontrées (transfert des parameétres,
préservation de linéarité, conservation des polynomes énumérateurs des poids, nombre
des codes équivalents, nombre des permutations définissant le méme code équivalent
et conjugaison des groupes de permutations des codes équivalents, etc.). Enfin, on
se concentre sur le probléme de détermination de la permutation entre deux codes
équivalents basé sur la notion de signature due a Nicolas Sendrier dans [34] et [35].
Notre intention porte sur un cas particulier, ot la signature associée vérifie une certaine
condition. Sous cette condition on peut déterminer cette permutation. Des exemples

illustrant les résultats sont exhibés.
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A Le troisiéeme chapitre rassemble les notions fondamentales de partition d'un entier
positif, la distance associée et les permutations admissibles. Nous démontrons quelques
résultats relatifs a ces notions en nous appuyant sur le concept du groupe agissant
sur un ensemble (compositions d’un entier positif et leurs équivalences, permutations
admissibles et les résultats qui s’en déduisent, nombre des compositions équivalentes,
l'ordre du sous-groupe des permutations admissibles, etc.). Les travaux [11] et [2§]

constituent les références et les raisons de cette étude.



Chapitre 1

Préliminaires et concepts de base

e chapitre est un chapitre de préliminaires. Il s’agit ici de présenter les concepts

Cde base et les principales notations, qui constituent les outils de base pour explorer

les chapitres qui suivent : définitions et énoncés de la théorie des groupes, codes correcteurs
d’erreurs, etc.

D’autres éléments viendront les compléter au cours des chapitres suivants.

1.1 Un peu de la théorie des groupes

Dans cette section, la terminologie nécessaire et les notations usuelles de la théorie des
groupes sont rassemblées. On y reviendra aux chapitres qui suivent pour I’étude de 1’équivalence
des codes (deuxiéme chapitre) et pour montrer des résultats liés aux permutations admissi-
bles associées a une partition de I’entier naturel n (troisiéme chapitre). Pour une description

si détaillée, les références suivantes comptent : [2) [6] 10, 12, [13] 20} 25, 31, B2] et [36].

1.1.1 Définitions de base

Définition 1.1.1 Un groupe est un ensemble non vide G muni d’une loi de composition

binaire interne (z,y) — xy : G X G — G satisfaisant auzx axiomes suivants :
(G1) la loi est associative : Ya,b,c € G (ab)c = a(bc),

(G2) la loi admet un élément neutre e tel que Va € G ae = ea = a,
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(G3) Tout élément a € G posséde un symétrique a=! € G tel que aa ' =a ta =e.

Exemple 1.1.1 Soit E un ensemble non vide. L’ensemble S(E) des bijections de E sur
lui-méme est un groupe pour la loi de composition des applications. Ce groupe est appelé
groupe symétrique de E. Si de plus l'ensemble E = {1,2,...;i,....,n} (ot E est fini de
cardinal |E| = n), le groupe S(E) est noté S, et appelé groupe symétrique de degré n. Ses

éléments sont les permutations. Le groupe S,, est fini d’ordre n!.

La notation

veut dire que pour la permutation o € S,, I'image de tout i € E = {1,2,...,4,....,n} est
I'élément o (i) de E. On utilise aussi la notation classique d'un cycle o = (ajas...ax) € S,
défini par

o(a) = a pour a# q;

o(a;) = a;+1 modulo k
L’entier naturel k est appelé 'ordre du cycle o.

Définition 1.1.2 Soit H une partie non vide d’un groupe G. On dit que H est un sous-

groupe de G st H est un groupe pour la loi de composition de G.

La définition précédente est équivalente & la condition suivante

Ve,ye H, zy'eH.

Un sous-groupe de S,, est appelé un groupe de permutations de degré n.

Remarque 1.1.1 Soit G un groupe et x un élément de G. St H est un sous-groupe de G,

1

alors il en est de méme pour xtHz~t. Le sous-groupe xHz ™1 est le conjugué de H (on dit

que H et tHx™' sont conjugués).
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Produit direct de deux groupes

Si G et Go sont deux groupes, alors on peut munir le produit cartésien (ensembliste) G x G

de structure de groupe, appelé groupe produit (direct) de G et G5 en posant pour loi interne

(%;132) (?Jl;?h) = ($191,$2y2);

r1, y1 € Gy et o, Yo € Go.
Si G et G5 sont deux groupes finis, alors 'ordre du groupe produit direct G; x G5 est
|G1| |G2], le produit de leurs ordres.

On peut étendre cette notion pour définir le produit direct de s groupes

HGl = Gl X G2 X ..o X GS.
i=1

Produit semi-direct de deux sous-groupes

Supposons que H et K soient deux groupes. Si p: K — Aut(H) est un homomorphisme
de K dans le groupe des automorphismes de H, alors sur le produit cartésien H x K, on
peut définir un autre groupe H X, K appelé produit semi-direct de H et K déterminé par

p. La loi de composition interne est par définition

(h, K)(I', K') = (hp(R)(R), kE')

L’ordre de H x, K lorsque H et K sont finis est |H|.|K].

Le théoréme suivant sert d’utile
Théoréme 1.1.1 ([2], Theorem 23.3) Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe G, si
(i) HLG
(i) G=HK
(iit) HNK = {e},
alors G = H %, K, avec p(k)(h) = khk™'pour tout k € K et h € H.

Ici action de K sur H est par conjugaison.



chapitre 1. Préliminaires et concepts de base

1.1.2 Classes latérales

Soient H un sous-groupe de G et z un élément de G.

Définition 1.1.3 La classe a gauche de x modulo H est la partie tH de G définie par

xH={xh|he H}.

L’ensemble de toutes les classes & gauche modulo H forme une partition de G. On le
note souvent G/H.

Si de plus G est fini, le cardinal de G/H est appelé lindice de H dans G. Ce dernier
est noté [G : H].

Le théoréme suivant, di & Lagrange, établit une relation entre ’ordre d’un groupe fini

G, Vordre et 'indice d’un sous-groupe de G.

Théoréme 1.1.2 (Lagrange) Si G est un groupe fini, alors

G| =G : H]|H]

En particulier, ordre et l'indice de H sont des diviseurs de 'ordre de G.

L’étude des codes équivalents de longueur n dans le deuxiéme chapitre est basée sur le
groupe des permutations d’un code, ce dernier est un sous-groupe du groupe symétrique
S,. Les permutations admissibles vues au troisiéme chapitre forment un sous-groupe d’un
groupe symétrique de degré égal au nombre des blocs d'une partition de n. Le théoréme
suivant montre qu’on peut réaliser tout groupe comme un groupe de permutations. Cela

justifie notre restriction aux groupes symétriques finis.

Théoréme 1.1.3 (Cayley) Tout groupe G est isomorphe & un sous-groupe du groupe symétrique

S(G).

Cet isomorphisme est conséquence du monomorphisme canonique

10



chapitre 1. Préliminaires et concepts de base

v: G — S(G)

a tF—— QPq

deéfini par p,(x) = az, pour tout x de G.

Si le groupe G est fini, alors le corollaire suivant a lieu :
Corollaire 1.1.1 Un groupe fini d’ordre n peut étre identifié a un sous-groupe de S,,.

Preuve. Un ensemble fini G de cardinal n est équipotent a {1,2,...,n}, par conséquent

S(G) et S, sont isomorphes. m

1.1.3 Action d’un groupe sur un ensemble

Dans toute cette section, G est un groupe d’élément neutre e et X un ensemble non vide.

Définition 1.1.4 Une action a gauche de G sur X est une application

v:Gx X — X

(9,2) — gz
qui vérifie :
(A1) ex =z, pour tout x de X,

(42) g1(g27) = (g192)x, pour tout g1, g2 de G et tout x de X.

On dit aussi que le groupe G opére a gauche sur X. L’ensemble X sur lequel est définie

l’action a gauche de G est appelé un G-ensemble.

Les axiomes de la définition précédente impliquent que, pour tout g € G, la translation

a gauche
Vg i X — X

T — g

est une bijection. c’est-a-dire v, € S(X).

11
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[’axiome (A2) veut dire que 'application

G — S(X)
g | — ”)/g
est un homomorphisme de groupes. Par conséquent toute action a gauche d’un groupe G
sur un ensemble X définit un homomorphisme G — S(X), et réciproquement, tout tel

omomorphisme définit une action de GG sur X. D’ot la proposition suivante qui donne une
h h définit t de G X. Doul t t d

définition équivalente :

Proposition 1.1.1 Une action & gauche d’un groupe G sur un ensemble X est équivalente

a la donnée d’un homomorphisme de groupes G — S(X).

D’une maniére similaire, on définit une action a droite d’un groupe G sur un ensemble
X. Dans tout ce qui suit, et dans le but de simplification, une action d’un groupe sur un

ensemble est réservée pour une action a gauche.

Exemple 1.1.2 Sur l’ensemble {1,2,...,n}, on définit une action dite naturelle du groupe
symétrique S, par (o,i) — o(i).

Tout sous-groupe H de S,, définit une action sur {1,2,....n}.
Exemple 1.1.3 Pour tout groupe G, la conjugaison

GxGd—dd

(9,2) — gag™!

est une action de G sur lui-méme.

Cette action induit une action de G sur ’ensemble de tous les sous-groupes de G :
(9.H) — gHg ™

pour tout g € G et tout sous-groupe H de G.

12
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Exemple 1.1.4 Le groupe des automorphismes Aut(G) d’un groupe G définit une action

sur G.

Remarque 1.1.2 Le théoréme 1.1.3 de Cayley affirme que tout groupe G est isomorphe
a un sous-groupe de S(G). Ce qui est équivalent & dire que G opére sur lui-méme (par

translation o gauche, par exemple).

Orbites d’une action

Soit (g, x) — gz une action d’un groupe G sur un ensemble X.

Définition 1.1.5 Une partie S de X est stable sous l'action de G si

Vge G Vxe S, gres

Dans ce cas, 'action de G sur X induit une action de G sur S.

Sur I’ensemble X, on définit la relation binaire :

Pour z,y € X r~y<=dg€ G tel quey =gz

La relation ~ est une relation d’équivalence sur X. Les classes d’équivalence sont ap-
pelées les G-orbites ou, simplement, orbites si aucune confusion n’est a craindre. Les orbites

forment une partition de X.

par définition, une orbite contenant x, est

Gzo = O(x) = {gz0 | g € G}

C’est la plus petite partie stable de X contenant xg.

Exemple 1.1.5 (a) L’orbite d’un élément i € {1,2,...,n} sous l’action naturelle de S,, est

lensemble {1,2,...,n} tout entier.

13
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(b) Pour un groupe G qui agit sur lui-méme par conjugaison, les orbites sont les classes de

conjugaison de G.

(c) L’orbite d’un sous-groupe H de G sous [’action
(9.H) — gHg ™

est

{gHg " | g€ H}

C’est l’ensemble de tous les sous-groupes conjugués de H .

Remarque 1.1.3 La notion d’action de groupe G sur un ensemble X permet de définir le
concept d’objets mathématiques orbites. D’une part ces orbites conférent a X une partition,
ce qui permet d’établir une classification des éléments de X. D’autre part, les orbites car-
actérisent les parties stables de X. En effet une partie de X est stable, si et seulement si,
elle est réunion d’orbites. Par exemple, un sous-groupe H de G est normal si et seulement

st 1l est réunion des classes de conjugaison.

Une action d’'un groupe G sur un ensemble X est dite transitive si
Ve,y € G, dg € G tel que y = gz

C’est-a-dire qu’une seule orbite existe, qui est X tout entier. Par exemple 'action

naturelle de S, sur {1,2,...,n} est transitive.

1.1.4 Stabilisateur (groupe d’isotropie)

Le deuxiéme objet mathématique défini par une action d’un groupe G sur ’ensemble X est
le stabilisateur (ou groupe d’isotropie) d’un élément x € X. C’est un sous-groupe de G des

éléments laissant x fixe. Ce sous-groupe de G présente ce qui est en face de 'orbite partie

de X.
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Définition 1.1.6 Le stabilisateur (ou groupe d’isotropie) d’un élément x € X est

Go={9€G|gr=u}

La proposition suivante montre que le stabilisateur posséde une structure algébrique,
c’est un sous-groupe du groupe opérant sur ’ensemble. Cela justifie 'appellation sous-
groupe d’isotropie. Le deuxiéme énoncé de la proposition montre que les stabilisateurs de
deux éléments équivalents par action sont conjugués, donc isomorphes. Par conséquent ils

peuvent étre identifiés.

Proposition 1.1.2 Soit G un groupe opérant sur un ensemble X .

(1) Le stabilisateur G, de v € X est un sous-groupe de G,

(ii) Siy=gz, avecge G etx,y € X, alors G, =g G, g~ "

Preuve.

(i) Soient g1, go deux éléments de G,, alors les axiomes (A1) et (A2) de la définition 1.1.4

permettent d’écrire

9197w = 9195 ' (927) = o =
ce qui prouve que g1, ' € G,, et par suite G, est un sous-groupe de G.

(ii) Certainement, si h x = x, alors

(ghgHy=ghz)=ga=y

et par suite

gG, g9 ' CQG,

Réciproquement, si h y = y, alors
(' hgo=g"(hy=9g"y=2
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et donc g' h g € G,. cest-a-dire h € g G, gt et G, Cg G, gt =
L’homomorphisme G — S(X) qui définit ’action de G sur X d’une maniére équivalente,

selon la proposition 1.1.1, a pour noyau le sous-groupe normal de G

Ker(G — S(X)) = (G

zeX

Exemple 1.1.6 Considérons un groupe G opérant sur lui-méme par conjugaison. Pour
x € G nous avons,

G, ={9€G|gr=uxg}

C’est le centralisateur de x dans G. L’intersection ﬂ G, est le centre Z(G) : l’ensemble

zeX
des éléments de G qui commutent avec tout élément de G.

Exemple 1.1.7 Soit H un sous-groupe d’un groupe G. Considérons [’action

GxG/H— G/H
(9,7H) — grH '

Alors Gy = H et Gup = xHz ™.

D’une maniére générale, si S est une partie non vide de X, on définit le stabilisateur Gg
de S par
Gs={9€G|gS=5}

avec

gS ={gs|seS}.

Comme dans la preuve de la proposition 1.1.2, on peut voir que

GgS =g GS g_l'
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1.1.5 Relation entre orbite et stabilisateur

Le groupe G opére transitivement sur X s’il existe une seule orbite. Pour une action
quelconque, méme si elle n’est pas transitive, 'action de GG sur une orbite Gy d’un élément
xo € X est toujours transitive. Ce qui permet d’énoncer le théoréme suivant reliant ’orbite
Gz de x( avec son stabilisateur G,,. Ce théoréme constitue un outil puissant pour compter
le cardinal d’une orbite, partie de X, en fonction de I'indice du stabilisateur correspondant,

sous-groupe de G.

Théoréme 1.1.4 (Orbite-stabilisateur) Soit G un groupe qui opére sur un ensemble X,

et soit Gxg l'orbite contenant xy. L’application
9Gpy — gxo : (G/Gyy) — Gxg

est bijective.

Preuve. L’application est bien définie et injective puisque

91G oy = 92G 0y = 9501 € Gy <= 170 = G20

L’application est surjective car G' opére transitivement sur 'orbite Gzy. =
Dans le cas ou G et X sont finis, le corollaire suivant a lieu :

Corollaire 1.1.2 Si G est un groupe fini opérant sur un ensemble fini X, alors pour tout
xo de X,
G| = |Gxo| |Gl

Preuve. D’aprés le théoréme précédent, et comme G et X sont finis, nous avons

Gl

(Gao| = G+ Gia] = 17—

La derniére relation est fréquemment utilisée pour calculer |Gzy|. m
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1.2 Corps finis

Dans cette section, nous citons quelques définitions et propriétés élémentaires liées aux corps
finis. Elles seront utiles pour les codes correcteurs d’erreurs et les structures algébriques et
métriques étudiées ultérieurement (espace vectoriel de dimension finie sur un corps fini,

distances, isométrie, ...).

Définition 1.2.1 Un corps fini d’ordre q € N*est un corps de cardinal fini égal a q.

Un tel corps a pour caractéristique un entier premier p,
c’est-a-dire,

p=min{m € N* | m.1 =0}

0 et 1 sont, respectivement, les éléments neutres de I’addition et de la multiplication dans
le corps. Le corps premier d’un corps fini est donc Z/pZ.
Le théoréme suivant montre qu’un corps fini existe et est unique a isomorphisme prés.

Pour une démonstration, on peut consulter [14] et [33].

Théoréme 1.2.1 (a) L’ordre d’un corps fini K est ¢ = p™, avec p la caractéristique et m

le degré de K sur Z/pZ,

(b) pour tout entier premier p et tout m € N*, il existe un corps fini d’ordre ¢ = p™. Deux

m

corps finis de méme ordre ¢ = p™ sont isomorphes.

Désormais, F, désigne le corps fini d’ordre q. Pour plus de détails sur les corps finis,
nous renvoyons a [3, 4. [5, [7, @) 10, 12, 14, 15, 18, 20] et [23]. Les références [21] et [26] sont

entierement consacrées a I’étude des corps finis et de leurs propriétés.

Exemple 1.2.1 (i) Pour p entier premier, F, = Z/pZ est un corps fini d’ordre p.

(ii) Fy =Fo [X]/(X?4+X+1) ={0,1,w,1 +w} est le corps fini d’ordre 4. Iciw = X estla
classe de X modulo (X*+ X +1), l’idéal engendré par le polynome X*+ X +1 € Fy [X].
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1.2.1 Espace vectoriel Fy

L’espace ambiant pour construire des codes correcteurs est Fy. C’est 'ensemble produit

cartésien de n copies de I, :
n
Fy = {(w1, 29, ..., 25) | 25 € Fy}
[y est un espace vectoriel de dimension n sur F, pour les opérations :

(xlax% 7xn) + (y17y27 7yn) = (xl + Y1, T2 + Y2y a0y Ty + yn)
A(z1, 29, 0y ) = (A1, Axa, ..y Axy), A € Ry

ny o n ) .
Un élément © = (21, 29, ..., T,) € [y, est appelé un mot de longueur n sur F,. La notation
T = x1x9...T, est populaire chez les théoriciens des codes correcteurs d’erreurs. Les scalaires

x1, T, ..., T, sont les coordonnées (ou les positions) de x sur F,.

1.3 Codes correcteurs d’erreurs

La théorie du codage trouve son origine dans le probléme de la transmission de I'information
a travers un canal de transmission bruité. L’information circule sous forme d’un message
composé de k lettres appartenant & un ensemble fini () appelé alphabet convenablement
choisi selon les circonstances relatives a la communication et le canal. Malheureusement,
pour des causes différentes, des erreurs finissent par se produire : le message recu est différent
du message envoyé. Une tentative de recommencer la transmission, pour corriger l’erreur,
n’est pas toujours possible (perte de message original, résultat non enregistré, manque de
temps, risque de produire d’autres erreurs, etc.). L’alternative est de corriger l'erreur a
partir du message requ. La théorie des codes correcteurs d’erreurs (encore appelée théorie
algébrique des codes) a pour but I’étude systématique des moyens permettant de détecter et
corriger les erreurs produites lors de transmission de messages & travers un canal bruité. La
solution revient & remplacer le message (composé de k lettres), qu’on veut envoyer, par un

autre message plus long appelé mot de code (composé de n > k lettres de Q) en ajoutant
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des redondances de maniére a ce que les erreurs puissent étre détectées et corrigées. C’est
le mot de code ainsi construit qui sera transmis.

Dans cette section, certains aspects mathématiques et notions de base de la théorie des
codes correcteurs sont cités : code correcteur, distance de Hamming, polynéme énumérateur
des poids, etc. Pour plus sur les aspects et les origines de la théorie du codage et la théorie
de l'information, on peut voir les références [4, B, O 17, 20] et [29] qui figurent a la fin de
ce travail. L’ouvrage de Macwilliams et Sloane [23] est une référence compréhensive volu-
mineuse , qui contient une bibliographie assez extensive pour la théorie des codes correcteurs
(selon Lidl et Pliz [20]), traditionnellement il est nommé La Bible de la théorie des codes.

Citons encore le livre de Van Lint [37] qui présente une référence standard dans la théorie.

1.3.1 Code de longueur fixe

Soit () un ensemble non vide de ¢ éléments. En tradition () est appelé un alphabet de g
lettres. Dans la suite de ce travail (), sera le corps fini F, d’ordre g. Soit n un entier naturel

non nul.
Définition 1.3.1 Un code de longueur n sur l’alphabet () est une partie non vide C de

Qr=QxQx..xQ (n fois).

Les éléments du code C' sont appelés les mots de code. Le nombre M = |C| des mots
de code de C' est le cardinal ou la taille de C. Un (n, M) code C' sur @ est un code de
longueur n et de taille M sur ’alphabet Q).

Exemple 1.3.1 C' = {011, 100,000} est un (3,3) code sur Fs.
Exemple 1.3.2 D = {abcd, dddb, adda, dcba, cdab} est un (4,5) code sur Q = {a,b,c,d}.

Exemple 1.3.3 L = {0lwwl, 1w110,000w1, 1010w, 10011,00100} est un (5,6) code sur le
corps fini Fy défini dans l'exemple 1.2.1. (i%).
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Dans le cas ou 'alphabet est un corps fini F, d’ordre ¢ et I'ensemble Fy est muni de sa
structure naturelle d’espace vectoriel, une classe importante des codes apparait : les codes
linéaires.

Un code linéaire de longueur n sur IF, est un sous-espace vectoriel C de Fy. Si{G1, Gy, ..., Gy}
est une base de C, alors la matrice G d’ordre k x n, dont les lignes sont les vecteurs
G1, G, ..., Gy, est appelée matrice génératrice de C'.

Dans ce cas

C={mG|meF;}.

1.3.2 Distance de Hamming

Une simple notion de distance est définie sur Q". Elle est introduite dans le but de compter le

nombre des erreurs et de mesurer la différence entre deux mots x = x1xs...2,, €t y = Y19Y2...Yn

de Q™.

Définition 1.3.2 (Distance de Hamming) Pour deux mots x = x1xs...x, ety = Y1Ya...Yn
de Q", la distance de Hamming de x a y est le nombre dy(z,y) des positions i =1,2,....,n

telles que x; # y;.

c’est-a-dire

La distance de Hamming est une métrique sur Q" :

dy(z,y) > 0et dy(z,y) =0 x =1y,
du(z,y) = du(y, )
du(z,2) <dp(r,y) + duly, 2)

pour z, y et z mots de Q™. L’espace métrique (Q",dy) est appelé l'espace de Hamming.

Exemple 1.3.4 dy(011,100) = 3 sur F3.

Exemple 1.3.5 dy(dddb, adda) = 2 sur Q* = {a,b,c, d}".
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Exemple 1.3.6 dy(0lwwl, 1w110) =5 sur F;.

Dans le cas ou Q = F, le corps fini d’ordre ¢, on peut définir le poids de Hamming d’un

mot de l'espace vectoriel .

Définition 1.3.3 (Le poids de Hamming) Le poids de Hamming d’un mot x = x1xs...2,

de IFZ est Uentier naturel

wy(z)={i=1,2,...,n|z; #0}.

Autrement dit,

ou 0 désigne le vecteur nul 00...0 € F.
L’efficacité d’'un code se mesure par le nombre des erreurs que le code peut détecter
et corriger. Ce nombre est obtenu par la distance minimale du code : Le minimum des

distances entre deux mots de code distincts.

Définition 1.3.4 Soit C' un code de longueur n sur Q. La distance minimale de C' est le

nombre naturel

dg(C) = min {dy(v,y) | v,y € C et ©#y}.

Un (n, M, d)-code sur ) est un code de longueur n, de cardinal M et de distance minimale
dy(C) = d sur alphabet ). Les nombres n, M et d sont les paramétres du code. Dans le
cas ot le code est linéaire de dimension k sur le corps fini F, on dit que c’est un [n, k, d]-code

linéaire sur [F, et n, k et d sont les parametres.

Exemple 1.3.7 [’ensemble {000,110,011,101} est un (3,4,2)-code sur Fs.
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1.3.3 Polynome énumérateur des poids

Pour étudier le probléme d’équivalence de deux codes, Nicolas Sendrier dans [34] et [35] a
défini la notion de signature. Le polynéme énumérateur des poids d’un code C' sert & définir
une signature associée au code C'. Il permet aussi d’étudier les propriétés concernant les

poids des mots de code.

Définition 1.3.5 Soit C' un (n, M,d)-code sur Q. La distribution des poids de C' est la
suite des entiers naturels {Ag, A1, ..., A} avec A; qui est le nombre des mots de code de

poids 1.

On voit clairement que

0<A <netd=min{i=1,2,...,n| A #0}.

Définition 1.3.6 Soit C' un (n, M, d)-code sur Q. Le polynéme énumérateur des poids du
code C' est le polynome We(X) de Z [ X]| défini par

1=0

Exemple 1.3.8 Soit C' = {000,110,011,101} le code de paramétres (3,4,2) sur Fy. La
suite de distribution des poids de C est {1,0,3,0}, d’ou le polynéme énumérateur des poids
du code C' est

We(X) =1+ 3X2%

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, il s’agit de rassembler les concepts et les terminologies nécessaires qui
présentent le fil conducteur des chapitres qui suivent. Tout d’abord on a commencé par

présenter des notions et des résultats de la théorie des groupes (en particulier finis) tels que
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les classes latérales suivant un sous-groupe, le théoréme de Lagrange et surtout le concept de
I’action d’un groupe qui constitue ’axe principal autour duquel tournent les preuves présen-
tées dans ce travail & travers les chapitres postérieurs. Ensuite on a présenté le concept
du corps fini (alphabet constituant les mots de code) et I’espace vectoriel associé : espace
des mots de longueur fixée. Enfin, on a terminé par les codes correcteurs, quelques notions
et résultats qui y sont liés dans la littérature du codage (distance et poids de Hamming,

polynoéme énumérateur des poids, etc.).
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Codes équivalents par permutation

L 9 information (représentée sous forme de vecteur de Fy) est transmise & travers

un canal qualifié d’étre bruité, c’est-a-dire que I'information recue peut différer
de celle envoyée. La théorie des codes correcteurs d’erreurs a été inventée dans le but de
détecter et corriger ces erreurs. Cette derniére peut étre mesurée en introduisant la notion
de distance sur 'espace [/, qui par suite impose la question importante de ressemblance
des parties (codes) de [y relativement a ladite distance : parties ayant mémes propriétés
métriques. Cette ressemblance n’est autre que I'isométrie de Fy.

L’ensemble des isométries de Fy, relativement a une distance, posséde une structure
algébrique remarquable ayant des propriétés intéressantes. Il permet de définir de fagon
mathématique rigoureuse [’équivalence des codes de longueur n sur le corps fini F,.

L’équivalence des codes présente un des problémes importants dans la théorie des codes
correcteurs d’erreurs : Etant donné deux codes de mémes paramétres, comment confirmer
qu’ils sont ou non équivalents, et comment trouver la relation (permutation, isométrie. .. )
qui définit cette équivalence.

La liste qui suit cite quelques réponses sur la question de nécessité et le but de définir

une équivalence des codes :

1. L’équivalence permet de classifier les codes, c’est-a-dire de partitionner ’ensemble des
codes en classes disjointes. Chaque classe contient des codes qui partagent les mémes

propriétés (algébriques, métriques, géométriques, etc.).
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2. Deux codes équivalents ont la méme structure (linéarité, cyclicité, etc.) et posse-
dent les mémes paramétres du codage (longueur, dimension, taille, distance minimale,
polynoéme énumérateur de poids, etc.). Tout ¢a implique que les codes équivalents

possédent les mémes capacités de détection et correction des erreurs.

3. Parfois I’équivalence permet d’identifier le mieux un code correcteur donné : le code

linéaire binaire de matrice génératrice (les lignes forment une base du code)

1000111
0101011
0011101

est un code équivalent par permutation & celui de matrice génératrice

1110100
0111010
0011101

qui a la forme standard d’un code cyclique de F3.

4. En cryptographie, un cryptosystéme (systéme de cryptage) fondé sur la théorie des
codes correcteurs d’erreurs utilise comme clé secréte un code linéaire et comme clé

publique un code équivalent (voir pour détails les références [§] et [22]).

Ce chapitre a pour but I’étude de I’équivalence des codes : On commence par donner des
définitions et les propriétés qui s’en déduisent. On applique des outils issus de la théorie des
groupes pour mieux comprendre 1’équivalence et pour tirer d’autres propriétés. Enfin, on
aborde, pour un cas particulier, le probléeme de détermination de permutation définissant

I’équivalence.

Dans tout ce chapitre, soient n un entier naturel non nul et ¢ une puissance d’'un nombre
premier. F, désigne le corps fini d’ordre ¢ et (F 0 d 1) Pespace vectoriel de dimension n sur

[F, muni de la distance de Hamming dy. Le groupe symétrique de degré n est noté S,,.
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Définition 2.0.1 [3] Une isométrie (ou symétrie) de l'espace de Hamming (Fy, dyr) est une

application bijective f : F" — F7? qui conserve les distances, c’est-a-dire
J q q

pour tout z, y € Fy.

St de plus f est linéaire, c’est une isométrie linéaire.

L’ensemble Symm/(F7, dy) des isométries de I'espace de Hamming (IF}, dpy) est un groupe

pour la composition des applications [pour plus, voir la sous-section 1 de la section 3.3].

2.1 Codes équivalents par permutation

Les références [3] et [15] constituent des sources pour plus de détails sur le contenu de cette
section et les sections qui suivent. Les travaux [34] et [35] de N. Sendrier sont des lectures
principales conseillées. Ils présentent le point de départ et d’appui de ce travail. Une partie
de ces sections a fait 'objet d’une publication (article) [19].
Pour une permutation o € S, et un mot = = (1, s, ..., ¥,) de Fy, on définit le mot o ()
de F} par
() = (To(1), To(2)s - Ton)) (2.1.1)

C’est le mot obtenu en permutant les coordonnées du mot = suivant la permutation o.

Comme premiére remarque, ces deux mots ont le méme poids de Hamming
wy(z) = wa(o(x)).

Ceci permet de préserver les suites de distribution des poids et les polyndémes énumérateurs

des codes équivalents (voir 3.3 du Chapitre 1).
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Faire associer a tout mot = € Fy un autre mot o(z) € F} défini de fagon unique revient

a considérer la permutation o € S,, comme étant I'application o :

o: F* — "
‘ ‘ (2.1.2)

(xla Loy weey :Bm) L (1'0'(1)7 $0(2)7 ceey xo‘(m))

Cette application conserve les distances de Hamming entre les mots de Fy :

Siz = (21,%2,...,2,) €t y = (Y1, Y2, ..., Yn) sont deux mots, alors

du(z,y) = du(0(z),0(y)) = du(o(z),o(y)).

C’est-a-dire une isométrie de IFZ. En réalité c’est une isométrie linéaire.

La correspondance

U S, — Symm(Fy,dy)

o+—0

est un homomorphisme injectif de groupes, ce qui permet d’identifier le groupe des permu-
tations S, & un sous-groupe de Symm(Fy,dg). De plus, ¥ étant un homomorphisme de

groupes, si o et 7 sont de S, alors

et si id (resp. idpy) désigne lidentité de S, (resp. Symm(Fy,dx)), alors on a

Ce qui aboutit a la remarque suivante :

Remarque 2.1.1 Sio et 7 sont des permutations de Sy, alors pour tout mot x de Fy on a

les deux égalités

(o7)(z) = o(r(x)) et id(z)=x.

Pour définir la relation d’équivalence de deux codes, on fait étendre la définition et la

notation au cas des codes de IFZ.
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Pour un code C de longueur n sur IF, et pour une permutation o de S,,, on note par o(C)

la partie de [F; définie par :
o(C) = {0($) eF,|ze C} = {(xg(l),xg(g), e Tomy) | (X1, 22, ., ) € C}.

C’est simplement I'image directe du code C CIF} par 'application ¢ définie par m
On peut aussi avoir la remarque suivante :

Remarque 2.1.2 Sio et 7 sont des permutations de S,,, alors pour tout code C de longueur

n sur F, on a les deux égalités
(o7)(C) =a(7(C)) et id(C)=C.

Maintenant, nous sommes dans la position de définir ’équivalence des codes correcteurs

d’erreurs.

Définition 2.1.1 [2()] Soient C et D deux codes de longueur n sur F,. On dit que D est

équivalent par permutation & C s’il existe une permutation o de S, telle que D = o(C).

Cette relation est clairement une relation d’équivalence dans I’ensemble de tous les codes

de longueur n sur F,. Ce qui justifie la terminologie codes équivalents par permutation.

I1 arrive parfois que pour un code C de longueur n sur F, et une permutation o de 5,

on trouve que

o(C) =C.

C’est-a-dire que C est globalement invariant par Iapplication ¢ définie par La col-
lection de toutes les permutations laissant globalement invariant C posséde une structure

algébrique remarquable. Notons cet ensemble par Perm(C) :

Perm(C) ={c €S, |a(C)=C}
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Proposition 2.1.1 Soient C un code de longueur n sur I, et S, le groupe symétrique de

degré n. L’ensemble Perm(C) est un sous-groupe de S, appelé le groupe de permutations

du code C.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la définition 1.1.2 d’un sous-groupe en prenant en

considération la remarque 2.1.2. Si ¢ et 7 sont permutations de Perm(C), alors on a

or(C) = o(7(0)), Remarque 2.1.2
= o(C), 7 € Perm(C)
= C, o € Perm(C)

ce qui donne o7 € Perm(C). De plus

olC) = C <= o) = o}0), car o~! application
<~ (c7'0)(C) = o }0), Remarque 2.1.2
<~ 1d(C) = o71(C),
— C = o 1(C), Remarque 2.1.2

ce qui prouve que o' € Perm(C). =
Voici quelques exemples de groupes de permutations et de codes équivalents :

Exemple 2.1.1 Soit C le code de longueur n sur IF, défini par C ={aa...a | a € F,}. C’est
un code de paramétres (n, q,n) appelé code de répétition. On voit aisément que Perm(C) =5,,.

Le seul code équivalent a C est C lui-méme.

Exemple 2.1.2 Soit D le code linéaire binaire [3,2,1]| défini par sa matrice génératrice

100
0 01

G(D) =
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Un calcul simple est résumé dans le tableau suivant. Ce tableau parle de lui-méme :

D T1T23 — To()To(2)Tez) 000 100 001 101
id(D) T1T9T3 > T1XT2T3 000 100 o001 101
(12)(D)  wzyw9w3 — ToT1T3 000 010 001 011
(13)(D) 12273 — X379 000 001 100 101
(23)(D) 2973 — X374 000 100 010 110
(123)(D) z17973 — Tow3Ty 000 001 010 011
(

D) x1x9x3 > T3x1Ty 000 010 100 110

On a Perm(D) ={id, (13)}, sous-groupe d’ordre 2. Les codes équivalents a D sont au nom-
bre de 3, a savoir D, le code (12)(D) =(123)(D) (troisiéme et siziéme lignes) et le code
(23)(D) =(132)(D) (cinquiéme et septieme lignes).

Exemple 2.1.3 On considére sur le corps Fy d’ordre 4 le code F = {00, lw,wl,w?1} de
paramétres (2,4,2) avec w la classe de X € Fo[X| modulo X* + X + 1.

On a Perm(F) ={id}, sous-groupe trivial de Sy et (12)F = {00, lw, w1, 1w?}, un code

équivalent a F.

2.2 Propriétés diverses

Dans cette section, nous allons présenter quelques propriétés communes que partagent deux
codes correcteurs équivalents. Ces propriétés montrent bien que la notion d’équivalence, pour
elle-méme, est trés importante. Nous présenterons aussi quelques remarques concernant les
groupes de permutations. La notion du dual d'un code ainsi que des propriétés relatives a

I’équivalence sont citées.

2.2.1 Dual d’un code correcteur d’erreurs

On considére 'espace vectoriel F”* de dimension n sur le corps fini F,. Soit aussi C un code
q q

de parametres (n, M) sur IF,.
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Pour deux mots (vecteurs) x = (21, g, ..., ¥,) et y = (Y1, Y2, -, Yn) de FY, on définit leur

produit scalaire standard par :

(z,y) = T1y1 + Taya + ...+ Tuyp = Z%’yi
i=1

C’est un scalaire, c’est-a-dire un élément du corps fini F,,.

Il est aisé de voir que ’application produit scalaire

() Fy x Fy — T,
(z,y) — (2,9)
est une application bilinéaire symétrique, par contre elle perd la propriété d’étre définie

positive. Considérons par exemple dans F3 le produit scalaire (1111,1111) = 0 ou dans F3

le produit scalaire (11112,11112) = 0.

Pour le code C on associe la partie C* de [, définie par
CL:{yEIF:HV:EEC, (z,y) =0}

Cette partie a la propriété suivante :

Proposition 2.2.1 i C est un code correcteur de longueur n sur le corps fini F,, alors C*
est un code correcteur linéaire de longueur n sur F,. Le code C* est appelé le code dual (ou

orthogonal) de C.

Preuve. On voit que le vecteur nul 0 = 00...0 appartient & C*, ce qui montre que C*

n’est pas vide. Pour un mot de code x € C, soit I'application

(x,.) :Fy — T,

y— (z,9)

1

Cette application est linéaire de noyau ker (x,.) = =, sous-espace vectoriel de [Fy. Comme

Ct= ﬂxL intersection de sous-espaces, la proposition en résulte. m
zeC

32



chapitre 2. Codes équivalents par permutation

Remarque 2.2.1 1. Le code dual C*+ est toujours linéaire méme si C n'est pas linéaire,

2. Si C est un code linéaire de dimension k (donc de cardinal M = ¢*), alors le dual C*

est de dimension n — k (donc de cardinal M = ¢q"%).

3. En général, la propriété CN Ct = {0} n'est pas vraie pour les codes linéaires de [y

Prenons par exzemple C ={0000,1100,0011,1111} sur Fy, on voit que C = C*.
Relativement & la relation d’équivalence et & la notion de groupe de permutations, un
code et son dual possédent les propriétés suivantes :

Proposition 2.2.2 1. Soit C un code correcteur de longueur n sur F, et soit C*+ son

code dual, alors on a Perm(C) =Perm(Ct),

2. Si D est un code équivalent a C tel que D = o(C) pour o € S,, alors D+ est équivalent

a C*t avec D+ = o(CL). c’est-a-dire que l’image du dual est le dual de l’image.

Démonstration. Soient v = (21, 72,...,7,) et y = (y1,¥2, ..., ¥n) de F}. Rappelons que

pour o € S, le vecteur o(x) est le vecteur o(x) = (25(1), To(2), ---s To(n))- Par suite
(0(2),0(¥)) = To)Yo(1) + To@Yo(2) + s Lo(m)Yo(n)s
o étant une permutation qui envoie ’ensemble {1, 2, ..., n} sur lui-méme, on obtient que
(o(z),0(y)) = (2,9)

La permutation o conserve le produit scalaire.
Soient maintenant ¢ € Perm(C) et x € Ct. Montrons que o(x) € Ct. Pour tout mot de

code y € C on a
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Comme o € Perm(C) sous-groupe de S,,, alors 0=! € Perm(C) et 07 (y) € C. Par suite

(o(2),9) = (2,072 (y)) = 0

Cela montre que o(Ct) C C*.
En appliquant ce dernier résultat pour 0~ € Perm(C), on obtient 0~*(C*) C C*. Ce qui
donne aprés composition par o la relation C* C o(C*). D’ou I'égalité voulue o(C*) = C*+.

La deuxiéme assertion de la proposition veut dire qu’on demande de démontrer 1’égalité
a(CH) = (a(C))

Soient alors x € o(Ct) et y € o(C). Nous avons donc x = o(a) et y = o(b) avec a € C* et

b € C; ensuite nous avons

(z,y) = {o(a),0(b)) = {a,b) =0,

ce qui entraine que o(C*+) C (¢(C))*. L’inclusion inverse se démontre de la méme maniére.
Ce qui achéve la preuve de la proposition. =
La relation d’équivalence des codes correcteurs conserve la linéarité : Un code correcteur

équivalent par permutation & un code linéaire est linéaire.

Proposition 2.2.3 Soient C et D deux codes de longueur n sur un corps fini F,. SiC et D
sont équivalents par permutation et C est linéaire de dimension k, alors le code D est aussi

linéaire de dimension k.

Démonstration. Supposons que C soit un code linéaire de dimension k, équivalent par
permutation au code D et que o(C) = D avec o € S,,.

Soient o(x),0(y) € D,ouz,y € Cet A € F,. On a
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o(x) = 0(y) = (To), To@), - Tom) — Yo (1) Yo(2)s -+ Yo(n))
= (To(1) = Yo(1), To(2) = Yo(2)s > Ta(n) — Yo(n))
= ((flﬁ - y>g(1)7 (33 - y)0(2)7 ey (IE - y)o(n))

=a(r—y),

x —y étant dans C car C est linéaire, cela montre que o(z) — o(y) est dans o(C) = D.

D’autre part,

o(Az) = (()‘l')g(na ()‘l')(f@% P ()‘x)a(n))
= (A($)0(1)’ )\(l‘)U(g), ceey )\(Jj)g(n))
= MZo(1), To2)s s To(n))

= Ao(@),

qui prouve que Ao(x) € D. Le code D est alors linéaire de base {o(v1),0(vs),...,0(vg)}
si le code linéaire C est de base {vy,vq,...,vp}. c’est-a-dire qu'une matrice génératrice de
D =0(C) est obtenue en permutant, suivant la permutation o, les colonnes d’une matrice

génératrice donnée de C. m

Ce qui montre que deux codes équivalents par permutation possedent les mémes pro-
priétés relatives a la détection et correction des erreurs, c’est ce qu’affirme la proposition
suivante. Rappelons dans ce but que pour un code correcteur de longueur n sur un corps
fini IF,, les parameétres sont : la longueur n, le cardinal (la taille) M (ou la dimension k si
le code est linéaire) et la distance minimale d. La distribution des poids et le polynome

énumérateur des poids sont comme dans la sous-section 1.3.3 du premier chapitre.

Proposition 2.2.4 Deux codes de longueur n qui sont équivalents par permutation posse-
dent les mémes paramétres, la méme distribution des poids et le méme polynome énuméra-

teur des poids.
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Preuve. Soient C et D deux codes de longueur n sur un corps fini [F,. Supposons que
D =0 (C) pour une permutation o € S,,. Le code D est I'image directe du code C C F} par
Papplication ¢ définie par Cette application transforme bijectivement C vers D, ils
ont donc la méme longueur et le méme cardinal. Si les codes sont linéaires, la proposition
2.2.3 montre qu’ils ont la méme dimension sur [,.

L’égalité

wp () = wi(o(z)),

traduisant la conservation des poids, assure par conséquent la conservation de la distribution

des poids, ce qui préserve le polynéome énumérateur des poids. m

Remarque 2.2.2 1. Les deux derniéres propositions peuvent étre utilisées dans leurs
sens contraposés : Deux codes qui se différent en ['un des parameétres, ou leurs distrib-
utions des poids ou leurs polynomes énumérateurs des poids sont des codes non équiva-
lents par permutation. Ainsi les codes binaires C = {000, 100,010,110} et D ={101,011, 110}
ne sont pas équivalents par permutation. Le premier est linéaire tandis que le deuziéme

ne l’est pas, C a pour distance minimale 1 alors que celle de D est 2.

2. En général, la réciproque des deux derniéres propositions n’est pas vraie. Deux codes
peuvent avoir les mémes paramétres, méme distribution des poids (et par suite méme
polynome énumérateur des poids) sans étre équivalents par permutation. Considérons
les deuz codes ternaires A =1{00,10,11} et B ={00,02,22} de F2 ; ils possédent les
meémes parameétres (n = 2, M = 3, d = 1), méme polynéme énumérateur des poids

1+ X + X2 alors que A et B ne sont pas équivalents par permutation.

2.3 La théorie des groupes s’applique

La théorie des groupes joue un role important en algébre, géométrie, combinatoire et autres
sciences. Elle permet de mieux comprendre les objets et d’en tirer de trés remarquables
résultats. Pour la théorie des codes correcteurs d’erreurs, la notion de [’action d’un groupe

sur un ensemble permet de redéfinir les concepts de codes équivalents et de groupe de
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permutations en termes qui existent déja dans le langage des groupes, et elle peut étre
utilisée aussi pour montrer d’autres propriétés telles que le nombre des codes équivalents a
un code donné et 'ordre du groupe de permutations d’un code.

Dans toute cette section, notons par C(n, q) 'ensemble de tous les codes de longueur n

sur un corps fini F,. C’est un ensemble fini d’ordre 27" — 1.

Vu la remarque 2.1.1, le groupe symétrique 5, opére sur F; de maniere naturelle en

permutant les composantes d’un mot via ’application suivante :

CID:SnXFZ—MFZ .

(0,2) — o (z)

avec x et o(x) sont définis comme dans [2.1.1]

On peut étendre I'application ® en une application ® définie sur S,, x C(n, ¢) en posant

®: 5, xC(n,q) — C(n,q)
(O',C) — U.C

ou 0.C est la partie
0.C =0(C) ={o(x) € F} |z € C} = {(%0(1), To(2)s -r Tom) | (T1, 22, ..., ) €C}.

Nous avons donc le résultat suivant :

Lemme 2.3.1 Soit l’application ® : S,, x C(n,q) — C(n,q) définie par (c,C) — o.C,

alors ® est une action du groupe symétrique S, sur C(n,q), l’ensemble des codes de Fy-
Preuve. C’est exactement ce que la remarque 2.1.2 affirme. m

Etant définie Paction @, on peut profiter de toute la terminologie de la sous-section 1.1.3

du chapitre premier. Ainsi la relation d’équivalence associée & cette action est
C~D<«<=3J0€S,:0.C=D pourC,D cC(n,q)

qui est exactement la notion de I’équivalence par permutation de deux codes.
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L’orbite d'un code C € C(n, q) est 'ensemble O(C) = (.5,,)C de tous les codes équivalents
par permutation a C :

O(C) = (Sn)C ={0(C) | o €50},

alors que pour Perm(C) le groupe des permutations du code C, on peut énoncer la propo-

sition suivante :

Proposition 2.3.1 Le groupe Perm(C) des permutations d’un code C € C(n,q) est le sta-
bilisateur (Sy,)c de C par laction ®.

On retrouve une autre fois le fait que Perm(C) est un sous-groupe de S,, (proposition
1.1.2.(1)).

Il est naturel de chercher a calculer le nombre des codes équivalents par permutation
a C, c’est-a-dire le cardinal de 'orbite O(C). Le théoréme 1.1.4 et le corollaire 1.1.2 nous

apportent la réponse :

D’otu le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.1 Soit C un code de longueur n sur un corps fini F,. Le nombre des codes

équivalents par permutation a C est l’entier

n!

|Perm(C)|

3! 6_3

Exemple 2.3.1 En se référant a l'exemple 2.1.2, on trouve |O(D)| = Torm@] = 2 =

codes équivalents a D.

Supposons que C et D soient deux codes équivalents vérifiant 0.C = D avec o € S,,.
Leurs groupes des permutations sont respectivement Perm/(C) et Perm(D). Une relation

importante relie ces deux groupes : ls sont conjugués.
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Proposition 2.3.2 Soient C et D deux codes équivalents tels que 0.C =D, o € S,,. Alors

les groupes des permutations Perm(C) et Perm(D) sont conjugués. Plus précisément, on a

Perm(D) = o Perm(C)o ™"
Preuve. C’est une simple application de I’énoncé (ii) de la proposition 1.1.2. =

Gardons encore cette situation : Les codes C et D sont équivalents par permutation
tels que 0.C =D, o € S,,. La permutation o est connue de nous d’'une maniére ou d’une
autre. Une question naturelle vient de se poser par suite en ce qui concerne les permutations
T € 5, vérifiant 7.C = D, ce sont les permutations qui assurent 1’équivalence de C et D ou,
en d’autres termes, les permutations qui envoient C vers D.  Peut-on calculer leur nombre 7
Qu’elle relation relie ces permutations a la permutation initiale o 7 Qu’elle action exercent-
t-elles sur le groupe symétrique S, ¢

Encore la théorie des groupes est préte pour nous donner des réponses. Dans le but de

répondre a cette question (multiple), considérons sur S,, la relation 7" définie par :
pour o et T dans S,,: 07T <= 0.C =7.C

ce qui est équivalent a dire que les deux permutations o et 7 définissent le méme code
équivalent & C, qui est D. La relation 7 ainsi définie est une relation d’équivalence dans .S,,.

Notons par [o] la classe d’équivalence de o € S,
o)={r€e€S,|17Tc},

et par S, /7 l'ensemble quotient de S,, par la relation 7.

Nous avons

oTTt 0.C=1.C
(c7l1).C=C
(c717) € Perm(C)

oPerm(C) =1 Perm(C)

reee
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Cette équivalence permet de définir une application de I’ensemble S, /7 dans I’ensemble

Sn/Perm(C) des classes latérales a gauche modulo Perm(C) comme suit :

T:8,/T — S,/Perm(C)

[o] — o Perm(C)
Cette application est bien une bijection, ce qui permet de conclure que |S,, /7| = |S,,/Perm(C)|,

1Sn/T| = |Sn/Perm(C)|
=[S, : Perm(C)]

= Pam©)] (Théoréme de Lagrange 1.1.2)

Le cardinal de S,,/7 est le méme que celui des codes équivalents a C. Cela veut dire que la
partition de S, relativement a la relation 7 est essentiellement (a bijection preés)
la méme que celle de S, relativement au sous-groupe Perm(C).

Maintenant passons a calculer le cardinal de la classe [o] contenant toutes les permu-
tations qui définissent le méme code équivalent 0.C =D a C que la permutation o. La
relation

0.C =1.C & 7 'o € Perm(C)

conduit & définir 'application

f :[o] — Perm(C)

TH——T O
L’application f est bijective :

o f(1)=f(p) &7 o=plo & 7 =p,ainsi f est injective ;

1

e pour w € Perm(C), la permutation ow™' appartient a [o] et vérifie f( ow™) =

(cw™Hlo =wo o = w et f est surjective.

Enfin les ensembles [o] et Perm(C) ont le méme cardinal : |[o]| = |Perm(C)|.

Ce qui vient d’étre prouvé confirme le théoréme suivant :
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Théoréme 2.3.2 Soient C un code de longueur n sur un corps fini F, et T la relation

d’équivalence sur S, définie par : 0T T <= 0.C =7.C pour o, T de S,.

1. Si[o] est la classe des permutations définissant le méme code 0.C équivalent o C, alors

[o]] = [Perm(C)].

2. Le cardinal de l’ensemble quotient S, /T est \P+n!1(0)|'

Exemple 2.3.2 En se reportant a l'exemple 2.1.2, nous avons D = {000, 100,001, 101} code
de T3 et soit 0 = (123) € S3. Alors nous obtenons [(123)] = {(123), (12)} de cardinal 2
égal au cardinal de Perm(D) = {id, (13)}, de plus S,,/T = {[id],[(123)], [(132)]} de cardinal

— 3! _ 6 _
3= [Perm(C)| — 2 3.

2.4 Détermination de I’équivalence

Le probléme de détermination de I’équivalence de deux codes correcteurs de méme longueur
consiste & répondre aux deux questions suivantes :

Premiére question : on donne deux codes correcteurs de méme longueur sur un corps fini,

comment savoir s’ils sont équivalents par permutation ou non ? Cette question fut étudiée
par Petrank et Roth [30]. Comme résultat, ils ont montré que répondre a cette question est
un probléme au moins aussi difficile que le probléme de I'isomorphisme des graphes.

Deuziéme question : la deuxiéme question est de trouver la permutation qui envoie un

code correcteur a un autre code, sachant que ces deux codes sont équivalents. Une tentative
de répondre a cette question est donnée par le travail de Nicolas Sendrier dans [34] et [35]
en utilisant la notion de signature : propriété relative & une position d’un code.

Dans cette section, nous exposons les définitions et les notations concernant le code
poingonné et la signature. Nous examinons spécifiquement un cas particulier ot la signature
vérifie une condition (étre non discriminante en un nombre suffisant de positions), sous

laquelle la permutation définissant ’équivalence peut étre calculée.
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2.4.1 Code poinconné

Pour se servir de la notion de signature, Nicolas Sendrier (dans [34] et [35]) donne la défi-
nition de code poingonné suivante : Soient C un code de longueur n sur un corps fini F,, et

i un entier de 'ensemble {1,2,...,n} des indices des coordonnées des mots de Fy.

Définition 2.4.1 Le code C poingonné en la position i est la partie de Fy constituée de tous

les mots de C en remplacant toutes les i-éme coordonnées par zéro 0 € IF,.

C’est-a-dire I’ensemble
{(z1, 22, ., 21,0, 11, .., ) € Fo | 3 (w1, 20, 0 Ti1, T, Tiga, -0, ) € C}.
Notation 2.4.1 Le code C poingonné en la position i est noté C;
C; = {(:El,xg, ey L1, 0,41y ey Tp) € Iy | 3 (21,2, ey Tim1, Tiy Tig 1y ooey Tp) € C}

Exemple 2.4.1 Soit le code C ={110,011,111} C F3, alors nous avons C;= {010,011},
Co= {100,001, 101} et Cs= {110,010}

Remarque 2.4.1 Dans la définition traditionnelle (voir par exemple [23]) d’un code poingonné,

la position 1 est supprimée, et le code résultant est de longueur n — 1 :
Ci = {(331, X9, ooy Ti—1, Tit1, ,CL’n) I~ IFZ ’ 3(.’£1, T,y ey Ti—1, Tjy Tiy1, ,Jjn) € C} .

La définition adoptée laisse la longueur invariante, ce qui permet de travailler dans le méme
espace . De plus les mots (v1,%2, ..., Ti—1,0,Tiy1, ..., Tn) €l (21, T2, s Ti1, Tig1, oo, Tp)
peuvent étre identifiés o un isomorphisme prés (selon la structure d’espace vectoriel de Fy

: 5 o n—1
poingonné en i et Fy—1).

Nous allons donner une définition équivalente a celle qui précéde, mais plus parlante et qui

permet de vérifier facilement certaines propriétés des codes poingonnés.
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Pour ¢ un entier de I'ensemble {1,2,...,n}, soit 'application P; définie comme suit :

P,. F* — F©
q q
T o T — X6

avec = (x1, Ta, ..., Ti_1, T, Tit1, ..., Tn) dans la base canonique standard de Fy -
er = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0),..., e, = (0,0,...,0,1).

Nous obtenons donc la définition suivante, qui est équivalente & la définition 2.4.1.

Définition 2.4.2 Soit C un code de longueur n sur F,. Le code C poingonné en la position

i est ltmage directe de C par Uapplication P;.
C’est donc la partie C; = P;(C).
Proposition 2.4.1 Soient C et D deux codes de longueur n sur un corps fini F,.

1. Si C est un code linéaire, alors le code C; est aussi linéaire.
2. Pouri,j€{1,2,...,n}, on a (C;); = (Cj);.

3. (C+D),=C+D,.
Preuve. La démonstration repose sur les propriétés de I’application
P;:x € F — Pi(z) = v — x¢;.

En effet :
— Pour 1. C; = P;(C) est linéaire comme image d’un code linéaire C par une application
linéaire P; ;

— Pour 2. sii et j sont dans {1,2,...,n} et x € F}, nous avons

P,oPj(x) =2 —xje; —z,e; = — x;6;, — xje; = P o P;(x)
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Cela montre que P; o P; = P; o P; et les applications P; et P; commutent, ainsi
(Cy)z == Pz O P](C) - Pj O PZ(C> :(Cl)]

— Pour 8. Soient x € C et y € D, alors P;(x +y) = P;(z) + P;(y) par linéarité de P;,
ce qui entraine que (C+ D), =C;+D;. =

Notation 2.4.2 A cause de la deuzieme propriété (Ci); = (Cj)i, on écrit simplement Cy; jy.
Cela nous permet de définir le code Cy;, 4,....i,3, ¢ est-a-dire C poingonné aux positions iy, ia, ..., 15 €

{1,2,....,n}.

Passons maintenant a 1’étude de la relation entre équivalence par permutation des codes
et poinconnage en une position.
Si o est une permutation du groupe symétrique S,, et i € {1,2,....,n}, alors pour tout

relF ; hous avons
ooPi(x) =0(r—mzie;) = 0(x1,%2, o, i—1,0, Tis1, oy Tp) = (L1, Ty ooy i1, Qgy Tisg1y ey Tny)
avec a; = 0. Par suite

0o Pz('r) = (%(1)7 Lg(2)y -y Lo(i—1)s Go(i)s Lo(i+1)s -+ %(n))

La permutation o change les positions sans avoir changé leurs valeurs, par conséquent il
existe une position j € {1,2,...,n} telle que o(j) = i et telle que la valeur a; = 0 de la

position i soit transférée a la position j = 071(7). Ce qui revient a calculer tout d’abord

O'(l‘l, L2y ooy Lj—1yLjy Ljg 1y --ey l‘n) = (:CU(l), T5(2)s o Lo(i—=1)s LTo(i)s Lo(i+1)s - xg(n))

puis le poingonner en la position j = 07!(i), c’est-a-dire calculer P,-1(; o o(z). Donc on
peut affirmer que

(o] Pl(.I) = Pa—l(i) OO'(.T)

Si de plus C est un code de longueur n, on peut énoncer la proposition suivante :
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Proposition 2.4.2 Soient C un code de longueur n sur un corps fini F, et o une permuta-

tion de S,. Pour touti € {1,2,...,n}, on a
O'(Cl) = O'(C)a—l(i).

c’est-a-dire que si C et D sont deux codes équivalents par o, alors les deux codes C; et

(D),-1(;) sont aussi équivalents par o.

2.4.2 Signature

La notion de signature est une propriété locale d’'un code et une position, qui ne change
pas lorsqu’on fait agir une permutation sur le code et la position. Elle a été introduite par
Nicolas Sendrier dans [34] et [35] dans le but de déterminer 1’équivalence de deux codes cor-
recteurs. Dans cette section, nous allons donner les définitions et les propriétés élémentaires
de signature, expliquer et prouver des relations relatives a I’équivalence par permutations
et le groupe de permutations des codes. Nous finirons cette section en étudiant un cas par-
ticulier de signature associée & un code ou la signature vérifie une certaine condition sous
laquelle la permutation de I’équivalence peut étre calculée.

Avant de commencer, nous allons spécifier quelques remarques et notations que nous
allons prendre en considération seulement pour cette section. Rappelons que pour xz =

(21,22, ..., 7,) € Fy et pour o € Sy, nous avons posé
0(x) = (To(1), To(2), > To(n))
et si C est un code de longueur n, le code équivalent par ¢ est le code
o(C) ={o(z) € F} |z € C} = {(%0(1), To(2)s --r Tom)) | (1,72, ..., 1) €C}.

Nous avons adopté cette définition car elle nous a permis d’utiliser des outils issus de la
théorie des groupes (théoréme de Lagrange, action d’un groupe sur un ensemble, etc.) dans
le but de montrer des propriétés intéressantes des codes équivalents et du groupe des per-

mutations d’un code (section 2.3), alors que la définition traditionnelle (utilisée par Sendrier
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dans [34] et [35)et MacWilliams dans [23]) de o(z) et o(C) est

O’(l‘) - (xo'il(l))xa'*l(Q), ...7.1'0-71(”))

avec

o(C) = {a(:r) e, |z € C} = {(xc,q(l),xofl@), o Tg-1(my) | (@1, 22, .0, @) € C}.

Cette derniére ne permet pas de définir une action & gauche du groupe symétrique S,
sur les ensembles ;' et C(n,q), I'ensemble des codes de [y, car (o7)(x) # o(7(z)) et

(67)(C) # o(7(C)). D’autre part la définition adoptée donne la relation

qui ne peut étre compatible avec la définition de signature a cause de l'indice o~1(7) dans
o(C)s-1(;) (voir la définition de signature 2.4.3), alors que la définition traditionnelle I'est.

Remarquons aussi que ces deux définitions sont équivalentes dans le sens

O'(LL‘) = (aja(l), T5(2)5 -+ :Ea(n)) =Yy < T = J—l(y) = (ya*1(1)7 Yo—=1(2)5 +++» ya—1(n))

et
o(C) =D« C=0 (D),

qui veut dire qu’agir o sur = (resp. C) selon la définition traditionnelle est le méme qu’agir

o~ ! selon la définition adoptée. Pour cette fin, nous convenons de noter

17 = (To-1(1), To-1(2), s To—1(n))

et
Co= {IU S FZ | S C} = {(xo-fl(l),xo-fl(g), ...,Iofl(n)) | (xl,xg, ,In) S C}

pour o € Sy, ¥ € F} et C €C(n, q). Cette convention permet de conclure :
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Proposition 2.4.3 Soient C un code de longueur n sur un corps fini F, et o une permuta-

tion de S,. Pour touti € {1,2,...,n}, on a

(Ci)a = (Ca)a(i)'

La démonstration de la proposition est la méme que celle de la proposition 2.4.2.
Soit £/ un ensemble non vide. C(n, q) est 'ensemble des codes de [F7.

Définition 2.4.3 [5]] Une signature S sur E est une application qui & tout code C €C(n, q)

et tout élément i € {1,2,...,n} associe un élément S(C,1) de E telle que
Voe S, S(C%a(i)) =S8(C,i).
De maniére plus formelle,

S: C(n,q) x{1,2,..,n} — F
(C,i) —— S§(C,1)

telle que
Vo e S, S(C% 0(i)) =S8(C,i).

Exemple 2.4.2 Rappelons que pour un code C €C(n,q), la notation We(X) désigne le
polynome énumérateur des poids du code C et C; le code C poingonné en i. Un exemple

de signature est donné par l’application

S: C(n,q) x{1,2,...,n} — K
(C,i) +— S(C,1) =W, (X)

nous avons pour o € Sn,
S(C%, (i) = W(C”)a(i) (X) = Wie- (X) = We,(X) = S(C,4),

La deuzxiéme égalité résulte de la proposition 2.4.3 et la troisiéme de la proposition 2.2.4.
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Définition 2.4.4 Une signature S : C(n,q) x {1,2,....,n} — FE est dite totalement dis-

criminante relativement o C € C(n,q) si

S(C,i) # S(C,j) pour touti # j dans {1,2,....,n}.

Ce qui revient au méme que de dire que ’application partielle

Se: {1,2,..,n} — F

est injective.

La définition d’une signature totalement discriminante relativement a un code C €C(n, q)
fait appel & de nombreuses questions qui se posent naturellement, & titre d’exemples : cette
signature est-elle aussi totalement discriminante relativement a un code D = C? équivalent
par permutation & C 7 Quel est le groupe de permutations Perm(C) (et par suite Perm(D))
de C (de D) ? Et enfin peut-on déterminer la permutation o assurant I’équivalence de C et

D = C?. La réponse a ces questions est apportée par le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.1 Soient C et D deux codes équivalents de longueur n sur un corps fini F,.

Si S est une signature totalement discriminante relativement a C, alors

1. Le groupe de permutations Perm(C) de C est trivial, i.e. réduit o l’élément neutre,
2. S est aussi une signature totalement discriminante relativement a D,

3. 81D =C pour o € S,, alors o peut étre déterminée et elle est unique.

Preuve. Par hypotheése, S est une signature totalement discriminante relativement a C,

alors

1. Sio € Perm(C), on a d'une part

Vi€ {1,2,...n}  S(C°,0(i)) = S(C,i)
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et d’autre part puisque o € Perm(C)

S(C7%,0(i)) =S(C,0(7))

cela entraine
Vie{l,2,...,n} o(i)=1

et o est l'identité de S,

. Soient i,j € {1,2,...,n} tels que S(D,i) = S(D, j). Comme o est une permutation, il
existe a, b € {1,2,...,n} qui vérifient o(a) =i et o(b) = j. Compte tenu du fait que

D = C°, nous avons alors

S(D,i)=8(D,j) < S

<~ S(C,a) =S8(C,b) S est signature

<~ a=b S totalement discriminante pour C
< o(a) =0(b) o est permutation

= i=j

Cela prouve que S est aussi totalement discriminante pour D = C?,

. Soient respectivement les ensembles A et B des valeurs S(C, i) et S(D, j). Pour tout
i,7€{1,2,..,n}:
A={S(C,i)|ie{1,2,...,n}}
B={8D,j)|je{L,2,...,n}}
S est une signature totalement discriminante relativement & C et D, il en résulte que

chaque ensemble A et B est de cardinal n. Comme les codes C et D sont équivalents

et D = C?, nous pouvons écrire

Vie{1,2,...n} S(C,i)=S8(C",a(i)) = S(D,a(i)) (%)

De plus, I'équivalence de C et D implique que A = B, ce qui montre

35 € {1,2,...,n} unique tel que S(C,i) =S(D, ) (%)
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La conjonction de () et (xx), en remarquant que S est totalement discriminante pour

D, nous montre que
oi)=Jj
La permutation o est ainsi déterminée pour tout ¢ € {1,2,...,n}.

L’unicité de o provient du fait que Perm(C) est trivial et du théoréme 2.3.2. m

Exemple 2.4.3 Considérons les deux codes binaires de longueur 3 suivants :

C ={100,101,011}

et
D ={001,011,110} .

Comme signature nous prenons S(U,i) = Wy, (X), le polynome énumérateur des poids du

code U;, le code U poingonné en 1. Nous avons alors

Ci = {000,001,011} — S(C,1)=1+X + X2
C, = {100,101,001} — S(C,2) =2X + X?
C; = {100,010} — 8(C,3) =2X

La signature S est une signature totalement discriminante relativement a C,

Pour D, nous avons

D, = {001,011,010} — S(D,1)=2X + X2
D, = {001,100} — S(D,2) =2X
D; = {000,010,110} — &(D,3) =1+ X + X2

La signature S est aussi totalement discriminante relativement o D.

En comparant les valeurs des signatures pour C et D, on trouve que

s(C,2) = S(D,1)
S(C.3) = S(D.2)
S(C,1) = S(D,3)
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et par suite la permutation o est le cycle (132). Une vérification immédiate montre que

= {(#o-11), To1(2) To1(3)) | (21,22, 23) € C}
= {(22,23,21) | (1,72, 73) € C}

D.

Remarquons aussi que Perm(C) =Perm(D) sont triviauz.

CAS PARTICULIER

Le théoréme 2.4.1 permet de calculer la permutation entre deux codes équivalents dans le
cas ol la signature considérée est totalement discriminante. Notons que dans le cas ou le
groupe de permutations du code est non trivial, une telle signature n’existe pas. Toutes ces
remarques nous ont incités a examiner un cas particulier ou la signature n’est pas totalement
discriminante.

Soient comme précédemment deux codes correcteurs équivalents C et D = C? de C(n, q),

o € S,. Supposons qu’on ait une signature

S: C(n,q) x{1,2,...,n} — F
(C,1) — S8(C,i)

ol F est un ensemble non vide. Supposons en outre que la signature S vérifie la condition

suivante :

341,49, ...,55 € {1,2,...,n} distincts, 2 < s <n—2, tels que
S(C,i1) = S(Cyiy) = ... = S(C, is) (%)
et si 0,7 €4{1,2,....,n}\ {i1,d,...,35} distincts,  S(C,i) # S(C, )

Cela veut dire que la signature S ne discrimine pas les positions iy,is,..., et i; de

{1,2,...,n} et que I'application partielle

Se: {1,2,...,n} — F
i — Se(i) =S8(C,1)
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est injective sur la partie {1,2,...,n} \ {i1, iz, ..., is}.

Sur {1,2,...,n}, on peut définir une relation R par :
Pour i,j € {1,2,....,n}, i Re¢ j< S(C,i) =S(C,))

La relation R¢ est une relation d’équivalence car elle est la relation associée a ’application

partielle S¢. Sous la condition (), I’ensemble quotient {1,2,...,n} /R¢ est

{{z’l, [CT Y 3 {1}16{1,2,...,71}\{11,1'2,...,7;3}} .

Comme les codes C et D = C” sont équivalents, la signature S agit avec le code D de la méme
maniére qu’avec C, elle ne discrimine pas s positions, ce sont les images {0 (i1), 0 (i2), ..., 0 (is) }
de {i1,1s,...,7s} par o. De plus, si on fait agir Perm(C) (et de méme Perm(D)) sur
{i1,142, ...,1s} (respectivement {o(i1),0(i2),...,0(is)}) de fagon naturelle, cette partie restera

stable, c¢’est-a-dire,
VT € PeTm(C),T({il,ig, ey Zs}) C {il,iQ, ceey Zs} .

En résumé, le théoréme suivant a lieu :

Théoréme 2.4.2 Soient C et D deux codes correcteurs de C(n,q) et S une signature qui

vérifie la condition (). Alors,
1. La partie {iy, i, ...,is} est stable sous l'action naturelle du groupe Perm(C),
2. Si D = C? pour une permutation o € S,, alors la signature § vérifie la méme condition
(%) avec D et la partie {o(i1),0(ia),...,0(is)}.
Preuve. Les hypothéses du théoreme étant supposées vraies, nous avons donc :

1. Si 7 € Perm(C), alors
S(C,i) =S8(C,7(7)) (1)

c’est-a-dire que

Vie{l,2,...n}, iRe 7(7)
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De plus
S(C,i1) = S8(Cyiz) = ... = S(C, is) (i7)
Appliquer (i) a (77) nous donne
S(C,i1) = S8(C,ig) = ... = S(C, is)
=S8(C,7(i1)) =S(C,7(ig)) = ... = S(C, 7(is))

Ce qui montre que si 7 € Perm(C), alors 7({iy, iz, ...,1s}) C {i1, 42, ..., 75}

2. S est une signature et comme D = C? pour une permutation o € S, nous pouvons
écrire

S(C.ia) = S(C7, 0(ia)) = S(D, 0(iy)) pour ia € {ir, is,...,is} .

Soient maintenant i,j € {1,2,...,n} \ {o(i1),0(i2),...,0(is)} distincts. Il existe ¢, r
distincts de {1,2,...,n} \ {i1, 2, ..., 05} tels que i = o(t) et j = o(r).

Par suite nous avons,

S(D,i) = 8(C°,0(t)) = S(C, 1)

et

S(D,j)=S8(C%,0(r)) =S(C,r).
Comme S(C,t) # S(C,r), nous obtenons S(D, i) # S(D,j). m

Sous les hypothéses du théoreme précédent (la condition () a lieu), il existe au moins
une position i € {1,2,...,n}\{i1, is, ..., i} qui est discriminée par la signature S relativement

a C, c’est-a-dire si j est une autre position de {1,2,....,n} \ {i1, i, ..., 75} distincte de i, alors
S(C,j) # S(C,0).
La position ¢ étant fixée, soit alors ’application ®. définie par

Oc 0 {iy,i9,.is) 02— E
a — S(C;,a)
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Supposons que les codes C et D soient équivalents par permutation et que nous voulons
déterminer la permutation o € S,, qui vérifie D = C?. Cela, nous faisons face au probléme
de détermination de o.

Si Papplication @, définie ci-dessus, est injective, alors on peut calculer les images o (j)
pour tout j € {1,2,...,n}. La permutation o est ainsi déterminée et la proposition suivante

a lieu :

Proposition 2.4.4 Sous les hypothéses du théoréme 2.4.2 et si l'application ¢ est injective,

alors la permutation o est bien déterminée.

Preuve. ®; est injective, alors

va7b € {Z'17Z.27 "‘7i5}? a 7é b (I)C(a“> 7& (I)C(b)

Le code D vérifie D = C° pour une permutation o € S,. De 1’égalité

S(C,i) = 8(C°,a(i)) = S(D,o(i)) = S(D, k)

ot, selon le théoreme 2.4.2, Uentier k € {1,2,...,n} \ {o(41), 0 (i), ..., 0(is) } est une position

discriminée par la signature S relativement a D, on conclut que

k=o(i)

I'image de 7. On peut montrer que 'application ®p

(I)D : {j17j27 -",js} — F
c — S(D,,c)

définie de I’ensemble {ji, ja, ..., js} = {o(i1),0(i2),...,0(is)} dans E (de la méme maniére
que application @) est aussi injective.

Calculons successivement les images

Oc {i1, 19, ..., 15} = {Pc(i1), Pelia), ..., Pelis)}
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et
(I)D {j17j27 m:js} - {CI)D(jl)J (I)D(j2>7 ceey CI)D(]S)} )

puisque D = C?, nous avons pour a =i, 1 < h < s,
Dc(a) = S(C;a) = S((C))7, 0(a)) = S(D, ), 0(a)) = §(Dy, 0(a)) = Pp(a(a)),

avec ¢ = o(a) € {j1,Jo,.-,Js}. Cela montre que les deux ensembles ®¢ {i1,is,...,75} et
&p {J1,j2, -, s sont égaux. Par suite, en comparant ses éléments, on trouve que $¢(a)
égale un élément ®p(j,) :

Dc(a) = p(jr)-

En comparant, on trouve que

®p(o(a)) = Pp(jr)-

Compte tenu de l'injectivité de ®p (qui résulte de celle de ®¢), on conclut que o(a) =
o(in) = jr, avec 1 < h < s. Et ainsi I'image o(a) de a € {iy, 12, ...,i5} par o est déterminée.
Pour a € {1,2,...,n} \ {i1,42,...,is}, on procéde de la méme maniére que celle suivie pour
déterminer I'image de la position discriminée 7. Et en conséquence la permutation o est

déterminée. m

Exemple 2.4.4 Considérons les deux codes binaires C et D de longueur 4 définis par :
C ={0110,0101,0111,1010, 1111}

et
D ={0011,1010,1011,0101, 1111} .

Prenons comme signature :

S, i) = Wy, (X)
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le polynome énumérateur des poids du code U;, le code U € C(4,2) poingonné en i, pour

1 =1,2,3,4. Un calcul stmple nous donne alors,

¢, = {0110,0101,0111,0010} — 8(C,1) =X +2X%+ X3
C, = {0010,0001,0011,1010,1011} — &(C,2) = 2X + 2X2 4+ X3
C; = {0100, 0101, 1000, 1101} — S8(C,3) =2X + X%+ X3
¢, = {0110,0100, 1010, 1110} — 8(C,4) = X +2X%+ X3

Ainsi les positions 1 et 4 ne peuvent étre discriminées. Un calcul analogue donne pour le

code D et ses codes poingonnés,

D, = {0011,0010,0101,0111} — §(D,1) =X +2X2%+ X3
D, = {0011, 1010, 1011, 0001} — 8(D,2) = X +2X2 4 X3
D; = {0001,1000,1001,0101,1101} — S(D,3) = 2X + 2X? + X3
D, = {0010, 1010, 0100, 1110} — §(D,4) =2X + X%+ X3

On remarque aussi que les positions 1 et 2 ne peuvent étre discriminées. On voit aisément

que
S(C,2) = 8(D,3) = 2X +2X% + X3
S(C,3) = S(D,4) =2X + X% + X3

ce qui donne

o 3
o(3) =4
Choisissons la position discriminée i = 2, pour ce choiz k = o(i) = 3. Introduisons main-

tenant les applications ®¢ et ®p associées o C et D:

be: {14} — Z[X]

et
Op: {1,2} —  Z[X]
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nous voyons que

i
Q
—~
—_
~—
I

S(C,,1) =2X + X?
Pe(4) =8(Cyy4) =1+ X + X?
et que
Pp(2) = 8(D,,2) =2X + X?
Pp(1) =8(D,y,1) =14+ X + X2

L’application O¢ (et par suite Op) est injective. En comparant les images de ®¢ et Pp nous

obtenons

ce qui implique que

et la permutation

12 3 4
o= = (1234) € 5,
2 3 4 1

vérifie

D= = C(1234)

équation montrant [’équivalence des deux codes binaires C et D.

2.5 Conclusion

Ce chapitre contient une étude peu large sur la notion d’équivalence des codes correcteurs,
axe autour duquel tout le chapitre tourne. Les notions de base indispensables sont rappelées,
les propriétés qui s’en suivent sont citées et démontrées (transfert des parameétres, préserva-
tion de linéarité, conservation des polynomes énumérateurs des poids, identité des groupes
des permutations & un isomorphisme prés. .. ). L’utilisation des notions et des résultats liés
a la théorie des groupes finis (tels le théoreme de Lagrange, les classes latérales suivant un
sous-groupe, 'action d’un groupe, etc.) permet de dériver des résultats remarquables at-

tachés a la notion d’équivalence des codes correcteurs (définition de 1’équivalence des codes,
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nombre des codes équivalents, nombre des permutations définissant le méme code équivalent
et conjugaison des groupes de permutations des codes équivalents. ..). La derniére section
du chapitre se concentre sur le probléme de détermination de la permutation entre deux
codes équivalents basée sur la notion de signature due a Nicolas Sendrier. Notre intention
porte sur un cas particulier, ot la signature associée vérifie une certaine condition. Sous
cette condition, nous avons pu présenter une étude capable de calculer cette permutation.
Des exemples illustrant les résultats sont exhibés. A titre de conclusion, la théorie des
groupes est un outil tres puissant qui peut contribuer a une meilleure compréhension des

codes correcteurs d’erreurs.
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Chapitre 3

Permutations admissibles associées a

une partition d’un entier

es codes de longueur n sur un alphabet ) sont des parties non vides de Q”. Pour
Létudier leur capacité a détecter et corriger les erreurs, la notion de distance est
introduite. Plusieurs distances sont ainsi exploitées : distance de Hamming [23] (@ un
corps fini), distance de Lee [15] et [37] (Q = Z4 'anneau des entiers modulo 4), distance
modulaire [37] (Q = Z), distance arithmétique [37] (QQ = Z), etc. Dans le cas ou @ est
un corps fini Iy, la distance de Hamming est la plus classique et la plus utilisée pour sa
connexion avec les machines traitant l'information. Les autres distances sont préférables
pour d’autres situations. En 2006, Feng, Xu et Hickernell dans [II] ont introduit une
distance d, sur [ associée a une partition 7 de I'entier positif n représentant la longueur
des mots de ;. Autour de ce concept, plusieurs travaux sont élaborés.
Alves et Panek dans [28] s’intéréssent & I'étude des isométries de Fy muni de cette
distance. Ces isométries forment un groupe pour la composition des applications, il est
le produit semi-direct de deux de ses sous-groupes. L’un des deux est le sous-groupe des

permutations admissibles dont notre travail y est consacré.

Dans ce chapitre, nous présentons des notions fondamentales de la partition d’un entier

positif, la distance associée et les permutations admissibles. Puis, nous démontrons quelques
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résultats révélant quelques propriétés relatives a ces notions en nous appuyant sur 1’outil
puissant d’un groupe agissant sur un ensemble. Les travaux [I1] et [28] sont les références

et les motivations pour cette étude.

3.1 Partition d’un entier positif

Un entier positif est un entier naturel non nul, c’est-a-dire un élément de N*.
Soient n et m deux entiers positifs tels que m < n. L’écriture de n en somme de m

entiers positifs est une expression de la forme

n==k +ko+..+kn, (3.1.1)
avec k1, ko, ..., k,, des entiers positifs.
Cela revient a la donnée d’une suite finie (kq, ko, ..., k) d’entiers positifs &y, ks, ...,
k., vérifiant 1’égalité [3.1.1
L’entier positif m représente la longueur de la suite et les entiers kq, ko, ..., k,, sont les

termes (ou les parts). Cette suite est appelée une composition de n en m termes (ou parts).
Les termes de cette suite ne sont pas forcément distincts et la suite n’est pas nécessairement

ordonnée d’une maniére monotone.

Exemple 3.1.1 Les suites (2,2,3), (3,2,2) et (2,3,2) sont des compositions de 7 en 3

termes.

Exemple 3.1.2 La suite (1,1,1,1,1) est une composition de 5 en 5 termes.

Exemple 3.1.3 Les suites (3,3,3,3) et (1,2,3,6) sont des compositions de 12 en 4 termes.
Le fait que ’addition des termes dans I’équation est commutative, et que les termes

des suites de I'’exemple premier 3.1.1 ne différent que dans 'ordre dont les termes sont

écrits, fait qu’on peut considérer que ces suites sont essentiellement les mémes : c’est-a-dire

équivalentes dans un sens qu’on va définir. Ce qui nous permet de considérer que les suites

(k1, ko ..., ky,) vérifiant ’équation et qui sont décroissantes :
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c’est-a-dire

kv > ke > . >k

Ces suites de composition de n en m termes et qui sont décroissantes sont les partitions
de n en m parts. Elles sont les représentantes des compositions de n en m termes dans le

sens qui suit.

Pour tout entier positif m < n, on considére ’ensemble (N*)™ produit cartésien de m

copies de N* : c’est ’ensemble
(N9)™ = {(ny,na,...,nm) | n; € N* pour tout i = 1,2,...,m },

on considére aussi le groupe symétrique S, de degré m (c’est-a-dire des permutations

de {1,2,....m}).

Soit I’application ¢ de S,, x (N*)™ dans (N*)™ définie comme suit :

0: S, x (N*)m N*)™
< (N9 — (W) (3.1.2)
(0,(n1,n9,...;nm)) +— o(ng, N, ..., Ny

telle que o (n1, N2, ...s Nn) = (N (1), Nr(2) -+ Nr(m) ) -
Pour 'application §, nous avons le lemme suivant :

Lemme 3.1.1 L’application ¢ définie par[3.1.9 est une action du groupe S,, sur l’ensemble
(N*)™.

Preuve. L’application ¢ est bien définie, de plus pour o,7 € S, et (ny,na, ..., ny) de

(N*)™ on voit que

oT(N1, N2, s ) = (Nor(1)s Nor(2)s - Nor(m))

= (o)) Mo (r(2))s s Mo (r(m))
= 0(Nr(1)s Mr(2)s s Nir(m))

= o(t(ny,ng,....;nm)),

et si 1d désigne ’application identité dans S,,, on a alors
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id(n1,n2;~-,nm) = (nid(l)anid(Q)a--->nid(m)>
= (n1,m2, ..y Ty).

Les axiomes de la définition 1.1.4 ont lieu, ce qui prouve le lemme. m

Ce qui nous importe est les compositions d’un entier positif n en m termes. A cette fin,

considérons le sous-ensemble X C (N*)™ défini par
X ={(n1,n9,...;ny) € (N)" | n=n1;+ng+ ...+ ny}

L’ensemble X est stable sous l'action § : En effet, pour (ny,ns,...,n,) € (N*)™ et 0 € S,

on a
(n1,n2,...;nm) €X & n=ny+ng+..+n,

< N="Ne1) T Ne@) + -+ No(m)

<~ g(nl7n2a"'>nm) €X
Ce qui induit une action sur X qui sera notée J|x.
L’action 0| x définit une relation d’équivalence sur I'ensemble X dont les classes d’équivalence
sont les orbites (3.1.3)). Deux compositions de l'entier positif n en m termes sont équiva-
lentes si elles appartiennent & la méme orbite. Comme N* est totalement ordonné, on peut

choisir comme représentant d’une orbite une composition décroissante. D’ou la définition

suivante :

Définition 3.1.1 [1/ Une partition d’un entier positif n en m parts est une suite décrois-

sante (k1, ka, ..., k) de m entiers positifs ki, ko, ..., km qui vérifient

—Pour l'exemple 3.1.1, la suite (3,2,2) est une partition de 7 en 3 parts. Les deux suites

(3,2,2) et (2,3,2) sont équivalentes. L’orbite contenant (3,2,2) est

0((3,2,2)) =1{(3,2,2),(2,3,2),(2,2,3) } .
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—Pour l’exemple 3.1.3, la suite (3, 3,3, 3) est une partition de 12 en 4 parts dont I’orbite
est O0((3,3,3,3)) ={(3,3,3,3)}.
Tandis que la composition (1,2, 3, 6) est d’orbite O((1,2,3,6)) = O((6, 3,2, 1)) contenant

24 éléments.

En général, un élément (n4, no, ...,n,) € X a pour orbite sous I'action de §x la partie

O((nl,ng, ,nm)) = {(ng(l),ng(g), ...,ng(m)) | o€ Sm} . (313)

Remarque 3.1.1 Comme |S,,| = m!, on voit que |O((ny, ng, ..., ny)| < ml.

Dans tout ce qui suit, n et m sont des entiers positifs fires avec m < n. On fize aussi une

partition ™ = (ky, ks, ..., ky) de n en m parts.

3.2 Décomposition de F; en produit direct

Soit Fy espace vectoriel de dimension n sur le corps fini F,. La partition 7 = (K1, kay ooy k)

de n induit une décomposition de 'espace [ en produit direct de m sous-espaces vectoriels

Fi =F x Fi2 x .. x Fim (3.2.1)

de sorte qu’un vecteur v de F" s’écrive sous la forme
q

v = (v1, V2, ..., V) (3.2.2)

avec v; € ]F’;i pour i =1,2,....m.

Les vecteurs vy, vs, ..., v,, sont les blocs de v. Classiquement, ils sont des scalaires du
corps F,, relativement a la partition m = (kq, ko, ..., k) ils sont des vecteurs (de longueur
ki, ks, ..., kn, respectivement) des sous-espaces vectoriels F ’;1, ]F’;?, e IF’;’". Dans le cas par-

ticulier ot n = m et m = (1,1,...,1), on se trouve dans le cas classique.
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Exemple 3.2.1 -Pour l'exemple 3.1.1, si F, = Fy et m = (3,2,2) est une partition de 7 en

3 parts, alors

7 _ 3 2 2
F, =5 x I x IF5.
Un vecteur v de F5 est de la forme v = (v11,.v12, V13, | Va1, Va2, | V31, v32) = (v1, U2, v3).

—Pour 'exemple 3.1.3,si F, = F3 et A = (3,3, 3,3) est une partition de 12 en 4 parts, alors

Fi* =3 x F3 x F3 x F3.

Un vecteur v de F3? est de la forme

U= (U11,-U12,U13,| Va1, V22, V23, | V31, V32, Uss, | U41,U427U43) = (017U2,U37U4)~

Comme le produit direct Fi' x F}2 x ... x Fi™ et la somme directe FI* @ Fl> @ .. @ Fin

sont linéairement isomorphes, les deux terminologies sont adoptées.
n _ mk k km _ Tk k km
F,=F! xFx. . xF"=F'oF*®.. . 0F".

Définition 3.2.1 La décomposition est appelée la décomposition de l’espace Fy rela-

tivement a la partition m = (ky, ko, ..., k) de n.

3.2.1 La w-distance (m-métrique)

Rappelons la notion de distance de Hamming donnée dans la définition 1.3.2.
Pour deux mots x = z123...7,, et y = y1y2...yn de Fy, la distance de Hamming de z a y
est le nombre dy(x,y) des coordonnées i = 1,2, ..., n telles que x; # v;.
c’est-a-dire

et le poids de Hamming de x = x125...z, € Fy est entier naturel

wy(z)={i=1,2,...n|z; #0}.
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Autrement dit

wy(x) = dy(z,0).

ou 0 désigne le vecteur nul 00...0 € F.

Une généralisation de la distance (et par suite du poids) de Hamming est apparue en
2006 dans [IT]. Feng, Xu et Hickernell ont introduit une distance d. sur [} associée a une
partition 7 de ’entier positif n.

Considérons la décomposition de l'espace [y, et deux vecteurs u = (uy, g, ..., Up),

v = (v1, V2, ..., V) sous la forme relativement a la partition m = (kq, k2, ..., k) de n.

Définition 3.2.2 La w-distance entre deux vecteurs u = (uy, Uz, ..., Up,) €t v = (V1, Vg, .oy Upy)

de F) est le nombre d.(u,v) de leurs blocs différents :
dr(u,v) ={i=1,2,....m | u; #v;}|,
et le m-poids du vecteur u = (uy, ug, ..., uy,) est le nombre naturel

welu) = [{i = 1,2, .,m | wi 0}

Il est clair que le nombre d(.,.) vérifie les axiomes d'une distance sur [} :

dr(u,v) = 0 — u=v
dr(u,v) = d(v,u)
> d(u,w) < dp(u,v) + dr(v,w).

Pour la troisieme inégalité, appelée inégalité triangulaire, remarquons qu’on a
{i=L2,..m|u=v} N {i=L2.m|lv=w} C {i=1,2,...m]|u =w}
d’ou, par complémentation, on obtient

{i=12,..m|u#v;} U {i=1L2.m|vZw} D {i=1,2,...m|u #w}
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en passant aux cardinaux

qui n’est autre que l'inégalité triangulaire.

Remarque 3.2.1 La distance (le poids) de Hamming est un cas particulier de la m-distance.

Il suffit de considérer la partition = = (1,1,...,1) et m = n.

Ainsi le couple (I}, d;) est un espace métrique.

Exemple 3.2.2 (suite de l'ezemple 3.2.1) —Pour F, =F, et m = (3,2,2), une partition de
7 en 3 parts. Siu=(1,0,1]0,1]0,0) = (u1,uz,u3) et v=(1,0,0]0,0]|1,0) = (v1,vq,v3)

sont deux vecteurs de F5, alors d.(u,v) =3 et w,(u) = 2.

~Pour F, =F3 et A = (3,3,3,3), une partition de 12 en 4 parts. Si
u=1(0,0,0]1,2,0|1,1,1]0,1,2) = (vy, vq, v3,v4)

et
vV = (1,1,1 | 1,1,0 | 2,2,2 | 1,1,0) = (Ul,Ug,Ug,’U4)

sont de F12, alors d(u,v) = 4 et wy(u) = 3.

Comme les codes de longueur n sur le corps fini F; sont des parties de I'espace Fy (section
1.3), la notion analogue de code linéaire en blocs d’erreurs est introduite. C’est un sous-
espace vectoriel de l'espace (Fy,d,). 1l s’ensuit qu’on peut définir, d’'une maniére égale, la

distance minimale d’un code linéaire en blocs d’erreurs L :

Définition 3.2.3 Un sous-espace L de (F},d.) de dimension k est appelé un [n, k:]q—code
linéaire en blocs d’erreurs de type m sur F,.

En abréviation, un code linéaire en blocs d’erreurs est un LEB-code (pour l’anglais Linear

Error-Block).
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De meéme, la distance minimale d.(L) de L est

d.(L£) = min{d;(u,v)|u,v e L, vF#v}
= min{w,(u) |u € L, u# 0}.

3.3 Permutations admissibles associées a une partition

Définir une distance sur un ensemble fait appel a plusieurs autres notions telles que la
topologie, les suites, 'isométrie, etc. La notion importante d’isométrie est indispensable
pour I'étude des symétries dans un espace métrique. Elle permet d’identifier les parties qui
sont métriquement les mémes, c’est-a-dire qui possédent les mémes propriétés relatives a la
distance définie. Dans cette section, les isométries (aussi appelées les symétries) de I'espace
[y, muni de la 7-distance associée a la partition 7 = (k1, k2, ...y k), sont définies. Une
classe d’isométries, a savoir les symétries linéaires, représente une restriction compatible
avec la structure d’espace vectoriel de Fy. Ces symétries linéaires forment un groupe pour
la composition des applications. M. M. S. Alves, L. Panek et M. Firer donnent dans ’article
Error-Block Codes and Poset Metric [Advances in Mathematics of Communications, volume
2, No 1, 2008] une description compléte de ce groupe. Le groupe de toutes les isométries
(linéaires et non linéaires) est déterminé et décrit dans [28] comme le produit semi-direct de
deux sous-groupes. L’un est le sous-groupe des permutations admissibles. Notre intention
porte sur I'étude des propriétés des permutations admissibles (structure de sous-groupe,
ordre, et relation avec les compositions d’un entier positif) en exhibant quelques exemples

illustrant les résultats obtenus.

3.3.1 Isométries de (I}, d,)

Les isométries de ’espace (FZ, d,) permettent de définir une classification des codes linéaires
en blocs d’erreurs, comme elles appliquent un code linéaire en blocs d’erreurs sur un autre
et conservent la longueur, la dimension, la distance minimale et autres parameétres. Par
suite il est naturel d’appeler codes équivalents deux codes isométriques (I'un est I'image de

lautre par une isométrie).
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Définition 3.3.1 Une isométrie (ou symétrie) de l’espace métrique (Fy, d,) est une appli-
cation bijective ¢ : ¥y — ' qui conserve les distances,

c’est-a-dire,

pour tout u, v € Fy.

Remarque 3.3.1 Si la partition est 1 = (1,1,...,1) avec n = m, on est dans le cas clas-
sique des 1sométries de l’espace de Hamming (FZ, dy) dont la définition 3.3.1 donne une

généralisation.

Compte tenu de la structure vectorielle de [y, on peut ajouter la condition de linéarité

des isométries afin de s’adapter avec la structure.

Définition 3.3.2 Une isométrie linéaire de lespace (Fy, d) est une isométrie qui est linéaire

pour la structure d’espace vectoriel de Fy (comme elle est définie en 1.2.1).
Dans le cas d’isométrie linéaire, on peut alléger la définition.

Proposition 3.3.1 Une isométrie linéaire de l'espace (Fy,d,) est une application linéaire

injective p qui conserve le m-poids,
wr(p(u)) = wr(u), pour tout u € Fy.

Preuve. ¢ est linéaire injective entre deux espaces vectoriels de méme dimension, donc
surjective, par suite ¢ est bijective. L’'image du vecteur nul 0, de poids w,(0) = 0, par ¢

est lui-méme. Pour u, v € Fy on a

de(p(u), p(v) = da(io(u) — (v),0) (3.2.1)
= wr(p(u) — p(v) (3.2.1)
= w,(p(u —v)) (p linéaire)
= Wr(u —v) (p isométrie)
=d;(u—v,0) (3.2.1)
= dr(u,v) (3.2.1)
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Réciproquement, il est clair qu’une isométrie linéaire est linéaire, injective conservant le
m-poids. m

Deux codes linéaires en blocs d’erreurs C et D, qui possedent les mémes propriétés
métriques, ont les mémes propriétés théoriques relatives a la détection et correction des

erreurs. Donc ils sont considérés équivalents.

Définition 3.3.3 Deuz [n, k]q-codes linéaires en blocs d’erreurs C et D de type m sur I,

sont équivalents (resp. linéairement équivalents) s’il existe une isométrie (resp. linéaire) ¢

de (F7,dy) telle que o(C)=D.

Remarque 3.3.2 Si L et M sont équivalents, on dit aussi qu’ils sont isométriques ou
symétriques et on écrit

C~D.

Notation 3.3.1 Notons par Symm(Fy,d) l'ensemble de toutes les isométries de l’espace

(Fy, dx)-
L’ensemble Symm(FZ, d,) posséde une structure algébrique remarquable :

Proposition 3.3.2 L’ensemble Symm(IFy, d,) est un groupe pour la loi de composition des

applications o.
Preuve.
e L’application identité de Fy est une isométrie, donc Symm(IFZ, d,) # 2,

e La composée de deux isométries est une isométrie : Si p et ¢ € Symm(Fy, d,), alors

pour u,v € Fy

dr(p o p(u),pop(v)) = dr(p(P(u)), (¥ (v)))
= d(Y(u),(v)) ¢ isométrie
= dr(u,v) 1) isométrie

et comme la composée de deux bijections est une bijection, il résulte que ¢ o 1) est

dans Symm/(F7y, dx),
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e La composition des applications est associative.

o Si ¢ € Symm(Fy,d,), comme p(u) = s < u= ¢ '(s) et (v) =t & v =9 '(t), on
trouve
dr(p~H(s), 97 (1) =

dr(u,v) définition de o~ !
= d.(p(u), p(v)) ¢ isométrie
dr (

e

+(s,1) définition de ¢!

@~ est évidemment bijective, donc p~! € Symm/(Fy, d,).

En résumé, (Symm(Fy,d),0) est un groupe. m

Soit M I'ensemble des applications 7" : Fj) — Fy telles que

T((v1,v2, .oy Um)) = (Th(v1), T2 (V) ooy Trn (V)

ou chaque application coordonnée T; est une bijection de ]F’;i sur lui-méme.

Pour M, on a la proposition suivante :

Proposition 3.3.3 [28] Soit M comme il est défini ci-dessus. Alors M est un sous-groupe

de Symm(Fy,d), isomorphe au produit direct quki'
i=1
Ici, Sk est le groupe symétrique de degré qh.
Pour décrire la structure du groupe Symm(IF;‘, d,), une classe de permutations de S,

est définie dans ce qui suit.

3.3.2 Permutations admissibles

Rappelons que n, m sont des entiers positifs avec m < n. On fixe une partition 7 =

(k1, k2, ..., k) de men m parts.

Définition 3.3.4 [28] Une permutation o € Sy, est admissible si k; = ko) pour tout i =

1,2,...,m.
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Remarque 3.3.3 Pour donner une justification de cette définition, soit l’action

@:SmXIFZ—>FZ

(0-7 (U17U27 "'7Um)) — U(U17U2) "‘7Um) — (UU(1)7UU(2)a "'7UU(m))

Ici (U1, V2, ..., Um) € F2 = Fi* x FF2 x . x Fim comme dans|3.2.1. Dans le but de respecter

mn

q» on doit avoir le vecteur

l’ordre des sous-espaces IF";I, I[*";?,..., IF];T” dans la décomposition de F
1mage

O’(Ul, Vo, ..., ’Um) = (Uo(l), Vs (2)5 ++ ’UU(m))

dans F’;l X F’;Q X ... X F’;m. Et comme vy(;) € F,"" pouri=1,2,...,m, on voit par conséquent

(i) _

que IF]; IF’; Ce dernier veut dire que ky;) = k;.

Désignons par S le sous-ensemble de S,,, formé de toutes les permutations admissibles.
Nous allons citer quelques propriétés de S;.

Proposition 3.3.4 L’ensemble S, des permutations admissibles est un sous-groupe de S,,.

Démonstration. La preuve qu'on propose est basée sur I’action de J|x sur I'ensemble
X ={(n1,n9,...;ny) € (N)" | n=n;+ng+ ... + np}

défini dans la section 3.1.

Puisque ™ = (ky, k2, ..., k) € X, on a pour tout o € S,,
U(kla k?a ey km) = (ko(l)a k0(2)7 ey ko(m))

D’apres la proposition 1.1.2, le stabilisateur (S,,), de m = (k1, ka, ..., ki) €st un sous-groupe
de S, défini par
(Sm)e ={0 € Sy | om =7}
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On a pour une permutation o € S,

o€ (Sm)r & om=m7
& (koq), ko@)s s kom)) = (K1, Koy o ki)
& ko =kipouri=12,..m
& o€ S,

c’est-a-dire que le stabilisateur (S,,), n’est autre que Sy, ce qui prouve la proposition. m

La notation S, apparait tres naturelle, elle n’est qu'une écriture légére de (S,,), en

rappelant que I'entier positif m est fixé.

Si T = (ry,re,...,7m) €st une composition équivalente & © = (kq, ko, ..., ky,) telle que

T = om, avec o € S,,, la proposition suivante a lieu :

Proposition 3.3.5 Si7T = (11,72, ...,Tm) est une composition équivalente a ™ = (k1, ka, ..., km),

alors Sy et S; sont conjugués. Plus précisément, si T = ow, avec 0 € S,,, on a

S, =o0S,0 L.

Preuve. C’est une conséquence immédiate de la proposition 1.1.2. =

Exemple 3.3.1 Dans les exemples suivants, w est une partition de n en m parts, T est une

composition équivalente a 7 :

(a) n=7,m=3,1m=(3,2,2) et 7= (2,3,2). Ici on a

S. ={Id, (23)}

m et T vérifient

7= (12)7 et 7 = (132)7.

Dans le premier cas
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dans le deuziéme

S, = {Id, (13)} = (132)S,(123).

(b) n=5 m=>5nm=(1,1,1,1,1) et T =m. Ici on a Sy = S, = S5

(¢) 1) n=12, m=4,71=(3,3,3,3) ee7=m7. Ici on a

Sy =58 =54

2) n=12, m=4, 7= (6,3,2,1) et 7= (1,2,3,6). Ici on a

et T vérifient
7= (14)(23)7

et
Sy = {Id} = (14)(23) S, (14)(23)

3) n=12, m=>5m=(3,3,2,2,2) et 7 = (123)7 = (3,2,3,2,2). Ici on a

Sy ={Id, (12),(34),(35), (45), (453), (435), (12)(34), (12)(35), (12)(45), (12)(453), (12)(435) }

et

S, ={Id, (13),(24), (45), (25), (243), (234), (13)(24), (13)(45), (13)(25), (13)(243), (13)(234)}

= (123) S, (132).

Remarque 3.3.4 En se renvoyant o l'exemple 3.3.1 (a), on wvoit que la composition T
provient de w par U'application de deux permutations de Sz, a savoir o1 = (12) et o9 = (132).
Cela nous incite a poser la question naturelle suivante : St w et T sont équivalentes, trouver
le nombre des permutations o € S, qui envoient T vers T, i.e. T = OT.

La réponse a cette question apparait dans ce qui suit :

On voit que si 07 et 0y sont deux permutations de S, qui vérifient 7 = o7 et 7 = oo,

alors on a
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T =07
& 01T = 09T

T = 09T
4 0'1_10'271' =7 )
& o070y €S,, daprés la proposition 3.3.4,
& 015 = 095, dapres 1.1.2.

Cela permet de définir une relation binaire R dans S, par
01ROy & 01T = 09 & 015, = 095,

R est une relation d’équivalence. Notons par [o] la classe de 0. On remarque que ’équivalence
précédente montre qu’on peut introduire une bijection entre I’ensemble quotient S, /R et
I’ensemble S,, /S, des classes latérales & gauche modulo le sous-groupe S, du groupe S,, en
posant [o] — 0.S;.

Considérons l'application f définie par

[ S5 — [U]

(0% — O«

f est une bijection, ce qui permet d’énoncer la proposition suivante :

Proposition 3.3.6 Soient m une partition d’un entier positif n en m parts et T une com-

position équivalente. Le nombre des permutations de S,, appliquant m & 7 est |Sy|.

Remarque 3.3.5 e Dans la proposition, la partition m peut étre remplacée par n’importe

qu’elle composition de n en m parts.
e Puisque le groupe S, est fini, les ensembles S,,/R et S,,/S, sont aussi finis.

e L’équipotence des deux ensembles S,,/R et S,,/Sx permet de calculer leur cardinal
[Sy 2 Sz, indice de Sy dans S, qui selon le théoréme de Lagrange (Théoréme 1.1.1)

égale
|:Sim| m!

St Sy = = —,
S 52 = 15 = 18]
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Exemple 3.3.2 (a) n=7, m=3, 7= (3,2,2) et 7=1(2,3,2). On a

S, ={Id, (23)}

|Sx| = 2, deux permutations de Ss appliquent m sur 7 : (12) et (132). L’ensemble

quotient S3/R a pour cardinal [Ss : S;] = 3. Un calcul simple montre que

S3/R ={[Ld],[(12)], [(13)]} .

(b) n=5 m=5 = (1,1,1,1,1) et =m. On a

Sﬂ-:S5

|Sx| = B! = 120 permutations de Ss envoient m vers T, ce sont Ss tout entier.

L’ensemble quotient S5/R = {Ss} a pour cardinal [Ss : S| = 1.

Nombre des compositions équivalentes

La proposition suivante permet de calculer le nombre des compositions équivalentes a une

partition 7 donnée. Ce nombre est une fonction en m, nombre de parts et le cardinal de .S;;.

Proposition 3.3.7 Soit m = (ky, ks, ..., k) une partition de n en m parts. Les compositions

2 . \ 2 N !
équivalentes a m sont en nombre égal a g—‘
™

Preuve. On propose deux méthodes de démonstration : © = (kq,ko,..., k) est la

partition de n en m parts,
Premaére méthode :

Soit 'action dx sur I'ensemble
X ={(n1,ng,...;npm) € (N)" |n=ny+ns+ ... + 0y}
définie dans la section 3.1. L’orbite de 7 selon est
O(m) = {(ka(1), ko), - komm)) | 0 € Sm} .
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C’est ’ensemble de toutes les compositions de n en m parts qui sont équivalentes a m. Leur

nombre est, d’aprés le corollaire 1.1.2, égal a

| S m!
O(m)| = [Sm : Sx] = = .
| S+ 52 = 51 = 1]

Deuxiéme méthode :

Considérons ’ensemble quotient S,,/R de S,, par la relation d’équivalence R, et sup-
posons que

Sm/R ={lon]; [oa], s o]}, = [Sw/R],

Chaque classe d’équivalence [o;] définit une composition 7; = o;m de n en m parts, équivalente

a m. Ces compositions sont distinctes et en bijection avec les [o;] par
[07] — oy

Leur nombre, sachant que S,, = [o1] U [02]U, ..., U[o,], est donc

m)

| S|

r=|5m/R| =

Ce qui achéve la preuve. m

Corollaire 3.3.1 Soit l’espace ¥y muni de la distance de Hamming dy. Il existe une unique

composition de n relative a dy.

Exemple 3.3.3 n=7,m=3, 7= (3,2,2). Comme S, = {Id, (23)}, on a % = g =3

compositions équivalentes & m sont rangées comme suit
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Exemple 3.3.4 n =5 m=>5 7= (1,1,1,1,1). On a S; = S5 et % =5 =1 La

partition m est 'unique composition équivalente o .

L’ordre du sous-groupe S,

Dans tout ce qui précede, 'ordre du sous-groupe S, des permutations admissibles joue un
role important : nombre des compositions équivalentes, cardinal de 1’ensemble quotient
Sm/R et le cardinal de [0], la classe de ¢ modulo la relation R. Il est donc nécessaire de le

calculer. Pour cette fin, supposons que la partition © = (k1, ks, ..., k) est telle que

kl — k2 = ... = km1 } ]{jm1+1 = km1+2 — ... — k?m1+m2 > (3'3‘1)
b k’m1+m2+...+ms_1+l = k’m1+m2+...+ms—1+2 = e = km1+m2+---+ms—1+m5’
avec
my +my + ... +mg = m. (3.3.2)

La proposition suivante a lieu :

Proposition 3.3.8 Soit m une partition de n en m parts, donnée sous la forme |3.5.1 et

alors l'ordre du sous-groupe S, des permutations admissibles relativement a m est
|Sa| = [ [ma!-
i=1

c'est-a-dire |S;| = mq! ma! ... myl.

Preuve. Pour toute permutation admissible o € S, les parties d’indices suivantes :
{1,2,...om}, {my + 1, ...omy +mo}, o, {mi+mo+ ...+ ms_1+1,...,my +ma+ ... + mg_q +my}
sont stables sous ’action de o, ce qui implique que les restrictions de o a ces parties sont

des permutations de ces parties. Cela permet de définir ’application suivante :

o (U\{1,2,-..,m1}> O{mi+1,...;mi+ma}s -+ UI{m1+m2+...+msf1+1,.--,m1+m2+.--+msf1+ms})
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=5
ou HSm est le groupe produit direct des groupes S,,,, ¢ = 1,2, ..., s, muni de la loi produit.

i=1
=S
i=1

i=s

[1s:.

i=1

L’application © est un isomorphisme de groupes. Par conséquent, |S,| =

Exemple 3.3.5 (a) n=7, m=3, 7= (3,2,2) s icionamy =1, mg =2k =3, kg =
ks = 2. Donc |S;| = 1! 2! = 2.

(b) n=5 m=>5 nm=(1,1,1,1,1). Ici on amy =5, ky = ky = ks = ky = ks = 1. Donc
|Sx| = 5! = 120.

(c) n=12, m=5m=(3,3,2,2,2). Ici onamy =2, my =3, k1 = ky =3, ks = ky =
ks = 2. Donc |S;| =2! 31 =2 x 6 = 12.

On peut résumer les propositions précédentes en un seul théoréme :

Théoréme 3.3.1 Soit m une partition d’un entier positif n en m parts. L’ensemble S, des
=S

permutations admissibles est un sous-groupe de S, d’ordre Hmil. Si T est une composition
i=1

équivalente o m, alors S, et S; sont conjugués.

Enfin, signalons le théoréme suivant, démontré en [28], qui donne une description com-
pléte du groupe des isométries de 'espace métrique (IF 0 d,). Rappelons que selon la propo-

sition 3.3.3, 'ensemble M des applications T": Fj' — F}' telles que

T((v1, v, ..oy Um)) = (T1(v1), To(v2), ooy Trn (Vi)

ou 7T; est une bijection de F’;i sur lui-méme, est un sous-groupe de Symm(F, A d,), isomorphe
i=m

aw produit direct HS ki -
i=1
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Théoréme 3.3.2 [28] Soit m une partition d’un entier positif n en m parts.

(7’) Symm(F;adﬂ) = Sp X M,

(i) Symm(F!' d) = S, x [[Sm

i=1
La structure du produit semi-direct est induite de ’action de S, sur M par conjugaison,
c’est-a-dire

(o, T)(B,R) = (a3, (B7'TB)R)

avec o, 3 € Sy et T, R € M, M < Symm(F},dy).
Lorsque d, = dy la distance de Hamming (dans ce casn = m, # = (1,1,...,1)), on a le

corollaire suivant :

Y

Corollaire 3.3.2 (28] Si dy est la distance de Hamming, alors Symm(Fy,dy) = S, x
(Sg)"-

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, a travers ses sections, nous avons rappelé les définitions et les notions de
base liées a la partition d’un entier positif en un nombre fini de parts : compositions d’un
entier positif et leur équivalence, décomposition de I’espace des mots associés, permutations
admissibles et les résultats qui s’en découlent. Nous avons tiré des résultats importants
en utilisant des techniques issues de la théorie des groupes, & savoir la notion de ’action
d’un groupe (la plupart des résultats, sauf ceux qui sont rapportés a une référence). Pas
mal des profits sont tirés de I'application des outils de cette agréable théorie : des défini-
tions apparaissent si claires, si rigoureuses et bien structurées (définition de I’équivalence
des compositions, permutations admissibles, etc.), des résultats bien fondés se démontrent
(nombres des compositions équivalentes, 1’ordre du sous-groupe des permutations admissi-
bles, etc.). Toutes ces remarques nous poussent a considérer, a titre de conclusion, que la
théorie des groupes est un outil trés puissant qui aide a définir, classifier et produire des
résultats indispensables de la théorie des codes correcteurs d’erreurs comme dans d’autres

théories.
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Conclusion et Perspectives

e sujet de ce travail s’inscrit dans le domaine de la théorie des groupes finis et
Lses applications & I’étude des symétries des codes correcteurs. Symétries observées
de deux angles : équivalence par permutations (équivalence par position relativement a la
distance de Hamming) et équivalence par blocs (relativement a une distance associée & une
partition de la longueur des mots).

Dans le but d’étudier [’équivalence des codes : On a commencé par donner des définitions
et les propriétés qui s’en déduisent. On a appliqué des outils issus de la théorie des groupes
pour mieux comprendre ’équivalence et pour en tirer d’autres propriétés. Enfin on s’est
concentré sur le probléme de détermination de la permutation entre deux codes équivalents
basé sur la notion de signature due a Nicolas Sendrier. Notre intention porte sur un cas
particulier, ol la signature associée vérifie une certaine condition. Sous cette condition on a
pu déterminer la permutation. Cette partie du travail a fait I’objet d’une publication dont
les résultats sont présentés dans la thése.

Pour la fin d’étudier 1’équivalence par blocs (relativement & la 7-distance associée a une
partition 7 de longueur des mots n), On a rassemblé les notions fondamentales de partition
d’un entier positif, la m-distance associée et les permutations admissibles. En s’appuyant
sur le concept du groupe agissant sur un ensemble, on a pu démontrer quelques résultats
relatifs & ces notions. Ces résultats obtenus concernent les compositions d’'un entier positif
et la combinatoire du sous-groupe des permutations admissibles. Ce dernier fut un facteur
du produit semi-direct définissant le groupe de toutes les isométries de I'espace des mots

relativement & la w-distance.
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Conclusion

A titre de conclusion, la théorie des groupes finis est un outil trés puissant qui aide a
définir, classifier et produire des résultats indispensables dans la théorie des codes correcteurs
d’erreurs comme dans d’autres disciplines.

Suite aux travaux présentés dans cette these, il reste encore beaucoup a faire avec les
groupes finis appliqués aux codes correcteurs d’erreurs. Nous présentons ci-dessous quelques
questions que nous prévoyons d’étudier dans des travaux a venir :

1. Relation entre les codes et leurs groupes de permutations vérifiant certaines propriétés,

2. Les p-sous-groupes de Sylow du groupe des permutations d’un code correcteur et ses
relations avec la détection et la correction du code,

3. Amélioration de I’étude de détermination des permutations entre deux codes équiva-

lents dans le cas d’une signature non totalement discriminante.
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Résumé

Dans ce travail, nous étudions le concept de I’équivalence par permutation des codes
correcteurs et ses propriétés en nous appuyant sur ’action du groupe symétrique .5, de
degré n sur ’espace (IF’q“, dy). La détermination de 1’équivalence est basée sur la notion de
signature due a Nicolas Sendrier, on s’intéresse a un cas particulier. Enfin nous présentons
une étude combinatoire des permutations admissibles formant un sous-groupe du groupe de
toutes les isométries de I'espace (Fy, d,), sous I'action du groupe symétrique S, de degré
m, nombre des parts d’une partition 7 de n.

mots-clés : action d’un groupe, codes équivalents, groupe de permutations, partition d’un
entier positif, permutations admissibles, isométrie.

[Abstract

In this work, we study the concept of equivalence by permutation of error-correcting
codes and its properties, based on the action of the symmetric group S,, of degree n on the
space (I}, dy). The determination of equivalence is based on the notion of signature due
to Nicolas Sendrier, and we focus on a particular case. Finally, we present a combinatorial
study of admissible permutations forming a subgroup of the group of all isometries of the
space (IE';‘, d,), under the action of the symmetric group S,, of degree m, the number of
parts of a partition 7 of n.

Keywords: action of a group, equivalent codes, permutation group, partition of a positive

integer, admissible permutations, isometries.
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