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Introduction

La théorie de calcul fractionnaire est un sujet presque aussi vieux que le calcul

différentiel est remonte au temps où Leibnisz, Gausse, Newton ont développé les

fondements de ce type de calcul , mais ce n’est que lors des trois dernière décennies

que le calcul fractionnaire est connu un plus large intérêt.

Le calcul fractionnaire a un champs d’application très vaste , par exemple :

viscoélasticité, théorie de contrôle, équation de diffusion, électricité, électromagné-

tique,...

Le sujet principale de ce mémoire est de trouver les solutions auto-similaires d’une

équation différentielle aux dérivées partièlles d’ordre fractionnaire, en se basant sur

les traveaux de [25], [5], [23], [13].

Notre travail est réparti en quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré aux

définitions et des notions fondamentales qui seront utile dans la suite de travail.

Le deuxième chapitre est consacré à la recheche de solutions auto-similaires de

l’équation différentielle aux dérivées partièlles d’ordre fractionnaire suivante :

∂αu

∂tα
= D

∂2u

∂x2
, D > 0, x ∈ R, 1 ≤ α ≤ 2.

La solution auto-similaire de cette équation sera donnée sous forme de la fonction

de Wright en utilisant l’opérateur fractionnaire d’Erdelyi-Kober.

Le troisième chapitre consacré à rechercher la solution auto similaire de problème

de Cauchy aux limites, pour EDPF en utilisant la transformations de Laplace, on

trouve la solution auto-similaire de cette problème en fonction de Wright.

Pour le quatrième chapitre on cherche la solution auto-similaire pour EDPF avec

des conditions aux frontières mobiles.

Enfin on fait une discussion entre les solutions obtenue par la dérivée de Caputo
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et la dérivée de Riemann-Liouville.
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Chapitre 1

Rappels de quelques notions

fondamentales

Dans ce chapitre nous allons donner quelques notions fondamentales, nécéssaire

pour la suite de notre travail.

1.1 Elements de calcul fractionnaire

1.1.1 L’intégrale fractionnaire

L’intégration fractionnaire généralise une formule due à Cauchy, qui exprime une

intégration multiple à l’aide d’une seule intégration, mais avec un noyau bien choisi

.L’itération n − fois d’une fonction intégrable d’une fonction f est donnée par la

formule suivante (voir[18]) :

∫ t

a

dx1

∫ x1

a

dx2...

∫ xn−1

a

f(xn)dxn =
1

(n− 1) !

∫ t

a

(t− τ)n−1f(τ)dτ .

Cette formule donne l’intégrale d’ordre entier n, sur l’intervalle [0, t]. L’ordre non

entier la généralise .On remarque immédiatement que pour parler d’une intégrale

d’ordre entier, ou non il faut préciser l’intervalle d’intégration.

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Soit f : [a, b]→ R, une fonction, notons par (I1
a+f) la primitive
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de f s’annule en a.

∀t ∈ [a, b] : (I1
a+f)(t) =

t∫
a

f(τ)dτ .

L’itération de (I1
a+f) permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a

et dont la dérivée s’annule en a de plus[2]

(I1
a+f)2(t) = I1

a+f ◦ I1
a+f

=

∫ t

a

(

∫ u

a

f(u)du)dτ

=

∫ t

a

(

∫ t

τ

du)f(τ)dτ (a < τ < u < t).

=

∫ t

a

(t− τ)f(τ)dτ .

Soit n ∈ N∗ en note (I1
a+f)n la néme itération de I1

a+f , une récurrence directe

montre que

(I1
a+f)n =

1

(n− 1) !

∫ t

a

(t− τ)n−1f(τ)dτ .

Si on note g = (I1
a+f)n , g est donc l’unique fonction vérifiant : ∀ 0 ≤ k < n− 1 :

g(k)(a) = 0 , g(n) = f.

L’égalité g(n) = f justifie la définition suivante :

Définition 1.1 (L’intégrale de Riemann-Liouville R-L)

L’intégrale fractionnaire de R-L.à gauche d’ordre α > 0, est définie par :

∀t ∈ [a, b] : (Iαa+f)(t) =
1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ , t > a.

De même, on définie l’intégrale fractionnaire de (R-L) à droite d’ordre α > 0 par :

∀t ∈ [a, b] : (Iαb−f)(t) =
1

Γ(α)

∫ b

t

(τ − t)α−1f(τ)dτ , t < b.
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1.1.2 La dérivée fractionnaire

Notons Dn(n ∈ N) l’opérateur de dérivée d’ordre n et soit f une fonction n-fois

dérivable, (voir [2]) remarquons que DnInf = Id et

InDnf 6= Id c-à-d que Dn est l’inverse à gauche pas à droit de l’intégrale d’ordre

nIn. La dérivée d’ordre n est un opérateur locale, qui peut aussi être défini sans faire

référence à une intégration. La dérivée d’ordre non entier est au contraire un opérateur

non locale toujours défini en relation avec un intervalle.

La dérivée fractionnaire de Reimann-Liouville

Soit f : [a, b] 7−→ R, α > 0 et [α] la partie entiere de α.[2] en s’inspirant

de la relation classique :
d

dt
=

d2

dt2
◦ I1

a

On peut définir une dérivée fractionnaire 0 ≤ α < 1 :

dα

dtα
=

d

dt
◦ I1−α

a .

Plus généralement, si α > 0, n = [α] + 1.

dα

dtα
=

dn

dtn
◦ In−αa .

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville à gauche

Définition 1.2 (La dérivée fractionnaire de R-L)[2]

Soit α > 0, et n = [α] + 1 la dérivée fractionnaire de R-L à gauche (resp -à droit)

d’ordre α est définie par :

∀t ∈ [a, b] : (Dα
a+f)(t) = (

d

dt
)n(In−αb− f)(t)

=
(−1)n

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ b

t

(τ − t)n−α−1f(τ)dτ .

(resp (Dα
b−f)(t) = (

−d
dt

)n(In−αa+ f)(t).

=
1

Γ(n− α)

dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−α−1f(τ)dτ).
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La dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 1.3 (La dérivée de Caputo)[2]

Soit α > 0 , et n = [α] + 1 la dérivée fractionnaire de Caputo à gauche (resp à

droit) d’ordre α est définie par :

∀t ∈ [a, b] : (cDα
a+f)(t) = In−αa+ ◦ (

d

dt
)nf(t)

=
1

Γ(n− α)

∫ t

a

(t− τ)n−α−1fn(τ)dτ .

(resp ∀t ∈ [a, b] : (cDα
b−f)(t) = In−αb− ◦ (− d

dt
)nf(t)

=
1

Γ(n− α)

∫ b

t

(τ − t)n−α−1fn(τ)dτ .

et ∀n ∈ N∗ :  cDn
a+f(t) = fn(t)− fn(a)

cDn
b−f(t) = (−1)n(fn(t)− fn(b))

Théorème 1.1 [2]Soient α ≥ 0, n = [α] + 1

f : [a, b] 7−→ R possède (n− 1) dérivées en "a" et Dαa+f existe, alors, la relation

entre la dérivée de R-L et la dérivée de Caputo définie par :

cDn
b−f(t) = Dα

a+[f(t)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k].

Définition 1.4 (L’opérateur différentiel fractionnaire d’Erdelyi-kober)[7]

L’opérateur différentiel fractionnaire d’Erdelyi-Kober pτ ,αβ d’ordre α > 0 est donné

par :

(pτ ,αβ g)(z) =
n−1∏
j=0

(τ + j − 1

β
z
d

dz
)(kτ+α,n−α

β g)(z),

n =

 [α] + 1, α /∈ N,
α, α ∈ N

.

Définition 1.5 (L’opérateur d’intégrale fractionnaire d’Erdelyi- Kober)[7]
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L’opérateur d’intégrale fractionnaire d’Erdelyi- Kober est donnée par :

(kτ ,αβ g)(z) =

 1
Γ(α)

∫∞
1

(u− 1)α−1u−(τ+α)g(zu
1
β )du, α > 0

g(z), α = 0

1.2 Les fonctions spéciales

Définition 1.6 (La fonction Gamma)(voir [2])

On appelle fonction Gamma d’Euler la fonction définie :

Γ(z) =

∫ +∞

0

tz−1 exp(−t)dt, (z ∈ C,Re(z) > 0)

avec : (tz−1 = exp((z − 1) ln t))

Exemples 1.1

Γ(1) =

∫ +∞

0

t0 exp(−t)dt =

∫ +∞

0

exp(−t)dt = 1.

Définition 1.7 (La fonction Béta)[2]

La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie par :

β(p, q) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)q−1dt, (p, q ∈ C).(Re(p) > 0,Re(q) > 0).

Définition 1.8 (Mittag-Liffter)[2]

La fonction de Mittag-Liffter est définie par :

Eα,β =

+∞∑
K=0

xk

Γ(αk + β)
, α > 0, β > 0.

Exemple 1.2

E1,1 =
+∞∑
K=0

xk

Γ(k + 1)
=

+∞∑
K=0

xk

k!
= exp(x).

Définition 1.9 (La fonction de Wright)[2]
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La fonction de Wright (W) est définie par :

W (z;λ, µ) =

+∞∑
K=0

zk

k !Γ(λk + µ)
, λ > 0, µ ∈ R.

Exemple 1.3

W (z;
−1

2
,
1

2
) =

1
1
√
π

exp(
−z2

4
).

Définition 1.10 (La fonction Mν(z))[7]

Cette fonction est définie pour n’importe quel ordre ν ∈ (0, 1) et ∀z ∈ C
par :

Mν(z) =
∞∑
n=0

(−z)n

n!Γ(−νn+ (1− ν))
, 0 < ν < 1 z ∈ C .

M1/2(z) =
1√
π
e(−z2/4).

Définition 1.11 (La fonction de Wright géneralisée)

La fonction de Wright géneralisée est donnée par :

pΨq

 (a1,A1,)....(ap, AP )

(b1, B1)....(bq, Bq)
; z

 =
∞∑
k=0

p∏
i=1

Γ(ai + Aik)

q∏
i=1

Γ(bi +Bik)

zk

k!
.

1.3 La transformée de Laplace des dérivées frac-

tionnaires

Dans cette section (voir [2]) nous donnons quelques outiles de base, et des formules

fondamentales de la transformée de Laplace pour les dérivées fractionnaires, Riemann-

Liouville et de Caputo.

1.3.1 Outiles de base de la transformée de Laplace

Rappelons quelque résultats fondamentaux de la transformée de Laplace.

La fonction F(s) définie par :

F (s) = L{f(t); s} =

∫ ∞
0

e−stf(t)ds,
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est la transformée de Laplace de f(t) et la transformée inverse définie par :

f(t) = L−1{F (s); t} =

∫ c+i∞

c−i∞
estF (s)dt.

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire d’une fonction f(t) est donnée

par :

L{f (n)(t); s} = snF (s)−
n−1∑
k=0

sn−k−1f (k)(0) = snF (s)−
n−1∑
k=0

skf (n−k−1)(0)

1.3.2 La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire

de R-L

Nous commencerons par la transformée de Laplace de l’intégrale fractionnaire de

R-L d’ordre α > 0 laquelle peut s’écrire comme une convolution de deux fonctions

g(t) = tα−1 et f(t) comme suit :

Iα0 f(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0

(t− 1)α−1f(s)ds =
1

Γ(α)
tα−1 ∗ f(t),

tel que la transformée de Laplace de la fonction tα−1 est donnée par :

G(s) = L{tα−1; s} = Γ(α)s−α,

et donc, nous obtenons la formule de la transformée de Laplace de l’intégrale

fractionnaire de R-L suivant :

L{Iα0 f(t); s} = s−αF (s),

et la formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de R-L
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d’ordre α > 0 est donnée par :

L{Dα
0 f(t); s} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sk[Dα−k−1
0 f(t)] |t=0 n− 1 ≤ α < n.

1.3.3 La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire

de Caputo

La formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo est

donnée par :

L{cDα
0 f(t); s} = sαF (s)−

n−1∑
k=0

sα−k−1f (k)(0)], n− 1 < α ≤ n.

1.3.4 Application de la transformée de Laplace paire sur la

fonction de Wright

Dans le cas α > 0, la fonction de Wright est une fonction entière d’ordre infé-

rieur à 1 ([2]) et par conséquent, leur transformée de Laplace peut être obtenue par

transformer leur expansion de Taylor terme par terme.

Alors,

W (±t;α, µ)÷ L [W (±t;α, µ); s] =

∫ +∞

0

e−st
+∞∑
K=0

±tk
k !Γ(αk + µ)

dt

=

+∞∑
K=0

±1k

k !Γ(αk + µ)

∫ +∞

0

e−sttkdt

=
1

s

+∞∑
K=0

(±s−1)k

Γ(αk + µ)
=

1

s
Eα,µ(±s−1) α > 0, µ ∈ R.

tel que :
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Eα,µ(z) =
+∞∑
K=0

±zk
Γ(αk + µ)

α > 0, µ ∈ R

c’est la fonction de Mittag-Liffter généralisée.

1.4 L’équation de diffusion fractionnaire

L’équation de diffusion fractionnaire est une équation aux dérivées partielles d’ordre

fractionnaire (voir[7]) telque le coté à gauche

est la dérivée d’ordre α par apport au temps, et le coté à droit est la dérivée

d’ordre β par apport à x :

∂αu

∂tα
= D

∂βu

∂xβ
, D > 0, x ∈ R, 1 ≤ α ≤ 2 et 1 ≤ β ≤ 2.

Cette équation est obtenu en remplaçant la première dérivée ou la dérivée seconde

par apport au temps (équation de diffusion ou équation d’onde, respectivement), par

la dérivée générale d’ordre α ≥ 1, définie au sens de Riemann-Liouville.

L’équation de diffusion contient des cas particuliers :

1. α = 1, β = 2 c’est l’équation de la chaleur.

2. α = 2, β = 2 c’est l’équation des ondes.

3. 1 < α < 2, β = 2 c’est l’équation de la chaleur-onde.

1.5 Les propriétés d’auto-similarité

Dans ce méoire (voir [11]), nous allons appliquer la méthode d’auto-similarité à

l’équation différentielle aux dérivées partièlles d’ordre fractionnaire.

D’abord, on donne quelques définitions sur la méthode d’auto-similarité.

Définition 1.12 [7]

Soit une famille à une paramètre de transformations d’échelle notée par Tλ, c’est

une transformation de (x, t, u) sous la forme :
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x = λx, t = λbt, u = u ,

telle que b est un constant et λ un réel.

Définition 1.13 [7] .

Une fonction à valeur réel η(x, t, u) est appelée un invariant de la famille à un

paramètre Tλ de la transformation d’échelle tel que :

η(Tλ(x, t, u)) = η(x, t, u) ∀λ ∈ I.
Sur le demi-espace {(x, t, u) : x > 0, t > 0},les invariants des transformations d’échelle

sont fournis parla fonction

η(x, t, u) = xt
−1
b et on a u(x, t) = v(z) , (z = xt

−1
b ).

et cette transformation reduit l’EDPF à une EDOF.
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Chapitre 2

Solutions invariantes par échelle

pour équation de diffusion

fractionnaire

Dans ce chapitre nous allons présenter la solution auto-similaire pour l’équation

de diffusion fractionnaire, (étudiée en [7]) suivante :

∂αu

∂tα
= D

∂2u

∂x2
, x ∈ R , D > 0 1 ≤ α ≤ 2, (2.1)

avec :

∂αu(x, t)

∂tα
=


∂nu(x,t)
∂tn

, α = n ∈ N
1

Γ(n−α)
∂n

∂tn

∫ t
0
(t− s)n−α−1u(x, s)ds, n− 1 < α < n ∈ N.

Selon les valeurs de α , (α = 1) l’équation de diffusion, (α = 2) l’équation d’onde

et (1 ≤ α ≤ 2) l’équation fractionnaire diffusion-onde.

Dans le cas générale (α /∈ N) on ne peut pas utiliser la règle de chaine dans
l’opération de la différentiation pour obtenir la solution auto-similaire de l’équation

réduite du ( 2.1 ) comme le cas de l’équation différentielle aux dérivées partièlle,

(α = 1, 2).
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Alors, nous allons transformer l’équation ( 2.1 )à une équation différentielle ordi-

naire d’ordre fractionnaire, avec le nouveau variable indépendant z = x/tα/2.

La dérivée donc devient la dérivée d’Erdelyi-Kober, dépendant avec le paramètre

α.

Pour α = 1 et α = 2, l’équation réduit correspondant à l’équation différentielle

ordinaire est très connu dans la littérature [14].

Nous représentons aussi la solution générale de l’équation différentielle d’ordre

fractionnaire avec la dérivée d’Erdelyi-Kober, dans les termes de fonction de Wright

et la fonction de Wright généralisée .

2.1 Application des propriétés d’auto-simillarité

Dans cette partie nous allons appliquer les propriétés d’auto-similarité sur l’équa-

tion de diffusion alors, On a :

∂2u(x, t)

∂x2
= λ2∂

2u(x, t)

∂x2 ,

∂αu(x, t)

∂tα
= λnb

∂nu(x, t)

∂t
n pour α = n ∈ N.

Dans le cas n − 1 < α < n, n ∈ N. En utilisant la substitution de variable nous
obtenons la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre α.

∂αu(x, t)

∂tα
=

1

Γ(n− α)

∂n

∂tn

∫ t

0

(t− s)n−α−1u(x, s)ds,

=
λnb

Γ(n− α)

∂n

∂t
n

∫ t/λb

0

(tλ−b − s)n−α−1u(x, λbs)ds,

on multiplie et on devise sur λb(n−α−1)

=
λnb

Γ(n− α)
λb(−n+α+1) ∂

n

∂t
n

∫ t/λb

0

(t−sλb)n−α−1u(x, λbs)ds,
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=
λαbλb

Γ(n− α)

∂n

∂t
n

∫ t/λb

0

(t− sλb)n−α−1u(x, λbs)ds,

on pose τ = λbs =⇒ dτ = λbds =⇒ ds = λ−bdτ ,

=
λαbλb

Γ(n− α)

∂n

∂t
n

∫ t

0

(t− τ)n−α−1u(x, τ)λ−bdτ ,

=
λαb

Γ(n− α)

∂n

∂t
n

∫ t

0

(t− τ)n−α−1u(x, τ)dτ ,

il s’ensuite que :

∂αu

∂tα
−D∂

2u

∂x2
= λαb

∂αu

∂t
α −Dλ2∂

2u

∂x2 = 0.

Les conditions de similarité :

λαb = λ2 =⇒ αb = 2 =⇒ b =
2

α
,

Théorème 2.1 [9]

Soit Tλ un paramètre de groupe de transformation d’échelle pour l’équation :

∂αu

∂tα
= D

∂2u

∂x2
0 < α < 2,

donnée sous la forme :

Tλ ◦ (x, t, u) = (λx, λbt, u)

alors ,

b = 2
α
,et l’invariant de cette groupe Tλ est donnée par l’expression :

η(x, t) = xt
−α
2 .

Preuve. on a :

η(x, t, u) = (λx, λbt, u)

en prend :

λbt = 1 =⇒ λb = 1/t =⇒ λ = t
−1
b

15



c’est à dire l’invariant de la transformation d’échelle Tλ pour l’équation (2.1 )

admet la forme :

η(x, t, u) = xt−1/b = xt−α/2

comme dans le cas de EDP en utilise la transformation :

u(x, t) = v(z) z = xt−α/2.

Pour déterminer les solutions invariantes par échelle pour EDPF d’ordre (1). nous

allons résoudre la dérivée partielle uxx et la dérivée partielle d’ordre fractionnaire
∂αu
∂tα

, α > 0 dans les termes des dérivées de v, on trouve :

ux = v′(z)t−α/2, uxx = v”(z)t−α. (2.2)

Dans les cas α = 1, α = 2 la dérivée ∂αu
∂tα

, α > 0 Peut être exprimée en des

termes de opérateur différentielle ordinaire linéaire, appliqué à v d’ordre 1 ou 2,

respectivement. Dans le cas générale on a le théorème suivant :

Théorème 2.2 [25]

La dérivée partielle fractionnaire ∂αu
∂tα

, α > 0 de la fonction u(x, t) = v(z) ,

z = xt−α/2 est donnée par la relation :

∂αu

∂tα
= t−α(p1−α,α

2/α v)(z), z > 0. (2.3)

avec

(pτ ,αβ v)(z) =

η−1∏
j=0

(τ + j − 1

β
z
d

dz
)(Kτ+α,η−α

β v)(z) (2.4)

Preuve. soit n− 1 < α < n , n = 1, 2, ...et (z) = (x/tα/2)

∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn
(

1

Γ(n− α)

∫ t

0

(t− τ)n−α−1v(xτ−α/2)dτ , (2.5)

en prend τ = tu−1 =⇒ dτ = −tu−2du =⇒ du = −t−1u2,

∂αu

∂tα
=

∂n

∂tn
(

1

Γ(n− α)

∫ t

0

(t− tu−1)n−α−1v(xt−α/2uα/2)× (−tu−2)du

16



=
∂n

∂tn
(

1

Γ(n− α)

∫ t

0

−t(t− tu−1)n−α−1u−2v(zuα/2)du

=
∂n

∂tn
(

1

Γ(n− α)

∫ t

0

−t× tn−α−1u−2u−(n−α−1)(1−u)n−α−1v(zuα/2)du

=
∂n

∂tn
(

1

Γ(n− α)

∫ t

0

−tn−αuα−n−1(1− u)n−α−1v(zuα/2)du

=
∂n

∂tn
(

1

Γ(n− α)

∫ t

0

tn−αuα−n−1(u− 1)n−α−1v(zuα/2)du.

si τ = tu−1 =⇒ τu = t =⇒ u = t/τ .

si τ = 0 =⇒ u = +∞.
si τ = t =⇒ u = 1.

=
∂n

∂tn
(

tn−α

Γ(n− α)

∫ +∞

1

(u− 1)n−α−1uα−n−1v(zuα/2)du.

=
∂n

∂tn
(tn−α(k1,n−α

2/α v)(z)).

On appliquons la relation :

t
∂φ(z)

∂t
= t

∂φ(xt−α/2)

∂t

= tx(
−α
2

)t
−α
2
−1φ′(z)

=
−α
2
xt−α/2φ′(z)

=
−α
2
zφ′(z)

=
−α
2
z
d

dz
φ(z). (2.6)

∂n

∂tn
(tn−α(k1,n−α

2/α v)(z)) =
∂n

∂tn
(

tn−α

Γ(n− α)

∫ +∞

1

(u− 1)n−α−1uα−n−1v(zuα/2)du.

=
∂n−1

∂tn−1
(n− α)tn−α−1(−α

2
z
d

dz
v(z))

1

Γ(n− α)

∫ +∞

1

(u− 1)n−α−1uα−n−1v(zuα/2)du.

17



=
∂n−1

∂tn−1
tn−α−1(n− α− α

2
z
d

dz
)(k1,n−α

2/α v)(z)

=
∂n−2

∂tn−2
(n− α− α

2
z
d

dz
)(n− α− 1− α

2
z
d

dz
)tn−α−2(k1,n−α

2/α v)(z)

=
∂n−3

∂tn−3
(n− α− 2− α

2
z
d

dz
)(n− α− 1− α

2
z
d

dz
)(n− α− α

2
z
d

dz
)tn−α−2(k1,n−α

2/α v)(z)

·

·

·

=
∂n−n

∂tn−n
tn−α−n(n− α− (n− 1)− α

2
z
d

dz
)× ......× (n− α− 2− α

2
z
d

dz
)

(n− α− 1− α

2
z
d

dz
)(n− α− α

2
z
d

dz
)(k1,n−α

2/α v)(z).

= t−α(
n−1∏
j=0

(1− α + j − α

2
z
d

dz
)(k1,n−α

2/α v)(z)

= t−α(p1−α,α
2/α v)(z).

Dans le cas α = n = 1, 2, 3 en utilise la relation (2.6) une autre fois , avec

(z = xt−n/2) on obtient :

t
∂

∂t
Φ(z) =

−n
2
z
d

dz
Φ(z)

∂n

∂tn
v(z) =

∂n−1

∂tn−1
(tn−n−1t

∂

∂t
v(z)).

=
∂n−1

∂tn−1
(t−1t

∂

∂t
v(z)).

=
∂n−1

∂tn−1
(t−1−n

2
z
d

dz
v(z)).

De la méme maniére, on arrive :

dn

dtn
v(z) = t−n

n−1∏
j=0

(1− n+ j − n

2
z
d

dz
)v(z).

= t−n(p1−n,n
2/α v)(z).
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Maintenant, en remplace l’expression (2.2) et (2.3) dans l’EDPF (2.1) on trouve :

dαu

dtα
= Duxx

uxx = t−αv”(z).

dαu

dtα
= t−α(p1−α,α

2/α v)(z).

alors (2.1) devient :

t−α(p1−α,α
2/α v)(z) = Dt−αv”(z),

alors,

(p1−α,α
2/α v)(z) = Dv”(z). (2.7)

si α = 1 on a :

(p0,1
2 v)(z) = (1− 1 + 0− 1

2
z
d

dz
)v(z)

= −1

2
z
d

dz
v(z)

= −1

2
zv′(z).

−1

2
zv′(z) = Dv”(z) (équation de diffusion).

si α = 2 =⇒ n = 2 (α = n = 2)

(p−1,2
1 v)(z) =

1∏
j=0

(1− 2 + j − 1

2
z
z

dz
)(z)

= (1− 2 + 0− z d
dz

)(1− 2 + 1− z d
dz

)v(z).

= (−1− z d
dz

)(−z d
dz

)v(z)

= (1 + z
d

dz
)(z

d

dz
)v(z)

2zv′(z) + z2v”(z) = Dv”(z) (équation d′onde).
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Remarques 2.1

On a vu d’après la définition de l’opérateur différentiel fractionnaire d’Erdelyi-

kober dans le cas α = n ∈ N, que l’équation (2.7) obtenu est une équation différentielle
ordinaire linéaire d’ordre max{2, n}.

2.2 Solutions invariantes par l’échelle

Dans cette section nous présentons la forme exacte des solutions invariantes par

échelle d’équation différentielle aux dérivées partièlles d’ordre fractionnaire (2.1).

L’équation (2.7) admet des structures différents, dans les cas 1 ≤ α < 2, α =

2, α > 0 et α > 2.

En commence par le premier cas : 1 ≤ α < 2 :

Lemme 2.1 [15] La fonction de Wright géneralisée W(µ,a),(ν,b)(z) est une fonction

entière pour 0 < −µ < ν a,b sont des nombres complexes.

Preuve. On utilise la formule inverse :[15]

1

Γ(1− z)
=

sin(πz)

π
Γ(z) z ∈ C.

On peut représenter la fonction de Wright généralisée sous forme :

W(µ,a),(ν,b)(z) =
1

π

∞∑
k=0

sin(π(a+ µk))Γ(1− a− µk)

Γ(b+ νk)
zk

puis on définie la série majorant :

s(z) =

∞∑
k=0

cosh(πζ(a))

π

∣∣∣∣Γ(1− a− µk)

Γ(b+ νk)

∣∣∣∣ zk.
On utilise la formule asymptotique :
Γ(s+a)
Γ(s+b)

= sa−b[1 +O(s−1)], |s| → ∞, |arg s| < π,

on obtient les rayons de convergence de la série majorant :

R= lim
k→∞

∣∣∣Γ(1−a−µk)
Γ(b+νk)

Γ(b+ν+νk)
Γ(1−a−µ−µk)

∣∣∣
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= lim
k→∞

(νk)ν(−µk)µ

=νν(−µ)µ lim
k→∞

kµ+ν = +∞.
C.-à-d., la fonction de Wright généralisée admet une infinité des rayons de conver-

gence.

Lemme 2.2 [29] Soit L− la coupe dans le plan complexe ζ− coincidant avec le semi-

axe réel négatif,[15], γ(ε, ϕ) (ε > 0, 0 < ϕ ≤ π) le contour avec l’arg ζ consistant les

parties suivantes :

1. le rayon arg ζ=−ϕ, |ζ| ≥ ε;

2. l’arc −ϕ ≤ arg ζ ≤ ϕ, |ζ| = ε;

3. ray arg ζ = ϕ |ζ| ≥ ε.

Alors, la fonction de Wright généralisée W(µ,a),(ν,b)(z) admet une représentation

intégrale :

W(µ,a),(ν,b)(z) =
1

2πi

∫
γ(ε,ϕ)

eζζ−aEν,b(zζ
−µ)dζ. (2.8)

ε > 0,
π

2
< ϕ ≤ π,−µ < ν < 0.

W(µ,a),(ν,b)(z) =

k0∑
k=0

zk

Γ(a+ µk)Γ(b+ νk)
+

1

2πi

∫
l−

eζζ−a{Eν,b(zζ−µ)−
k0∑
k=0

(zζ−µ)k

Γ(b+ νk)
}dζ,

(2.9)

ε > 0,
π

2
< ϕ ≤ π, 0 < −µ < ν, k0 > max{−1, R((1− a)/(−µ))}.

Preuve. La formule (2.8) est obtenue par la substitution de la représentation(voir[16]) :

1

Γ(s)
=

1

2πi

∫
γ(ε,ϕ)

eζζ−sdζ, ε > 0,
π

2
< ϕ ≤ π, s ∈ C (2.10)

pour s = a + µk et le changement d’ordre de l’intégration et la sommation . La

formule (2.9) est basée à la représentation :

1

Γ(s)
=

1

2πi

∫
L−

eζζ−sdζ,R(s) < 1 (2.11)

et l’intégration du −∞ vers 0 puis du 0 vers −∞.
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Remarque 2.2 Dans le cas ν = b = 1 la représentation (2.8) admet la forme :

W(µ,a),(1,1)(z) = W(µ,a)(z) =
∞∑
k=0

zk

k!Γ(a+ µk)

=
1

2πi

∫
γ(ε,ϕ)

e{ζ+zζ
−µ}ζ−adζ (2.12)

, ε > 0,
π

2
< ϕ ≤ π,−1 < µ.

Cette formule est obtenue et utilisée par Wright,il prouvé que pour

−1 < µ < −1/3 ,la fonction W(µ,a)(z) admet sur le demi-axe réel positive l’expan-

sion asymptotique algébrique :

W(µ,a)(z) =
L−1∑
l=0

z(a−1−l)/(−µ)

(−µ)Γ(l + 1)Γ(1 + (a− l − 1)/(−µ))
+O(z(a−1−l)/(−µ)), z → +∞, L = 0, 1, 2...

(2.13)

Dans notre situation nous obtenons des résultats similaires :

Lemme 2.3 [7]Soit 0 < ν/3 < −µ < ν ≤ 2, L, p = 0, 1, 2, ...

alors,

W(µ,a)(z) =
L−1∑
l=0

z(a−1−l)/(−µ)

(−µ)Γ(l + 1)Γ(b+ ν(a− l − 1)/(−µ))

−
p∑

k=1

z−k

Γ(b− νk)Γ(a− µk)
+O(z(a−1−l)/(−µ)) +O(z(−1−p)), z → +∞. (2.14)

Preuve. On utilise la représentation intégrale (2.8) avec ε > 0 fixée et on note

l’argument zζ−µ de fonction de Wright par λ pour z → ∞ ζ ∈ γ(ε, ϕ) alors, on a

|λ| → +∞, arg(λ) = −µϕ on choisissons ϕ tel que −µϕ ≤ min{π, πν}.
Alors on peut utiliser la formule asymptotique de la fonction de Mittag-Liffter

(voir [23])

Eν,b(λ) =
1

ν
λ(1−b)/νeλ

1/ν −
p∑

k=1

λ−k

Γ(b− νk)

+O(|λ|−1−p), |λ| → +∞. (2.15)

On substituant cette expression vers la représentation intégrale (2.8) et utilisant

les formule (2.10),(2.12) nous obtenons l’expansion asymptotique de la fonction de
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Wright généralisée dans les termes de fonction de Wright(2.12) :

W(µ,a),(ν,b)(z) =
z(1−b)/ν

ν
Wµ/ν,a−µ(b−1)/ν(z

1/ν)

−
p∑

k=1

z−k

Γ(a+ µk)Γ(b+ νk)
+O(z(−1−p)), z → +∞.

Maintenant on utilise la formule (2.13) pour −1 < µ/ν < −1/3, on arrive à (2.14).

Théorème 2.3 [29]

Les solutions invariantes par échelle d’une équation différentielle aux dérivées par-

tièlles d’ordre fractionnaire dans le cas 1 ≤ α < 2 s’écrivent sous la forme :

v(z) = c1v1(z) + c2v2(z), avec(z = xt−α/2) (2.16)

et c1, c2 sont des constants réels telle que :

v1(z) = W (−z/
√
D;−α

2
, 1),

v2(z) = W (z/
√
D;−α

2
, 1). (2.17)

avec la fonction de Wright :

W (z;λ, µ) =
∞∑
k=0

zk

k!Γ(λk + µ)
.

Preuve.

On considère le cas α = 1 alors, l’équation (2.7) est une EDO linéaire d’ordre 2 et

admet deux solutions indépendants. Puisque les fonctions sont des fonctions entiers

dans le plan complexe, pour α < 2 nous avons immédiatement :

v1(z) =

∞∑
k=0

(−Z/
√
D)k

k!Γ(−α
2
k + 1)
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pour α = 1 :

v1(z) =
∞∑
k=0

(−Z/
√
D)k

k!Γ(−k
2

+ 1)

v′1(z) =
∞∑
k=0

−k(Zk−1/
√
D
k
)

k!Γ(−k
2

+ 1)

v′1(z) = − 1√
D

∞∑
k=1

(−Z/
√
D)k−1

(k − 1)!Γ(−k
2

+ 1)
.

−1

2
zv′1(z) = −1

2
z(− 1√

D
)

∞∑
k=1

(−Z/
√
D)k−1

(k − 1)!Γ(−k
2

+ 1)
.

= −1

2

∞∑
k=1

(−Z/
√
D)k

(k − 1)!(−k
2
)Γ(−k

2
)

=
∞∑
k=1

(−Z/
√
D)k

k!Γ(−k
2
)

et on a :

−1

2
zv′1(z) = Dv”1(z) .

La même chose pour v2.

−1

2
zv′2(z) = Dv”2(z).

(10) + (11) =⇒ −1

2
z(v′1 + v′2)(z) = D(v1” + v2”)(z)

=⇒ −1

2
zv′(z) = Dv”(z)

qui complète le preuve dans le cas α = 1.

Dans le cas 1 < α < 2 , après le changement de variable v” = y, l’équation (2.7)

prend la forme :

y(z)− 1

D
(Lαy)(z) = c1z + c2 z > 0, D > 0 (2.18)

c1, c2 constantes réels.

avec

(Lαy)(z) = (p1−α,α
2/α I2

0+y)(z).
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L’équation (2.18) est une équation integro-différentielle d’ordre 2 − α > 0 et elle

admet une solution unique, le 2émme partie est écrit sous la forme :

f(z) = c1z + c2

c.-à-d. :l’équation (2.7) admet au plus deux solutions linéairement indépendantes,

on montre que la fonction (2.17) satisfait l’équation (2.7).

Premièrement on a :

v′1(z) = − 1√
D

∞∑
k=1

(−Z/
√
D)k−1

(k − 1)!Γ(−αk
2

+ 1)

v”
1(z) = − 1√

D

∞∑
k=1

(k − 1)(−Zk−2/
√
D
k−1

)

(k − 1)!Γ(−αk
2

+ 1)

v”
1(z) = − 1√

D
×− 1√

D

∞∑
k=1

(−Zk−2/
√
D
k−2

)

(k − 2)!Γ(−αk
2

+ 1)

=
1

D

∞∑
k=2

(−Z/
√
D)k−2

(k − 2)!Γ(−αk
2

+ 1)

=
1

D

∞∑
k=0

(−Z/
√
D)k

k!Γ(−α(k+2)
2

+ 1)

=
1

D

∞∑
k=0

(−Z/
√
D)k

k!Γ(−αk
2

+ 1− α)

v”
1(z) = W (−z/

√
D;
−α
2
, 1− α) (2.19)

la même chose pour v”
2(z).

v”
2(z) = W (z/

√
D;
−α
2
, 1− α) . (2.20)

Malheureusement, il est impossible d’appliquer l’opérateur (p1−α,α
2/α ) terme par

terme sur la série à cause de la divergence d’intégrale correspondant, alors on uti-

lise une autre méthode basée à l’équation de Parseval (la transformé intégrale de
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Mellin) et intégrale le plus connu (la représentation de fonction de Wright).

Lemme 2.4 [7]

Soient v1(z) et v2(z) sont définis par la relation (2.17), alors, la relation :

(p1−α,α
2/α v1)(z) = W (−z/

√
D;
−α
2
, 1− α)

(p1−α,α
2/α v2)(z) = W (z/

√
D;
−α
2
, 1− α)

est valide pour 1 < α < 2

Preuve.

Dans le cas 1 < α < 2 le partie à gauche de l’équation (2.7), admet la forme :

si (1 < α < 2 alors n = 2 parce que n = [α] + 1)

(p1−α,α
2/α v)(z) =

n−1∏
j=0

(1− α + j − α

2
z
d

dz
)(k1,n−α

2/α v)(z) (2.21)

=
2−1∏
j=0

(1− α + j − α

2
z
d

dz
)(k1,2−α

2/α v)(z)

= (1− α + 0− α

2
z
d

dz
)(1− α + 1− α

2
z
d

dz
)(k1,2−α

2/α v)(z)

= (1− α− α

2
z
d

dz
)(2− α− α

2
z
d

dz
)(k1,2−α

2/α v)(z)

ou (k1,2−α
2/α v)(z) =

1

Γ(2− α)

∫ +∞

1

(t− 1)1−αtα−3v(ztα/2)dt

c’est l’opérateur d’intégrale fractionnaire d’Erdelyi-kober.

Selon Wright (voir [8]) :

v1(z) =
e−Z√
Z

(A0 +O(z−1)), pour z → +∞ (2.22)

avec

z = (1− δ)(δδz/
√
D)

1
1−δ , δ =

α

2
, A0 =

1√
2π

(1− δ)δ√
δ

,

v2(z) =
2

α
+O(z−

2
α ), pour z → +∞ (2.23)
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il résulte de cettes deux relations et (2.21) que p1−α,α
2/α est bien définie sur les

fonctions v1(z) et v2(z).

Pour obtenir leur effet sur la fonction v1(z) nous représentons l’opérateur (2.21)

sous forme (voir [24], [22]) :

(p1−α,α
2/α v)(z) =

1

2πi

∫
Li∞

Γ(1 + α
2
s)

Γ(1− α + α
2
s)
v∗(s)z−sds, (2.24)

ou v∗(s) =

∫ ∞
0

v(t)ts−1ds

c’est la transformée intégrale de Mellin de la fonction v(t) et,

Li∞ = {s ∈ C : R(s) = γ > 0}.

D’après l’utilisation des résultats de [16] on arrive à :

v∗1(s) =
Γ(s)

Γ(1 + α
2
s)

(1/
√
D)−s, (2.25)

alors on a :

(p1−α,α
2/α v1)(z) =

1

2πi

∫
Li∞

Γ(1 + α
2
s)

Γ(1− α + α
2
s)
v∗1(s)z−sds

=
1

2πi

∫
Li∞

Γ(1 + α
2
s)

Γ(1− α + α
2
s)

Γ(s)

Γ(1 + α
2
s)

(1/
√
D)−sz−sds

=
1

2πi

∫
Li∞

Γ(s)

Γ(1− α + α
2
s)

(z/
√
D)−sds.

La dèrnière intégrale est une cas particulière de Fox-H-fonction (voir [22]). En

le représentant comme une série, on obtient l’expression de notre lemme 1 pour la

fonction v1(z).

Cette méthode ne pouvait pas être appliquée pour la fonction v2(z), puisque la

transformée intégrale de Mellin de cette fonction n’existe pas alors, on utilise la re-

présentation d’intégrale modifiée de fonction de Wright (voir[8]) qui admet la forme :

v2(z) = 1 +
1

2πi

∫
L−

eτ

τ
(exp{zτα/2/

√
D} − 1)dτ .
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Le contour L− c’est la coupe dans le plan complexe coïncidant avec le semi-axe réel

négative, maintenant on applique l’opérateur (2.21) et change l’ordre d’intégration,

on a :

(p1−α,α
2/α v2) =

1

Γ(1− α)
+ (1− α− α

2
z
d

dz
)(2− α− α

2
z
d

dz
) (2.26)

× 1

2πi

∫
L−

eτ

τ

1

Γ(2− α)

∫ ∞
1

(t− 1)1−αtα−3(exp{zτα/2tα/2/
√
D} − 1)dtdτ .

on utilise l’égalité de Parseval pour le transformée intégrale de Mellin (voir [16])

on a :
1

Γ(2− α)

∫ ∞
1

(t− 1)1−αtα−3 exp{zτα/2tα/2/
√
D}dt (2.27)

=
1

Γ(3− α)
+

1

2πi

∫
Li∞

Γ(1− α
2
s)Γ(−s)

Γ(3− α− α
2
s)

(−zτα/2/
√
D)sds,

ou τ ∈ L−, Li∞ = {s ∈ C : 0 < R(s) = γ < 1}.
Le contour Li∞ dans la représentation dernière peut être transformée vers le

contour L+∞, qui transporte de le point −ai+∞, a > 0 a la point bi+∞, b > 0.

On substitue la représentation (2.27) (avec le contour L+∞ en place de Li∞) dans

(2.28) puis on utilise l’identité :

(1− α− α

2
z
d

dz
)(2− α− α

2
z
d

dz
)zs = (1− α− α

2
s)(2− α− α

2
s)zs

on arrive à :

(p1−α,α
2/α v2)(z) =

1

Γ(1− α)
+

1

2πi

∫
L−

eτ

τ

1

2πi

∫
L+∞

Γ(1− α
2
s)Γ(−s)

Γ(1− α− α
2
s)

(−zτα/2/
√
D)sdsdτ .

Après le changement d’ordre d’intégration dans la dernière formule, on utilise la

représentation de fonction Gamma (voir [16]) :

1

Γ(β)
=

1

2πi

∫
L−
eττ−βdτ R(β) < 1.

et la représentation obtenue par FOX H fonction comme une série alors, finalement

on trouve :

(p1−α,α
2/α v2)(z) =

1

Γ(1− α)
+

1

2πi

∫
L+∞

Γ(1− α
2
s)Γ(−s)

Γ(1− α− α
2
s)

(−z/
√
D)s.

1

2πi

∫
L−
eττ−(1−α

2
s)dτds
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=
1

Γ(1− α)
+

1

2πi

∫
L+∞

Γ(−s)
Γ(1− α− α

2
s)

(−z/
√
D)s

=
1

Γ(1− α)
+
∞∑
k=1

(−z/
√
D)k

k!Γ(1− α− α
2
k)

= W (z/
√
D;−α

2
, 1− α).

Cette dernière relation complète notre preuve de lemme 1, l’expression du théo-

rème 2.3 est résultat par la comparaison de la relation (2.1)et (2.2)et les résultats

prouvée dans lemme 1.

Remarques 2.3 Dans le cas α = 1 (équation de la chaleur), la solution auto -

similaire (2.17) admet la forme :

v1(z) =
+∞∑
k=0

(−z/
√
D)k

k!Γ(1− 1
2
k)

= 1 +
+∞∑
n=0

(−z/
√
D)2n+1

(2n+ 1)!Γ(1
2
− n)

= 1−
√
π

+∞∑
n=0

(−1)n(z/(2
√
D))2n+1

n!Γ(n+ 1
2
)

= 1− πerf(z/(2
√
D))

qui se donne :

v2(z) = 1 + πerf(z/(2
√
D)),

telle que erf est la fonction d’erreur qui est accord avec les résultats connus (voir

[17]).

Remarques 2.4 La solution auto-similaire (2.17) peut être aussi utilisée dans le cas

α = 2 (équation des ondes).

Dans ce cas il faut que nous l’écrivions sous la forme :

u1(z) = (v1(z) + v2(z))/2 =

+∞∑
k=0

(z2/
√
D)k

Γ(1 + 2k)Γ(1− αk)
,
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u2(z) = DΓ(1− α

2
)(v1(z) + v2(z))/2

= Γ(1− α

2
)z

+∞∑
k=0

(z2/
√
D)k

Γ(2 + 2k)Γ(1− α
2
− αk)

.

Utilisant la relation (α = 2)

Γ(1− α
2
)

Γ(1− α
2
− αk)

= (
−α
2

)(
−α
2
− 1)× ...× (

−α
2
− (2k − 1)) = (2k)!, k = 0, 1, 2...

pour α = 2, on arrive à :

u1(z) = 1,

u2(z) = z
∞∑
k=0

(z2/D)k(2k)!

(1 + 2k)!
= z

∞∑
k=0

(z2/D)k

1 + 2k
= −
√
D

2
ln

√
D − z√
D + z

, z <
√
D.

D’abord on considère le cas 2 < α :

Théorème 2.4 [29]

La solution auto-similaire de EDPF d’ordre 1 dans le cas α > 2, α /∈ N admet la
forme :

v(z) =

[α]∑
j=0

cjvj(z), cj ∈ R, 0 ≤ j ≤ [α], (2.28)

vj(z) = z−2+ 2
α

(1+j)
2Ψ1

 (1, 1), (2− 2
α

(1 + j), 2)

(α− j, α)
, Dz−2

 , (2.29)

ou

pΨq

 (a1, A1), ..., (ap, Ap)

(b1, B1)...(bq, Bq)
, z

 =
∞∑
k=0

p∏
i=1

Γ(ai + Aik)

q∏
i=1

Γ(bi +Bik)

zk

k!
, (2.30)

c’est la fonction de Wright généralisée

Preuve. Après la substitution (p1−α,α
2/α v)(z) = y(z) l’équation (2.7) admet la forme :

y(z)−D(Lαy)(z) =

[α]∑
j=0

cjz
−4+ 2

α
(1+j),
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ou cj ∈ R, 0 ≤ j ≤ [α] et

(Lαy)(z) =
d2

dz2
(K1−α,α

2/α y)(z).

Cette dernière équation est une équation integro-différentielle de type (2) et d’ordre

α− 2 < 0 et elle admet une solution unique si le coté à droite admet la forme :

f(z) =

[α]∑
j=0

cjz
−4+ 2

α
(1+j)

(voir [28],[22]) C.-à-d., l’équation(2.7) admet au plus [α] + 1 solutions linéairement

indépendantes.On montre que vj(z), 0 ≤ j ≤ [α] est un solution (voir [12]), la

fonction de Wright généralisée est une fonction entiere alors on peut dériver la série

correspondante terme par terme et on à :

v”
j (z) = (−2− 2k +

2

α
(1 + j))(−3− 2k +

2

α
(1 + j))z−4+ 2

α
(1+j) (2.31)

×
∞∑
k=0

(Dz−2)k
Γ(2− 2

α
(1 + j) + 2k)

Γ(α− j + αk)

= z−4+ 2
α

(1+j)

∞∑
k=0

(Dz−2)k
Γ(4− 2

α
(1 + j) + 2k)

Γ(α− j + αk)
.

On peut aussi appliquer l’opérateur p1−α,α
2/α terme par terme sur la série (2.29), on

utilise la formule :

(p1−α,α
2/α tp)(z) =

Γ(1− 2
α
p)

Γ(1− α− α
2
p)

1− α

2
p > 0.

Preuve. on arrive à :

(p1−α,α
2/α vj)(z) = z−2+ 2

α
(1+j)

∞∑
k=0

(Dz−2)k
Γ(2− 2

α
(1 + j) + 2k)Γ(α− j + αk)

Γ(α− j + αk)Γ(−j + αk)

= z−2+ 2
α

(1+j)

∞∑
k=0

(Dz−2)k
Γ(2− 2

α
(1 + j) + 2k)

Γ(−j + αk)
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= Dz−4+ 2
α

(1+j)

∞∑
k=0

(Dz−2)k
Γ(4− 2

α
(1 + j) + 2k)

Γ(α− j + αk)

On comparant cette relation avec (2.31) on obtient l’expression de notre théorème

3 finalement on considère le cas des nombres naturels α > 2 = n ∈ N on utilise

exactement la même méthode de théorème 3 on à :

Théorème 2.5 [29]

La solution auto-similaire d’une EDPF (2 < n ∈ N),

∂nu

∂tn
= Duxx, t > 0, x > 0, D > 0.. (z = x/tn/2).

v(z) =
n−1∑
j=0

cjvj(z), cj ∈ R n ≤ j ≤ n− 1 (2.32)

vj(z) = z−2+ 2
n

(1+j)
2Ψ1

 (1, 1), (2− 2
n
(1 + j), 2)

(n− j, n)
;Dz−2

 0 ≤ j ≤ n− 2.

Remarques 2.5 Dans le cas α = n = 2 on peut utiliser les résultats du théorème

2.4 pour z >
√
D on à :

v1(z) = 1

v2(z) = z−1

∞∑
k=0

(Dz−2)k(2k)!

Γ(2 + 2k)

=
1

2
√
D

∞∑
k=0

(Dz−1)2k+1

2k + 1

=
−1

2
√
D

ln
z −
√
D

z +
√
D
.

De cette relation avec la remarque on obtient la solution auto-similaire de l’équa-

tion des ondes

u(x, t) = v(
x

t
) = c1 + c2 ln

∣∣∣∣∣x−
√
Dt

x+
√
Dt

∣∣∣∣∣
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Chapitre 3

Solutions auto-similaires de

problème aux limites sur R+ pour

l’équation de diffusion

fractionnaire :

Dans ce chapitre on va étudier les solutions invariantes par échelle de problème

aux limites pour équation de diffusion fractionnaire d’ordre (0 < α ≤ 2) (voir [20])

suivante :
∂αu

∂tα
= Duxx, 0 < α ≤ 2, D > 0 (3.1)

en utilisant la méthode d’auto-similarité et la transformation de Laplace, la solution

est donnée dans les termes de fonction de Wright dans le cas (0 < α < 1) et dans

les termes de fonction de Wright généralisée dans le cas (1 < α < 2).L’équation

réduite est donnée dans les termes de l’opérateur différentiel d’Erdelyi-Kober de type

de Caputo modifié.

u=u(x,t) et ∂αu
∂tα

est la dérivée au sens de Caputo est donnée sous forme :

∂α

∂tα
u(x, t) =

 ∂nu
∂tn

si α = n ∈ N,
1

Γ(n−α)

∫ t
0
(t− τ)n−α−1 ∂

nu(x,τ)
∂τn

dτ , n− 1 < α < n.
(3.2)

Nous référons à l’équation 3.1, l’équation de diffusion et l’équation d’onde dans les
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cas (0 < α ≤ 1) et (1 < α ≤ 2), respectivement. La différence entre les deux cas est

la formule de transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre α

dα

dtα
u(x, t)÷ sαũ(x, s)−

n−1∑
k=0

sα−1−k d
k

dtk
u(x, t)|t=0+ , (3.3)

par conséquent les conditions aux limites de problème aux limites pour l’équation

3.1 admet la forme :

si 0 < α ≤ 1

u(x, 0+) = u0(x), x > 0, (3.4)

u(0+, t) = v0(t), u(+∞, t) = v1(t), t > 0 (3.5)

1 < α ≤ 2

u(x, 0+) = u0(x), u
′
(x, 0+) = u1(x) x > 0, (3.6)

u(0+, t) = v0(t), u(+∞, t) = v1(t), t > 0 (3.7)

et le condition de compatibilité

u0(+∞) = v1(0) (3.8)

3.1 Application de la méthode d’auto-similarité sur

le problème aux limites pour l’équation de dif-

fusion fractionnaire

Dans ce partie (voir[21]) on va utiliser la méthode de similarité pour déterminer

la solution invariante par échelle des problèmes aux limites {(3.1), (3.4), (3.5), (3.8)}

et {(3.1), (3.6), (3.7), (3.8)}. Premièrement, on trouve le groupe de transformation
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par échelle de l’équation (3.1) puis, on détermine la forme invariante par échelle des

conditions initiales et les conditions aux limites. On résourdre les problèmes aux

limites obtenus en utilisant la transformation de Laplace dans les termes de fonction

de Wright et fonction de Wright généralisée.

On trouve une équation integro-différentielle en la fonction auxiliaire F (z, α/2)

avec z = xt−α/2.

3.1.1 Les propriétés d’auto-similarité

Dans le cas (α = 1, équation de diffusion ) et (α = 2, équation d’onde ) on a vu

déja les solutions auto-similaires dans cets cas, alors, on restrict notre discussion dans

le cas 0 < α < 2 avec α 6= 1.

Soit G un paramètre de groupe des transformation par échelle de (3.1), sous forme

G◦(x, t, u) = (λx, λbt, λcu),

se qui implique que si u = f(x, t) est solution de (3.1) alors, la fonction u =

λcf(λ−1x, λ−bt), alors on a (x = λ−1x, t = λ−bt)

∂2u

∂x2
= λc−2∂

2f(x, t)

∂x2

et pour n− 1 < α < n, n ∈ N

∂αu

∂tα
=

1

Γ(n− α)

∫ t

0

(t− τ)n−α−1∂
nu

∂τn
dτ ,

=
λc−αb

Γ(n− α)

∫ t

0

(t− τ)n−α−1∂
nf(x, τ)

∂τn
dτ = λc−αb

∂αf(x, t)

∂t
α .

Utilisant les résultats obtenus on trouve :

∂αu

∂tα
−D∂

2u

∂x2
= λc−αb

∂αf(x, t)

∂t
α −Dλc−2∂

2f(x, t)

∂x2 ,

ce qui implique que si la fonction u = f(x, t) est une solution de (3.1), alors, u est

aussi une solution de (3.1) si et seulement si

αb = 1 (3.9)
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Théorème 3.1 [20] L’invariant de groupe de transformation par échelle G◦(x, t, u) =

(λx, λ2/αt, λcu) pour l’équation (3.1) est donné par l’expression suivante :

z = xt−α/2, v = t−γu (3.10)

avec γ = cα/2.

Maintenant, on recherche de la forme invariante par l’échelle des conditions ini-

tiales et les conditions aux limites de problème aux limites .

I. Le cas 0 < α < 1 :

Soit u = f(x, t) Solution de problème {(3.1), (3.4), (3.5), (3.8)}. il faut que les

fonctions u = λ2γ/αf(λ−1x, λ−2/αt), λ > 0, soient aussi des solutions de cet problème.

Alors,

u(x, t) |t→0+ = u0(x), x > 0,

mais on a aussi

u(x, t) |t→0+ = λ2γ/αf(λ−1x, λ−2/αt) |t→0+ = λ2γ/αu0(λ−1x).

Cettes relations impliquent que

λ2γ/αu0(λ−1x) = u0(x).

on pose λ = x on arrive à

u0(x) = u0(1)x2γ/α = c1x
2γ/α, c1 ∈ R (3.11)

et on a pour les conditions aux limites (3.5),

v0(t) = tγv0(1) = c3t
γ, v1(t) = tγv1(1) = c4t

γ, (3.12)

avec c3, c4 des constantes,

comparant la condition de compatibilté (3.8) avec les relations (3.11), (3.12 ), on
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trouve deux possibilités

γ 6= 0, c1 = c4 = 0, (3.13)

γ = 0, u0(x) = c1 = c4 = v1(t), x > 0, t > 0, (3.14)

cette deux relations avec (3.11), (3.12 ) nous donne la forme invariante par l’échelle

de les conditions initiales et les conditions aux limites de problème aux limites pour

l’équation (3.1).

II. Le cas 1 < α < 2 :

Du les relations (3.11) et (3.12) et la restrictions (3.13) et (3.14) on déduit les

autres conditions initiales invariantes par l’échelle, alors, on a :

lim
t→0+

∂u

∂t
= u1(x)

et (t = λ−2/αt)

lim
t→0+

∂u

∂t
= lim

t→0+

∂

∂t
λ−2γ/αf(λ−1x, λ−2/αt)

= λ2γ/α−2/α lim
t→0+

∂

∂t
f(λ−1x, t) = λ2γ/α−2/αu1(λ−1x).

Du cettes deux relations on a :

u1(x) = λ2γ/α−2/αu1(λ−1x).

En pose λ = x , alors :

u1(x) = u1(1)x(2/α)(γ−1) = c2x
(2/α)(γ−1), c2 ∈ R. (3.15)

Combinant cette formule avec les relations (3.11), (3.12) et restrictions (3.13),

(3.14), on obtient la forme invariante par l’échelle des conditions initiales et les condi-

tions aux limites de le problème aux limites {(3.1), (3.6), (3.7), (3.8)}.
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3.2 Recherche de la solution invariante par échelle

Utilisant la méthode de transformation de Laplace on trouve la forme exacte de

solution auto-similaire de problème aux limites {(3.1), (3.4), (3.5), (3.8)} et {(3.1),

(3.6), (3.7), (3.8)} (voir[20]). Comme nous avons vu que les solutions sont existées

seulement pour les conditions initiales et les conditions aux limites de la forme (3.11),

(3.12), (3.15) avec la restriction (3.13), (3.14). Maintenant on considère cettes cas,

combinant les relations (3.13) et (3.14) avec le cas I et le cas II.

I1.0 < α < 1,

les conditions initiales et les conditions aux limites (3.4), (3.5) sont données sous

forme les équations suivantes :

u(x, 0+) = u0(x) = 0, x > 0,

u(0+, t) = v0(t) = c3t
γ, u(+∞, t) = v1(t) = 0, t > 0 ,

dans ce cas on utilise la formule de solution de problème aux limites {(3.1), (3.4),

(3.5), (3.8)} citée dans [5], par mainardi qui est sous forme :

u(x, t) =

∫ t

0

Gs(x, t− τ ; 2/α)v0(τ)dτ , (3.16)

ou Gs(x, t− τ ; 2/α) est la fonction de Green, elle est donnée par :

Gs(x, t− τ ; 2/α) = F (z/
√
D;α/2)/t. (3.17)

Ici z = xt−α/2 c’est le variable invariant par l’échelle (3.10) pour l’équation (3.1)

et la fonction auxilliaire F (z; β) est une cas particuliér de fonction de Wright

F (z; β) = W−β,0(−z). (3.18)

L’intégrale de (3.16) avec, v0(τ)=c3τ
γ est convergent, si γ > −1. Pour obtenir leur
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valeur on le considère comme une convolution de Laplace des fonctions

f(t) = F (
x√
D
t−α/2;α/2)/t et g(t) = c3τ

γ.

Combinant la transformée de Laplace pair

F (t−β; β)/t ÷ exp(−sβ), 0 < β < 1, (∗)

avec l’expression

g(t)÷ c3Γ(1 + γ)s−1−γ,

on arrive à la transformée de Laplace de la solution u(x,t) :

u(x, t)÷ c3Γ(1 + γ)s−1−γe(−x/
√
D)sα/2 .

On a α/2 > 0, on transforme le contour d’intégration dans la formule invèrse de

Laplace complèxe vers (Hankel path) Ha on trouve

u(x, t)÷ c3Γ(1 + γ)
1

2πi

∫
Ha

ests−1−γe(−x/
√
D)sα/2ds.

Comparant cette formule avec (voir[20])

Wρ,µ(z) =
1

2πi

∫
Ha

exp{u+ zu−ρ}u−µdu, ρ > −1, (3.19)

on obtient la solution auto-similaire de problème {(3.1), (3.4), (3.5), (3.8)} sous

forme :

u(x, t) = c3Γ(1 + γ)tγW−α/2,1+γ

(
−xt−α/2√

D

)
, γ > −1.

I2. 0 < α < 1 les conditions initiales et les conditions aux limites (3.4), (3.5) sont

données comme :

u(x, 0+) = u0(x) = 0, x > 0,

u(0+, t) = v0(t) = c3, u(+∞, t) = v1(t) = c1, t > 0 .
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Dans ce cas on applique la transformation de Laplace sur l’équation (3.1) et on

utilise la formule (3.3), on trouve la transformée de Laplace de la solution ũ(x, t) de

problème aux limites qui satisfait l’équation différentielle ordinaire suivante (voir[20]) :

sαũ(x, s) = D
d2

dx2
ũ(x, s) + c1s

α−1 (3.20)

avec les conditions aux limites :

ũ(0+, s) = c3/s, ũ(+∞, s) = c1/s. (3.21)

La solution de problème (3.20), (3.21) admet la forme :

ũ(x, s)
c3 − c1

s
e(−x/

√
D)sα/2 +

c1

s
.

On applique la transformation inverse de Laplace , et on utilise (3.19) on trouve :

u(x, t) = (c3 − c1)W−α/2,1+γ

(
−xt−α/2√

D

)
+ c1.

Les résultats précédents sont déja démontrés le théorème suivant :

Théorème 3.2 [20]Les solutions auto-similaire de problème aux limites {(3.1), (3.4),

(3.5), (3.8)} pour l’équation de diffusion fractionnaire avec les transformations inva-

riants par l’échelle (λx, λ2/αt, λ2γ/αu) admet la forme :

u(x, t) = c3Γ(1 + γ)tγW−α/2,1+γ

(
−xt−α/2√

D

)
, (3.22)

dans le cas γ 6= 0, γ > −1

et

u(x, t) = (c3 − c1)W−α/2,1

(
−xt−α/2√

D

)
+ c1, (3.23)

dans le cas γ = 0.

La solution auto-similaire de problème {(3.1), (3.6), (3.7), (3.8)} dans le cas

1 < α < 2 pour l’équation des ondes fractionnaire est existée si et seulement si

les conditions initiales et les conditions aux limites (3.6), (3.7) sont sous forme II1
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II2 :

II1.γ 6= 0 :

u(x, 0+) = u0(x) = 0, u′(x, 0+) = u1(x) = c2x
(2/α)(γ−1), x > 0,

u(0+, t) = v0(t) = c3t
γ, u(+∞, t) = v1(t) = 0, t > 0,

II2.γ = 0 :

u(x, 0+) = u0(x) = c1, u′(x, 0+) = u1(x) = c2x
−(2/α), x > 0,

u(0+, t) = v0(t) = c3, u(+∞, t) = v1(t) = c1, t > 0.

On résourdre le problème {(3.1), (3.6), (3.7), (3.8)} dans le cas le plus générale,

qui contient les deux cas II1,II2 :

u(x, 0+) = u0(x) = c, u′(x, 0+) = u1(x) = Bxβ, x > 0, (3.24)

−2 < β < 0, β 6= −1, x > 0

u(0+, t) = v0(t), u(+∞, t) = v1(t) = c, t > 0. (3.25)

avec c, β sont constantes réels, pour la simplicité on suppose qu’il existe ṽ0(s) la

transformée de Laplace de la fonction v0(t).

On applique la transformation de Laplace sur l’équation (3.1) et les conditions aux

limites (3.25). Utilisant la formule (3.3) on obtient la transformée de Laplace ũ(x, s)

de la solution d’équation différentielle ordinaire [20] :

sαũ(x, s) = D
d2

dx2
ũ(x, s) + csα−1 +Bxβsα−2, (3.26)

avec les conditions aux limites :

ũ(0+, s) = v0(s), ũ(+∞, s) = c/s, (3.27)
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on peut dirèctement vérifiér que la fonction :

ũp(x, s) =
c

s
− B

D
Γ(1 + β)x2+βsα−2E2,3+β(sαx2/D), (3.28)

est une solution particulière de l’équation (3.26).

La solution générale de l’équation (3.26) admet la forme :

ũ(x, s) = c1(s)e−xs
α/2/

√
D + c2(s)exs

α/2/
√
D + ũp(x, s) (3.29)

avec c1(s), c2(s) des fonctions arbitraires. On applique la formule asymptotique de

Mittag-Liffter [29] on trouve

ũp(x, s) =
c

s
− B

D
Γ(1 + β)Dβ/2s−2−αβ/2exs

α/2/
√
D +O(xβ), x→ +∞,

du les conditions aux limites et la dèrnière formule on peut prendre la forme des

fonctions c1(s), c2(s) dans (3.29) :

c1(s) = ṽ0(s)− c

s
− B

2
Γ(1 + β)Dβ/2s−2−αβ/2,

c2(s) =
B

2
Γ(1 + β)Dβ/2s−2−αβ/2.

Maintenant, on arrive à la transformée de Laplace ũ(x, s) de la solution sous

forme :

ũ(x, s) = ũ1(x, s) + ũ2(x, s), (3.30)

ou

ũ1(x, s) = (ṽ0(s)− c

s
− B

2
Γ(1 + β)Dβ/2s−2−αβ/2)e−xs

α/2/
√
D +

c

s
,

ũ2(x, s) = −B
2

Γ(1 + β)Dβ/2s−2−αβ/2exs
α/2/

√
D − B

D
Γ(1 + β)x2+βsα−2E2,3+β(sαx2/D).

Pour obtenir u1(x, t) du ũ1(x, s) on applique la convolution de Laplace et les
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mêmes considération dans les cas I1 et I2 on trouve

u1(x, t) =

∫ t

0

Gs(x, t− τ ;α/2)v0(τ)dτ − cW−α/2,1
(
−xt−α/2√

D

)
(3.31)

−B
2

Γ(1 + β)Dβ/2t1+αβ/2W−α/2,2+αβ/2

(
−xt−α/2√

D

)
+ c,

pour trouver u2(x, t) on applique la transformée inverse de ũ2(x, s) , on utilise la

formule asymptotique de la fonction de Mittag-Liffter [13] on obtient :

ũ2(x, s) = O(s−2), |s| → ∞, |arg(s)| < 2

α

π

2
.

Du cette formule on a la fonction ũ2(x, s) est analytique dans le plan complèxe s−

avec la coupe à longue de le semi-axe réel négative nous guide à transformer le contour

du la formule invèrse de Laplace complèxe vers le contour γ(ε;ϕ), (0 < ε, π/2 < ϕ <

(2/α)π/2).(2.8) ,alors on a :

u2(x, t) =

∫
γ(ε;ϕ)

etsũ2(x, s)ds

on utilise la relation :

Wρ,µ(z) =
1

2πi

∫
Ha

exp{u+ zu−ρ}u−µdu, ρ > −1

avec le contour γ(ε;ϕ), (0 < ε, π/2 < ϕ < (2/α)π/2) au lieu de (Hankel path) et

la représentation (2.8) on obtient :

u2(x, t) =
B

2
Γ(1 + β)Dβ/2t1+αβ/2W−α/2,2+αβ/2

(
−xt−α/2√

D

)
(3.32)

−B
D

Γ(1 + β)xβ+2t1−αW(−α,2−α),(2,3+β)

(
x2t−α

D

)
.

Comme une conséquente, on trouve la solution de problème {(3.1), (3.6), (3.7),

(3.8)}avec les conditions initiales et les conditions aux limites (3.24), (3.25) sous

forme :

u(x, t) = u1(x, t) + u2(x, t),

ce qui prouvé le théorème suivant :
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Théorème 3.3 [20]La solution auto-similaire de problème de aux limites {(3.1),

(3.6), (3.7), (3.8)} pour l’équation des ondes fractionnaire avec la transformation

par l’échelle (λx, λ2/αt, λ2γ/αu) admet la forme :

u(x, t) =

(
c3 −

c2D
(γ−1)/α

2
Γ(1 + 2(γ − 1)/α

)
tγW−α/2,1+γ

(
−z√
D

)
(3.33)

+c2Γ(1 + 2(γ − 1)/α)tγ
(
D(γ−1)/α

2
W−α/2,1+γ

(
z√
D

)
−z

2+2(γ−1)/α

D
W(−α,2−α),(2,3+2(γ−1)/α)

(
z2

D

))
.

Dans le cas 1-α < γ < 1, γ 6= 1− α/2, γ 6= 0 et

u(x, t) = (c3 − c1 − c2 − Γ(1− 2/α)D−1/α/2)W−α/2,1

(
−z√
D

)
+ c1 (3.34)

+c2Γ(1− 2/α)

(
D−1/α

2
W−α/2,1

(
z√
D

)
−z

2−2/α

D
W(−α,2−α),(2,3−2/α)

(
z2

D

))
.

c1, c2, c3 ∈ R.

3.2.1 solution invariant par échelle de l’équation

la solution auto-similaire de l’équation (3.1) est donnée sous forme [20] :

u(x, t) = tγv(z), z = xt−α/2. (3.35)

La substitution (3.35) réduit l’équation intégro-différentielle partiélle(3.1) à une

équation intégro-différentielle ordinaire avec la fonction inconnu v(z).

Nous allons calcuer la dérivée uxx et la dérivée ∂αu
∂tα

, α > 0 dans les termes de la

dérivée de v,

on trouve

tγ−α(p1−α,α
2/α v)(z) = Dt−γαv”(z),

(p1−α,α
2/α v)(z) = Dv”(z). (3.36)
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si α = 1

Dv”(z) + 2zv
′
(z)− γv(z) = 0. (3.37)

si α = 2

(z2 −D)v”(z)− 2(γ − 1)zv
′
(z) + γ(γ − 1)v(z) = 0 (3.38)

les théorèmes précédents donnent la solution auto-similaire dans le cas générale

0 < α < 2 .dans les cas particuliérs (γ = 0, c1 = 0, c3 = 1, 0 < α < 1) et (γ = 0, c1 =

0, c2 = 0, c3 = 1, 1 < α < 2) la solution de l’équation (3.1) admet la forme [20] :

v(y) = W−α/2,1(−z/
√
D) =

∫ t

0

G(x, t− τ ;α/2)dτ , (3.39)

ou la fonction de Green est donnée par (3.17) dans les termes de la fonction

auxilliaire F (z;α/2), z = xt−α/2.

La différentiation de (3.39) donne :

−α
2
zv′(z) = F (z;α/2). (3.40)

v′(z) = − 2

α
z−1F (z;α/2).

Dans le cas 0 < α < 1

(K0,1−α
2/α F )(z) = − 2

α

d

dz
(z−1F (z;α/2)).

Dans le cas 1 < α < 2 on obtient une équation trés diffi cille :

(K−1,2−α
2/α (1− α

2
u
d

du
)(z) = − 2

α

d

dz
(z−1F (z;α/2)).
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Chapitre 4

Solutions auto-similaires de

problème aux frontières mobiles

pour l’équation de diffusion

fractionnaire :

Dans ce chapitre (en se referant à [25]), nous allons chercher :

La solution auto-similaire de l’équation de diffusion d’ordre fractionnaire suivant :

c
0D

α
t U(X,T ) = d0D

β
XU(X,T ) 0 < α ≤ β ≤ 2.

avec des conditions aux limites mobiles.

La dérivée de Caputo par apport à t et deux types des dérivées fractionnaire par

apport à x Sont considérés à la résolution.

Et nous allons donner le variable auto-similaire et la forme des solutions corres-

pondant à les conditions aux limites mobile.

Une comparaison entre les solutions correspondantes aux deux types des dérivées

fractionnaire.
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4.0.2 Recherche de la solution invariante par l’échelle de

l’équation de diffusion fractionnaire

L’équation de diffusion fractionnaire est définie par :

c
0D

α
t U(X,T ) = d0D

β
XU(X,T ) 0 < α ≤ β ≤ 2. (4.1)

tel que c
0D

α
T est la dérivée de caputo et D

β
X la dérivée par apport à x , d et la

coeffi cient diffusive.

Les conditions initiales et les conditions aux limites sont donnée par :

U(0, T ) = 0, (4.2)

U(s(T ), T ) = Us, (4.3)

(U0 − Us)c0Dα
T s(T ) = d0D

β−1
X U(X, t)

∣∣
X=s(T ) , (4.4)

s(0) = 0, (4.5)

ou U0 et Us sont la concentration initiale de la solution distribue dans la matrice

polymère à la solubilité de solution, (4.3) et la concentration de la solution dans le

front de diffusion, respectivement, s(t) est la position de front de diffusion qui trans-

port par apport au temps (4.4) est le condition de conservation de masse généralisée,

et (4.5) la condition initiale de s(t).

On note par R l’échelle de la transformation,

x =
X

R
, t = (

d

Rβ
)
1
αT, u =

U

US
, S(t) =

s

R
,

on peut obtenir l’équation dominante et les conditions initiales et les conditions

aux limites dans un forme non-dimensionnelle :

c
0D

α
t u(x, t) = 0D

β
xu(x, t), (0 ≤ x ≤ s(t), 0 < α ≤ 1 < β ≤ 2) (4.6)
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u(0, t) = 0, (4.7)

u(s(t), t) = 1, (4.8)

ηc0D
α
t s(t) =0 D

β−1
t u(x, t)

∣∣
x=s(t) , (4.9)

s(0) = 0, (4.10)

ou η = U0−Us
Us

est une constante plus large de 0.

Du les résultats [5] on peut voir que dans un forme fermée il ya quelques solutions

pour le problème aux limites.

Avec l’aide de méthode de groupe liée [29], on peut déterminer le variable de

similarité z et l’équation satisfait par les solutions auto-similaires.

Utilisant la définition concèrnant de la méthode de groupe liée [29], on a le théo-

rème suivant :

Théorème 4.1 [29] Les transformations de similarité de l’équation (4.6),(4.10) sont

invariant et données par :

z = x/t−α/β, u(x, t) = v(z) et s(t) = ptα/β, (4.11)

p est un constant on va le déterminer.

Preuve. On pose :

x = λax, t = λbt, u = λcu, s = λds, (4.12)

et après quelques calculassions on à les résultats suivants :

c
0D

α
t u(x, t) = λbα−c c0D

α
t u(x, t). (4.13)
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RL
0 Dβ

xu(x, t) = λβa−c RL0 Dβ
xu(x, t). (4.14)

c
0D

β
xu(x, t) = λβa−c c0D

β
xu(x, t). (4.15)

par conséquent les conditions aux limites (4.7),(4.10) sont changées à :

λcu(λ−ds, λ−bt) = 1,

ηλbα−dc0 Dα
t s = λ

−c+(β−1)a
0 Dβ−1

x u(s, t).

Cette relations impliquent que pour conserver l’invariant des transformations par

l’échelle il faut que les relations suivantes soient réaliser :
bα− c = aβ − c,

c = 0,

c+ (β − 1)a = −d+ bα,

a = d.

, (4.16)

du relation (4.16) on obtient a
b

= α
β
.Considérons la méthode de groupe liée, le

variable de similarité peut être obtenu.

On note que :

u(x, t) = 1, c.− à− d., λcu(λds, λbt) = 1

soit λc = t−1, nous avons u(s(t)t−
α
β , 1) = 1 ce qui implique que s(t)˜t−

α
β c.-à-d.

s(t) = pt
α
β .

Théorème 4.2 [25]La dérivée de Caputo c
0D

α
t (0 < α ≤ 1) de la fonction u(x, t) =

v(z), z = xt−α/β est donnée par la relation :

c
0D

α
t v(z) = t−α(p0,1−α

β/α v(z))

= t−αK0,1−α
β/α (−α

β

d

dz
v(z)), (4.17)
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tel que ,p0,1−α
β/α v(z) est l’opérateur d’Erdelyi -Kober et

Kτ ,α
δ g(h) =

δ

Γ(α)
hδτ
∫ ∞
y

(f δ − hδ)α−1f−δ(τ+α−1)g(f)df, α > 0. (4.18)

Preuve. On utilise le nouveau variable f = x/sα/β alors, on à :

c
0D

α
t v(z) =

1

Γ(1− α)

∫ t

0

(t− s)−α
dv( x

sα/β
)

ds
ds

=
1

Γ(1− α)

∫ z

∞
(t− (

x

f
)
β
α )−α

dv(f)

df
df

=
t−α

Γ(1− α)

∫ z

∞
(f

β
α − z

β
α )−αfβ

dv(f)

df
df. (4.19)

L’équation (4.19) est exactement l’expression de type de Caputo modifier de l’opé-

rateur d’Erdelyi- Kober

Remarque 4.1 Pour que la preuve soit facile on donne une autre forme à la relation(4.17)

∗p
0,1−α
β/α v(z) =

t−α

Γ(1− α)

∫ 1

0

(1− s)−αdv(zs
−α
β )

ds
ds. (4.20)

Dans cette relation le variable utilisée est s = ( z
u
)
β
α .

Théorème 4.3 [25]La forme réduite de l’équation (4.6) est donnée par :

∗p
0,1−α
β/α v(z) =0 D

β
z v(z), (21) (4.21)

et les conditions devient :

v(0) = 0, v(p) = 1, ηp
Γ(1 + α

β
)

Γ(1 + α
β
− α)

=0 D
β−1
z v(z) |z=p . (4.22)

4.1 La solution invariante par l’échelle du problème

La solution auto-similaire d’équation (4.6) dans quelques cas est donnée comme

la dérivée par apport au temps au sense de R-L (voir [9]), la dérivée par apport à x

au sense de R-L (voir [29]) et la dérivée par apport au temps au sense de Caputo.
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On considére deux cas sont en recherche sont :

le cas 1 la dérivée par apport au temps et la dérivée par apport à x au sense de

Caputo,

le cas 2 la dérivée par apport au temps et la dérivée par apport à x au sense de

Caputo,et R-L.

Théorème 4.4 [25]Pour le cas 1 la solution auto similaire de l’équation (4.21) est

sous forme :

v(z) = c1zW(−α,1−α
β

)(β,2)(z
β), (4.23)

ou W(µ,a)(ν,b)(z) =
∞∑
k=0

(z)k

Γ(a+ µk)Γ(b+ νk)
ν, µ ∈ Ra, b ∈ C. (4.24)

Dans la suite on considère −1 < µ < 0 ν > 0.

Preuve. La convergence de la solution (4.23) est donnée dans [29].

Il ya deux propriétés importants de la dérivée de Caputo dans la preuve sont :

c
0D

ν
zz

µ =
Γ(1 + µ)

Γ(1 + µ− ν)
zµ−ν , µ > 1 + [ν], (4.25)

c
0D

ν
zz

n = 0 , n ∈ N, n < ν. (4.26)

Premièrement on applique l’opérateur c
0D

β
z à la solution terme par terme et on

utilise les deux propriétés (4.25),(4.26).

c
0D

β
z {c1zW(−α,1−α

β
)(β,2)(z

β)}

=c
0 D

β
z

{
c1

z

Γ(1− α
β
)

+ c1

∞∑
k=0

zβk+1

Γ(1− α
β
− αk)Γ(2 + βk)

}

= c1

∞∑
k=1

zβk+1−β

Γ(1− α
β
− αk)Γ(2 + βk − β)

= c1zW(−α,1−α
β

)(β,2)(z
β). (4.27)

Considérons la définition de la représentation de la série de fonction de Wright

généralisée,
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dv(zs
−α
β )

ds
peut être obtenue sous forme de série,

dv(zs
−α
β )

ds
=

d

ds

[
c1

∞∑
k=0

zβk+1s
−α
β

(βk+1)

Γ(−α
β
− αk)Γ(2 + βk)

]

= c1zs
−1−α

β

∞∑
k=0

zβks−αk

Γ(−α
β
− αk)Γ(2 + βk)

. (4.28)

Tout d’abord, on ne peut pas appliquer l’intégrale
∫ 1

0
(1− s)−αds terme par terme

sur la série (4.28) à cause de la divergence de l’intégrale correspondant.

Dans (voir [29]) la représentation intégrale de la fonction de Wright généralisée est

utilisée quand l’opérateur d’Erdelyi -Kober est appliqué sur la et la fonction FOX-H

est aussi utilisée comme une étape intermédiaire pour démontrer la convergence de

l’intégrale.

Dans notre preuve la représentation de type modifiée de Caputo de l’opérateur

d’Erdelyi -Kober (4.20) est Elle est considérée et la fonction FOX-H est utilisée comme

dans (voir [29]).

Accord de la définition de fonction FOX-H (voir [1]) la série (4.26) s’écrit sous

forme :
∞∑
k=0

zβks−αk

Γ(−α
β
− αk)Γ(2 + βk)

= H1,1
2,2

−zβs−α
∣∣∣∣∣∣ (0, 1)(−α

β
, α)

(0, 1)(−1, β)


=

1

2πi

∫
L

Γ(−ς)Γ(1 + ς)

Γ(2 + βς)Γ(−α
β
− ας)(−zβs−α)ςdς, (4.29)

ou L est le contour séparant les pôles de Γ(−ς) et Γ(1 + ς) c-à-d {0, 1, 2, ...} =

{−1,−2, ...}.
On choisissons L comme une ligne du a − i∞ vers a + i∞ et −1 < α < − 1

β
est

valide.

Alors on a :

∗p
0,1−α
β/α v(z) =

c1z

Γ(1− α)

∫ 1

0

(1− s)−αs−
α
β
−1

× 1

2πi

∫
L

Γ(−ς)Γ(1 + ς)

Γ(2 + βς)Γ(−α
β
− ας)(−zβs−α)ςdςds. (4.30)
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Notant que Re(−α
β
− ας) > 0 et la définition de fonction Béta [6]

β(a, b) =

∫ 1

0

(1− t)a−1tb−1dt =
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
, Re(a), Re(b) > 0, (4.31)

on peut changer l’ordre de l’intégration. Par conséquent (4.30) devient :

c1z

2πi

∫
L

Γ(−ς)Γ(1 + ς)

Γ(2 + βς)Γ(−α
β
− ας)(−zβ)ς

1

Γ(1− α)

∫ 1

0

(1− s)−αs−ας−
α
β
−1dsdς

=
c1z

2πi

∫
L

Γ(−ς)Γ(1 + ς)

Γ(2 + βς)Γ(1− α− α
β
− ας)(−zβ)ςdς

= c1zH
1,1
2,2

−zβ
∣∣∣∣∣∣ (0, 1)(1− α− α

β
, α)

(0, 1)(−1, β)

 . (4.32)

On prend l’expansion de la fonction FOX-H(voir [26])

Hm,m
p,q (z) =

m∑
h=l

∞∑
k=0

m∏
j=1,j 6=h

Γ(bj −Bj
bh+k
Bh

)
n∏
j=1

Γ(1− aj + Aj
bh+k
Bh

)

q∏
j=m+1

Γ(1− bj +Bj
bh+k
Bh

)
p∏

j=n+1

Γ(aj − Aj bh+k
Bh

)

(−1)kz(bh+k)/Bh

k!Bh

,

(4.32) peut être écrit sous forme :

c1zH
1,1
2,2

−zβ
∣∣∣∣∣∣ (0, 1)(1− α− α

β
, α)

(0, 1)(−1, β)



= c1z
∞∑
k=0

Γ(1 + k)

Γ(1− α− α
β
− αk)Γ(2 + βk)

(−1)k(−zβ)k

k!

= c1zW(−α,1−α
β
−α)(β,2)(z

β). (4.33)

On comparant (4.33) avec (4.27) on peut obtenir le résultats .

Remarque 4.2 Actuellement il n’ya pas une méthode effi cace pour résoudre cette

problème.

Tout d’abord, il reste deux méthode peuvent être considérer, la première est la

méthode de transformation de Mellin utilisée par Wyss [26], cette méthode demande
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de résoudre une équation qu’il une travaille diffi cile. Le deuxième méthode consiste à

rechercher la solution sous forme
∞∑
k=0

akz
bk.

Considérons les conditions initiales et les conditions aux limites et les propriétés

de la dérivée fractionnaire (4.26) .D’abord on, considère la continuité analytique de

la fonction Béta pour le plan complexe entier.

Pour obtenir les valeurs d, ak, bk et la vérité de convergence et la validité de la

série, alors on choisissons le seconde méthode pour simplifie.

Du théorème 4.4 on a :

Théorème 4.5 [25]Comme dans le cas 2 la solution auto-similaire de l’équation

(4.21) est donnée par :

v(z) = c2z
β−1W(−α,1+α

β
−α)(β,β)(z

β). (4.34)

Preuve. Appliquant l’opérateur RL0 Dβ
z à la solution (??) terme par terme on a :

RL
0 Dβ

z {c2z
β−1W(−α,1+α

β
−α)(β,β)(z

β)} = c2z
β−1W(−α,1+α

β
−2α)(β,β)(z

β), (4.35)

considérons la définition de la représentation de la fonction de Wright généralisée
dv(zs

−α
β )

ds
peut être obtenue sous forme d’une série :

dv(zs
−α
β )

ds
=

d

ds

[
c1

∞∑
k=0

zβk+β−1s
−α
β

(βk+β−1)

Γ(1 + α
β
− α− αk)Γ(β + βk)

]

= c2z
β−1s−α+α

β
−1

∞∑
k=0

zβks−αk

Γ(α
β
− α− αk)Γ(β + βk)

= c2z
β−1s−α+α

β
−1H1,1

2,2

−zβs−α
∣∣∣∣∣∣ (0, 1)(−α + α

β
, α)

(0, 1)(1− β, β)


=
c2z

β−1s−α+α
β
−1

2πi

∫
L

Γ(−ς)Γ(1 + ς)

Γ(β + βς)Γ(α
β
− α− ας)(−zβs−α)ςdς. (4.36)

Ou L est le contour qui sépare les pôles de Γ(−ς),Γ(1 + ς) c.-à-d. {0, 1, 2, ...} et
{−1,−2, ...} ici on choisissons L comme une ligne du b − i∞ vers b + i∞ avec le
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condition −1 < b < 1
β
− 1 est valide , Alors on a :

∗p
0,1−α
β/α v(z) =

c2z
β−1

Γ(1− α)

∫ 1

0

(1− s)−αs
α
β
−α−1

× 1

2πi

∫
L

Γ(−ς)Γ(1 + ς)

Γ(β + βς)Γ(α
β
− α− ας)(−zβs−α)ςdςds. (4.37)

Notons que Re(α
β
−α−ας) > 0 et la définition de fonction Béta on peut changer

l’ordre de l’intégration.

Par conséquent ,(4.37) devient :

c2z
β−1

2πi

∫
L

Γ(−ς)Γ(1 + ς)

Γ(β + βς)Γ(α
β
− α− ας)(−zβs−α)ς .

1

Γ(1− α)

∫ 1

0

(1− s)−αs−ας+
α
β
−α−1dsdς

=
c2z

β−1

2πi

∫
L

Γ(−ς)Γ(1 + ς)

Γ(β + βς)Γ(1− 2α + α
β
− ας)(−zβ)ςdς.β

= c2z
β−1H1,1

2,2

−zβ
∣∣∣∣∣∣ (0, 1)(1− 2α + α

β
, α)

(0, 1)(1− β, β)


= c2z

β−1W(−α,1+α
β
−2α)(β,β)(z

β). (4.38)

On comparant (4.38) avec (4.35) on obtient le résultats.

Remarque 4.3 La propriété de la dérivée de R-L utilisée est :

RL
0 Dν

zz
ν−j = 0, j = 1, 2, ..., [ν] + 1. (4.39)

Combinant (4.23) avec (4.34) avec les conditions aux limites (4.22),on peut trouver

l’équation satisfait par les canstantes c1, c2 et p.

Théorème 4.6 [25]Dans le cas 1 on a :

ηp2
Γ(1 + α

β
)

Γ(1 + α
β
− α)

W(−α,1−α
β

)(β,2)(p
β) = p2−βW(−α,1−α

β
)(β,3−β)(p

β) (4.40)

et

c1 =
1

pW(−α,1−α
β

)(β,2)(pβ)
, (4.41)
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dans le cas 2 on a :

ηpβ
Γ(1 + α

β
)

Γ(1 + α
β
− α)

W(−α,1+α
β
−α)(β,β)(p

β) = W(−α,1+α
β
−α)(β,1)(p

β) (4.42)

et

c2 =
1

pβ−1W(−α,1+α
β
−α)(β,β)(pβ)

. (4.43)

Table 1 : les valeur de P dans des cas differents.

η = 1.5 η = 3.5 η = 7 η = 10

(α, β) cas 1 cas 2 cas 1 cas 2 cas 1 cas 2 cas 1 cas 2

(0.75,1.75)

(0.5,1.75)

(1.2)

(1.1,1.75)

(1,1.5)

1.0210 0.9350

1.0110 0.9300

1.0520 1.0520

1.0690 0.9660

1.0250 0.8790

0.6430 05840

0.6130 0.5580

0.7240 0.7240

0.6860 0.6180

0.6000 0.5130

0.4370 0.3950

0.4100 0.3710

0.5230 0.5230

0.4700 0.4140

0.3830 0.3270

0.3570 0.3230

0.3340 0.3020

0.4410 0.4410

0.3860 0.3480

0.3030 0.2590

4.1.1 discussion de la solution :

Dans le cas α = 1 ,β = 2 l’équation dominante générée une équation de diffusion

ordinaire.

Utilisant la formule de fonction de Gamma Γ(1
2
− n) = (−1)n2n

√
π

(2n−1)!
, on a

zW(−α,1−α
β

)(β,2)(p
β) = erf(

z

2
).

p est un paramètre important pour décrire le caractère du modèle car sa valeur,

il indique la vitesse de changement de la limite mobile qui implique la vitesse du

processus de diffusion. Les valeurs de p dans différent cas sont énumérées dans le

tableau 1.

En comparant la valeur de p correspondant à deux types d’opérateurs fraction-

naire, nous pouvons voir que le processus

de diffusion décrit par Caputo est beaucoup plus rapide que celui par la dérivée

de Rieman -Liouville.

Cependant, tous les dérivées fractionnaires ne peuvent pas décrire le processus de

super-diffusion (ou plus rapide que la diffusion ordinaire).
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Afin de montrer l’influence d’ordre de la dérivée fractionnaire d’espace, nous dé-

finissons α = 1. À partir des deux figures (1) et (2), nous pouvons voir que, pour un

petit η, p est le plus grand dans les cas β < 2 que dans le cas β = 2.

Cela signifie que les dérivées de Caputo et de Rieman-Liouville décrivent le pro-

cessus de super-diffusion.

Dans ce cas, η est plus grand et p est plus petit, c.-à-d. le processus de diffusion

est plus lent.

Pour un plus grand η les deux dérivées ne peuvent pas décrire le processus de

super-diffusion, alors que, dans certains cas, les deux opérateurs peuvent décrire condi-

tionnellement le processus de super-diffusion.

Les équations de diffusion fractionnaire spatial sont principalement utilisées pour

décrire les processus de super-diffusion.

Cependant, avec une analyse brève des solutions, nous avons démontré que les

dérivées fractionnaires de Caputo et de Rieman-Liouville ne peuvent pas toujours

faire l’affaire.

Par conséquent, lorsqu’on utilise cettes deux dérivées pour décrire les diffusions

anomalies, le chargement initial doit être pris en compte.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons recherché les solutions auto-similaires d’équations
différentielles aux dérivées partièlle d’ordre fractionnaire temporelle et spatiale se-

lon les valeurs de paramètre fractionnaire α,et β et nous avons trouvé les solutions

invariantes par échelle de plusiuers type de problèmes.

Le premier problème abordé de Cauchy pour équations différentielles aux dérivées

partièlle d’ordre fractionnaire temporelle , ont a démontré l’existence de la solution

auto similaire.

Le deuxième problème traité est aux limites pour équations aux dérivées partièlle

d’ordre fractionnaire temporelle , ont a démontré également l’existence de la solution

auto similaire.

enfin le troisème problème étudié est aux frontières mobiles pour l’équation de

diffusion fractionnaire de type général, en utilisant les dérivées fractionnaire au sens

de Caputo et R-Liouville.

Les solutions trouvées sont données dans les termes de fonction de Wright et

Wright généralisée.
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                                           : ملخص   

دة ع )زمنية وفضائية( عن طريق معالجة  جزئيةالحل المشابه لمعادلة تفاضلية ذات مشتقات  تهدف هذه الدراسة الى ايجاد 

 الأعدادالحقيقية ومشكل حدودي على  الأعدادعلى من درجة كسرية منها مشكل كوش ي جل معادلة الانتشار من أمشاكل 

المعادلة التفاضلية ذات مشتقات جزئية من درجة  تحويل  توصلت الدراسة الى . الحقيقية الموجبة ومشكل على حدود متحركة

                              .(Function wright) التفاضلية عادية من درجة كسرية بدلالة دالة ورايت  كسرية إلى لمعادلة 

 عادلة تفاضلية ذات مشتقات جزئية     م -دالة ورايت    -الحل المشابه -معادلة الانتشار من درجة كسرية   الكلمات المفتاحية :

  Abstract :  .   

 This study is to find a solution similar to differential equation with partial derivatives (time and space) we determine 

group of scaling transformations for fractional  partial differential equation. For its group-invariant solutions an 

ordinary differential equation of fractional order with the new independent variable (z ) is derived. 

    The solution of fractional diffusion equation is given in terms of  Wright functions. 

The derivatives then are the well-known right- and left-hand sided Erdelyi-Kober derivatives depending on α And 

The solution of fractional diffusion equation is given in terms of the generalized Wright functions. 

    Key Words: partial differential equation of fractional order, scale invariant solutions, Erdelyi-Kober operators, 

generalized Wright function .  

    Résumé : Dans ce travail on a étudié l’existence de solutions auto-similaires Pour l’équation différentielle aux 

dérivées partielles d’ordre fractionnaire de diffusion temporelle et  spatiale.ont a abordés Trois types de problèmes 

,Problème de Cauchy  sur R et sur R+, problème aux frontières mobiles ; Cela nous permet de transformer l’EDPF à 

des EDFs, en termes de fonction de Wright. 

Les mots clé : Equation aux dérivées partielles d’ordre  fractionnaire , équation de diffusion fractionnaire, 

équations  différentielle d’ordre fractionnaire, solutions auto similaire. 
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