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Introduction

La théorie de calcul fractionnaire est un sujet presque aussi vieux que le calcul
différentiel est remonte au temps ou Leibnisz, Gausse, Newton ont développé les
fondements de ce type de calcul , mais ce n’est que lors des trois derniére décennies
que le calcul fractionnaire est connu un plus large intérét.

Le calcul fractionnaire a un champs d’application trés vaste , par exemple :

viscoélasticité, théorie de controle, équation de diffusion, électricité, électromagné-
tique,...

Le sujet principale de ce mémoire est de trouver les solutions auto-similaires d’une
équation différentielle aux dérivées partielles d’ordre fractionnaire, en se basant sur
les traveaux de [25], [5], [23], [13].

Notre travail est réparti en quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré aux
définitions et des notions fondamentales qui seront utile dans la suite de travail.

Le deuxieme chapitre est consacré a la recheche de solutions auto-similaires de
I’équation différentielle aux dérivées partiélles d’ordre fractionnaire suivante :

@:D@ D>0,zeR 1< a2
ot 0x?’ ’ .

La solution auto-similaire de cette équation sera donnée sous forme de la fonction
de Wright en utilisant ’opérateur fractionnaire d’Erdelyi-Kober.

Le troisieme chapitre consacré a rechercher la solution auto similaire de probleme
de Cauchy aux limites, pour EDPF en utilisant la transformations de Laplace, on
trouve la solution auto-similaire de cette probléme en fonction de Wright.

Pour le quatriéme chapitre on cherche la solution auto-similaire pour EDPF avec
des conditions aux frontiéres mobiles.

Enfin on fait une discussion entre les solutions obtenue par la dérivée de Caputo



et la dérivée de Riemann-Liouville.



Chapitre 1

Rappels de quelques notions

fondamentales

Dans ce chapitre nous allons donner quelques notions fondamentales, nécéssaire

pour la suite de notre travail.

1.1 Elements de calcul fractionnaire

1.1.1 L’intégrale fractionnaire

L’intégration fractionnaire généralise une formule due a Cauchy, qui exprime une
intégration multiple & I'aide d’une seule intégration, mais avec un noyau bien choisi
L’itération n — fois d’une fonction intégrable d’une fonction f est donnée par la

formule suivante (voir[18]) :

/at dr, / d:cg.../:“ Flan)dz, = ﬁ/at(t o )

Cette formule donne l'intégrale d’ordre entier n, sur 'intervalle [0, ¢]. L’ordre non
entier la généralise .On remarque immeédiatement que pour parler d’une intégrale

d’ordre entier, ou non il faut préciser 'intervalle d’intégration.

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Soit f : [a,b] — R, une fonction, notons par (I, f) la primitive



de f s’annule en a.

wtelat): (1,00 = [ fo)dr

L’itération de (I} f) permet d’obtenir la primitive seconde de f qui s’annule en a

et dont la dérivée s’annule en a de plus[2]

(I f2(t) = I folyf
- /at(/auf(u)du)dT
- /at(/:du)f(T)dT (a<r<u<t).
_ /at(t _ N f(@)dr.

Soit n € N* en note (I3, f)" la n“" itération de I,  f , une récurrence directe

montre que
1

—(n — )1 / (t — )" Lf(r)dr.

Si on note g = (11, f)" , g est donc 'unique fonction vérifiant : V 0 <k <n—1:

(I;-s-f)n =

g (a)=0 g™ =T
L’égalité ¢ = f justifie la définition suivante :
Définition 1.1 (L’intégrale de Riemann-Liouville R-L)

L’intégrale fractionnaire de R-L.a gauche d’ordre o > 0, est définie par :

Vi€ a,b] < (1% f)(¢) = ﬁ / (t— 1) f(r)dr,  t>a.

De méme, on définie I'intégrale fractionnaire de (R-L) a droite d’ordre o > 0 par :

Ve [a ] : (12 F)(t) = ﬁ /t (1 — )L f(r)dr, t<b.



1.1.2 La dérivée fractionnaire

Notons D™(n € N) l'opérateur de dérivée d’ordre n et soit f une fonction n-fois
dérivable, (voir [2]) remarquons que D"I"f = Id et

I"D"f # Id c-a~-d que D™ est I'inverse & gauche pas & droit de I'intégrale d’ordre
nl™. La dérivée d’ordre n est un opérateur locale, qui peut aussi étre défini sans faire
référence a une intégration. La dérivée d’ordre non entier est au contraire un opérateur

non locale toujours défini en relation avec un intervalle.

La dérivée fractionnaire de Reimann-Liouville

Soit f : [a,b] — R,a >0 et [a] la partie entiere de .[2] en s’inspirant

de la relation classique :
d &
izl

On peut définir une dérivée fractionnaire 0 < a < 1:

d“ d o
%_EOICL .

Plus généralement, si « > 0,n = [a] + 1.

d® d" n—o
- = —— 0
dt>  dtm

On obtient exactement la dérivée de Riemann-Liouville a gauche

Définition 1.2 (La dérivée fractionnaire de R-L)[2]
Soit & > 0, et n = [a]+ 1 la dérivée fractionnaire de R-L a gauche (resp -a droit)

d’ordre « est définie par :

Vi€ [ab]: (D) = (SR

dt
= %%/z (1 —t)" L f(7)dr.
(resp (DF)(1) = (SOr (N0

1 a [ 1
- sy | G- ),



La dérivée fractionnaire de Caputo

Définition 1.3 (La dérivée de Caputo)[2]
Soit @« > 0, et n = [a] + 1 la dérivée fractionnaire de Caputo a gauche (resp a
droit) d’ordre « est définie par :

Vi € [a,b]: (DR = It o ()" (0)
1

S e R AT

d

(—E)"f(t)
1

= T —a) /t (T —=t)" " f™(7)dr.

(resp ¥Vt € |a,b]: (“Dy_f)(t) =1"%o0

et Vn € N*:
Dy f(t) = f"(t) = f"(a)
Dy f(t) = (=1)"(f"(t) = /(b))
Théoréme 1.1 [2/Soient o> 0,n = [a] +1
f:la,b] — R posséde (n — 1) dérivées en "a" et DS, f existe, alors, la relation

entre la dérivée de R-L et la dérivée de Caputo définie par :

k) (
Dy f(t) = Zf )t o)t

Définition 1.4 (L’opérateur différentiel fractionnaire d’Erdelyi-kober)[7]

L’opérateur différentiel fractionnaire d’Erdelyi-Kober pg’o‘ d’ordre o > 0 est donné

par :
n—1 1 d ~
(r5°9)(z) =] (r+i - 573k 9,
=0
o]+ 1,a ¢ N,
n =
a,a €N

Définition 1.5 (L’opérateur d’intégrale fractionnaire d’Erdelyi- Kober)[7]



L’opérateur d’intégrale fractionnaire d’Erdelyi- Kober est donnée par :

e _ ﬁ [ (w— 1)“*1u*(7+“)g(2u%)du, a>0
(k5"9)(2) =
9(2),a =0

1.2 Les fonctions spéciales

Définition 1.6 (La fonction Gamma)(voir [2])

On appelle fonction Gamma d’Euler la fonction définie :

I'(z) = /0%0 t*Lexp(—t)dt, (z € C,Re(z) > 0)

avec: (t*1 = exp((z — 1)Int))

Exemples 1.1

(1) = /0+OO Y exp(—t)dt = /0+OO exp(—t)dt = 1.

Définition 1.7 (La fonction Béta)[2]

La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie par :

B(p,q) = /0 N1 — ) tdt, (p,q € C).(Re(p) > 0,Re(q) > 0).

Définition 1.8 (Mittag-Liffter)|[2]
La fonction de Mittag-Liffter est définie par :

+o0 k
x

E.p = E _—, a>0,8>0.

— L(ak +f)
Exemple 1.2
+00 k ook
x x
E — —_— _— = .
1,1 g ok +1) E o exp(x)

K=0 K=0

Définition 1.9 (La fonction de Wright)|2]



La fonction de Wright (W) est définie par :

W(z A p) = ZkTMH A>0,p€eR
Exemple 1.3 )
-1 1 1 —2z
Wiz, —,2) = — —).
(27 272) %exp( 4)

Définition 1.10 (La fonction M, (z))[7]
Cette fonction est définie pour n’importe quel ordre v € (0,1) et Vz € C

par :

MV(z)Z%m!F(—:n_j}:l—y))’ O<v<l zeC.

1 —z
M jo(2) = ﬁe( /4

Définition 1.11 (La fonction de Wright géneralisée)

La fonction de Wright géneralisée est donnée par :

o

(CLLAL)....(CLP7 AP) F(O/z + A k) .
pP*q 2

(b1, By)....(by, By)

k
E.

Il
gt
=Nj

T'(b; + Bik)

@
I
—

1.3 La transformée de Laplace des dérivées frac-

tionnaires

Dans cette section (voir [2]) nous donnons quelques outiles de base, et des formules
fondamentales de la transformée de Laplace pour les dérivées fractionnaires, Riemann-

Liouville et de Caputo.

1.3.1 Outiles de base de la transformée de Laplace

Rappelons quelque résultats fondamentaux de la transformée de Laplace.

La fonction F(s) définie par :

F(s) = L{f(); s} = / et f(t)ds

8



est la transformée de Laplace de f(t) et la transformée inverse définie par :
c+1i00
f(t) =L YHF(s);t} = e F(s)dt.

c—100

La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire d’une fonction f(t) est donnée

par :
n—1 n—1
L{f®(t); 5} = s"F(s) = 3 5"+ f0(0) = "F(s) = 3 s fn(0)
k=0 k=0

1.3.2 La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire

de R-L

Nous commencerons par la transformée de Laplace de I'intégrale fractionnaire de
R-L d’ordre o > 0 laquelle peut s’écrire comme une convolution de deux fonctions

g(t) =t*t et f(t) comme suit :

1

B0 = e [ =17 6)s = st « 1)

tel que la transformée de Laplace de la fonction ! est donnée par :

G(s) = L{t* s} =T(a)s?,

et donc, nous obtenons la formule de la transformée de Laplace de 'intégrale

fractionnaire de R-L suivant :

L{I5 f(t); s} = s “F(s),

et la formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de R-L



d’ordre o > 0 est donnée par :
n—1
L{DEf(t); s} = s°F(s) = 3 s (D™ 1 f (1)) o n — 1 < a < .
k=0

1.3.3 La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire

de Caputo

La formule de la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo est

donnée par :

n—1
L{°Dg f(t); s} = s°F(s) = > _s** 1 fB(0), n—1<a<n
k=0
1.3.4 Application de la transformée de Laplace paire sur la
fonction de Wright

Dans le cas a > 0, la fonction de Wright est une fonction entiére d’ordre infé-
rieur & 1 ([2]) et par conséquent, leur transformée de Laplace peut étre obtenue par
transformer leur expansion de Taylor terme par terme.

Alors,

+o00 . +o0 :ttk
by, i) = LW (%t o, 1) 5] = ) T
W(tt; a, ) + LW (£t; a, p); 8] /O € Kzzok!f‘(ak—i-,u)

oo k 400
+1

1R (s HF 1
==y 2 7 _C"F (+s! >0, €R.
SI;)F(ak’—l—,u) s wlEsT) @ a

tel que :

10



+o0o k
+z
E, = - >0,peR
WO =2 Fargy 7Ok

K=0

c’est la fonction de Mittag-Liffter généralisée.

1.4 L’équation de diffusion fractionnaire

L’équation de diffusion fractionnaire est une équation aux dérivées partielles d’ordre

fractionnaire (voir[7]) telque le coté a gauche

est la dérivée d’ordre o par apport au temps, et le coté a droit est la dérivée

d’ordre [ par apport & x :

0“u oPu

Cette équation est obtenu en remplacant la premiére dérivée ou la dérivée seconde
par apport au temps (équation de diffusion ou équation d’onde, respectivement), par
la dérivée générale d’ordre av > 1, définie au sens de Riemann-Liouville.

[’équation de diffusion contient des cas particuliers :

1. a =1, =2 c’est I’équation de la chaleur.
2. a = 2,0 =2 c’est ’équation des ondes.

3. 1 <a <2, =2cest ’équation de la chaleur-onde.

1.5 Les propriétés d’auto-similarité

Dans ce méoire (voir [11]), nous allons appliquer la méthode d’auto-similarité a
I’équation différentielle aux dérivées partielles d’ordre fractionnaire.

D’abord, on donne quelques définitions sur la méthode d’auto-similarité.

Définition 1.12 [7]
Soit une famille a une paramétre de transformations d’échelle notée par T), c’est

une transformation de (x,¢,u) sous la forme :

11



T=Mr, t=X\t, u=u,

telle que b est un constant et A un réel.

Définition 1.13 [7]

Une fonction a valeur réel n(z,t,u) est appelée un invariant de la famille a un
parameétre T de la transformation d’échelle tel que :

n(Th(x,t,u)) = n(x,t, u) VAel

Sur le demi-espace {(z,t,u) : z > 0,t > 0} les invariants des transformations d’échelle
sont fournis parla fonction

n(z,t,u) =2t® etona u(zt)=uv(z) , (z=wmts).

et cette transformation reduit ’'EDPF a une EDOF.

12



Chapitre 2

Solutions invariantes par échelle
pour équation de diffusion

fractionnaire

Dans ce chapitre nous allons présenter la solution auto-similaire pour I’équation

de diffusion fractionnaire, (étudiée en [7]) suivante :

0%u 0%*u
=D—, eER ,D>0 1<a<?2, 21
ot ox? v Sa> (2.1)
avec :
0%u(w,t) 8";5?”, a=néeN
ot F(nl—oc)% fot(t - S)n_a_lu(xv 5>d57 n—1<a<néeN.

Selon les valeurs de a , (o = 1) I’équation de diffusion, (o = 2) I’équation d’onde
et (1 < a < 2) Iéquation fractionnaire diffusion-onde.

Dans le cas générale (o ¢ N) on ne peut pas utiliser la régle de chaine dans
Iopération de la différentiation pour obtenir la solution auto-similaire de ’équation
réduite du ( 2.1 ) comme le cas de 'équation différentielle aux dérivées partielle,

(=1,2).

13



Alors, nous allons transformer 1’équation ( 2.1 )a une équation différentielle ordi-
naire d’ordre fractionnaire, avec le nouveau variable indépendant z = x/t/2,

La dérivée donc devient la dérivée d’Erdelyi-Kober, dépendant avec le parameétre

Pour a = 1 et a = 2, ’équation réduit correspondant & ’équation différentielle
ordinaire est trés connu dans la littérature [14].

Nous représentons aussi la solution générale de 1’équation différentielle d’ordre
fractionnaire avec la dérivée d’Erdelyi-Kober, dans les termes de fonction de Wright

et la fonction de Wright généralisée .

2.1 Application des propriétés d’auto-simillarité

Dans cette partie nous allons appliquer les propriétés d’auto-similarité sur 1’équa-
tion de diffusion alors, On a :
o’u(z,t) \2 0*u(z, 1)

0x? ox?

0*u(@, 1) _ | 0" (T, 7) pour o =n €N,

ot~ ot"

Dans le cas n — 1 < a < n, n € N. En utilisant la substitution de variable nous

obtenons la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre «.

0°u(T, t 1 o [t ol
a(ta - I'(n— a)%/o (t — 5)" " 'u(z, 5)ds,

)\nb o /A
= T ) o7 / (X" — s)" (T, Aos)ds,
- 0

on multiplie et on devise sur A\*"~e~Y

)\nb n

b(—n+a+1) 9 o b 1 b
= —— )\ — t—s\°)" (T, Ns)d
s G | A= s

14



)\ozb/\b n T/AP B
0 (& — sAP)" o 1h(z, Abs)ds,

N F(n—a)@? 0

onpose 7= Ns= dr = \ds = ds = \"dr,

)\ab)\b on t B )
— t— n—oa—1—(= )\_bd
F(n — Oé) ag’n 0 ( 7_) U(ZL‘, T) T,
)\ab 871 t B

= ma?/o (t — ) u(z, r)dr,

il s’ensuite que :

0°u 0*u o0°u 0*u
D— — /\oabT - —
ot Ox2 ot OT?

Les conditions de similarité :

2
M =N = ab=2=1b=—,
(6%

Théoréme 2.1 [9]

Soit T\ un paramétre de groupe de transformation d’échelle pour l’équation :

0% 0%u
g~ Vo

0<a<?,

donnée sous la forme :

Tyo (z,t,u) = (A, A\, u)

alors ,

b= % et linvariant de cette groupe T est donnée par [’expression :

n(x,t) =at= .

Preuve. on a :
n(x,t,u) = Az, A, u)

en prend :
Nt=1= N =1/t=>A=t7

15



c’est & dire linvariant de la transformation d’échelle T pour 1'équation (2.1 )

admet la forme :

1/b a/2

n(x, t,u) = at™ " = xt™

comme dans le cas de EDP en utilise la transformation :

u(z,t) = v(z) z=at"%2 m

Pour déterminer les solutions invariantes par échelle pour EDPF d’ordre (1). nous
allons résoudre la dérivée partielle u,, et la dérivée partielle d’ordre fractionnaire

0%y

S>> 0 dans les termes des dérivées de v, on trouve :

Uy = V' (2)t7Y2 Ugy = 07 (2)t7 (2.2)
Dans les cas @« = 1, o = 2 la dérivée %CZ—;‘, a > 0 Peut étre exprimée en des

termes de opérateur différentielle ordinaire linéaire, appliqué & v d’ordre 1 ou 2,

respectivement. Dans le cas générale on a le théoréme suivant :

Théoréme 2.2  [25]

La dérivée partielle fractionnaire &% o > 0 de la  fonction u(z,t) = v(2) ,
2z = xt=%? est donnée par la relation :
aau —« —a,o
i t (p;/a’ v)(z), z>0. (2.3)
avec
= 1 d
(p5“0)(z) = [ [(m+j - BZ@)(&?“’"”U)(Z) (2.4)

Jj=0

Preuve. soitn —1<a<n, n=12 .et (z)=(x/t*/?)

0%u o" 1

= T /0 (t — 7)== Ly (22 dr, (2.5)

-1,,2

en prend 7 =tu! = dr = —tu"%du = du = —t"1u?,

0%u o" 1

t
e = G T, () X (i

16



o 1 t -1\n—a-1, — a
= e [t R e

o" 1

t
= %<m/ _tthfafluf2u—(nfafl)(1_u)nfowlz](’zua/g)du
- 0
o 1 : —a, a—n— n—a— a
= %(F(n——a)/o "y 1(1—u) 1v(zu /Q)du
an 1 ! n—o, o0—n— n—c— a
- %(mfo £t (= 1) o (zu?)du,

si T=tu! = Tu=t=u=t/t.
s1 7=0= u=+o0.

si T=t—u=1.
8” o +o0
= —— _ 1 n—a—1, a—n—1 04/2 .
otn (F(n — Oé) /1‘ <u ) u U(Zu )du

m
a 1l,n—a

= %(tn_a(k@/a v)(2)).

On appliquons la relation :

(00(2) _ 0p(at )

ot ot

17



8n_1 n—a—1 o d 1,n—a
- atnflt ( —a— §Zd )(k2/a )(Z>
= gz —a =gz )n—a—1— et () (2)
ani:} d d o d n—a—2/1.1,n—«a
L e N R RIURC I S LA
— gtn_ntn—a_n(n a—(n—l)—%zd%) X . X (n—a—Q—%z%)
@ d a d In—«a
—a—1— —s— o a ,
(n—a 57— a = D) (k) )(2)
n—1 d
—_— 1,n—«a
=t (j]}o(l—a+y— Se) (k) (2)

Dans le cas @« = n = 1,2,3 en utilise la relation (2.6) une autre fois , avec

(z = xt~"/?) on obtient :

0 —n d
ta (Z)_T'ZE (2)
an a’n—l n—n—1 a
%U(Z) (‘%n*l( tav(z))
an—l . a
= o (2)
ot -n d

De la méme maniére, on arrive :

ar . .on d
%v(z) =t H(l —n+j— _ZE)U(Z)
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Maintenant, en remplace I'expression (2.2) et (2.3) dans 'EDPF (2.1) on trouve

da

D xTrr
de Y

Upe =t 07 (2).
dau —a/ l—a,a
g ¢ (Py/e v)(2)-

alors (2.1) devient :

alors,

(2.7)

sia=1 ona:

()(2) = (L= 10— 22 yu(z)
1 d
=57

1

= —521/(2).

1
—izv'(z) = Dv’(z) (équation de dif fusion).

sia=2 = n=2(a=n=2)
1

o)) = [Ja -2+ - 522

:(1—2+0—zi)(1—2+1_zi) (2).

dz dz
d d
= (-1 2 ) (o e()
(14 20) (= (2)

(équation dltonde).
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Remarques 2.1
On a vu d’aprés la définition de l'opérateur différentiel fractionnaire d’Erdelyi-
kober dans le cas & = n € N, que I’équation (2.7) obtenu est une équation différentielle

ordinaire linéaire d’ordre max{2,n}.

2.2 Solutions invariantes par 1’échelle

Dans cette section nous présentons la forme exacte des solutions invariantes par
échelle d’équation différentielle aux dérivées partielles d’ordre fractionnaire (2.1).

L’équation (2.7) admet des structures différents, dans les cas 1 < a < 2, a =
2, a>0e a>2.

En commence par le premier cas : 1 < a < 2:

Lemme 2.1 [15] La fonction de Wright géneralisée W, q) ) (2) est une fonction

entiére pour 0 < —u < v a,b sont des nombres complexes.
Preuve. On utilise la formule inverse :[15]

1 _ sin(mz)
I'(1—2) T

I'(z) zeC.

On peut représenter la fonction de Wright généralisée sous forme :

1 sin(r a+uk))F(1—a—uk) X
Wiwar( _WZ T(b+ vk) :

=0

puis on définie la série majorant :

B i cosh(m¢(a)) ‘F(l —a— pk)| ,
— L'(b+ vk)
On utilise la formule asymptotique :
ters) = 5L+ O(s 7], [s| = oo, farg s| < .

on obtient les rayons de convergence de la série majorant :

R= lim I(1—a—pk) T(b+v+vk)

oo F(b+uk) I'(1—a—p—pk)
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= lim (vk)"(—pk)*
k—o0
:y”(—,u)“klim kP = +oo0.
C.-a-d., la fonction de Wright généralisée admet une infinité des rayons de conver-

gence. W

Lemme 2.2 [29] Soit L_ la coupe dans le plan complexe (_ coincidant avec le semi-
aze réel négatif,[15], v(e, ) (€ > 0,0 < ¢ < m) le contour avec l’arg ( consistant les

parties sutvantes :
1. le rayon arg (=—¢, IC| > &
2. l'arc —p <arg( <, [(|=¢;
3. ray arg { = @ IC| > e.

Alors, la fonction de Wright généralisée Wi, q)5)(2) admet une représentation

intégrale :
1 —a -
Woaon(e) = g | 6 Bualag ), 2.9
v(e,0)
v
6>O,§<90§7r,—u<1/<0.
ko k
z 1 _ - (2¢")"

= — ‘C{E

Wisa ) (2) g D(a+ k)T (b + vk) | 2mi /Z S B kz T+ k) 1

(2.9)
e >0, g <p<m 0<—p<wv, ko >max{—1 R((1—a)/(—p)}.

Preuve. La formule (2.8) est obtenue par la substitution de la représentation(voir[16]) :

1 1 T
- = ¢ 7Sd >0.— < < & C 2.10
[(s) 2m /(s,w) oo 2 cee | )

pour s = a + pk et le changement d’ordre de l'intégration et la sommation . La

formule (2.9) est basée a la représentation :

L
" 3 [ SCHCR) < (211)

et I'intégration du —oo vers 0 puis du 0 vers —oco. =
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Remarque 2.2 Dans le cas v = b = 1 la représentation (2.8) admet la forme :

k

- z
Wia ,an(z2) = Wpa(2) =y ———
(.a).(1.1) (n0) ;k!r(a—l—uk’)

1 _
=5 eleH=""¢maqe (2.12)
T Jy(ep)

T
,€>0,§<g0§7r,—1<u.
Cette formule est obtenue et utilisée par Wright,il prouvé que pour

—1 < p < —1/3 JJa fonction W, . (2) admet sur le demi-axe réel positive 'expan-

sion asymptotique algébrique :

L—

[ury

a—1-1)/(—
W) (2) = ; EE 1)2;(1 n )(/; j)l — 1)/(_M))+O(z(“_1_l)/(_“)), z — 400, L =0,1,2...
(2.13)
Dans notre situation nous obtenons des résultats similaires :
Lemme 2.3 [7/Soit0 <v/3 < —p<v<2 Lp=0,1,2,..
alors,
L1 L(a=1-0)/(=p)
W) = L o Fa+ DTG+ e — 1= D/ (=)
RN =" L O(EI/EW) L0 2 oo, (2.14)
“~ T'(b—vk)l'(a — pk) ’

Preuve. On utilise la représentation intégrale (2.8) avec ¢ > 0 fixée et on note
largument z(™* de fonction de Wright par A pour z — oo ¢ € (e, ) alors, on a
|A| = 400, arg(A) = —ue on choisissons ¢ tel que —up < min{r, Tv}.

Alors on peut utiliser la formule asymptotique de la fonction de Mittag-Liffter

(voir [23])

A 1A(1—b)/l/ ALY - )\_k
B =2 ‘ _Zr(b—yk)
k=1
+O(A ), [N — +o0. (2.15)

On substituant cette expression vers la représentation intégrale (2.8) et utilisant

les formule (2.10),(2.12) nous obtenons 'expansion asymptotique de la fonction de
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Wright généralisée dans les termes de fonction de Wright(2.12) :

LA-b)/v

1/v
W(u,a),(y,b)(»z) = 3 Wu/u,a—u(b—l)/y(z / )

fk

P
;Fa—i-,uk I'(b+ vk)

+0(z51P) 2 = +oo.

Maintenant on utilise la formule (2.13) pour —1 < p/v < —1/3, on arrive a (2.14).

Théoréme 2.3  [29]
Les solutions invariantes par échelle d’une équation différentielle aux dérivées par-

tielles d’ordre fractionnaire dans le cas 1 < o < 2 s’écrivent sous la forme :
v(2) = cv1(2) + cava(2), avec(z = xt~/?) (2.16)
et ¢1,co sont des constants réels telle que :
vi(z) = W(-2/VD; =3, 1),

vs(2) = W(z/VD: —%, 1). (2.17)
avec la fonction de Wright :

Zk

WA =3
£ FID(Nk + 1)

Preuve.
On consideére le cas a = 1 alors, ’équation (2.7) est une EDO linéaire d’ordre 2 et
admet deux solutions indépendants. Puisque les fonctions sont des fonctions entiers
dans le plan complexe, pour o < 2 nous avons immédiatement :
9-3 e
kT

—Sk+1)
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pour o =1 :
D=3
=0

l___|_)

- kzk 1/\/_)

0 Z/\/_)k '
Dz; k—DIN(-5+1)
L& (D
—520i(2) = —52(—\/5) ; (k—DID(-% + 1)

_ i (~Z/VD)*
(%)
et on a:
1
—5201(2) = Dv”4(2)
La méme chose pour v.
1 / ”
—§zv2(z) = Dv”y(2).

(10) + (1) = —52(t} + ¥5)(2) = D(” + "))

1
— —5zv'(z) = Dv’(2)

qui complete le preuve dans le cas oo = 1.
Dans le cas 1 < a < 2, aprés le changement de variable v” = y, I’équation (2.7)
prend la forme :
y(z) — E(Lay)(z) =cz+c 2>0,D>0 (2.18)
c1, o constantes réels.

avec

(Lat)(2) = (93,213, w)(2).
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L’équation (2.18) est une équation integro-différentielle d’ordre 2 — a > 0 et elle

admet une solution unique, le 2°7"™¢ partie est écrit sous la forme :

f(z) =cz+co

c.-a~d. :I’équation (2.7) admet au plus deux solutions linéairement indépendantes,
on montre que la fonction (2.17) satisfait I’équation (2.7).

Premiérement on a :

o Z/\/_)k 1
DZ

k—1)I0(—% +1)

k=1

o % ke 2/\/—k 1)

VD & - 1 ID(—<£ +1)
o1 >0 Z“/\/_“)
ul) = VD DkZ: k—2)I0(—% +1)
1~ (=2/VD)
D& (k-20(-% +1)
_ 1~ (=2/VD)
=1 e
1~ (=2/VD)
B B;k!r(—%’wl—a)
U (2) = W(—2/VD; _70‘ 1-a) (2.19)
la méme chose pour vy(2).
va(2) = W (z/VD; _70‘ 1-aq). (2.20)

Malheureusement, il est impossible d’appliquer 'opérateur (p; /O‘O‘) terme par

terme sur la série a cause de la divergence d’intégrale correspondant, alors on uti-

lise une autre méthode basée a ’équation de Parseval (la transformé intégrale de
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Mellin) et intégrale le plus connu (la représentation de fonction de Wright).

Lemme 2.4 [7]

Soient v1(z) et vo(2) sont définis par la relation (2.17), alors, la relation :

(P “01)(2) = W (=2/VD; — = 1-a)

(P v2)(2) = W (z/VD; .1 = )
est valide pour 1 < a < 2

Preuve.

Dans le cas 1 < @ < 2 le partie a gauche de I’équation (2.7), admet la forme :

si (1 < a <2 alors n =2 parce que n = [a] + 1)

n—1

(o)) = [J— ot = S ) (KE o)) (221)

J=0

2—

~[Ia-a+i-2=Dmzee)

=0

—_

—(l—a+0-— %zi)(l —a+1- gzdi)(krl’z_o‘v)(z)

dz 27 dy e
d a d 1,2—a
=(l-a- 525)(2 — = 525)( 2je V)(2)
1,2 1 e 1 3 /2
o — —1 —opa— a
ou 52 0)) = gy [ (= D
c’est 'opérateur d’intégrale fractionnaire d’Erdelyi-kober.
Selon Wright (voir [8]) :
—Zz
v1(2) = ﬁ(AO +0(z™Y), pour z — 400 (2.22)
avec 5
a1 1 (1-9)
— (1=8)(°2/VD)T5, 6=5, Ag= —— ,
(1= 6)@"=/V/D) 4=
2
ve(2) = — + O(z_%), pour z — 400 (2.23)
«

26



* est bien définie sur les

il résulte de cettes deux relations et (2.21) que p;/_aa
fonctions v1(2) et wvy(2).
Pour obtenir leur effet sur la fonction v;(z) nous représentons 'opérateur (2.21)

sous forme (voir [24], [22]) :

l—a,a 1 / F(l + %S) —
: _ * sd 2.24
(P 0)(2) %@LmFﬂ—a+%QU“ﬂ * (2:24)

ou v*(s) = /000 v(t)t*ds

c’est la transformée intégrale de Mellin de la fonction v(t) et,
Liw={s€C:R(s)=v>0}.

D’apres 'utilisation des résultats de [16] on arrive a :

vi(s) = =L _(1/v/B), (2.25)

[(1+%s)

alors on a :

l—a,a 1 F(l + %S) * —s
WhEmE = 5 | Rt gyt

1 /Lioo F(F(l + %S) F(S) (1/\/5>—32—st

" 2mi 1—a+ 25) (1 + 25)
1 ['(s) _
- VD) *ds.
mmémru—a+§g@/ )ds

La deérniére intégrale est une cas particuliere de Fox-H-fonction (voir [22]). En
le représentant comme une série, on obtient ’expression de notre lemme 1 pour la
fonction vy (2).

Cette méthode ne pouvait pas étre appliquée pour la fonction vs(z), puisque la
transformée intégrale de Mellin de cette fonction n’existe pas alors, on utilise la re-

présentation d’intégrale modifiée de fonction de Wright (voir[8]) qui admet la forme :

1 e’
— 14— - /2 /\/DY} —1)dr.
v9(2) + el (exp{z1®/*/ } YdT
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Le contour L_ c’est la coupe dans le plan complexe coincidant avec le semi-axe réel
négative, maintenant on applique l'opérateur (2.21) et change l'ordre d’intégration,
on a:

l—aa 1 a d a d

(pQ/a vg) = m +(1—-a-— §za)(2 —a——z—) (2.26)

1 e’ 1 &
— . t—1)lopes @/242/2 |\ /DY — 1)dtdr.
<omi | SRy [ - D en{e e VD) ~ )i

on utilise I’égalité de Parseval pour le transformée intégrale de Mellin (voir [16])

on a :

1 > l—aa—3 a/23a/2
mfl (t— 1) "t P exp{zr 24/ /\/E}dt (2.27)
1 1 F<1 - %S)F(_S) a/2 s
_F(g_a)—f_%/hw F(3—a—%s) (—ZT //\/5) ds,

ouT €L ,Liw={s€C:0<R(s)=7y<1}.

Le contour L;,, dans la représentation derniére peut étre transformée vers le
contour L., qui transporte de le point —ai + oo, a > 0 a la point bi + oo, b > 0.

On substitue la représentation (2.27) (avec le contour L, en place de L,y ) dans

(2.28) puis on utilise 'identité :

d d
(1—04—%25)(2— —%z%)zsz ( —oz——s)(2—oz—gs)zs
on arrive a :
l—aa 1 1 / em 1 I'(1—5s)I'(—s) /2
, _ el N
(a0 " v2)(2) T1—a) 2ni /), 7270 )i TO—a— 25) (=2 /v D) dsdr

Apres le changement d’ordre d’intégration dans la derniére formule, on utilise la

représentation de fonction Gamma (voir [16]) :

1 1
m = % /_ e’ Pdr R(ﬁ) < 1.

et la représentation obtenue par FOX H fonction comme une série alors, finalement

on trouve :

1—aa 1 1 / PA—=3s)0(=5), /5y L / ~(1-%5)
bl —_——_—— —_— - _D S._ T 28 d d
(Py/e “v2)(2) T(1—a) 27 i T(I—a—29) (=2/VDyog | T e
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B 1 1 I'(—s) .
CT(1-a) * omi /L+OO I'l—a-5%s) (=2/VD)

Ti—a +Zk'1“ 1—a— k:)

= W(z/VD;—2,1-a).

Cette derniére relation compléte notre preuve de lemme 1, 'expression du théo-
réme 2.3 est résultat par la comparaison de la relation (2.1)et (2.2)et les résultats

prouvée dans lemme 1. m

Remarques 2.3 Dans le cas a = 1 (équation de la chaleur), la solution auto -

similaire (2.17) admet la forme :

XX (—z/VD)*
u(z) = kZ:O KIT(1— 1k)

N (VD
=1 +Z <20+ )L~ n)

_1_\/_2 Z/ 2\/_))2n+1

n‘F (n+1)
=1—merf(z/(2VD))

qui se donne :

vs(2) = 1+ merf(z/(2VD)),

telle que erf est la fonction d’erreur qui est accord avec les résultats connus (voir

[17]).

Remarques 2.4 La solution auto-similaire (2.17) peut étre aussi utilisée dans le cas
a = 2 (équation des ondes).

Dans ce cas il faut que nous I’écrivions sous la forme :

+oo 22/\/D)k
m) = () + 82 = 3 e g ey
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us(2) = DI(1 = ) (v1(2) + va(2))/2

—r(1-29:% o (+*/VD)k

277 = T(2+2k)(1 - § — k)
Utilisant la relation (o = 2)
fa-3) — Y ) xx (CE @2k —1) = 2k E=0,1,2
r1—-%¢—ak) 272 T2 IR
pour o = 2, on arrive a :
u(z) =1,

= (22/D)*(2k)! = (2/D)* VD D — 2
Z -3 =Y VD.
Zkzo 1+2k ESREET > " UDia "

D’abord on considére le cas 2 < « :

Théoréme 2.4  [29]

La solution auto-similaire de EDPF d’ordre 1 dans le cas o > 2, a ¢ N admet la

forme :
[o]
v(z) = chvj(z), c; €R,0<j<|a], (2.28)
=0
2 1,1),(2—2(1+4),2
v;(2) = 2504, (L, 1), O‘.( +4):2) .Dz72] (2.29)
(Oé—j,Oé)
ou )
o [(a; + Ak
(al,Al),...,(ap,Ap) zl;ll (CL - ) k
20, =35 o (2.30)
(b1, B1)...(bg, By) k=0 [T T(b; + Bk)

s
Il
-

c’est la fonction de Wright généralisée

Preuve. Aprés la substitution (p;/_o‘f’av)(z) = y(z) Uéquation (2.7) admet la forme :

o]
y(2) = D(Lay)(2) = Y ¢y a0+,
j=0
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ouc; €R0<j<]af et

2

(Lay)(2) = 5 (KL)(2).

Cette derniére équation est une équation integro-différentielle de type (2) et d’ordre

a—2 <0 et elle admet une solution unique si le coté o droite admet la forme :

[a]

) = Yoy
=0
(voir [28],[22]) C.-a-d., Uéquation(2.7) admet au plus [a] + 1 solutions linéairement
indépendantes.On montre que v;(z), 0 < j < [a] est un solution (voir [12]), la

fonction de Wright généralisée est une fonction entiere alors on peut dériver la série

correspondante terme par terme et on a :

» 2 2 2 (10
vj(2) = (=2 = 2k + ~(1+7)(=3 = 26+ ~(1+ )z e+ (2.31)
> re2-—=2(1 2k
> Z D272 ( + ]) + )
p (o —j + ak)

& (4 — 2(1+j)+ 2k)
—4+2(145) Dy 2)k a
: 2( ) Ia—j+ ak)

On peut aussi appliquer ’opérateur pé]j"a terme par terme sur la série (2.29), on

utilise la formule :

(1 — —p)
l—o,a
tP = 1——=p>0
]
Preuve. on arrive a :
B nd B 2——(1+j)+2/<:)F(a—j+ak)
1— aa ) 2+ (1+y) D 2

o) 2 .
72+ (1+5%) Z szz 2_5(1.4“])+2k3)
— ['(—j + ak)
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54t 2 (1)) i Dz 2y 4__(1+])+2k)
— [ —j + ak)

On comparant cette relation avec (2.31) on obtient ’expression de notre théoréme
3 finalement on considére le cas des nombres naturels @« > 2 = n € N on utilise

exactement la méme méthode de théoréme 3 on & :

Théoréme 2.5 [29]

La solution auto-similaire d'une EDPF (2 < n € N),

gt: = Dug,, t>0,2>0,D>0. (Z:$/tn/2)’

Zc]vj ;ER n<j<n—1 (2.32)

(17 1)’ (2 - %(1 +j)72)
(7’L _jan)

v;(z) = 2720, g, Dz 0<j<n-2

Remarques 2.5 Dans le cas a = n = 2 on peut utiliser les résultats du théoréeme

2.4p0urz>\/50na:

vi(z) =1
& (DR
w@) =) e

1 Z<DZ 1y2k+1
2v/D —~ 2k+1
—1 1 z—\/ﬁ
= n .
2D z++vD

De cette relation avec la remarque on obtient la solution auto-similaire de ’équa-

tion des ondes

x—\/ﬁt
:c—l—\/ﬁt

u(z,t) = v(%) =c1+cln

32



Chapitre 3

Solutions auto-similaires de
probléme aux limites sur R* pour
I’équation de diffusion

fractionnaire :

Dans ce chapitre on va étudier les solutions invariantes par échelle de probléme
aux limites pour équation de diffusion fractionnaire d’ordre (0 < o < 2) (voir [20])
suivante :

0%u

— =Dug,, 0<a<2, D>0 (3.1)

ot
en utilisant la méthode d’auto-similarité et la transformation de Laplace, la solution
est donnée dans les termes de fonction de Wright dans le cas (0 < o < 1) et dans
les termes de fonction de Wright généralisée dans le cas (1 < a < 2).L’é¢quation
réduite est donnée dans les termes de 'opérateur différentiel d’Erdelyi-Kober de type
de Caputo modifié.

u=u(x,t) et I est la dérivée au sens de Caputo est donnée sous forme :

o G 6 a=neN.
@U(Qf, t) == 8t1 . 1 anu(x 7_) (3,2)
T(n—a) fo (t—7)noieg=dr, n—1<a<n.

Nous référons a I’équation 3.1, I’équation de diffusion et I’équation d’onde dans les
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cas (0 < <1)et (1 <a<2), respectivement. La différence entre les deux cas est

la formule de transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre «

n—1
o _ dk
%u(xa t) - Sau(l‘, 5) - - Sailik%u(aja t)\t:o+ ) (3'3)

e
i

par conséquent les conditions aux limites de probléme aux limites pour I’équation

3.1 admet la forme :

si 0<a<l1
u(z, 0+) = up(x), x>0, (3.4)
u(04, 1) = vo(t), u(400,t) = vy(t), t>0 (3.5)
l<a<?2
u(z,0+) = up(x), u (z,04) = uy (z) x>0, (3.6)
u(04,t) = vo(t), u(400,t) = v1(t), t>0 (3.7)

et le condition de compatibilité

up(+00) = v1(0) (3.8)

3.1 Application de la méthode d’auto-similarité sur
le probléme aux limites pour 1’équation de dif-

fusion fractionnaire

Dans ce partie (voir[21]) on va utiliser la méthode de similarité pour déterminer
la solution invariante par échelle des problémes aux limites {(3.1), (3.4), (3.5), (3.8)}
et {(3.1), (3.6), (3.7), (3.8)}. Premiérement, on trouve le groupe de transformation
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par échelle de I’équation (3.1) puis, on détermine la forme invariante par échelle des
conditions initiales et les conditions aux limites. On résourdre les problémes aux
limites obtenus en utilisant la transformation de Laplace dans les termes de fonction
de Wright et fonction de Wright généralisée.

On trouve une équation integro-différentielle en la fonction auxiliaire F'(z,a/2)

avec z = ot~ /2,

3.1.1 Les propriétés d’auto-similarité

Dans le cas (o = 1, équation de diffusion ) et (o = 2, équation d’onde ) on a vu
déja les solutions auto-similaires dans cets cas, alors, on restrict notre discussion dans
le cas 0 < a < 2 avec a # 1.

Soit G un paramétre de groupe des transformation par échelle de (3.1), sous forme
Go(z,t,u) = (A\z, \°t, \u),

se qui implique que si u = f(z,t) est solution de (3.1) alors, la fonction © =

N f(Arz, A7), alors on a (T = A'x, T =A%)

etpourn—1<a<n, neN

ou 1 K a1 O™
ot T(n—a) /0 (t=7) %dﬂ
)\C_ab ! I _ = n—a—lanf(f7 ?) c—ab aaf(f7 Z)
= T ), T g = g

Utilisant les résultats obtenus on trouve :

o0°u 0%*u

_ a0 f (T, 1) 0% f (7, 1)
7 ¢ ab ) o c—2 )
ot> 0x? A ot” DA oz? '

ce qui implique que si la fonction u = f(z,t) est une solution de (3.1), alors, w est

aussi une solution de (3.1) si et seulement si

ab=1 (3.9)
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Théoréme 3.1 [20] L’invariant de groupe de transformation par échelle Go(z,t,u) =

(A, AN Xw) pour Uéquation (8.1) est donné par Ueapression suivante :
2= at2 v=1t"u (3.10)

avec y = car/2.

Maintenant, on recherche de la forme invariante par 1’échelle des conditions ini-
tiales et les conditions aux limites de probléme aux limites .

I LecasO<a<1:

Soit u = f(x,t) Solution de probleme {(3.1), (3.4), (3.5), (3.8)}. il faut que les
fonctions w = A2/ f (A, A7 “t), A > 0, soient aussi des solutions de cet probléme.
Alors,

u(x,t) [imor = uo(x), x>0,

mais on a aussi
(2, 1) [mor = AN e, X% oy = A ug(A ).
Cettes relations impliquent que
A (A ) = ug(x).
on pose A = x on arrive a
uo(z) = up(1)z®/® = c2*/* ¢, € R (3.11)

et on a pour les conditions aux limites (3.5),

vo(t) = tTwo(1) = et v1(t) = v (1) = eqt?, (3.12)

avec c3, ¢4 des constantes,

comparant la condition de compatibilté (3.8) avec les relations (3.11), (3.12 ), on
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trouve deux possibilités

Y#0, ca=c=0, (3.13)

v=0, w(x)=cr=cs=wv1(t), x>0,t>0, (3.14)

cette deux relations avec (3.11), (3.12 ) nous donne la forme invariante par 1’échelle
de les conditions initiales et les conditions aux limites de probléme aux limites pour
'équation (3.1).

II. Lecas 1 <a < 2:

Du les relations (3.11) et (3.12) et la restrictions (3.13) et (3.14) on déduit les

autres conditions initiales invariantes par 1’échelle, alors, on a :

ou
i g = (@
et (T = \"%)
lim 2% = Jim 2 -2/ FO Tz, A7)

t—0+ 0t  t—0+0¢
0 _
= \W/a=a qiy = FO T, 1) = APy (A ).
t—0+

Du cettes deux relations on a :
_ y2v/a—2/« -1
ur(r) = A ur (A" ).
En pose A = x , alors :

uy(z) = ul(l)m@/“)(”’l) = cpH/0~D), cs € R. (3.15)

Combinant cette formule avec les relations (3.11), (3.12) et restrictions (3.13),
(3.14), on obtient la forme invariante par I’échelle des conditions initiales et les condi-

tions aux limites de le probléme aux limites {(3.1), (3.6), (3.7), (3.8)}.
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3.2 Recherche de la solution invariante par échelle

Utilisant la méthode de transformation de Laplace on trouve la forme exacte de
solution auto-similaire de probléme aux limites {(3.1), (3.4), (3.5), (3.8)} et {(3.1),
(3.6), (3.7), (3.8)} (voir[20]). Comme nous avons vu que les solutions sont existées
seulement pour les conditions initiales et les conditions aux limites de la forme (3.11),
(3.12), (3.15) avec la restriction (3.13), (3.14). Maintenant on considére cettes cas,
combinant les relations (3.13) et (3.14) avec le cas I et le cas II.

LoO<a<l,

les conditions initiales et les conditions aux limites (3.4), (3.5) sont données sous

forme les équations suivantes :

u(z,04+) = wug(x) =0, x>0,
u(04,t) = wvo(t) = cst”, u(+o0,t) =v1(t) =0, t>0,

dans ce cas on utilise la formule de solution de probléme aux limites {(3.1), (3.4),

(3.5), (3.8)} citée dans [5], par mainardi qui est sous forme :

t
u(z,t) = / Gs(x,t — 1;2/a)vg(T)dT, (3.16)
0
ou Gs(z,t — 7;2/«) est la fonction de Green, elle est donnée par :
Gy(z,t —1;2/a) = F(2/VD; a/2)/t. (3.17)

/2

Ici z = xt7%/% c’est le variable invariant par 1’échelle (3.10) pour I’équation (3.1)

et la fonction auxilliaire F'(z; ) est une cas particuliér de fonction de Wright
F(z ) = W_go(—2). (3.18)

L’intégrale de (3.16) avec, vg(7)=cs7” est convergent, si v > —1. Pour obtenir leur
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valeur on le considére comme une convolution de Laplace des fonctions

X

VD

Combinant la transformée de Laplace pair

F(t) = F(—=t="%a/2)/t et glt) = c57.

F(t7%:8)/t ~exp(=5"), 0<B <1, (%)

avec I’expression

g(t) + (1 +7)s7 177,

on arrive a la transformée de Laplace de la solution u(x,t) :
w(z,t) = csT(1 + 7)s T Tel-e/ VD)2,

On a «/2 > 0, on transforme le contour d’intégration dans la formule inverse de

Laplace complexe vers (Hankel path) Ha on trouve

1 ey
Ha

Comparant cette formule avec (voir[20])

1
2T

W,u(2) /H exp{u + zu"}u""du, p > —1, (3.19)

on obtient la solution auto-similaire de probleme {(3.1), (3.4), (3.5), (3.8)} sous

forme :

_It_a/2
w(@,t) = csI'(1+ )" W_o /2144 <—) , v > —1.

vD
I,. 0 < a < 1 les conditions initiales et les conditions aux limites (3.4), (3.5) sont

données comme :

u(z,04) = wup(z) =0, x>0,

w(0+,t) = vo(t) = cs, u(+oo,t) =v1(t) =¢;, t>0.
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Dans ce cas on applique la transformation de Laplace sur I’équation (3.1) et on
utilise la formule (3.3), on trouve la transformée de Laplace de la solution u(z,t) de

probléme aux limites qui satisfait I’équation différentielle ordinaire suivante (voir[20]) :

2

s*u(z, s) = D@ﬂ(m, )+ 18271 (3.20)
avec les conditions aux limites :
u(0+,s) =c3/s,  u(+o0,s) =c1/s. (3.21)

La solution de probleme (3.20), (3.21) admet la forme :

~ c3 —¢C a c
U(x, s) 3 - 1 (=z/vD)s /2_|_;1‘

On applique la transformation inverse de Laplace , et on utilise (3.19) on trouve :

—xt—/?
U(l‘,t) = (03 — Cl)Wfa/ZlJr'y (W) + C.

Les résultats précédents sont déja démontrés le théoréme suivant :

Théoréme 3.2 [20]/Les solutions auto-similaire de probléme aux limites {(3.1), (3.4),
(3.5), (3.8)} pour l’équation de diffusion fractionnaire avec les transformations inva-

riants par ’échelle (A, et /\27/°‘u) admet la forme :

— /2
u(w,t) = csU(1+ )" W_a)2,14+ <T> , (3.22)

dans le cas v #0, v>—1
et

—xt—e/?
U(l’,t) = (63 — Cl)W,a/g,l (W) + C1, (323)

dans le cas v = 0.

La solution auto-similaire de probleme {(3.1), (3.6), (3.7), (3.8)} dans le cas
1 < a < 2 pour I'équation des ondes fractionnaire est existée si et seulement si

les conditions initiales et les conditions aux limites (3.6), (3.7) sont sous forme II;
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112 :

IIiv#0:
u(z,0+) = up(z) = 0, u' (2,04) = up(x) = cur®V0=D, x>0,
w(04,t) = vo(t) = cst?, u(4o00,t) = vy(t) =0, t >0,
II,.v=0:
u(z,0+) = uo(z) = ¢, u' (x,04) = uy () = cou™ ¥, x>0,
u(04,t) = vo(t) = cs, u(400,t) = v1(t) = cq, t > 0.

On résourdre le probleme {(3.1), (3.6), (3.7), (3.8)} dans le cas le plus générale,

qui contient les deux cas IT; 11 :
u(x,0+) = uo(z) = ¢, u' (x,04) = uy(x) = Ba”, >0, (3.24)

—-2< <0, b # -1, x>0
u(04,t) = vo(t), u(400,t) = v1(t) = ¢, t> 0. (3.25)

avec ¢, [ sont constantes réels, pour la simplicité on suppose qu’il existe vg(s) la
transformée de Laplace de la fonction vy(t).

On applique la transformation de Laplace sur ’équation (3.1) et les conditions aux
limites (3.25). Utilisant la formule (3.3) on obtient la transformée de Laplace u(z, s)

de la solution d’équation différentielle ordinaire [20] :
ary d2 ~ a—1 B .a—2
su(zx, s) = Dﬁu(x, s)+cs® " + Bals“e, (3.26)
x

avec les conditions aux limites :

(04, s) = vo(s), u(400,s) = c¢/s, (3.27)
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on peut diréctement vérifiér que la fonction :

~ c B
Up(z, ) = P EF(I + B)2* P52 By 5. 5(s0%/ D), (3.28)

est une solution particuliére de I’équation (3.26).

La solution générale de I’équation (3.26) admet la forme :
u(z,s) = cl(s)e_“’“aﬂ/‘/5 + cz(s‘)ef"’sam/*/B + uy(x, s) (3.29)

avec ¢1(s), ca(s) des fonctions arbitraires. On applique la formule asymptotique de

Mittag-Liffter [29] on trouve

- B o
fi(2,8) = = = ST+ B)DY22002em VD L O(a) i — o,
s
du les conditions aux limites et la dérniére formule on peut prendre la forme des

fonctions ¢ (s), ca(s) dans (3.29) :

~ c B o n
ci(s) = Uo(S)—g—EF(lJrﬁ)DBﬂS 2-abf2

B
ca(s) = 5F(1+B)D5/2s’2’a5/2.

Maintenant, on arrive & la transformée de Laplace u(x,s) de la solution sous

forme :
U(w,s) =, s) + (@, ), (3.30)
ou
~ ~ c B P e N
Uy (z,8) = (Bo(s) = — = S T(1+ B)DY2s7272)e IVD -

~ B /2 B
Uz, 8) = _EF(l + B) D22 aB2grs P VD Ef(l + Bz s* 2By 3, 5(s*2? /D).

Pour obtenir wui(x,t) du u;(z,s) on applique la convolution de Laplace et les
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mémes considération dans les cas I; et I, on trouve

w(z,t) = /Otas(m,t—f;a/z)vo(f)df—cw_am (%) (3.31)

B —gt—o/?
_EF(l + ﬁ)D5/2t1+a/3/2W_a/2,2+a6/2 (W) + ¢,

pour trouver uy(z,t) on applique la transformée inverse de us(z, s) , on utilise la

formule asymptotique de la fonction de Mittag-Liffter [13] on obtient :

~ _ 27

Uy(z,5) = O0(s7%), |s] — o0, |arg(s)] < X
Du cette formule on a la fonction uy(z, s) est analytique dans le plan compléxe s~
avec la coupe a longue de le semi-axe réel négative nous guide a transformer le contour

du la formule inverse de Laplace compléxe vers le contour v(e; ¢), (0 < e,7/2 < ¢ <

(2/a)7/2).(2.8) ,alors on a :

ug(z,t) = / ey (, s)ds
V(e50)

on utilise la relation :

1
o

W,u(2) / exp{u + zu"}u""du, p > —1
Ha
avec le contour y(e; ), (0 < e,7/2 < ¢ < (2/a)7/2) au lieu de (Hankel path) et
la représentation (2.8) on obtient :
us(z,t) = Em + B)DP/2FeB 2y ot (3.32)
2 ? 2 70[/2,2+OAB/2 \/5 .
B _ A

_5]‘—‘(1 + /8)$B+2t1 aW(7a727a)7(2a3+5) ( D ) :

Comme une conséquente, on trouve la solution de probleme {(3.1), (3.6), (3.7),
(3.8) }avec les conditions initiales et les conditions aux limites (3.24), (3.25) sous

forme :

u(x,t) = uy(z,t) + us(x, t),

ce qui prouvé le théoréme suivant :
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Théoréme 3.3 [20/La solution auto-similaire de probléme de aux limites {(5.1),

(3.6), (3.7), (3.8)} pour l’équation des ondes fractionnaire avec la transformation

par léchelle (Ax, e, )\ZV/O‘u) admet la forme :

cyDO-D/a .
'LL(.I', t) = C3 — Tf(l -+ 2(’)/ — 1)/0{ t’yW—a/Q,l—&—'y ﬁ (333)
=1/

»2+2(v=1)/a 52
——W —a,2—a —-1)/a n .
D ( 72 )7(2734’2('\/ 1)/ ) (D))

Dans le cas I-a <y <1, v#1—a/2, v#0 et

z

w(z,t) = (cz3—c1—ca—T(1—2/a) D7Y*/2)W_, 04 (_—) +c (3.34)

N2
+el(1 - 2/a) (D ;l/a W o (%)

,2-2/a 52
- W —a,2—« —2/a EaY .
D ( 72 )7(273 2/ ) ( D ) )

c1,Co,c3 € R.

3.2.1 solution invariant par échelle de ’équation

la solution auto-similaire de ’équation (3.1) est donnée sous forme [20] :
u(z,t) =t"v(z), z =t~ (3.35)

La substitution (3.35) réduit I’équation intégro-différentielle partiélle(3.1) a une
équation intégro-différentielle ordinaire avec la fonction inconnu v(z).

Nous allons calcuer la dérivée u,, et la dérivée gt—;‘, « > 0 dans les termes de la

dérivée de v,
on trouve

£ (pl2*0) (2) = Dt (2),

(D3 v)(2) = Dv*(2). (3.36)
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sta=1

Dv"(2) + 220 (2) — yv(2) = 0. (3.37)

st =2

(22 = D)v (2) — 2(y — 1)21)/(2) +y(y—=1v(z)=0 (3.38)

les théorémes précédents donnent la solution auto-similaire dans le cas générale
0 < a < 2 .dans les cas particuliérs (y =0,¢; = 0,c3 =1,0<a<1)et (y=0,¢1 =

0,c0 =0,c3 =1,1 < a < 2) la solution de I’équation (3.1) admet la forme [20] :
t
0(y) = Wy (—2/VD) = / Gla,t — 0/2)dr, (3.39)
0

ou la fonction de Green est donnée par (3.17) dans les termes de la fonction
auxilliaire F(z;a/2), 2z = ot=%/2,

La différentiation de (3.39) donne :

—570'(2) = Flz0/2) (3.40)
V'(z) = —zzle(z;a/Z).
Danslecas 0 < a <1
(Kgﬁ;aF)(z) = —2%(2_1}7(2;@/2)).

Dans le cas 1 < o < 2 on obtient une équation trés difficille :

(K370 = St )(2) = 2 (= F(z:0/2)
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Chapitre 4

Solutions auto-similaires de
probléme aux frontiéres mobiles
pour I’équation de diffusion

fractionnaire :

Dans ce chapitre (en se referant a [25]), nous allons chercher :

La solution auto-similaire de ’équation de diffusion d’ordre fractionnaire suivant :
¢DU(X,T) =dyD5UX,T) 0< a<pB<2.

avec des conditions aux limites mobiles.

La dérivée de Caputo par apport & t et deux types des dérivées fractionnaire par
apport & x Sont considérés & la résolution.

Et nous allons donner le variable auto-similaire et la forme des solutions corres-
pondant & les conditions aux limites mobile.

Une comparaison entre les solutions correspondantes aux deux types des dérivées

fractionnaire.
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4.0.2 Recherche de la solution invariante par I’échelle de

I’équation de diffusion fractionnaire

L’équation de diffusion fractionnaire est définie par :

cDYU(X,T) = dyDSUX,T) 0< a<p<2. (4.1)

tel que D% est la dérivée de caputo et Df( la dérivée par apport a x , d et la
coefficient diffusive.

Les conditions initiales et les conditions aux limites sont donnée par :

U(0,T) =0, (4.2)
U(s(T),T) =Us, (4.3)

(Uo — U,);D$s(T) = do DY U (X, 1) | x—s(1) . (4.4)
s(0) =0, (4.5)

ou Uy et U, sont la concentration initiale de la solution distribue dans la matrice
polymére a la solubilité de solution, (4.3) et la concentration de la solution dans le
front de diffusion, respectivement, s(t) est la position de front de diffusion qui trans-
port par apport au temps (4.4) est le condition de conservation de masse généralisée,
et (4.5) la condition initiale de s(t).

On note par R ’échelle de la transformation,

Q=

Tr =

X d U s
R’ (@)1 =g

on peut obtenir I’équation dominante et les conditions initiales et les conditions

aux limites dans un forme non-dimensionnelle :

cDMu(x,t) = oDiu(z,t), (0<x<s(t), 0<a<l<p<2) (4.6)
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u(s(t), 1) = 1, (4.8)

USD?S(t) =0 Dtﬁ_lu(xy t) ‘xzs(t) ) (49)

s(0) =0, (4.10)
oun= UOZ;SUS est une constante plus large de 0.

Du les résultats [5] on peut voir que dans un forme fermeée il ya quelques solutions
pour le probléme aux limites.

Avec laide de méthode de groupe liée [29], on peut déterminer le variable de
similarité z et ’équation satisfait par les solutions auto-similaires.

Utilisant la définition concérnant de la méthode de groupe liée [29], on a le théo-

réme suivant :

Théoréme 4.1 [29] Les transformations de similarité de ’équation (4.6),(4.10) sont

inwvariant et données par :
z=x/t75, u(z,t) =v(z) et s(t)=pt*P, (4.11)

p est un constant on va le déterminer.

Preuve. On pose :
T=X\zx, t=Xt,  T=\u, 5= \s, (4.12)
et aprés quelques calculassions on a les résultats suivants :

cDfu(w,t) = A\ ¢ De(T, T). (4.13)
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BLDBw(x, t) = NP2 BE DBz, 7). (4.14)
¢ DPu(x,t) = N ¢ DPu(z, 7). (4.15)
par conséquent les conditions aux limites (4.7),(4.10) sont changées a :

NT(N%5, A7) = 1,

A Dy = 20TV DE s, 7).

Cette relations impliquent que pour conserver 'invariant des transformations par

I’échelle il faut que les relations suivantes soient réaliser :

ba —c=apf — c,
‘ (4.16)
c+ (B —1)a=—d+ ba,
a=d.

\

du relation (4.16) on obtient § = % .Considérons la méthode de groupe liée, le
variable de similarité peut étre obtenu.

On note que :

T, 1) =1, c. —a—d., Xa\s, \t) =1

soit A° = ¢, nous avons u(s(t)t”7,1) = 1 ce qui implique que s(£)™¢ ¢ c.-a-d.

s(t) = pts.

@R

Théoréme 4.2 [25]/La dérivée de Caputo ;DY (0 < o < 1) de la fonction u(x,t) =

v(z2), 2z = xt~/8 est donnée par la relation :

6Dy u(2) =t (D), “v(2))

B/a
. 7aK0,1704 a d
— RGO (=G0, (4.17)
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tel que ,pg,’/la_av(z) est l'opérateur d’Erdelyi -Kober et

o

—)héT /oo(f5 . h&)a—lf—(s(T-‘rOé—l)g(f)df’ a > 0. (418)

K5 9(h) = -

Preuve. On utilise le nouveau variable f = x/5%/% alors, on & :

t dv(=55
oDiv(z) :ﬁ/o (t—s)_a%ds
__ Y [ Bt
_L : g_zg —a 5dv(f)
e AR 2 (4.19)

L’équation (4.19) est exactement I’expression de type de Caputo modifier de 'opé-

rateur d’Erdelyi- Kober m

Remarque 4.1 Pour que la preuve soit facile on donne une autre forme a la relation(4.17)

11—«

Py (z) = F(t—a) /0 1(1 - S)_“%d& (4.20)
Dans cette relation le variable utilisée est s = (i)g .
Théoréme 4.3 [25]/La forme réduite de I’équation (4.6) est donnée par :
*p%’/l;av(z) =, DPu(z), (21) (4.21)
et les conditions devient :

_|_
2 g DE0(2) =y (4.22)

4.1 La solution invariante par I’échelle du probléme

La solution auto-similaire d’équation (4.6) dans quelques cas est donnée comme
la dérivée par apport au temps au sense de R-L (voir [9]), la dérivée par apport a z

au sense de R-L (voir [29]) et la dérivée par apport au temps au sense de Caputo.
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On considére deux cas sont en recherche sont :

le cas 1 la dérivée par apport au temps et la dérivée par apport a x au sense de
Caputo,

le cas 2 la dérivée par apport au temps et la dérivée par apport & x au sense de

Caputo,et R-L.

Théoréme 4.4 [25/Pour le cas 1 la solution auto similaire de l'équation (4.21) est

sous forme :
v(2) = c12Wican-5)5.2)(2"), (4.23)
ou Wipa)(w,p)(2) = i M+ M]({:Z)if(b o U € Ra,b e C. (4.24)
k=0

Dans la suite on considére —1 < u <0 v > 0.

Preuve. La convergence de la solution (4.23) est donnée dans [29].

Il ya deux propriétés importants de la dérivée de Caputo dans la preuve sont :

F(l4p)
DYt = —— T v >1 4.25
ol/z% F<1+M_V)z ) K +[V]7 ( )
DYz =0, neNn<v. (4.26)

Premiérement on applique 'opérateur §D? a la solution terme par terme et on

utilise les deux propriétés (4.25),(4.26).

6D ez Wicaa-s)6.2)(2”)}

5 P i SBk+1
=0 Dy —ay T ¢ a
0 T(1-5) " "= T(1-5-akI(2+pk)

k=0
e S BE+1-p
=cC
1;P(1—%—ak)r(2+6k—ﬁ)
= Cle(_aJ_%)(@g)(Zﬂ). (427)

Considérons la définition de la représentation de la série de fonction de Wright

généralisée,
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—o
d B A~ ,
% peut étre obtenue sous forme de série,
—2(Bk+1
SBk+1 o (BR+1)

dv(zsT) o d =
ds  ds | kz_% [(—2 —ak)T(2+ Bk)

Bk g—ak

— 717& N
= C1ZS s ZF(_Q _ak‘)F(Q"‘ﬁk)

k=0 B

(4.28)

Tout d’abord, on ne peut pas appliquer I'intégrale fol(l — §)~“ds terme par terme
sur la série (4.28) a cause de la divergence de l'intégrale correspondant.

Dans (voir [29]) la représentation intégrale de la fonction de Wright généralisée est
utilisée quand 'opérateur d’Erdelyi -Kober est appliqué sur la et la fonction FOX-H
est aussi utilisée comme une étape intermédiaire pour démontrer la convergence de
I'intégrale.

Dans notre preuve la représentation de type modifiée de Caputo de I'opérateur
d’Erdelyi -Kober (4.20) est Elle est considérée et la fonction FOX-H est utilisée comme
dans (voir [29]).

Accord de la définition de fonction FOX-H (voir [1]) la série (4.26) s’écrit sous

forme :
oo Pk g—ak 11 5 —a (0, 1)(_7&, a)
—= H ’ —
; F(—% — ak)I'(2 4 Bk) 2,2 S 0.1)(-1. 8)
L1 TEOT4
2w J P2+ Bl (=5 — ag)( @St ds, (4.29)

ou L est le contour séparant les poles de I'(—¢) et I'(1 + ) c-a-d {0,1,2,...} =
{-1,-2,...}.
1

On choisissons L comme une ligne du a — ico vers a + ioo et —1 < a < —35 est

valide.
Alors on a : )
—a C12 =S
Dy 0(2) = ﬁ/ﬂ (1—s)™ s 7"
1 D(—o)I'(1+) 5 —ane
X — —27s7%) dgds. 4.30
2mi J, T2+ BT (=5 — ag)( ) (4.:30)
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Notant que Re(—F — ac) > 0 et la définition de fonction Béta [6]

T (a)0(b)

Tarp Fel@Be®) >0, (4.31)

B(a,b) = /0 e —

on peut changer l'ordre de 'intégration. Par conséquent (4.30) devient :

az =P +¢) sy 1 Lo a3
21 J T(2+ ﬁg)l—‘(—% — ag)( ) I(l1—a) /0 (1—s) dsds

17 L(—¢)I'(1+5) By
A (== )rde

omi LT+ B —a— G —ag)

= e zHPL | =P 0D =a=Fa) | (4.32)
’ (0,1)(=1,5)

On prend 'expansion de la fonction FOX-H(voir [26])

0 Btk & _ btk
o AL T B IITA= a4 AT o,
Hp,é (Z) - ZZ by 4k P btk kB, ’
=t k=0 T T(1=bj+ B;75=) 11 Tla; = A;757)

J By
Jj=m+1 Jj=n+1

(4.32) peut étre écrit sous forme :

Clz’Hl’l —zﬁ (07 1)(1 — Q= %> O‘)

(0,1)(~1, )
B > L(1+ k) (—1)F(—2P)k
- s % Fl—a—§—akD2+0k) K

- cle(,a,l,%,a)w)(zﬁ). (4.33)

On comparant (4.33) avec (4.27) on peut obtenir le résultats . =

Remarque 4.2 Actuellement il n’ya pas une méthode efficace pour résoudre cette

probléme.

Tout d’abord, il reste deux méthode peuvent étre considérer, la premiére est la

méthode de transformation de Mellin utilisée par Wyss [26], cette méthode demande
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de résoudre une équation qu’il une travaille difficile. Le deuxiéme méthode consiste &
rechercher la solution sous forme Y a;2%
. " . k=0 " . .

Considérons les conditions initiales et les conditions aux limites et les propriétés
de la dérivée fractionnaire (4.26) .D’abord on, considére la continuité analytique de
la fonction Béta pour le plan complexe entier.

Pour obtenir les valeurs d, ax, by et la vérité de convergence et la validité de la
série, alors on choisissons le seconde méthode pour simplifie.

Du théoréme 4.4 on a :

Théoréme 4.5 [25/Comme dans le cas 2 la solution auto-similaire de [’équation

(4.21) est donnée par :

v(z) = 0226_1W( a,1+5—a)(8, (2 ) (4.34)

Preuve. Appliquant l'opérateur £-D? & la solution (??) terme par terme on a :

é%LDf{CQZﬁ_lW(,QJJF%,Q)(@@(Z’B)} = ngﬁ_ll/v( a 1+g,2a)(5 5)( 6) (435)

considérons la définition de la représentation de la fonction de Wright généralisée

dv(st)

7 peut étre obtenue sous forme d’une série :

dv(zs? )

0 SBh+B—1 5 (BR+5-1)
ds  ds Cl;I‘(lJr%—a—ak)I‘(ﬁJrﬁk)
00 Bk g—ak
_ -1 —oz+% z
i Z [(% —a— ak)T(5+ Bk)
= 0225718—a+%_1H21,21 —Ps O D(=a+ B’ *)
’ 0,1)(1—5,8)
B—1_—a+5-1
Co2P s TR D(—)I'(1 +¢) B —ane
= — eds. 4.36
omi / T(3 + f<)T (%—a—ac)( ) (4.36)

Ou L est le contour qui sépare les poles de I'(—¢), (1 + <) c.-a-d. {0,1,2,...} et

{=1,—2,...} ici on choisissons L comme une ligne du b — ico vers b + ioco avec le
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condition —1 < b < % — 1 est valide , Alors on a :

B—1 1
o Coz o %_a—
*pg/la U(Z) = F(l _ Oé) /0 (1 - S) s5 ¢ '

1 L(—=¢)I(1 +¢)

“omi J, T(B+ po)T (5 —a—a) (=2757%) deds. (4.37)

Notons que Re(% —a—ag) > 0 et la définition de fonction Béta on peut changer
I’ordre de l'intégration.

Par conséquent ,(4.37) devient :

ce2P 1 I'(=¢)I'(1+¢) ey 1 1 yaacis e,
%ﬂl/ L(B+ BT (§ — a—aq( )TQ—QLA(l ) dsds

2PYeds.3

cy2P1 / (—)T'(1+¢) (-
2mi LB+ B (1 — 2o+ § — as)

(0,1)(1 —2a + 2,a)
(0,1)(1 - 3,8)

Wicara—20)(5.8)(2"). (4.38)

1711
= 2" 'H,, —2P
= 0225_

On comparant (4.38) avec (4.35) on obtient le résultats. m

Remarque 4.3 La propriété de la dérivée de R-L utilisée est :
FEDv 2 =0, j=1,2,..[v]+ 1. (4.39)

Combinant (4.23) avec (4.34) avec les conditions aux limites (4.22),on peut trouver

I’équation satisfait par les canstantes ¢y, ¢y et p.
Théoréme 4.6 [25/Dans le cas 1 on a :

T(1+2)

T(1+

np*

| =)

oy Ve, 2 (") = P Wican-2)63-5 ") (4.40)

wle| +

et
1

PW(caa-2)2)(P°)’

¢ = (4.41)
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dans le cas 2 on a :

5 T(1+3) 5 5
U er—%_a)W(—mH%—a)(ﬁ,m(p ) = Wiarrg-—ayen() (4.42)
et
Gy = — ! | (4.43)
PP Wica+s—a)(,0(P°)
Table 1 : les valeur de P dans des cas differents.
n=15 n=3.5 n="7 n =10
(o, B) cas 1 cas 2 cas 1 cas 2 cas 1 cas 2 cas 1 cas?2
(0.75,1.75) 1.0210 | 0.9350 0.6430 | 05840 0.4370 | 0.3950 0.3570 | 0.3230
(0.5,1.75) 1.0110 | 0.9300 0.6130 | 0.5580 0.4100 | 0.3710 0.3340 | 0.3020
(1.2) 1.0520 | 1.0520 0.7240 | 0.7240 0.5230 | 0.5230 0.4410 | 0.4410
(1.1,1.75) 1.0690 | 0.9660 0.6860 | 0.6180 0.4700 | 0.4140 0.3860 | 0.3480
(1,1.5) 1.0250 | 0.8790 0.6000 | 0.5130 0.3830 | 0.3270 0.3030 | 0.2590

4.1.1 discussion de la solution :

Dans le cas a =1 ,4 = 2 ’équation dominante générée une équation de diffusion

ordinaire.

Utilisant la formule de fonction de Gamma I'(1 —n) =

z

Wia1-5)62)(P") = erf(3).

(_1)n2nﬁ

(2n—1)!

,on a

p est un paramétre important pour décrire le caractére du modeéle car sa valeur,

il indique la vitesse de changement de la limite mobile qui implique la vitesse du

processus de diffusion. Les valeurs de p dans différent cas sont énumérées dans le

tableau 1.

En comparant la valeur de p correspondant a deux types d’opérateurs fraction-

naire, nous pouvons voir que le processus

de diffusion décrit par Caputo est beaucoup plus rapide que celui par la dérivée

de Rieman -Liouville.

Cependant, tous les dérivées fractionnaires ne peuvent pas décrire le processus de

super-diffusion (ou plus rapide que la diffusion ordinaire).
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Afin de montrer I'influence d’ordre de la dérivée fractionnaire d’espace, nous dé-
finissons o = 1. A partir des deux figures (1) et (2), nous pouvons voir que, pour un
petit 7, p est le plus grand dans les cas < 2 que dans le cas § = 2.

Cela signifie que les dérivées de Caputo et de Rieman-Liouville décrivent le pro-
cessus de super-diffusion.

Dans ce cas, n est plus grand et p est plus petit, c.-a4-d. le processus de diffusion
est plus lent.

Pour un plus grand 7 les deux dérivées ne peuvent pas décrire le processus de
super-diffusion, alors que, dans certains cas, les deux opérateurs peuvent décrire condi-
tionnellement le processus de super-diffusion.

Les équations de diffusion fractionnaire spatial sont principalement utilisées pour
décrire les processus de super-diffusion.

Cependant, avec une analyse bréve des solutions, nous avons démontré que les
dérivées fractionnaires de Caputo et de Rieman-Liouville ne peuvent pas toujours
faire I'affaire.

Par conséquent, lorsqu’on utilise cettes deux dérivées pour décrire les diffusions

anomalies, le chargement initial doit étre pris en compte.
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Conclusion

Dans ce mémoire, nous avons recherché les solutions auto-similaires d’équations
différentielles aux dérivées partiélle d’ordre fractionnaire temporelle et spatiale se-
lon les valeurs de paramétre fractionnaire a,et 5 et nous avons trouvé les solutions
invariantes par échelle de plusiuers type de problémes.

Le premier probléme abordé de Cauchy pour équations différentielles aux dérivées
partielle d’ordre fractionnaire temporelle , ont a démontré 'existence de la solution
auto similaire.

Le deuxiéme probléme traité est aux limites pour équations aux dérivées partielle
d’ordre fractionnaire temporelle , ont a démontré également 1’existence de la solution
auto similaire.

enfin le troiséme probléme étudié est aux frontiéres mobiles pour I’équation de
diffusion fractionnaire de type général, en utilisant les dérivées fractionnaire au sens
de Caputo et R-Liouville.

Les solutions trouvées sont données dans les termes de fonction de Wright et

Wright généralisée.
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Abstract : .

This study is to find a solution similar to differential equation with partial derivatives (time and space) we determine
group of scaling transformations for fractional partial differential equation. For its group-invariant solutions an

ordinary differential equation of fractional order with the new independent variable (z ) is derived.
The solution of fractional diffusion equation is given in terms of Wright functions.

The derivatives then are the well-known right- and left-hand sided Erdelyi-Kober derivatives depending on O And

The solution of fractional diffusion equation is given in terms of the generalized Wright functions.

Key Words: partial differential equation of fractional order, scale invariant solutions, Erdelyi-Kober operators,

generalized Wright function .

Résumé : Dans ce travail on a étudié 'existence de solutions auto-similaires Pour |'équation différentielle aux
dérivées partielles d’ordre fractionnaire de diffusion temporelle et spatiale.ont a abordés Trois types de problemes
,Probléme de Cauchy sur R et sur R+, probleme aux frontiéres mobiles ; Cela nous permet de transformer 'EDPF a

des EDFs, en termes de fonction de Wright.

Les mots clé : Equation aux dérivées partielles d'ordre fractionnaire , équation de diffusion fractionnaire,

équations différentielle d’ordre fractionnaire, solutions auto similaire.
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