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Chapitre 1

Introduction

La naissance de la mécanique quantique peut étre datée a la découverte de la radiation du
corps noir survenue en 1900 par MaxPlanck. L’introduction de la constante de Planck A nous
permet de distenguer entre les phénoménes qui peuvent étre traités classiquement et ceux qui
peuvent étre abordés avec la mécanique quantique.

Dans les derniéres années, plusieurs modéles de la mécanique quantique basée sur des
relations de commutation modifiées ont été étudiés par plusieurs physiciens. Cette modification
de la relation de commutation impliquent une incertitude minimale sur la position conduisant
a une longueur minimale (fiy/B) [1],[2]. 1l existe aussi des relations de commutations modifiées
qui conduisent & une impulsion maximale (\/LB) [[3]-[10]]. Plusieurs modeles de la mécanique
quantique en présence d'un parameétre d’impulsion maximal ont été également étudiés [[11]-
[15]]. L’objectif principale de I’étude des modeles de mécanique quantique avec une relaiton de
commutation modifiée est que le spectre d’énergie devient modifié en raison de la présence d’une
longueur minimale ou d’une impulsion maximale qui peut étre détecté dans des expériences a
basse énergie.

L’oscillateur de Dirac dans une dimension a été étudié par la technique de la fonction
de Green [25] et par 'approche des états cohérents [26]. En presence des longieurs minimales
l'oscillateur de Dirac dans la représentation de I'espace des moments a été étudié dans [?]
. D’autre part, l'oscillateur Dirac dans une dimension posséde des applications physiques en
physique des semi-conducteurs

L’oscillateur de Dirac [[16]-][21]] en présence d’'un champ magnétique homogene est 'un
des rares problémes exactement résolubles en mécanique quantique relativiste [[22]]. Le resultat
deduit de ce systéme est qu’a chaque fois que 'intensité du champ magnétique dépasse une
valeur critique, on a une transition de phase de chiralité quantique [[23]-[25]]. Ce systéme a tiré
beaucoup d’attention également en raison des applications possibles & la physique des matériaux
récemment découverts comme le graphéne [26-28], le germanéne [29, 30] et le silicene [31-34].
On sait en effet que dans ces matériaux, aux points K, K’ de la zone de Brillouin, les porteurs
de charge sont décrits par une équation effective de Dirac a 2d.



Introduction

Dans ce mémoire, nous allons attaquer la formulation mathématique du probléme de 1’os-
cillateur de Dirac a 1d et a 2d et ses conséquences en résolvant des équations fondamentales
dans le cadre de la mécanique quantique relativiste dans le cadre du model anti-Snyder. Ce
mémoire se décompose & une introduction , ot on parle sur 'oscillateur de Dirac et le principe
d“incertitude généralisé, et trois autres chapitres .

Le deuxiéme chapitre contient deux parties : Dans la premiére nous allons donner un rappel
sur ’équation de Dirac et sa solution pour une particule libre et dans la deuxiemme partie,
nous allons formuler la mécanique quantique basée sur le modele anti-Snyder.

Dans le troisieme chapitre, nous allons etudier le probleme d’oscillateur de Dirac a 1d dans
le cadre du model anti-Snyder.

Dans le chapitre 4 nous allons chercher les solutions des fonctions d’ondes et le spectre
d’énergie de l'oscillateur de Dirac a 2d présence d’'un champ mangetique dans le cadre du
modele anti-Snyder.



Chapitre 2

Oscillateur de Dirac ordinaire

2.1 Notation :

Pour passer de la mécanique quantique habituelle & la mécanique quantique relativiste, il
suffit de remplacer la géometrie euclidienne par celle de Minkowski, ou bien on remplace la
métrique par celle de Lorentz définie par :

1 0 0 O
0O -1 0 O

v — 2.1
o 0 0 -1

En utilisant cette métrique, on peut définir la longueur du vecteur dz = {dz"} par ds* =
gudxtdz”. Cette relation est souvent considérée comme la relation de définition du tenseur
métrique. La forme contra-variante ¢ du tenseur métrique est

1 0 0 0

. _ 0 -1 0 0
g“ = (g 1)#0': 0 0 _1 O (22)

0O 0 0 -1

On remarque que, le tenseur métrique contra—variant et le tenseur métrique covariant sont
identiques :

9" = Gu ( Pour Lorentz métrique ). (2.3)

A partir de maintenant, nous utiliserons le quadrivecteur contra-variantes

ot = {xo,xl,xQ,x?’} = {ct,x,y,2}. (2.4)
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Pour décrire les coordonnées de ’espace-temps. Le quadrivecteur covariants est donnée par

Ty = g,u,uxy = {'T07 I, T2, ‘7:3} = {Ctv -, =Y, _Z} : (25)

En utilisant la convention de sommation d’Einstein , nous obtenons le carré de la longueur de
vetreur x* donné par

3
va=atr, =Y a'z, ="z + 'z + 270y + 201y

n=0
I R R B
=? —x? (2.6)

Méme chose pour la définition du 4-vecteur de moment , c-a-d :

pﬂ = {E/Capxapyapz} . (27)

Et nous écrivons le produit scalaire en quatre dimensions (espace-temps) comme :

E\E,
P12 = PiD2y = z PPz (2.8)

Ou également
z.p=a'p, = x,p" = Et —x.p. (2.9)

Par analogie avec mécanique quantique habituelle, on peut écrire le 4-opérateur de moment par

0 0 0 0 0
s _ ). . . .
D zh—ax# {zha ()’ +zhax1 , +Zh8x2 , —Hhaxg }
0 0 0 0
o _ .0 . d 0
1hV {Zﬁa )’ 2h8$, zhay, zhaz}
=1h ihi -V (2.10)
B d (ct)’ '

Il se transforme en un 4-vecteur contra-variant, de sorte que

g 0 1 0° 0*  9* 0P
My = — 2 - - = — 2 _—— R~ —_— e
P Pu h n (62 ot? (8x2 * 0y? * 822))

2
= -’00 = —h° <la— — A) (2.11)
C
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avec A = V2 et O = 02(,%2
En utilisant (2.4) et (2.10) on obtient la relation de commutation suivante :

— A représentent respectivement le Laplacien et le D‘alembectien.

[p", "] =ih [i,g”"xg] = ihg"’ - 0o = thg"? ¥ = ihg"™" = ihg"” (2.12)
Oz, or,

Le 4-potentiel du champ électromagnétique est donné par :

AP = {Ag, A} ={Ao, Ay, Ay, A} = g™ A, (contravariant) (2.13)
A, ={Ay, —A;, A, —A,} (covariant) (2.14)

A partir de A*, le tenseur de champ électromagnétique suit de la maniére bien connue :

0 E, B, E,
0A*  0AY —-FE 0 B, -B
o _ OA"0A” : : y 2.15
oz, Oz, -E, -B. 0 B, (215)

~E. B, -B, 0

2.2 Equation de Dirac

En 1928, Dirac a trouvé une équation d’onde relativiste covariante, de la forme de Schro-
dinger et avec une densité de probabilité positive, donnée par :

e

o = Hyp. (2.16)

A cette époque, il existait des doutes sur équation de Klein-Gordon, qui donnait des énergies
négatives. Et comme l'interprétation de la densité de charge n’était pas connue a ce moment-la
et aussi les mésons ©+ et 7~ sous forme de particules de spin 0 chargées n’avaient pas encore
été découverts, les énergies négative représentent un grand probléme.

Puisque l'équation (2.16) est linéaire dans la dérivée temporelle, il est naturel d’essayer
de construire un Hamiltonien également linéaire par rapport aux dérivées spatiales. Par consé-
quent, 1’équation (2.16) doit prendre la forme suivante

81# he (. O 0 0 ~ o 5
B {7( 157 1—1—0428 —i-Oégaxg)—i-ﬁmoC]w_wa. (2.17)
Ou ¢ est un vecteur donné par
1/}1 (X’ t)
, T
o= | " (_X " (2.18)

Yy (x,1)
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Les a; et B sont des matrices de dimensions N x N et

~ O /0\7, A_ [ 0
s (D) () o

ol 0; sont les matrices 2 x 2 de Pauli et I est la matrice d’unités 2 x 2. Donc on écrit ces
matrices en détail comme suit :

0001 00 0 —i
oo - 00 i 0
o100 2710 -0 0 |
1000 i 0 0 0
00 1 0 10 0 0
00 0 —1 _ 01 0 0
Gy = = 2.9
a3 1 0 0 0 3 00 -1 0 (2:20)
0 =10 0 00 0 -1

Pour trouver I’équation de la continuité, il suffit de multiplier (2.17) par " par la gauche.
Ce qui donne :

z‘hw* o= zw kw+mocZWW (2:21)
k=
D’autre part la multiplication de I’équation conjuguée de (2.17) par 1 a droite nous donne
WT 8¢T 2,172
—zh—w = —— a—akw + moc Y B (2.22)

La soustraction de (2.22) de (2.21) donne :

a hee~ 0, ..
iho = TZa_ (Yiawp) (2.23)

Cette équation appellée I’équation de continuité et s’écrit comme suit

a5 °+ divj =0 (2.24)

avec A
0= = U (2.25)

=1

represente la densité définie positive et

* =eypfafy ou j=eptay (2.26)
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represente la densité de courant.

2.3 Solution de I’équation de Dirac pour une particule
libre

Pour une particule libre (V' = 0) ’équation de Dirac (2.17) s’écrit sous la forme

v~ —~
@'haa—t = H;V = (ca-p + mpc®B)V. (2.27)

En remplacant I’expression suivante

U(x,t) = V() exp[—(i/h)et] (2.28)

dans I'équation (2.27), nous obtenons 1'quations de Dirac pour le cas

stationnaire
eVl(x) = Hp¥(x). (2.29)

Maintenant nous allons chercher la solution de (2.29) en mettant

@—(i)avecgo—<$:)etx—<$i). (2.30)

En utilisant la forme explicites des matrices @ et 3 (2.19), I’équation (2.29) devient
v 00\ 5 @
3 =c| . - P (2.31)
X c 0 X X

£ = T - PX + mocp,

AS)
~~
+
3
[en}
Q
no
VR
O~
~ O

ou bien

EX = €0 - PP — moc?X. (2.32)

Pour un moment p, on définit les états :
¥ Yo i
= exp | =px | . 2.33
SORIEHEITEY =
En remplagant ces quantités dans I’équations (2.32), on obtient les équations de g et xo

(e —moc®) Iy — co - pxo = 0, (2.34)
—G - ppo + (€ + moc®) I xo = 0. (2.35)
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Ce systeme d’équations n’a pas de solution sauf pour que le déterminant s’annule. Ou bien
— 2] —co -
det — |( &0 P ~ 0. (2.36)
—co-p  (e+mec?)]

En utilisant la relation

(6-A)G-B)=A-BI+i5-(Ax B), (2.37)

L’expression (2.36) devient

det = (52 — mgc‘l)f — 02(3 -p)(@-p)
= (2 —mic' - *p?) =0 (2.38)

Ce qui donne :
e==xE,, E,=+c\/p?+ myc?. (2.39)
Les deux signes, plus et moins, correspondent aux deux types de solutions de I’équation de

Dirac et on dit la solution positive et la solution négative. De ’équation (2.34), pour ¢ fixé, on
obtient

c(@-p)
= ————p. 2.40
Xo moc? + 70 (2.40)
Soit la notation suivante
Uy )
=U= 2.41
w=0= (g (2.41)
avec U normalisé, ou bien

UtU = UUL+UU, =1, (2.42)

et aussi U et U, sont des complexes. En utilisant (2.28) et (2.33), on obtient les deux solutions
de Dirac, positive et négative pour un particule libre sous la forme

B U expli(p-x— et)/h]
\ij/\(l'7t) - N( c(c-p) U) \/ﬁi’)

mocZ+AE,
avec € = A, et A = +£1. Pour déterminer /N, on applique la condition de normalisation

(2.43)

suivante
/ U (2, 6) Uy (o, )P = by b(p— ). (2.44)
Ce qui donne
2 i LA@-p)@-p),\
N ( UtU +U i 1 35,7 U) = 1. (2.45)

En utilisant (2.37), on obtient
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2 o° - p’
N-l1 =1 24
< N (moc? + /\Ep)2> (246)

Ou bien

N (moc? + AE,)?
N (moc? + A\Ep)? + c2p?

_ \/ (moc? + A\E,)?

(mget + c2p?) + 2moc®AE), + E2

(mgcz-‘,-)\Ep)2 (m%cQ+AEp)

(2.47)

B \/2(m0c2 FAEONE, \|  2)E,



Chapitre 3

Mécanique quantique dans le cadre de
modele anti-Snyder

3.1 Le modele anti-Snyder

Dans le modele anti-Snyder, la relation de dispersion est donnéé par

h
p = — tanh (\/Bk> . (3.1)
VB
En utilisant le développement :
3 5
Y2y
tanhy =y — =+ — — ... 3.2
anhy =y — < + - (3:2)
au deuxiéme ordre en 3, p s’écrit :
p:h(k—§k3+...). (3.3)

Supposant que le commutateur entre X etk garde la forme standard, c’est-a-dire [X , /%] =
i0;;, et utilisant la relation générale

[X,A <k>] - i%, (3.4)

on obtient la relation de commutation définissant I’algebre de Heisenberg modifiée :

— Z; (3.5)

o opP
[X’ F (k)] ok
La relation (3.3) donne :
QP -
z%—zﬁ(l—ﬁk—k ), (3.6)
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or, on a :

A2~5]52
O~ S

ce qui donne la relation de commutation suivante :

+0(13,). (3.7)

[}?, 15] — i (1 ) ) . (3.8)

Cette algebre est appelé I'algebre anti-Snyder.
En mécanique quantique, la relation de commutation est reliée directement & la relation
d’incertitude a travers la formule

(AA) (AB) > % ([4.8])]. (3.9)

op
() o0

Au premier ordre du parameétre (3, la relation d’incertitude modifiée aura la forme suivante :

Ce qui donne

(AX) (AP) =

(AX) (AP) > 2(1 - B(P*)) (3.11)
En utilisant la définition de I’écart quadratique moyen :
. A\ 2
(AP)? = <P2> - <P> (3.12)

on peut écrire :

(AX)(AP) > 21— B(AP) ~7) (3.13)

v=8 <]3>2 (3.14)

3.2 Représentation dans ’espace des impulsions

Considérons 'algebre de Heisenberg associative générée par les opérateurs X et P, satis-
faisant a la relation de commutation :

X, P| =in(1-5P%), B>0 (3.15)

Dans 'espace des impulsions, ot X et P agissent sur les fonctions 1 (p) = (p|e)), ces opé-
rateurs peuvent étre considérés comme des fonctions des anciens opérateurs et p, satisfaisant
la relation de commutation canonique :

&, p] = if (3.16)
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Alors on peut trouver une représentation de X et P qui vérifie la relation de commutation
modifiée (3.15). La réalisation la plus simple s’écrit :

=(1-8p*)z, P=p (3.17)
oul’on a:
pY (p) = p (p) (3.18)
0 (0) = 0 ) (3.19)
Alors, X et P s’écrivent explicitement :
X =il (1 - pp?) a%’ P=p (3.20)

Il est facile de s’assurer que cette réalisation vérifie bien la relation de commutation (3.15).

Produit scalaire et relation de fermeture

La condition la plus importante que doit satisfaire la représentation (3.20), est la préser-
vation de la symetrle des opérateurs XetP , pour que leurs valeurs propres soient réelles. Du
moment que P nest pas modifié, alors sa symétrie est évidente; il n’en est pas le cas pour
I'opérateur X.En effet, la condition de symétrie s’écrit :

(WIX) o) = (] (K1) (3.21)

Il est facile de voir que cette condition n’est pas satisfaite par rapport au produit scalaire
ordinaire :

(W) = [ dpy™(p) ¢ (p) (3.22)

|
ST

Pour que 'opérateur X soit symétrique, il faut modifier le produit scalaire de la facon suivante :

1
75

(o) = / _d%pw* ) ). (3.23)
R

|

1

Le facteur (1 — 3p?)~! est nécessaire pour éliminer le facteur correspondant de I'opérateur
X. En effet :

5 2
Wl (X19) =it [ 20 0) (1= 0) o) =i [ dow 0) o). (32
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En intégrant par parties et en tenant compte que 1 (p) et ¢ (p) sont nulles au extrimetés, on
obtient :

ﬁ
Wl (x100) = =it [ o (50" ) o0 (3.25)
ﬁ

D’autre part on a :

(1%) \@Zf s in (- ) a%w(p)]*so(mz—mfdp (550 0) v )
S S

(3.26)
Ceci montre bien que X est symétrique par rapport au produit scalaire (4.1).
La modification du produit scalaire implique une nouvelle relation de fermeture; celle-ci

devient :
1

v d
14
[ o =1 (3.27)

VB
En insérant cette derniére relation dans le produit scalaire de deux vecteurs propres de ’'opé-

|

rateur impulsion, on obtient :

1
VB

) = [ s ) i) (3.23)

1
B

On en déduit, immédiatement, la nouvelle relation d’orthonormalisation :
(plp") = (1= Bp*) 6 (p = 1) (3.29)

Fonctions propres de 'opérateur de position

Dans I’espace des impulsions, le probléme des valeurs propres de I'opérateur X s'écrit :
4 0

ot U, (p) = (plx),|x) étant un vecteur propre de X ayant une localisation infinie (WX ey =
0). Les fonctions 1, (p) seront considérées alors comme des "fonctions propres formelles" de
I’opérateur de position.

La solution de ’équation (3.30) est donnée par la formule suivante

Y, (p) = cexp (_ihjﬁ tanh ™! \/Bp> (3.31)
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3.2.1 Généralisation a plusieurs dimensions

Dans cette section nous allons étendre le formalisme étudié au cas a plusieurs dimensions ;
le principe étant le méme que dans le cas & une dimension, nous allons présenter les outils
nécessaires sans démonstration.

Relation d’incertitude généralisée & N dimensions

Une généralisation naturelle de la relation de commutation (?7?), préservant la symétrie
rotationelle, s’écrit :

[X 15]-] = ih (1 — 5152) (3.32)
. N
PP=>"F? (3.33)
=1
Si on impose
[151.,15].] —0 (3.34)
I’identité de Jacobi donne :
A A 28ih A A
X %] = _2Pih_ (B - Bi%)) (3.35)
1— BP?

ce qui mene naturellement & une algébre de Heisenberg non commutative.
La relation d’incertitude impliquée par (4.2) s’écrit :

(AX) (AP) > 25@ (1 - B; (AP + <pk>2}) (3.36)

N étant la dimension de ’espace.
Dans 'espace des impulsions, la représentation la plus simple, satisfaisant a la relation (4.2)
a la forme :

0

P =, 3.37

X, =ih (1 - Bp?)

Les opérateurs X; et lf’j sont symétriques par rapport au produit scalaire :

ﬁ N
(Wlo) = / Dt ) o () (3.38)
%
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Représentation du groupe de rotation

Les relations de commutation (4.3), (4.4) et (4.5) ne brisent pas la symétrie par rapport

aux rotations. En effet, les générateurs de rotations peuvent encore s’exprimer en fonction des
opérateurs de position et d’impulsion comme :

. X,P - X,P,
Ly =200 2900 (3.39)
1 P2

Ainsi, il satisfaisant les relation de commutation :

Ko Lye| = in (0 X — ;%) (3.40)

(b L] = it (s, — 0,2

(3.41)
[fzzja f/kl} = ih (5i’ff’jl + O Lk — 0a Lk —

@-,Lil) (3.42)

Dans le cas particulier & trois dimensions, I'opérateur de moment angulaire modifié s’écrit :

A

1 A A
P = 1_—ﬁﬁﬂ€iijij (343)

Les relations de commutation habituelles entre les opérateurs de position, d’impulsion et
de moment angulaire restent valables :

[Xi, f/j- = Zh{-:kak (344)
[pi, ﬁj- = ihgijkpk (345)

Li, Lj| = il Ly

(3.46)
La relation de commutation (4.5) peut s’écrire comme :
[Xz‘, Xj] —ih (25 - +B(28+05) fﬂ) EijiLi

(3.47)



Chapitre 4

L’oscillateur Dirac a une dimension

L’équation stationnaire décrivant 1’oscillateur Dirac a une dimension est donnée par
ca (P — ifmwX) ¥ + Bmc*¥ = BV (4.1)

ol m est la masse au repos, w est la fréquence de 'oscillateur et ¥ = (; ) est un spineur a
deux composantes. cette équation (4.1) s’obtenient en remplacant P par P — ifmwX dans
I'équation de Dirac dans une dimension (?7?). En introduisant la représentation des matrices
Dirac v et 5 (2.19) ,on obtient les équations simultanées suivantes

c(—iP+mwX)g= (E—mc) f (4.2)

c(iP +mwX) f=(E+mc)yg (4.3)

En utilisant la definition des opérateurs de position et de moment dans I’espace des moment
(3.20), nous obtenons le systeme des équations differentielles suivant

—ipg + thmw ( — Bp ) Mf (4.4)
ipf + ihmw (1 — BpQ) Z_ﬁ = Mg (4.5)

Le remplacement de (4.5) en (4.4) nous donne I’équation differentielle de deusieme ordre

suivante
(it (1= 302) £ (1= 35%) o = (1 mah)2?) £ )
_—+ mwh) f(p) (4.6)

Pour solutionner cette équation, nous introduisons la nouvelle variable ¢ définie par

q= mwh\/_arctanh (p\/_) (4.7)
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oup € ]—m, WB[ ce qui implique que ¢ € |]—00, 00| . Dans ce cas I’équation (4.6)

s’écrit sous la forme

[ 9* (1 + mwhp)

i 5 tanh? <mwh\/5q) + 6] f(g)=0 (4.8)

2 . 2.4
avec ¢ = £ = + mwh

Posons f (q) = v*h (u) ot les variables u et v sont données par

u = sinh (mwh\/gq) ,v = cosh (mwhﬂq) (4.9)

Alors (4.8) devient

U2

V2

(1 —u®) B (u)+(2X + 1) uh/ (u)+ <(,\ A—1)— z;:x)&)

+/\+ m) h(u) =0 (410)

Pour réduire (4.10) a une classe d’équations différentielles connues, nous éliminons d’abord
. < u? 4 .
le terme proportionnel & > en définissant

1 h,
A= 1) — L (4.11)
(mwhp)
Cela conduit aux expressions suivantes pour A
N = — =1 4.12
T mwhB P * mwhf3 (4.12)

La solution associée & Ay est rejetée sauf puisque avec elle, I’équation n’accepte pas de
solutions. Dans ce qui suit, nous fixons \; = A. Dans ce cas I’équation (4.10) s’écrit sous la

forme
(1 —u®) Ay (u) — (2A+ + 1) uh] (u) + n(n+2X3) by (u) =0 (4.13)
avec Ay = —\ — 1= mjhﬁ —1let
€

n un entier non négatif. La solution de I’équation (4.13) est donnée en termes de polyndmes de
Gegenbauer
h(u) = NC* (u) (4.15)

avec N une constante de normalisation. Ensuite, les fonctions propres de 'oscillateur Dirac
unidimensionnel dans le modele anti-snyder sont données par

f(p) = NoT' 7O (u) (4.16)
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et
ic u 0
_ = hBv— 4.17
9(p) VB (B + me) (U+mw ﬁvau>f(U) (4.17)
En utilisant la propriété des polynéomes de Gegenbauer suivante
io,i (u) = 20C)*T (u) (4.18)
du
on obtient enfin
fo (u) = No™ 72002 () (4.19)
icN
n — 1 _ 1 )\ h 2—Ap le)\_'_
—2(1 = M) mwhfu 02 (u)] (4.20)

Maintenant, on revient a ’ancienne variable p en utilisant les relations

v 1
VI-pp2 \/Bpr -1

(4.21)

on obtient

fo () = N (Bp* — 1)% C1=2 (%) (4.22)

u) = eV — mw (ﬁpQ—l)%_l 1Ay pVB
0 (W) = oy | (L (L A mehf) v/ By C, (W)

—2(1 — A\y) mwhp (Bp® — 1)% Ci (\/%)] (4.23)

Le spectre d’énergie est extrait de (4.14) ce qui conduit &
en = MW’ RSB (n® + (2n + 1) A) (4.24)

En utilisant Pexpression de A donnée par I’équation (4.12) et &, nous obtenons

2h2 2 h
B, = 4+me 1+ 50 L 0n P i —0,1,2,. .. (4.25)
c2 mc?

En se développant au premier ordre en (3, on obtient

wh BR2w?  n?
E, =+mc*\/1+2n—; |1+ 4.26
me + "me [ 22 1+ Zn%"2 (4.26)
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Le premier terme dans (4.26) est le spectre d’énergie de 1'oscillateur Dirac unidimension-
nel habituel et le second terme représente la correction apportée par le modele anti-Snyder.
Ici on note la dépendance & n? qui est une caractéristique du confinement dur. Ceci est une
conséquence naturelle puisque notre probléme d’origine est mappé au mouvement d’une parti-
cule ponctuelle prés du surface d’une sphére qui est par essence un mouvement dans des puits

potentiels. Dans notre cas, les limites du puits sont placées a +=—"—~-. Une autre propriété

S VB
intéressante des niveaux d’énergie donnée par (4.25) est que I'espacement des niveaux d’énergie

devient constant pour les grands n

lim |AE,| = hwmey/8 (4.27)

4.1 Propriétés statistiques

La fonction de partition de l'oscillateur Dirac, a une température 7', dans le cadre du
modele anti-Snyder est donnée par

- - . 2p2n?  2nwh
Zz = ZG_E7L/kT = Zexp <—Bmc2\/1 — pe 5 1 + an ) (4.28)
C mc

Pour éviter toute confusion avec la notation, nous avons fixé B = 1/kT. Le calcul de la
sommation sur n est effectué a ’aide de la formule d’Euler donnée par

o0

Zf / f@de=3 o 1 P A (4.29)

p= 1

otl By, sont les nombres de Bernoulli et f2P~1 (0) sont des dérivées de la fonction f (z) &z = 0.

En fixant v = Sme? et y = \/ 1-—- W + 2"“77 , Uintégrale sur x dans (4.29) est alors
donnée par

mc2 1
< hew > > pm2c® L\
= —— d 1+ ———= R 4.30
V1= pm?c 1 v ( * 1-— 6m202y ¢ (4.30)

En utilisant la série de puissance de la racine carrée, I'intégrale peut étre évaluée avec le résultat

7o ( ) 2n — N Bm
/1+ ﬁm%QZ n)!l <1 T ﬁmQCZ)
I (2n 4 2) e

( A2tz (2n +2)

& (1,2n + 2;7)> (4.31)

Dans le régime & haute température v < 1, les contributions des premier et troisiéme termes
en (4.29) et celle du deuxiéme terme de (4.31) sont négligeables par rapport au terme 72”%
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Ensuite, nous obtenons

75~ S i ) ir (2n +2) B D (4.32)

(Bmez)” T+ m2ctnss (2n)!

B 1 Bm?2c?
e

A ce stade, nous montrons que pour l'expansion a haute température, o est un petit

avec

parametre.
En ne retenant ensuite que les termes de premier ordre dans le paramétre de déformation

[, on obtient
(kT)* 38 (kT)"* 1 (me\?
Zz = 1—=(— 4.34

hwmc? * hwmet 6 \ kT (4.34)

2
En utilisant le fait que (1 —1 (’”52) ~ 1, nous obtenons enfin I'expansion a haute

6 \ kT

température de la fonction de partition

(kT)? N 36 (kT)*

Zs=
hwmc? hwmc?

(4.35)

Le premier terme est la fonction de partition de l'oscillateur Dirac habituel tandis que le
second terme est la contribution provenant de la perturbation de ’espace anti-Snyder.



Chapitre 5

Oscillateur de Dirac en 2-1 dimension

5.1 Les solutions de la mécanique quantique habituelle

En abscence des champs exterieur

L’oscillateur Dirac bidimensionnel est decrit par I’équation de Dirac suivante

{cozx (ﬁx — imow[%) + cay, (ﬁy — z'mmu@@) + BmOCQ} Vvp = EYp (5.1)

avec )p = (wlwg)T. En utilisant la représentation des matrices Dirac, I’équation (5.1) devient

moc® e U1\ (U
( chy  —moc’ ) <’¢2> a E(%) (5:2)

ou bien
moc®hy + ch_thy = By (5.3)
Pyt — moc*thy = By (5.4)
avec
b = po — i, + imow (& — ig) (5.5)
Py = D + 1Dy — imow (T + i7) (5.6)

En combainant les équations (5.3) et (5.4), nous obtenons ’équation de spineur 1),

{ppy — (B —mjc*) 1 =0 (5.7)



Oscillateur de Dirac en 2-1 dimension 5.1 Les solutions de la mécanique quantique habituelle

Nous allons chercher la solution de cette équation dans I’éspace des moments ot les opera-
teurs de position et de moment sont definis par

0 0
T =ih—.9y =1h— 5.8
Op Y 5py ( )

ﬁ:c :p:mﬁy = Dy (59)

Dans les coordonnées polaires, ces operateurs sont définis par

pe = pcost, p, = psinf,p* = p? +p§ (5.10)
... 0 . 0 sinf 0

T = Zh@pw =ih (cos 08—p -, %> (5.11)
0 0 cosf 0O

n g — inf— — A2

7 m@py ih (sm o + p 89) (5.12)

En remplagant ces derniéres expression dans les expressions (5.5) et (5.6), on obtient

, d 10
A —if -
p_=e {p+)\ (8]9 p@é’)} (5.13)

, o 10
N 1) . i R
py=e {p A(@p—i_pa@)} (5.14)

ol A = mowh. A laide de ces expressions, on peut calculer le terme p_p, apparait dans
I'équation (5.7)

— 4 2N (5.15)

ce qui donne I’équation différentielle pour ¢

2 2
{pz—)\Z(a +12+i8—)+2mg—%—g}¢1_0 (5.16)

opr ' pop | p?oe2 ol
avec
EZ o m2 C4
= TO (5.17)
On pout ecrire la fonction du spineur comme suit
U1 (p,0) = f(p)e™ (5.18)

Dans ce cas I’équation (5.16) se transforme a une équation differentielle de deuxieme ordre avec

une seule variable
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d> 1d
(2T 201 ) + (2 - 7)) =0 (519
avec
/@2_2A(m;1)+<,k2:% (5.20)

Pour solutionner cette équation, nous introduisons le changement de fonction suivant

f(p) =pme 37 F (p) (5.21)

dans 'équation différentielle (5.19). Ce qui donne

2m + 1
F'" + < m; - 2kp> F'—[2k(m+1) — k| F = 0. (5.22)

En utilisant, au lieu de p, la variable ¢t = kp?, cette derniére équation devient une équation
de Kummer

d*F dF 1 K2
tﬁ+{m+1—t}——§{m+l—E}F—0 (5.23)

dont la solution est la fonction hypergéometrique confluente

F =cpmaFi (—m;m+ 1;t) (5.24)
avec
1 K?
= — 1 2
a n=g (m+1)— T (5.25)
n=0,1,2 ..
En remplagant (5.24) en (5.21) puis en (5.18), on obtient la solution du spineur
’le (pa 0) =Cn mp 61 1F1 (—’I’L |m| +1; kp ) imo (526)

En utilisant I’équation (?7?), on obtientLa fonction d’onde associée totale definie par

Ynm (p79)=< c; )wl (5.27)

E+moc?

11 facile de deduire l'expression du spectre d’énergie a partir de 'expression (5.25)

hw
By = Fmoc[1+4- o (5.28)




Oscillateur de Dirac en 2-1 dimension 5.1 Les solutions de la mécanique quantique habituelle

En presence d’un champ magnetique uniforme

Maintenant, en présence d’un champ magnétique uniforme, B = (0,0, B) , équation de
Dirac s’écrit

By A Bz A A
{cozz [(ﬁx + %) — imowﬁi’] + cay Kﬁy T %) B imowﬁf&] + Bmoc2} Yp = ep (5.29)

ou le vecteur potentiel est choisi comme

i By B.x

en utilsant la definition des matrices de Dirac, on ecrit

moc® - V1 At
( gy —moc? ) <¢2> a E(%) (5:31)

avec
Bj Bi
P = (ﬁx + %) + 1mewT — 1 (ﬁy — %) + mowy (5.32)
By Bi
= (ﬁgg + —620y> — 1MW + 1 (Ay - %) + mowy (5.33)
ou
Do = Dy — 1Py + imew (T — 1Y) (5.34)
B = Po + iy — imo@ (& + i7) (5.35)
ou
i We le| B
—w— = w, = 5.36
wewm e mMoc? (536)

ol w, est une fréquence cyclotron. O n remarque que ’équation de l'oscillateur de Dirac en (2 +
1) dimensions en presence d’un champ magnétique peut étre reduit & la solution de celle-ci en
absence de champ magnétique mais avec une fréquence angulaire réduite w, et ainsi, le seul role
d’un champ magnétique consiste a réduire la fréquence angulaire, et toute la dynamique reste
inchangée. Ensuite, et en utilisant la méme méthode que celle décrite ci-dessus, les solutions
propres sont

(¢1)n,m (p.0) = Cn,mpm€_§p2F1 (—n; |m| + 1; k:p2) em? (5.37)
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Le spectre d’energie correspondant a ces solutions est donné par

_ / hé
E, = +moc®/1+ 4m002n (5.38)

La fonction propre totale correspondante est donnée par

Yom (9,0) = ( . )wl (5.39)

E+moc?

L’équation concernant la valeur propre est en bon accord avec celle obtenue dans la littérature.

5.2 Solution dans le modele anti-snyder

Solution en abscence d’un champ exterieur

Dans ce cas, I’équation (5.2) devient

mec®  cP_ v\ ([t
( Cp+ —moC2 ) <¢2> N 6(@/)2) (5.40)

ce qui donne le system d’équation suivant

moc? Py + cP_1)y = Bty (5.41)
cPoaly — mocPiy = Eiby (5.42)

la combenaison entre ces deux equations nous donne

P_Poapy = %y (5.43)
P P oy = %y (5.44)
avec
. 0 )
P_o=p,—ip+X(1—Bp?) (ap — ¢%> (5.45)
x Y
A N 0 .0
P, =p, +ip, — A (1 — ﬂp2) (ap + z%) (5.46)
x Y

En utilisant la méme démarche suivi dans la solution dans le cas habituel, on ecrit les
expressions (5.45) et (5.46) dans les coordonnées polaires comme suit
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. , o 10
P o= MN1=ppY) | — - -—= 5.47
- (5 5) 540

. . o 10
P.o=e¢dp—\(1-=08p2) =+ 5.48
P {p ( Bp)<ap+pae)} (545)
On remarque que le moment angulaire de 'opérateur L,,dans le modele anti-snyder, est

défini par
L, = Py — YPa _ _mﬁ (5.49)
1 — [p? 00

et satisfait les relations de commutations suivantes avec Py

Py L.| = +hP, (5.50)
P

Dans ce cas on peut montrer facilement ue 'opérateur the moment angulaire totale J, commute
avec ’hamiltonien de notre systéme (I’équation (5.40)). Ce qui montre que dans le modele anti-
Snyder, nous avons un moment angulaire total conservé. Ces remarques nous permet d’ecrire
les fonctions d’onde sous forme de multiplication d’une partie radiale et une patie angulaire

Py = UVe™? (5.51)
Wy = UL, elmiDe (5.52)

En remplagant ces fonctions dans les équations (5.43) et (5.44), on obtient

2UW (p) = (p2 +2X (1 - Bp°) (m + A (paﬁp — m))
92 190 2
—2%(1- 6p)” <% tog T]’j—)) Uy (p), (5.53)
et

0
U (p) = (p2 +2X (1 - 8p?) <m+ 1+ BA <pa—p +m+ 1))
2 19 (m+1)°
N =) | st | | UR () 5.54
( Bp) (ap2+pap pz m (p) ( )
Ces deux équations peuvent étre ecrit sous la forme suivante

{—f ) 5+ 9 (0) 2+ 1 <p>} U2 () = =308 ) (5.55)

ou



Oscillateur de Dirac en 2-1 dimension 5.2 Solution dans le modele anti-snyder

f(p)= (1—’#2)2 (5.56)
9(p) = (1-5p?) (219 ! _ﬂfﬁ) (5.57)
ha (p) = ﬂp—; omt1+mpy) Y _ﬂfPQ) I ?;)2 m (5.58)
ha (p) = Bp_; L o(m 4 mBa+ g L _ﬂfpg) G ﬁp;);(m +1)° (5.59)

Pour solutionner cette équation, nous allons transformer ’équation (5.55) & une équation de
type Schroedinger. Pour cela nous introduisons les transformations suivante

. , 1
U ) = p0) 28 )0 = [ ——dp (5.60)
V. (p)
ou
29+ f' 1
— of x(p)dp _ 49 _ 561
p(p)=e ) == o (5.61)
ce qui donne
1 1
p=—=tanh(q), p(p)=— 5.62
75 (@), r(p) 7 (5.62)
Sous ces transformations, ’équation (5.55) devient
d? A .
(d—q2 +V (q)) 2 (p) = &0 (p) (5.63)
avec
e~ 3
2 _
k= Y (5.64)

et

(24 BA+2mPA) (24 36X+ 2mpA) 1

Vi(p) = 17208 k? ()
2 1y 1
+ (m — 4) ol @ (5.65)
v()7(2—6)\+2m6)\)(2+ﬂ)\+2m6)\) 1
2\ 432\ sinh? (q)

D
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On remarque que les potentiels (5.65) et (5.66) sont de type Poschl-Teller II et ont la forme

_Ai(Ai+1) | Bi(Bi—1)
Vilp) = sinh? (g\) * cosh? (q) (5.67)

avec
(24 BA+2mpBN) (24 36N+ 2mpBA)
A (A1 +1) = :
1( 1+ ) 1520 (568)
1
By (B — 1) =m? - 1 (5.69)
et
(2= BA+2mBA) (2+ BA+2mfBA)
Ay (Ay+1) = 10 (5.70)
1 3
Le systeme d’équations (5.63) est solvable et ses solutions sont données par
©@ (p) = N (cosh (2¢) — 1)% . (cosh (2¢) + 1)%
1 1—cosh(2
Py (n Bi— Ai+n B+, %(Q)) (5.72)

ou Fy (n, B, —A;+n,B; + %, k%hmv est la fonction hypergeometrique et N est une constante
de normalisation. Pour assurer la condition de normalisation de la fonction <p$f ) (p), il faut ajou-
ter la condition A; = B; = 0.

Le spectre d’énergie est donné par

ko= (A;— B; —2n)*, n=0,1,2,..< 5 (5.73)
Les solutions de systme d’équations (5.68,5.69,5.70,5.71) sont données par
1 1 1
(= (grtmety)s Bimme ] (5.74)
1 1 3
A2:—+m——, B2:m+— (575)

23) 2 2
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En remplagant ces resultats dans (5.72), on obtient les fonction d’ondes suivantes

. m 1 /TIA””*%
o (p) = N (cosh (20)=DF o2+ D
1 — cosh (2
By (n gy tmmtl %(Q)) (5.76)

ol

1
Bat

¢ (p) = N (cosh (2q) — 1)2 75 (cosh (2¢) + 1)~ 7

1- co;h (2q))

CAD

1
1By (n, 2 — 5y +n,m+ 2, (5.77)

En remplacant ses fonctions en (5.60) puis en (5.51) et (5.52), on obtient les spineurs de
l'oscillateur de Diarc dans le modele anti-Snyder

m 2
M) (p) = N.G5E+i P A F ( . )PP ) 5.78
en’ (p) B TETSE R gy tmt L -y (5.78)
m—+1 1 5 2
(2) N.g5+E P LB < 29— — 4+nm+2——2F ) 5.79
o (p) = N5 (1= pgpymms 2\ T 1 - fp? >79)

Solution en presence d’un champ magnetique uniforme

En présence d’un champ magnétique uniforme, I’équation (?7?) devient

{caw {(ﬁx + %) — imowﬁi} + coy, [(py — 625%) — imowﬁgjl + BTTLOCQ} Yp = ébp (5.80)

et par conséquent, I’équation (5.2) prend la forme suivante

moc’ cP_ (G _ = U1
< 015+ —myc? ) (1/12) B 6(¢2)

avec
By Bz
P = (ﬁx + %) + imow — @ (ﬁy — %) + mowy (5.81)
By Bz
Gy = (ﬁx n %) — imowd + i (ﬁy - %) A (5.82)
ou
B = Pe — ipy + imot (& — if) (5.83)



avec

. We le| B
e e (5.85)

ol w, est une fréquence cyclotron. Ainsi, comme dans le cas ci-dessus, l'oscillateur Dirac (2 +

1) dans un champ magnétique peut étre mappé sur celui-ci en ’absence de champ magnétique
avec une fréquence angulaire réduite @ . C-a-d, les fonction d’ondes s’obtiennent en remplagant
w par @ dans les expressions (5.78) et (?7) et sont données par

" m 1 Bp?
1) — N. T+ p A ln—+nm+1, — P
) = N e B T T g
m m—+1 1 2
901(12) (p):N-ﬁiJr%' P 1 1-1F2 77'72_ ~ +n7m+2’_ Bp 2
(1 _ Bp2)m+m+§ Bmwh 1-08p

Méme chose pour le spectre d’energie qui s’obtient en remplacant w par @ dans les expres-
sions (5.73), (5.74) et (5.75)

g2 — < A — B,
hp=——"L = (A4 —Bi—2n)°, n=0,12. <~ (5.86)
463 (mh) 2
Les solutions de systme d’équations (5.68,5.69,5.70,5.71) sont données par
1 1 1
A = - ~L =~ ], B, = - 5.87
! <6mwh+m+2) ! m+2 ( )
1 1 3
Ay = ——— ——, By = — 5.88
2 Bmwh tm g 2T + 2 ( )

Comme décrit ci-dessus, le premier terme est le spectre d’énergie de 'oscillateur Dirac bidi-
mensionnel habituel et le second terme représente la correction due a la présence de la longueur
minimale.

La dépendance a n? est une signature de 'emprisonnement dur. Pour de grandes valeurs
de n, on obtient

€n, = hQdn, Q = mycw

qui peut étre considéré comme un oscillateur harmonique non relativiste.alisée.



Conclusion

Conclusion

L’objet central de ce mémoire était la dérivation des fonctions d’ondes et le spectre d’énergie
de l'oscillateur & 1D et 2D de Dirac dans le cadre du modele anti-Snyder.

Le deuxiéme chapitre contient deux parties. Dans la premiére partie, on a donné un rappel
sur ’équation de Dirac puis ont dérivé sa solution pour le cas d’une particule libre.

Dans le troisiéme chapitre nous avons donné la formulation de la mécanique quantique dans
le cadre du model anti-Snyder. Ce principe stipule & utiliser une relation de dispersion modifiée
ce qui conduit & une relation de commutation et une relation d’incertitude modifiée et aussi a
I’existence d’une impulsion maximale.

Dans le chapitre 3, en utilisant la représentation de I’espace des impulsions, nous avons
résolu exactement 1’équation de Dirac pour l'oscillateur de Dirac a une dimension dans le
cadre de modele anti-Snyder. Ensuite, nous avons obtenus les valeurs propres et les fonctions
propres. Contrairement & 'oscillateur Dirac habituel & une dimension, les niveaux d’énergie
sont depends de n? comme les niveaux d’énergie d'une particule confinée dans un potentiel
de puits. L’oscillateur Dirac dans le modele anti-Snyder dans un bain thermal est également
étudié. Dans le régime & hautes températures, ’énergie moyenne et la capacité thermique sont
plus forts que celles de 'oscillateur de Dirac ordinaire, en raison de la présence de I'impulsion
maximale,

Dans le capitre 4, nous avons résolu exactement 1’équaion de Dirac pour 'oscillateur de
Dirac en deux dimensions en présence d’'un champ magnétique externe dans le cadre du model
anti-Snyder. Les solutions propres sont obtenues en utilisant la methode du potentiel de PO-
SCHLLER pour résoudre une équation de Dirac bidimensionnelle dans un champ magnétique.
Les niveaux d’énergie, montrent une dépendance a n? qui décrit un confinement dur. Pour de
grandes valeurs de n, nos calculs deviennent comme un oscillateur harmonique non relativiste.
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Abstrac:

In this thesis we determine the energy Eigen values, eigen
functions and the high temperature thermodynamic properties of the
Dirac oscillator in one dimension within the Anti-Snyder modified
uncertainty relation characterized by a momentum cut-off (Pmax= 1/\p),
where B is the deformation parameter of the modified commutation
relation [X, P]=i(1- Bp?). Also we obtain exact solutions of the (2+1)
dimensional Dirac oscillator in a homogeneous magnetic field within the
Anti-Snyder modified uncertainty.

Resume:

Dans ce mémoire nous déterminons les valeurs propres d'énergie,
les fonctions propres et les proprietés thermodynamiques a haute
température de l'oscillateur de Dirac a une dimension dans le model anti-
Snyder caractérisé par un cut off d'impulsion (Pmax = 1 / VB), ou P est le
parametre de déformation de la relation de commutation modifiée [X, P]
= i (1 - BP?. Nous obtenons également les solutions exactes de
I'oscillateur de Dirac a (2 + 1) dans un champ magneétique homogéne au
sein de modeéle anti-Snyder.

uaﬂal\
oailadll GIX 5 Jisals AUl Aglall adl) Clesy L 5 S0d) oda b
@ il S Anti-Snyder gases 385 lldg a5 225 i Dirac el 4l s sSwelinal)
Aagall Jolall o Ulas LS| A8al o il Jalze & B Cus ¢ (Pmax = 1/ VP)
Anti-Snyde. z2saill Gaca uilaia udaline Jlae (82 2l 4y )5
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