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Notations générale

e p* : le conjugué de p, i.e., % + 1% =1.

e X12,..0,X,,: le produit tensoriel projectif.

e [ (X) : 'espace de suites finies fortement p-sommables.

e [ (X) : espace de suites finies faiblement p-sommables.

e 1™ : 'opérateur adjoint de 7.

e T : linéarisation de l'opérateur multilinéaire 7T'.

® i, : plongement canonique de X; x ... x X, dans X1®yo @7 X .

e L(X;Y): I'espace des opérateurs linéaires bornés.

e W (X;Y): classe des opérateurs linéaires faiblement compacts.

o L(Xy,....,X\;Y) : Uespace des opérateurs mulilinéaires bornés.

e L(Xy,...,X,) : Pespace des formes mulilinéaires bornées.

o W (Xy, ..., X,;Y) : classe des opérateurs multilinéaires faiblement compacts.

e Wo L (Xy,...,X;Y) : classe des opérateurs multilinéaires qui se factorisent par un seul

espace de Banach réflexif.

e LW)(Xy,..., X;n;Y) : classe des opérateurs multilinéaires qui se factorisent par m espaces

de Banach réflexifs.

o I, (X;Y) : espace des opérateurs linéaires sommants.

° £;”(X1, ey Xm; Y) : Tespace des opérateurs multilinéaires absolument p-sommants.
(oiptmpn) (X1, ...y Xpn; Y) : Vespace des opérateurs multilinéaires absolument (p; py, ..., pm)-

sommants.

o LN(X1,..., Xm;Y) : Vespace des opérateurs multilinéaires p-dominés.

° H;”(X 1, Xm; Y) : espace des opérateurs multilinéaires multi p-sommants.

e —: flache de convergence.



Introduction

Dans ce mémoire de Master option analyse fonctionnelle, on va étudier les résultats de
factorisation des opérateurs multilinéaires. La factorisation des opérateurs joue un role in-
dispensable dans I’étude des propriétés des opérateurs. Dans le cas linéaire, on note par
exemple si un opérateur linéaire u se factorise par un espace réflexif, alors on conclut di-
rectement que cet opérateur u est faiblement compact. Un autre résultat annonce aussi

qu'un espace de Banach X est réflexif si, et seulement si, 'opérateur identité

dx: X — X

se factorise par un espace réflexif. Dans le cas multilinéaire, deux types de factorisation
sont envisagées, dans le premier type on factorise les opérateurs multilinéaires autour d’un
seul espace de Banach et un opérateur faiblement compact, la classe de ces opérateurs sera
notée Wo L. Alors, T est de type W o L s’il existe un espace de Banach G; un opérateur
linéaire u € W(G;Y) et un opérateur multilinéaire A € L( X7, ..., X,,; G) tels que T s’écrit

sous la forme T'= u o A. En d’autre termes, le diagramme suivant commute

Xlx...meZ)Y

AN u
G

Dans le duexiéme type, on considére les opérateurs multilinéaires qui se factorisent de la
facons suivante: on supposera qu’il existe des espaces de Banach G, des opérateurs linéaires
faiblement compacts u; : X; — G et un opérateur multilinéaire A : G x...xG,,, — Y tels

que T' = A(ug, ..., uy,). Cette classe d’opérateurs multilinéaires sera notée £()V). Plusieurs



Introduction

résultats de factorisation correspondants a ces deux types seront établis notammant celle
des espaces de Banach réflexifs.

La classe des opérateurs multilinéaires de type sommant, considéré comme un cas im-
portant qui posséde plusieurs type de factorisation. Il existe donc beaucoup de classes qui
généralisent la notion d’opérateur linéaire sommant, parmi ces classes il y en a qui vérifie le
théoréme de factorisation de Pietsch. La classe des opérateurs multilinéaires Cohen forte-
ment sommant est parmi les classe qui généralisent le cas linéaire de Cohen, de plus cette
classe posséde une factorisation agréable. C’est a dire, T" est Cohen fortement p-sommant
s'il existe un espace de Banach G; un opérateur u € D,(G;Y’) et un opérateur multilinéaire
A€ L(Xy,..., X;n; G) tels que T s’écrit sous la forme 7' = u o A.

Le mémoire se divise en trois chapitres.

Dans le premier chapitre; on rappelle les résultats qu’on a besoin dans la suite de ce
mémoire. Commengons par donner la définition d’un espace de Banach ainsi que de Hilbert
et quelques propriétés relatives & ces deux types d’espaces. On donne la définition des
opérateurs linéaires et quelques propriétés. Ensuite, on étudie les opérateurs multilinéaires.
On termine ce chapitre par mettre 'accent sur quelques notions; telles que: 1'opérateur
adjoint, le produit tensoriel, 'opérateur linéairisé et enfin le produit tensoriel projectif.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudiera la factorisation des opérateurs faiblement com-
pacts. Commencons par le cas linéaire, puis le cas multilinéaire. On exposera les deux types
de factorisation citées ci-dessus, ce que nous permettent de construire deux classes W o L et
L(W). On termine ce chapitre par un survol sur certaines caractérisations et la réflexivité
de Pespace des opérateurs multilinéaires bornés £ (X7, ..., X;; V).

Le troisiéeme chapitre est consacré a I’étude des opérateurs multilinéaires sommants.
Ces classes d’opérateurs sont: les opérateurs multilinéaires absolument p-sommant, les
opérateurs multilinéaires absolument (p; p1, ..., Py )-sommants, les opérateurs multilinéaires
p-dominés, les opérateurs multilinéaires multi p-sommants, les opérateurs multilinéaires
formtement p-sommants, les opérateurs multilinéaires de Hilbert schmidt et on termine

par les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommant.



Chapitre 1

Généralités et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, on exposera la définition d’un espace de Banach et de Hilbert en donnant
certaines exemples. Les espaces de Banach reflexifs sont aussi exposés dans cette partie.
Ensuite, on étudiera les opérateurs linéaires bornés ainsi que les opérateurs multilinéaires
bornés. On continue cette étude par donner la structure algébrique d’un produit tensoriel
en donnant la définition du produit tensoriel projectif qu’on a besoin dans la suite. Pour

plus de détail sur les résultats de ce chapitre, veuillez consulter [5], [7], [12], [14], [16] et [18].

1.1 Espaces de Banach

Définition 1.1.1 (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace vectoriel normé

complet, (i.e., tout suite de Cauchy de X est convergente dans X ).

Remarque 1.1.1 Tout espace normé de dimension finie est un espace de Banach. De plus,

tout sous espace fermé d’un espace de Banach est un espace de Banach.

Exemple 1.1.1 Soient (), une suite d’éléments de R et p € [1,4o00[. On définit
l’ensemble £, par

([, = {<xn>neN CR: (Y [nl) < oo}.

neN
St p = 00, on définit {, par

loo = {(:cn)neN C R :sup|x,| < oo} .

neN

Alors, Uespace ), est un Banach.



1.2. Opérateurs linéaires

Définition 1.1.2 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien

complet pour la distance issue du produit scalaire.

Théoréme 1.1.1 (L’espace l3) L’espace {5 est un espace de Hilbert dont le produit scalaire

est

<l’, y> = Z InlYn-

neN

Proposition 1.1.1 (Comparaison entre les espaces) Soit1 < p < q < co. Nous avons

b, C Ay

1.2 Opérateurs linéaires

Définition 1.2.1 Soit u : X — Y une application entre deux espace de Banach définis sur

le méme corps k. Elle est linéaire si
Ve,y € X, Vo, € k:u(ax+ By) = au(x) + Pu(y) .

On note L (E, F) l’ensemble des applications linéaires, on le muni de deuzr opérations al-
gébriques suivantes

1)Vr e X : (ug +ug) () = uy () +ug () .

2)Vr e X,VAek: (Au)(x) = u(z).

Définition 1.2.2 L’application linéaire u est continue (borné) s’il existe C > 0 tel que
Ve e E:|u(z)]| <Oz .
On note L (X,Y) Uespace des applications linéaires continues. On définit une norme des

opérateurs ||.|| sur L(X;Y) par

lull = sup [Ju ()],
Jall <1

On a également

llu|| = inf {C : wvérifie l’inégalité précédente} .

Alors, la quantité ||u|| définit une norme sur L(X;Y). Si'Y est un espace de Banach alors

L(X;Y) est aussi un espace de Banach.



1.2. Opérateurs linéaires

Définition 1.2.3 (Dual topologique) Soit X un espace vectoriel normé. On appelle dual

topologique, et on note X*, l’espace de Banach des formes linéaires continues sur X, i.e.,
X*=L(X,R).

Notons ici que ['espace X* est toujours complet pour la norme des opérateurs.

Exemple 1.2.1 Soit1 < p < +o00. On a

avec p* est le conjugué de p, i.e., = + z% =1.

D =

Définition 1.2.4 (Espace réflexif) Un espace de Banach X est dit réflexif si l'application
canonique

Jx: X — X,

est bijective. Autrement dit, X s’identifie isométriquement a X**. Ca nous permettra

d’associer a chaque élément x** de X™** un unique vecteur x de X tel que
Va* e X*:a™(2") = 2" (z).

On note que:

- Pour tout 1 < p < oo, l'espace L, est réflexif. Il en est de méme pour les petit
l, avec 1 < p < oo. Par contre, les espaces co(l’espace des suites convergent vers zéro
(0)), L1, Loo, b1, lso me sont pas réflexifs.

- Tout espace de dimension finie est réflexif.

- Tout espace de Hilbert est réflexif.

Proposition 1.2.1 1) Si X est réflexif et si Y est isomorphe a X, alors Y est réflexif.
2) Si X est réflexif, alors X* est réflexif.
3) Tout sous espace fermé Y de X est réflexif.

Définition 1.2.5 (La topologie faible) On définit la topologie faible, notée o(X, X*), sur
un espace de Banach X comme étant la topologie la moins fine sur X rendant continues

toutes les formes linéaires sur X.



1.3. Opérateurs mutilinéaires et produit tensoriel

Théoréme 1.2.1 Les sous espaces vectoriels fermés de X sont les mémes pour les deux

topologies (forte et faible). Il en est de méme plus généralement des parties fermées convezes.

Théoréme 1.2.2 St X est réflexif, toute suite bornée dans X admet une sous suite faible-

ment convergente.

Définition 1.2.6 (La topologie x—faible ) Soient X un espace de Banach et X* son
dual. La topologie x-faible sur le dual X*, notée o(X*, X), c’est la topologie la moins fine

sur X* rendant continues toutes les applications de la forme
r: X" —>R:z"—a"(2); oz e X.
Noter que cette topologie est moins fine que la topologie faible de X*.

Définition 1.2.7 (Prédual) L’espace de Banach X posséde un prédual s’il existe un espace
de Banach G tel que X = G*, G s’appelle le prédual de X. Remarquons que tout espace de
Banach X est prédual de son espace dual X*.

Théoréme 1.2.3 (1) L’espace X est réflexif si et seulement si son prédual est X*.
(2) L’espace X est réflexif si et seulement si la topologie faible et *-faible dans X* sont

coincides.

1.3 Opérateurs mutilinéaires et produit tensoriel

Définition 1.3.1 Soient X1, ..., X,, des espaces de Banach. Un opérateur

T:X;x..xX, —Y,

Y

est dit multilinéaire ou m-linéaire s’il est linéaire par rapport a chaque composante. Il est
borné (continu) s’il existe une constante C' > 0 telle que pour tout (z1,...,2™) € X1 X...x X,
on a

HT(xl, ,:Um)H <C Hle ™|
On note L( X1, ..., X,,; Y') Uespace des opérateurs m-linéaires bornée qui est Banach dont sa
norme est la plus petite constante vérifiant l’inégalité précédente. FElle peut s’exprimer aussi
par

T = sup |7 (", ... a™)||-

l27]]<1, 1<5<m



1.3. Opérateurs mutilinéaires et produit tensoriel

1.3.1 Opérateur adjoint

Pour tout opérateur multilinéaire 7" : X; x ... X X,, — Y, on associe 'opérateur adjoint

suivant

T - YV* — ﬁ(Xl, .‘.7Xm),

qui est définie par

Yy —T(y") : Xy x ... x X, — R,

ou

1.3.2 Produit tensoriel

Commencons par le cas de deux espaces, le cas général de n espaces est pareil. Soient X, Y
deux espaces de Banach. Soient x € X et y € Y. On définit x ® y comme étant une forme

linéaire sur 'espace de formes bilinéaires £ (X X Y') comme suite
VIe LIX xY):zy(T)=(T,z@vy) =T(z,y).

On note X ® Y l'espace vectoriel engendré par les éléments de la forme z @ y avec x € X et
y € Y. L’espace X ® Y s’appelle espace de produit tensoriel algébrique de X et Y. On peut

repésenter cet espace sous la forme suivante

XY = {inébyi:nEN*,xi € X,y GY}.
i=1
D’aprés la définition de X ® Y nous avons

X®Y CL(XxY),

Nous allons voir certaines propriétés des éléménts de X ® Y, commencons par établir la

relation entre les opérations + et ®.
Proposition 1.3.1 Pour tous x,x1,22 € X et y,y1,y2 € Y nous avons:

i) (r1+22) Q=21 QY+ 22®Y.
(i) 2@ +1y) =20 +r®Y

10



1.3. Opérateurs mutilinéaires et produit tensoriel

(ili) Mz ®y) = Az) ®y =2 ® (Ay) avec A € K.
(iv) z®0=0®y =0.

Preuve. On va voir seulement (i), les autres sont immédiates. Soit 7' € £ (X x Y') alors

(r1 4+ 22) @y(T) = T(x1+4 22,9)
= T(21,y) + T(22,y)
= 5n1y(T)+r20y(T)
= (1 ®y+rey)(T),

alors (1 +22) @Yy =1Qy+1,Qy. A

La proposition suivante explique qu’est ce qu'un élément nul dans ’espace X ® Y.

Proposition 1.3.2 Soient X,Y deux espaces de Banach. Pour tout

u:zn:afi@@yiEX@Y,

i=1
les assertions suitvantes sont équivalentes:

(i)u:O.

(M)Zx z)y*(y;) = 0 pour tout x* € X*,y* € Y*.

(111) Zx x;)y; = 0 pour tout x* € X*.

(iv) Z:y*(yl)xZ = 0 pour tout y* € Y*.

Preuve. (i) = (ii) : Supposons que u = 0. Alors, pour tout 7€ L (X X Y) on a

= ZT(%’,%) =0
=1

Soient z* € X* y* € Y*, alors 'application
Ry X XY - K

définie par z* ® y* (x,y) = 2* (z) y* (y) est une forme linéaire sur £ (X x Y'). C’est-a-dire

u(x* ® y*) Zx =0.

11



1.3. Opérateurs mutilinéaires et produit tensoriel

(1) = (iii) : Supposons que Zx*(mz)y*(yz) = 0 pour tout z* € X*, y* € Y*. Soit z* € X*,
i=1
alors

y*(z x*(z;)y;) = 0 pour tout y* € Y*,
i=1

cela implique que Z x*(z;)y; = 0.

i=1
(i7i) = (iv) : Méme argement.
n

(tv) = (i) : Supposons que z:y*(yl)mZ = 0 pour tout y* € Y*. Soit T € L(X xY).
i=1
Soient F, F' deux sous espaces vectoriels engendrés par {xi,...,z,} et {y1,...,yn} respec-

tivement. On note B la restriction de T' & E' x F. On peut représenter B sous la forme

suivante .
zy) = ¢ (@) ¢; (y)
j=1

ou p; € E* et ¢; € F*. Par le théoreme de Hahn Banach, on extend les formes linéaires ¢,

et ¢, en tout X et Y respectivement. Alors,

u(T) = ZT(%"%‘):ZB(%%’)

= ZZ% 1) ¥; (i)

- (z% ") )
= ij(()):()

Donc, u (T) =0 pour tout T € L(X xY) alorsu=0. =

1.3.3 Produit tensoriel et linéarisation

Le but principal du produit tensoriel est de linéariser un opérateur multilinéaire. Autrement
dit & tout opérateur multilinéaire on associe un opérateur linéaire défini sur le produit

tensoriel X; ® ... ® X,,.

Proposition 1.3.3 SoitT : X1 x...xX,, — Y un opérateur multilinéaire. Sa linéarisation

T: X1 ®..® X, =Y est un opérateur linéaire bien défini.

12



1.3. Opérateurs mutilinéaires et produit tensoriel

Preuve. Pour que la forme linéaire T soit bien définie il faut et il suffit que pour tout
u=0onaT (u)=0. Soit u = szl ®..®@x! = 0. Soit y* € Y* la composée y* o T est

forme bilinéaire sur X; x ... X X:.l Donc
y* <ZT($§®®$%)> = Zy*oT(:Eli,...;l’in)
i=1 =1
— <Z:z:il®...®xin,y*oT>:0.

i=1

Ce qui implique que
Tw) = T (le ® ... ®;r;:'n>
i=1
= ZT(z’l,,xﬁn) =0,
i=1

alors T est bien définie. m

1.3.4 Produit tensoriel projectif

Soient X7, ..., X,, des espaces de Banach. On note X;®...®X,, le produit tensoriel algébrique
de Xl, ceey Xm

7

X1®...®Xm:{

n .
IR .. Q! : nEN*,xfEXj}.
-1

C’est un espace vectoriel. On définit sur X; ® ... ® X,,, la norme projective par

it = { S 1T}
=150

ou l'infimum porte sur toutes les représentations possibles de v de la forme

n
1
V=1 @ ... Q.
=1

On note X;®;...0,X,, le produit tensoriel projectif des espaces Xj, ..., X, i.€. ; le complété

de X; ® ... ® X,,, pour cette norme. Si X; = ... = X,, = X on écrit simplement @)?X

13



1.3. Opérateurs mutilinéaires et produit tensoriel

Proposition 1.3.4 Pour tous espaces de Banach X1, ..., X,,, Y, on a l"identification isométrique
L(X1, s X} V) = (X1 @78, X ®,Y7) "

Cas particulier. Le dual de X1®5 @2 X s’identifie a l'espace des formes multilinéaires
bornées

(X1®r. @r Xon)" = L(X1, .., Xon).

14



Chapitre 2

Factorisation des opérateurs

multilinéaires faiblement compact

L’objet de ce chapitre est d’étudier les opérateurs faiblement compact. Commencgons par
les opérateurs linéaires faiblement compact. Ensuite, on prendra la catégorie des opérateurs
multilinéaires en donnant les propriétés essentiels de ces opérateurs puis on discutera la
notion de faiblement compact pour cette catégorie d’opérateurs. On termine ce chapitre
par étudier les résultats de factorisation les plus célébres des opérateurs linéaires et multil-
inéaires. Pour le cas multilinéaires, deux types de factorisation sont exposés. Les résultats

de ce chapitre sont tous trouvés dans les travaux de [3] et [10].

2.1 Opérateur linéaire faiblement compact

Le cas linéaire considéré comme une source d’inspération pour les différents cas notamment
le cas multilinaire. On donne la défintion des opérateurs linéaires faiblement compact puis

quelques résultats de factorisation. Commencons la définition suivante:

Définition 2.1.1 (Opérateur faiblement continu) On dit qu’un opérateur linéaire en-
tre espaces de Banach u: X — Y est faiblement continu si pour tout suite (T, )nen de X,
on a

z, — x implique T(z,) — T(z).

15



2.1. Opérateur linéaire faiblement compact

Proposition 2.1.1 Nous avons:
(1) Une forme linéaire est continue si est seulement si elle est faiblement continue.

(2) Tout opérateur linéaire continu est faiblement continu, la réciproque n’est pas vraie.

Définition 2.1.2 (Opérateur faiblement compact) Soient X etY deux espaces de Ba-
nach. Un opérateur u € B(X;Y) est dit faiblement compact si le sous ensemble u(Bx) est
relativement faiblement compact (i.e., m est faiblement compact) dans Y. La collection
de tous les opérateurs linéaires faiblement compacts de X dans'Y sera notée W(X;Y), qui

est un Banach pour la norme des opérateurs. Si X =Y on écrit simplement W(X).

Proposition 2.1.2 Soit u : X — Y un opérateur linéaire faiblement compact entre espaces

de Banach. Alors u est continu.

Preuve. Comme u est faiblement compact, alors u(Bx) = {u(z) : € Bx} est faible-

ment compact. D’autre part,

[ull = sup [Ju(z)]| < sup |y,
T€Bx yEu(Bx)

comme ['application y — y est faiblement continu sur Y, alors elle atteint son maximum

sur u(Bx) (faiblement compact). Donc u est borné. m

Proposition 2.1.3 (Propriété d’idéal) Soient X,Y deux espaces de Banach etu € W(X;Y).
Soient G, Z deuz autres espaces de Banach et v € B(Y;G),w € B(Z; X). Alors

vouow est fatblement compact.

Théoréme 2.1.1 La famille des opérateurs linéaires faiblement compact forme un idéal des
opérateurs linéaires, i.e., pour tout X et'Y des espaces de Banach on a:

(1) L’ensemble W (X;Y) est un sous espace de B (X;Y) qui contient les opérateurs
linéaires de rang finis.

(2) La classe W (X;Y) vérifie la propriété d’idéal.

De plus, si |||y, : W — R satisfait:

(a) W(X;Y),|.ll,y) est un espace normé (Banach)

(b) |[A:R—R; A(z) =z, = 1.
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2.2. Opérateurs mutilinéaires faiblement compact

(c) SiueW(X;Y),ve B(E;X),we B(Y;F),
[vowowlly, < vl lull v [Jw]-
Alors W5 ||.lyy) s appelle idéal normé (de Banach) des opérateurs linéaires.
On peut caractériser les opérateurs linéaires faiblement compacts dans le résultat suivant.

Proposition 2.1.4 (Grantmacher cas linéaire) Soitu: X — Y un opérateur linéaire
borné. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

a) L’opérateur u est faiblement compact.

b) L'opérateur u* : Y* — X* est faiblement compact.

¢) Pour toute suite bornée (z,)nen de X, la suite (u(z,))nen admet une sous suite faible-
ment convergente dans Y .

d) L’opérateur u** est de valeurs dans Y , i.e., v**(X*) C Y.

Proposition 2.1.5 L’espace W(X;Y') est injective et fermé dans B(X;Y), i.e.,
(1) Injective: pour tout w € B(X;Y) eti € B(Y;Yy) un isométrie, alors,

iou € W(X;Yy) < ueW(X;Y)

(2) Fermé: pour toute suite (up)nen de W(X;Y) convergente en norme vers u, alors u €

W(X;Y).

2.2 Opérateurs mutilinéaires faiblement compact

Nous sommes maintenant sur le point de donner la définition d’un opérateur multilinéaire

faiblement compact.

Définition 2.2.1 Soient X1, ..., X,,,Y des espaces de Banach et T € L(Xi,...,Xmn;Y).
Lopérateur T est faiblememt compact s’il envoie tout ensemble borné sur un ensemble rela-
tivement faiblement compact. Autrement dit si T(Bx, X...x Bx, ) est relativement faiblement

compact dans Y .
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2.3. Résultats de factorisation (cas linéaire)

Notation. On notera W(X7, ..., X,,;Y) Pespace de tous les opérateurs multilinéaires

faiblement compacts, c’est un espace de Banach avec la norme des opérateurs.

Lemme 2.2.1 Soit T € L(X1,...,X;n;Y). Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) L’opérateur T est faiblement compact.
(2) Pour toute suite bornée (xfj) € Xy (oul<j<m), lasute (T((x])is - (@ )ir))
admet une sous suite faiblement convergente dans 'Y .
Proposition 2.2.1 (Propriété idéal) SoitT € W(Xy,...,X;Y). Soientuw € B(Y;Z) et
v; € B(Gj; X;) (1 <j<m), alors
(1) Lopérateur uoT € W(X1, ..., Xm; Z).
(2) L’opérateur T(vy, ..., vy) est un élément de W(G1, ..., G Y).

Corollaire 2.2.1 L’espace des opérateurs multilinéaires faiblement compact est un idéal de

Banach des opérateurs multilinéaires.
Théoréme 2.2.1 (Grantmacher m-linéaire) Soit T € L(X1,...,Xn;Y) et
T € B(Y"; L(Xq, ..., Xin)),

son opérateur adjoint. Alors, (a) < (b) ou
(a) T est faiblement compact.

(b) T™ est faiblement compact.

2.3 Résultats de factorisation (cas linéaire)

Théoréme 2.3.1 Soient X,Y deuzr espaces de Banach. Soit v : X — Y wun opérateur
linéaire borné. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) u est faiblement compact.

(b) u se factorise autour un espace de Banach réflexif, i.e., 3G un espace de Banach

réflexif et deux opérateurs linéaires bornés v, w tels que le diagramme suivant commute

u

X —- Y
N Tw
G

18



2.3. Résultats de factorisation (cas linéaire)

Corollaire 2.3.1 Soit X un espace de Banach réflexif. Soient Y un espace de Banach et

u: X — Y un opérateur linéaire borné, alors u est faiblement compact.

Preuve. On considére le diagramme suivant

X 4 Y
Nowdx Tu
X

alors, u se factorise par un espace réflexif X. D’apres le théoréme précédent u est faiblement

compact. ®

Remarque 2.3.1 Dans le Corollaire précédent, si on suppose l’espace arrivé Y réflexif, on

obtient un résultat pareil.

Proposition 2.3.1 Soit X un espace de Banach. Les deux propriétés suivantes sont équiv-
alentes:

(a) X est réflexif.

(b) L’identité idx : X — X est faiblement compact.

Preuve. (a) = (b) : Clair d’apreés le Corollaire 2.3.1.
(b) = (a) : Supposons que idx est faiblement compact. D’apres le Théoreme 2.3.1, il

existe un espace réflexif G' et deux opérateurs linéaires bornés v, w tels que
idxy =wow,

le Corollaire 2.3.1 assure que v et w sont faiblement compact. Alors, v (Bx) est relativement
faiblement compact car v est faiblement compact. Comme w est ausi faiblement compact,

w o v (Bx) est relativement faiblement compact. Nous avons donc
ZdX (Bx) = wov (Bx) = Bx,

c’est & dire By est relativement compact donc By est faiblement compact. Par conséquent

(Théoréme de Kakutani) X est réflexif. m
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2.4. Théorémes et résultats de factorisation (cas multilinéaire)

Corollaire 2.3.2 Soit X un espace de Banach. Les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes:

(a) X est réflexif.

(b) Pour tout espace de Banach Y et tout opérateur linéaire borné u : X — Y, u est

faiblement compact.

Preuve. (a) = (b) : Immédiate d’apres le Corollaire 2.3.1.
(b) = (a) : On prend Y = X et u = idx, on trouve ce qu’on veut.
Notons ici qu’on peut remplacer dans ’énoncé du Corollaire précédent 1’espace X par

Y, on trouve méme résultat.

2.4 Théorémes et résultats de factorisation (cas mul-
tilinéaire)

Le Lemme suivant relie entre un opérateur multilinéaire et son opérateur linéarisé pour le

concept de faiblement compact.

Lemme 2.4.1 Soit T € L(X1,...,Xn;Y) et T ¢ B(leg\)ﬁ...(/g\)me;Y) sa linéarisation.
Alors, les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) Lopérateur T est dans W(X1, ..., Xm;Y).

(b) L opérateur T € W(X1®y, .05 Xm; V).

Preuve. (a) = (b) : Soit T' € W(Xy, ..., X;»; Y). On peut voir facilement que

() -

alors, d’aprés le Théoréme 2.2.1; (f) est faiblement compact et par la Proposition 2.1.4;
T est faiblememt compact.

(b) = (a) : Méme argument. m

2.4.1 Factorisation de type Wo L

Le résultat qui suit donne le premier type de factorisation dans le cas multilinéaire, sa

preuve est basé sur lemme précédent. L’opérateur multilinéaire 1" appartient a la classe
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2.4. Théorémes et résultats de factorisation (cas multilinéaire)

W o L(Xy,....,Xn;Y) §'il existe un espace de Banach G et u € W(G;Y) et opérateur
multilinéaire A € L( X7, ..., Xin; G) tels que

T=wuoA.

En d’autre termes, on va montrer que la classe des opérateurs multilinéaires faiblement

compact coincide avec la classe W o L.

Théoréme 2.4.1 SoitT : X1 X...xX,, = Y un opérateur multilinéaire. Les deux propriétés
suivantes sont équivalentes.

(a) T est faiblement compact.

(b) T appartient & la classe VW o L.

(¢) T se factorise par un espace réfexif, i.e. il existe un espace de Banach G réflexif et
u € B(G;Y) et opérateur multilinéaire A € L(X1, ..., Xm; G) tels que T'= u o A.

En d’autres termes
W(X1, .. X0 Y) =Wo L(Xy, .., X3 Y).
Preuve. (a) = (b) : Soit T' € W(Xy, ..., X;»; Y). Alors nous avons
T=Toi,,

d’apres le Lemme précédent T est faiblement compact, c’est & dire T appartient a la classe
Wo L.

(b) = (c¢) : Supposons que T' est dans la classe W o L, alors T s’écrit sous la forme
T = uo A avec u est linéaire faiblement compact. D’autre part, u se factorise par un espace

réflexif, soit G. Alors nous avons
T=uoA=vowoA,

ce qu'il confirme que T est vérifie (c).
(¢) = (a) : Supposons que T vérifie la propriété (c), alors T' se factorise par un espace
réflexit G
T=uoA,
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2.4. Théorémes et résultats de factorisation (cas multilinéaire)

nous avons dans ce cas

T:uog,

cest a dire T se factorise par un espace réflexif, par conséquent T est faiblement compact,

donc T est faiblement compact par le Lemme précédent. m

2.4.2 Factorisation de type L(W)

Soit T un opérateur multilinéaire. Alors, T' appartient a la classe LOV)(X1, ..., X;n;Y)
s'ils existent des espaces de Banach G; et u; € W(X;;G;) (1 < j < m) et un opérateur
multilinéaire A € L(GYy, ...,G; Y) tels que

T = A(uy, ..., Up,).

Proposition 2.4.1 Soit W ['idéal linéaire des opérateurs faiblement compact. Alors:
(a) L’espace L(OWV) est un multi-idéal
(b) Si W est un idéal de banach, alors (COV),||-[|zo)) est un multi-idéal de Banach.

Théoréme 2.4.2 Soient X4, ..., X,, des espaces de Banach réflexifs et Y un espace de Ba-
nach. Pour tout opérateur multilinéaire borné T : X X ... x X,, — Y s existent des
espaces de Banach G; et u; € W(X;;G;) (1 < j < m) et un opérateur multilinéaire
A€ L(Gq,...,Gn;Y) tels que

T = A(uy, ..., Up,).

Preuve. Pour tout 1 < j < m ; l'espace X, est réflexif, alors 'opérateur 7Tj est
faiblement compact (définie sur un réflexif). Par la Proposition, on trouve ce qu’on veut.

Proposition 2.4.2 Soit T : Xy x ... x X, — Y un opérateur multilinéaire borné. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) Lopérateur T est dans LOW)(X1, ..., X;n; Y).

(2) Les opérateurs linéaires T : X; — L(X1, Y., X,n;Y) définie par

z; s Ti(z;): Xy, 0, X, — Y
(z1, U 2n) — Ti(z)(wy, W 2) = T(2g, .o, )

sont faiblement compacts.
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2.4. Théorémes et résultats de factorisation (cas multilinéaire)

Preuve. (1) = (2) : Soit T' € LIW)(X1, ..., X;n; Y) Alors, T s’écrit sous la forme
T = A(uy, ..., Up),
ot u; € W(X;;Y;) et Ae L(Gh,...,Gpp; Y). On définit I'opérateur
¢ Gy — L(X1, 0 X, Y)
o(g ) (1, V) = A(ur(x), . ui(2?), .t (2™))
= T(x1,...,Tm)
= Tj(xj)(xl,.m.,xm)
Comme u; € W(X,; G;) par la propriété d’idéal, on a
T; € W(X;; £(Xq, 1 X, 7).
(2) = (1) : Voir l'article [8, Théoreme 4]. m

Théoréme 2.4.3 Soit Y un espace de Banach. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(a) Les espaces X1, ..., X, sont réflexifs.
(b) Pour tout espace de Banach'Y on a

L(X1, ., X Y) = LOV) (X1, oo, X3 V).

Preuve. (a) = (b) Immeédiate d’aprés le Théoreme 2.4.2.
(b) = (a) Supposons que T est dans L(W)(X7, ..., X;n; Y'). D’apres la Proposition 2.4.2.

on a pour tout 1 <353 <m
T; e W(X;; L(Xq, 1 X, 7).

Soient maintenant 1 < j7 < m et idy; : X; — X l'identité de Xj. On va montrer que idx;
est faiblement compact. Pour 1 < k < m (k # j) on fixe = Bx, et x;, € B X; tels que
z}(2¥) = 1. Posons

T=21®..Qidx;, ®... 01,

Soit 'opérateur multilinéaire

v=o'® U o™ £(X, U, X, X;) — X,
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2.4. Théorémes et résultats de factorisation (cas multilinéaire)

définit par
Il est facile de voir que

En effet, pour tout 27 de X; on a

idx,(27) = voTi(a) = v(Ty(a)
= Ti(2)) (2, W 2™) = T(z1, ... 2m)
= 2{(2") ® ... ®idx, () ® ... ® z}, (™)

= a7
Par la propriété d’idéal, idy; est réflexif, ce qui termine la démonstration. m
Remarque 2.4.1 En général, la composition d’un multilinéaire borné avec des opérateurs
linéaires faiblement compacts n’est pas un multilinéaire faiblement compact. Pronons [’exemple

suivant. Soit X;(1 < j < m) des espaces réflexifs. Pour tout 1 < j < m, lidentité idx, est

faiblement compact. On définit l'opérateur
A: Xy XX Xy — X1®p . @0 X,

par

AZy, ooy ) = T ® .. @ Ty

Posons T = Alidx,,...,idx,,). Si T est faiblement compact, il en est de méme pour sa

linéairisation T
T=Aoidy, ®..%idx, : XiQn..0x Xm — X1@5...0x Xom,
qut n’est autre que l’identité de X,®...8,X,,. En effet, soit u € X,®...8,X,, alors

n
1
u=>yrQ.."
=1
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2.4. Théorémes et résultats de factorisation (cas multilinéaire)

Donc,

NE
N
=
QL
s
V@
QL
IS
i
C
E
3

Aoidy, ® ... ®idx, (Yol @ ... @al") =
=1

()

s
Il
i

I
NE
P
&&y_l
IS
3

=1
- 1

= 27, ®.0z"
i=1

= U.

Ce qui est impossible, car en général le produit projectif des espaces réflexifs n’est pas un

espace réflexif.
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Chapitre 3

Factorisation des opérateurs

multilinéaires sommants

Ce chapitre est consacré a étudier les différentes classes d’opérateurs multilinéaires som-
mants. Notre objective est d’examiner chaque classe pour savoir si elle vérifie le théoréme
de factorisation. Dans le cas linéaire, la définition d’un opérateur linéaire p-sommant a été
introduite par Grothendieck [9] pour p = 1, et généralisée pour tout p par Pietsch en 1967
[15]. Ce dernier a démontré que cette classe d’opérateurs posséde une factorisation intéres-
sante connue par son nom. Dans le cas multilinéaire, toutes les résultats de factorisation

sont basés sur ce théoréme de factorisation de Pietsch.

3.1 Généralité sur les opérateurs linéaires sommants

Soit X un espace de Banach. Soit 1 < p < co. On note lg (X)) I'espace de Banach des suites

(i),<i<, dans X muni de la norme

H(xi)lngnHzg(X) - (Z:ZI sz||p)%7

et [ ¥ (X) P'espace de Banach des suites (7;),;, dans X muni de la norme

hSAl

In w(X): sup (Z <$zax*>|p) 9

z*€Bxx i=1

1(zn)
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3.1. Généralité sur les opérateurs linéaires sommants

ou X* est le dual (topologique) de X. La boule unité fermée de X est notée Bx (si p est

infini on prend le sup).

Définition 3.1.1 (Cas linéaire) Soient X,Y deux espaces de Banach et u € B(X;Y).
On dira que u est p-sommant pour p € [1,00[, sl existe une constante C > 0, telle que

pour tout x4, ...,x, € X
O lu(@ll)? <€ sup (3 Ja* (). (31)
i=1 €8x oy

On note 11, (X;Y) Uespace de Banach des opérateurs linéaires p-sommants de X dans 'Y

munt de la norme

mp(u) = inf{C vérifiant (3.1)}.

Remarque 3.1.1 L’opérateur u est p-sommant s’il transforme toute suite faiblement p-

sommable en une suite fortement p-sommable; si p = 00, c’est simplement la continuité.
Exemple 3.1.1 Soient K un espace compact, ;i une mesure positive sur K et 1 < p < oo.

(1) L’opérateur de multiplication défini par

u, = C(K) — Ly(p)
f — f
avec p € Ly(u), est p-sommant et m,(u) = [[¢]|, -
(2) L’injection canonique
Jp o C(K) — Ly(p)
f — f

est p-sommante et m,(J,) = M(K)%.

Théoréme 3.1.1 (Factorisation de Pietsch [5]) Soient p € [l,00[ et u : X — Y un
opérateur linéaire p-sommant. Alors, il existe une probabilité de radon \ sur (Bx«, o (X*, X))

telle que
Vee X |lu(x)| < mp(u) (/ |z* ()P d\ (x*))% (3.2)

B+
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3.2. Opérateurs multilinéaires sommants, généralisation et factorisation

Inversement, s’il existe une probabilité de radon A\ sur (Bx«, o (X*, X)) et C > 0 telle que
cette formule est vérifiée, alors u est p-sommant et m, (u) < C.

La factorisation proprement dite de Pietsch est

X =Y
ix | Ta
ix(X) 2 5
N N
C(K) % L)
ol U est un opérateur linéaire borné, k, est la restriction de J,, K = Bx-« et S est la
fermeture de ky, o ix (X) dans L, (p). Dans ce cas, m, (u) = ||a]| .

Remarque 3.1.2 (Cas particulier) Sip = 2, lopérateur @ peut s’étendre a Lo (1) tout
entier, c’est a dire u se factorise par un espace de Hilbert. En effet, soit P la projection de

Lo (p) sur S, donc
Jaix

U=ToP etu=uyix: X 5 Ly(u) >,

avec la remarque que Joix est 2-sommant.

3.2 Opérateurs multilinéaires sommants, généralisa-
tion et factorisation

La généralisation des opérateurs linéaires p-sommants au cas multilinéaire a été initiée par
Pietsch en 1983. 1l a introduit deux définitions: opérateurs multilinéaires absolument p-

sommants et p-dominés. Les autres classes sont introduit par d’autre chercheurs.

3.2.1 Opérateurs multilinéaires absolument p-sommants

Définition 3.2.1 ([16]) Un opérateur m-linéaire T : X; X ... x X, — Y est absolument

p-sommant (1 < p < oo) s’il existe C > 0 telle que pour tous ., ..., zJ € X; (G=1,...,m),

S )P < O )
i=1 j=1

(3.3)

I «(X;)
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3.2. Opérateurs multilinéaires sommants, généralisation et factorisation

On note E?(Xl, ey X3 Y') Uespace de Banach des opérateurs m-linéaires absolument p-

sommants muni de la norme ||T'[|, = inf {C": C vérifie (3.3)} .

Remarque 3.2.1 Les opérateurs absolument p-sommants ne vérifient pas le théoréme de

factorisation.

3.2.2 Opératurs multilinéaires absolument (p; py, ..., p,)-sommants

<L 4 .+ L. Un opérateur m-linéaire

Définition 3.2.2 Soient py, ..., pm € [1, 00| avec :
p p1 Pm

T:X; x..xX,, — Y est absolument (p;p1, ..., pm)-sommant s’il existe une constante

positive C' telle que pour tous x},...,x) € X;, (j =1,...,m),

O (ah sy [ < CTT | @)1,
i=1 j=1

. (34
Iy} (X5) )
La classe des opérateurs m-linéaires absolument (p;pi, ..., pm)-sommants de X; X ... X X,

dans Y, notée LT

(ptrpm) (X1, ..., Xon; V), est un espace de Banach pour la norme

1T pepy .y = IRE{C" vérifiant Uinégalité (3.4)}.

Théoréme 3.2.1 (Théoréme de factorisation) Soient py,...,pm, € [1,00[ avec Ilj = p% +
cee Ii. Un opérateur m-linéaire T : X1 X ... x X,,, — Y est absolument (p;p1, ..., Pm)-
sommant s’ils existent des espaces de Banach G et u; € I, (X;;G5) (1 < j < m) et un

opérateur multilinéaire A € L(G1,...,Gm;Y) tels que

T = A(uy, ..., Up,).

3.2.3 Opérateurs multilinéaires p-dominés

Définition 3.2.3 ([16]) SoitT € L (X1, ..., X;n; Y) un opérateur m-linéaire borné. On dira
que T est p-dominé (1 < p < oo) s’il existe une constante positive C' telle que pour tout

nENet(:pg)KKnCXj (1<j<m), ona

(3.5)

(S I (et )
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3.2. Opérateurs multilinéaires sommants, généralisation et factorisation

On note L5(X1, ..., X,n;Y) Uespace des opérateurs m-linéaires p-dominés de Xy X ... X X,

dans Y. C’est un quasi-Banach pour la quasi-norme §,(T"), définie par
3,(T) = inf{C vérifiant l’inégalité (3.5)}.

Sip>m, §,(T) est une norme sur L5(X7, ..., X;n;Y). Soulignons que L5(X, ..., X3 Y) =

L0y gy X X Y.

Théoréme 3.2.2 Soient 1 <p < oo, T € L(Xy,..., X;m;Y). Alors, les propriétés suivantes
sont équivalentes.

(1) L'opérateur T est p-dominé.

(2) 1l existe une constante positive C' et des probabilités de Radon p; sur Kj = Bx+ (1 <

X (e

BX*

Jj < m) telles que

(@), (3.6)

pour tout 1’ € Xj. De plus, on a
0,(T) = inf {C vérifiant l’inégalité (3.6)}

(8) Pour tout 1 < j < m, il existe des probabilités de Radon pj sur BX; etT € L(S1,.... m;Y)

tels que le diagramme suivant soit commutatif

X1 X... X Xm i) Y

! ix, ! 1X,, T T

1 x, (X ' X —

ix, (X1) x..x ix, (Xp) e S X..X S,

l ! | |
C(Ky) x..x  C(Ky) (k17> : L,(py) xoox Ly (f)

ot kj : C(K;) — Ly (p;) est Vinjection canonique, ix, : X; — C(K;) est lisométrie

canonique, S; est la fermeture de Uespace k; (ix, (X;)) dans L, (11;) et HTH = 0,(T).

Remarque 3.2.2 (1) Si T est p-dominé, alors il existe des opérateurs linéaires p-sommants
uj (1 <j<m) et A un opérateur multilinéaire tels que T' = A o (uy, ..., Up,) .
(2) Siu; € IL(X;;G;) (1 <j<m), Uopérateur multilinéaire T o (uq, ..., uy) est p-

dominé.
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3.2. Opérateurs multilinéaires sommants, généralisation et factorisation

3.2.4 Opérateurs multilinéaires multi p-sommants

Une autre définition a été introduite indépendament par Mario C. Matos [13] (sous la termi-
nologie: operateur multilinéaire fully sommant) et par Bombal, Peréz-Garcia and Villanueva
[2], suite a la question de Pietsch sur les cas des opérateurs absolument (p;pi, ..., pm)-
sommants qui coincident avec les opérateurs multilinéaires de Hilbert Schmidt (qui seront

introduits plus loin).

Définition 3.2.4 ([13]) Un opérateur m-linéaire T : Xy X ... x X, — Y est dit multi

p-sommant (1 < p < 00), s’il existe C' > 0 telle que pour tous x ,xfn €eX;(G=1,...m),
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On note 11! (X1, ..., Xpn; Y), Uespace de Banach des opérateurs m-linéaires multi p-sommants,

N1y sMm

(Y I Ghean) [ <
j=1

i1 eyim=1

(3.7)

Iy “(X5)

munt de la norme

7, (T) = inf {C : C vérifie (3.7)} .

Remarque 3.2.3 Cette classe d’opérateurs ne vérifie pas l’analogue du théoréme de fac-

torisation de Pietsch.

3.2.5 Opérateurs multilinéaires fortement p-sommants

Définition 3.2.5 ([6]) Soit 1 < p < 0 et T € L(X1,....X,,;Y). Liopérateur T est

fortement p-sommant s’il existe une constante positive C' telle que pour tous x{, el € X

G=1,...,m)
(ZHT(le,,Q;;")Hp)% <C sup (Z|<I> (le,,w;”)‘p)% (3.8)

La classe des opérateurs m-linéaires fortement p-sommants de X; X ... X X,,, dans'Y, notée
LE (X1, ., X3 Y), est un espace de Banach pour la norme || T » qui est la plus petite

constante C' telle que l'inégalité (3.8) soit vérifiée.

Théoréme 3.2.3 ([6]) Soit T € L(X1,..., Xpm;Y). Les affirmations suivantes sont équiv-

alentes.
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(1) L’opérateur T est fortement p-sommant.

(2) 1l existe une mesure de probabilité de Radon p sur Brxi,.. Xm) (muni de sa topologie
x-faible) et une constante positive C > 0 telle que pour tout (x',...,x™) dans X; X ... x X,,,
on a

I (" ooz || < CUp, |® (2., ™) [P s (B))5.

On note que lespace LP (X1, ..., X;n;Y) forme un multi-idéal de Banach. On a aussi

v Xm)

0L (X1, XmY) C L7 (X1, Xon: Y) .

Proposition 3.2.1 Soit T € L (X4, ..., X,,; Y) . Alors,
(1) Si T est p-sommant, alors T est fortement p-sommant.
(2) Théoréme de Grothendieck multilinéaire: si les X; sont des espaces L1 et Y est un

espace de Hilbert, on a pour tout 1 < p < oo
L(Xy, ., X0 Y) =L (X, .., Xo3 V).

Preuve. (1) Facile a voir.
(2) On note que X1®y..8:X,, est un espace Lq; d’apres le petit théoreme de Gro-

tendieck, T est p-sommant, puis on conclut par (1). =

3.2.6 Opérateurs multilinéaires de Hilbert-Schmidt

La définition des opérateurs de Hilbert Schmidt a été introduite par Dwyer [11], et étudiée
par plusieurs auteurs notammant Pietsch dans [16]. L’idée a été inspirée de la norme de
Hilbert Schmidt d’un opérateur linéaire T' sur un Hilbert H, qui est la somme des ||T'(e;)]|?

ot (e;) est une base orthonormale de H.

Définition 3.2.6 Soient Hy,..., H,,, H des espaces de Hilbert. L’opérateur multilinéaire
T:H; x..x H, — H est de Hilbert-Schmidt si
> 1T (esy, ... es, )||* < oo,
€iy €I1,esip, €Im
ol (eij)ij e, est une base orthonormale de Uespace H; (1 < j < m). Noter que cette quantité
ne dépend pas du choix de la base orthonormale. La norme de Hilbert-Schmidt de T est

Tlgs=C D> (e es)l?)2

€iq €l1,....ei, €Im
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Comme dans le cas linéaire, l’espace des opérateurs multilinéaires de Hilbert-Schmidt
LHS(Hla L) Hm7 H)a
est un espace de Hilbert dont la norme ||.|| ;4 est induite du produit scalaire suivant

T8 = 3 (T i), S )

€i1 €11,..€0p, EIm

Définition 3.2.7 (Produit tensoriel de Hilbert) On peut munir le produit tensoriel al-
gébrique Hy ® ... ® H,, du produit scalaire défini par
Vh=(h® . @hy),k=F®. . Qkn)€H &..0Hy: (hk)=]] (k).
j=1
On note ||.||, la norme correspondante et Hy®y...85H,, l'espace de Hilbert complété. Rap-

pelons que cette norme est raisonnable et vérifie
e (v) < lvfly < (v),

pour tout v € Hy ® ... ® H,, ot € est la norme tensoriel injective sur Hy ® ... ® H,,. Soit

(ekj)k»elv une base orthonormale de H; (1 < j <m), on peut voir sans difficulté que le
J J

systeme

{ekl X ... ekm} ki€l

1<j<m
forme une base orthonormale de H1Rs...Q9H,,. La proposition suivante devient donc immé-

diate.

Proposition 3.2.2 ([13, Proposition 5.10]) Soient Hy, ..., H,,, H des espaces de Hilbert.
Les deux propréités suivantes sont équivalentes.

(1) Lopérateur T' est dans Lys (Hy, ..., Hm; H).

(2) L’opérateur TQ est dans Lrg (H1®2...®2Hm; H) , (fg est Ueatension de T sur l’espace
H®,...Q2H,,).

Remarque 3.2.4 Dans le cas m = 1, toutes les définitions précédentes coincident avec la

définition des opérateurs linéaires p-sommants.
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3.3 Les opérateurs Cohen fortement p-sommants

3.3.1 Cas linéaire

Soit u : X — Y un opérateur linéaire entre espaces de Banach, u est fortement p-sommant
(1 < p < ) s’il existe une constante positive C' telle que pour tout n € N, z1,...,2, € X

et yi,..,yr €Y* ona

D) i)l < CQ_ ill)7 sup 1y ()l (3.9)

i=1
La plus petite constante C, notée d,(u), telle que I'inégalité (3.9) a lieu, définit la norme
fortement p-sommante sur l'espace de Banach D,(X;Y’) des opérateurs Cohen fortement
p-sommants de X dans Y. Pour p = 1, l'espace D;(X;Y) coincide avec B(X;Y'), 'espace
des opérateurs bornés de X dans Y.

Le théoréeme de domination de Pietsch pour les opérateurs linéaires fortement p-sommants
est donné comme suit. Pour la démonstration, on applique directement le théoréeme de

Pietsch sur les opérateurs adjoints car ils sont p*-sommants. Voir [4], pour plus de détails.

Théoréme 3.3.1 (Factorisation de Pietsch) Soient p € |1, 00| et p* son conjugué, i.e.,
% + 1% = 1. Soit u : X — Y wun opérateur linéaire fortement p-sommant. Alors, il existe
une probabilité de radon p sur (By«,o (Y**,Y™*)) telle que pour tout x € X et tout y* € Y*
on a

1

[{u(2),y")] < dp (u) [J2] (/ [y ()" dpa (™)) (3.10)

By**

Inversement, s’il existe une probabilité de radon p sur (By~, o (Y™, Y*)) et C > 0 telle

que la formule (3.10) est vérifiée, alors u est fortement p-sommant et d, (u) < C.

3.3.2 Cas multilinéaire

La version multilinéaire a été introduite par Achour et Mezrag dans [1]. Elle conserve la
plupart des propriétés des opérateurs linéaires notament le théoréme de factorisation de

Pietsch.

Définition 3.3.1 Soient m € N* et X;,Y des espaces de Banach (1 < j < m). Un opéra-

teur m-linéaire T : X1 X ... x X,,, — Y est Cohen fortement p-sommant, 1 < p < 0o, s’il
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3.3. Les opérateurs Cohen fortement p-sommants

existe une constante positive C' telle que pour tout m{, wnxl € X et tout yi, ..., yk € Y*,

YT () ui)
=1

La classe des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants de X1 X ... x X,, dans

< OO TT =215 )P sup 1w @), - (3.11)
i=1j=1 7 yeBy P

Y, notée D} (X1, ..., X;n; Y), est un espace de Banach pour la norme
dy'(T) = inf{C vérifiant linégalité (5.11)}.
Pourp=1, on a D"( X1, ..., X;;Y) = L(X4, ..., Xo; V).

Théoréme 3.3.2 ([1]) Soit 1 <p <oo. Soit T € L(X1,....,Xn;Y) et T* son adjoint. Les
propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) L’opérateur multilinéaire T' est Cohen fortement p-sommant.

(2) Il existe une probabilité de Radon i sur (By«, o (Y**,Y™*)) telle que, pour tout (z*, ..., ™) €
Xy X ...x X, et touty* € Y*

}<T (ml, ,xm) ,y*>

(3.12)

*(w)

< CTT [|#7[] . vl
=1 ’ !
(8) L’opérateur adjoint T* est p*-sommant. De plus

A" (T) = mp (T™) = inf {C vérifiant (3.12)}.

p

Lemme 3.3.1 ([17]) Soit 1 < p < oo. Soit T : X7 x ... x X,;, = Y un opérateur multil-
inéaire et T : X1®,...0.X,, — Y sa linéarisation. Alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes.

(1) L'opérateur T' appartient a Dy (X1, ..., Xpn; V).

(2) L’opérateur T appartient & D, (X1®W...®WXm; Y).

Preuve. Tout d’abord, on remarque que 'opérateur adjoint de T est T D’apres le
Théoréme 3.3.2, T € D} (X, ..., X;n; V), si et seulement si, T € - (Y5 L (X1, ..., Xin)),
donc, d’aprés la propriété résultats linéaires (RL)/(c) de [4], si et seulement si,

T €D, (X18n 8, X Y).
Ce qui termine la preuve. m

Un des principaux résultats de cette partie est le théoréeme suivant.
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3.3. Les opérateurs Cohen fortement p-sommants

Théoréme 3.3.3 ([17]) Pour tout Xy, ..., X,n,Y espaces de Banach on a
DXy, .., X V) = Dyo L(Xy, .o, X V). (3.13)

Preuve. Soient Xj,...,X,,,Y des espaces de Banach. Si T' € D, o L(X1,..., X,,;Y),
alors il existe un espace de Banach Z, un opérateur linéaire u € D, (Z;Y") et un opérateur

multilinéaire A € L( X7, ..., X;n; V) tels que
T =uoA.
Alors, u* est p*-sommant, donc pour tout (z!,...,2™) € X; x ... x X,, et y* € Y* on a

|<u oA (xl, ,xm) ,y*>

= (A 2™ et ()]

AN T2,
i=1

IN

et par conséquent, T'= u o A appartient & D} (X, ..., X3 V).
Pour I'inclusion inverse, soit 7' € D;( Xy, ..., Xp; V). D’aprés le Lemme 3.3.1, T est dans
D?(X1®W...®WXm; Y). Comme T = To im, OU i, est 'opérateur multilinéaire canonique,

donc T" appartient & D, o L( X7, ..., X, Y') ce qui termine la preuve. m

Corollaire 3.3.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes.
(1) L’espace Y est de dimension finie.

(2) Pour tous espaces de Banach X1, ..., Xy,
DXy oo X3 V) = L(X1, ooy X V).
(3) L’identité idy € D,(Y;Y).
Preuve. (1) = (2) Facile.

(2) = (3) Comme Dy (X1, ..., Xpn; Y) = Dy 0 L(Xy, ..., Xpn; Y) pour tout X, ..., Xy, on

idy € Dy(Y;Y).

(3) = (1) L’operateur idy- est alors p*-sommant, ce qui entraine que idy+ = idy+ o idy+
est compact (par composition de deux opérateurs faiblement compacts et complétement

continus). Alors idy est aussi compact, donc Y est de dimension finie. m
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Corollaire 3.3.2 Les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants sont faible-

ments compacts.

Preuve. Dans le cas linéaire, pour tout p > 1 D, (X;Y) C Iy (X;Y), d’ou le résultat.

Corollaire 3.3.3 Soient Xi,...,X,, des espaces de Banach et Y wun espace de Banach
réflexif. Alors, les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants de X1 X ... x X,,

dans Y sont compacts.

Preuve. D’aprés le Théoreme 3.3.3, il existe un espace de Banach Z, un opérateur

linéaire u € D, (Z;Y) et un opérateur multilinéaire A € L(X;, ..., X,,;Y) tels que
T =wuo A

Il est bien connu qu’un opérateur p-sommant défini sur un espace réflexif est compact. Par
conséquent, un opérateur fortement p-sommant est compact quand son espace arrivé est

réflexif, i.e., u est compact. Nous pouvons conclure que 1" est compact. m
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Résumé

Dans ce mémoire de Master option analyse fonctionnelle, on va étudier les
résultats de factorisation des opérateurs multilinéaires, nous avons inclus des
définitions et des résultats de base, en suite, nous avons étudié deux types de
factorisation, le premier type factorisation de type Wol, et dans le deuxieme type,
factorisation de type L(W), et a la fin de ce travail, est on va examiner chaque
classe pour savoir si elle vérifie le théoreme de factorisation avec des preuves et

quelques résultats.
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Abstract

In this memory of Master option functional analysis, we will study the results of
factorization of the multilinear operators, we have included definitions and basic
results, we have studied two types of factorization, the first kind factorization
type We L, and in the second type, factorization of type L (W), and at the end of
this work, is to examine each class to know if it verifies the factorization theorem

with some proofs and some results.




