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Notations générale

� p� : le conjugué de p, i.e., 1
p
+ 1

p� = 1.

� X1b
�:::b
�Xm : le produit tensoriel projectif.

� lnp (X) : l�espace de suites �nies fortement p-sommables.
� ln;wp (X) : l�espace de suites �nies faiblement p-sommables.

� T � : l�opérateur adjoint de T:
� eT : linéarisation de l�opérateur multilinéaire T:
� im : plongement canonique de X1 � :::�Xm dans X1b
�:::b
�Xm:

� L (X;Y ) : l�espace des opérateurs linéaires bornés.
� W (X;Y ) : classe des opérateurs linéaires faiblement compacts.

� L (X1; :::; Xm;Y ) : l�espace des opérateurs mulilinéaires bornés.

� L (X1; :::; Xm) : l�espace des formes mulilinéaires bornées.

� W (X1; :::; Xm;Y ) : classe des opérateurs multilinéaires faiblement compacts.

� W � L (X1; :::; Xm;Y ) : classe des opérateurs multilinéaires qui se factorisent par un seul

espace de Banach ré�exif.

� L (W) (X1; :::; Xm;Y ) : classe des opérateurs multilinéaires qui se factorisent parm espaces

de Banach ré�exifs.

� �p (X;Y ) : l�espace des opérateurs linéaires sommants.
� Lmp (X1; :::; Xm;Y ) : l�espace des opérateurs multilinéaires absolument p-sommants.

� Lm(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) : l�espace des opérateurs multilinéaires absolument (p; p1; :::; pm)-

sommants.

� Lpd(X1; :::; Xm;Y ) : l�espace des opérateurs multilinéaires p-dominés.

� �mp (X1; :::; Xm;Y ) : l�espace des opérateurs multilinéaires multi p-sommants.

� !: �ache de convergence.
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Introduction

Dans ce mémoire de Master option analyse fonctionnelle, on va étudier les résultats de

factorisation des opérateurs multilinéaires. La factorisation des opérateurs joue un rôle in-

dispensable dans l�étude des propriétés des opérateurs. Dans le cas linéaire, on note par

exemple si un opérateur linéaire u se factorise par un espace ré�exif, alors on conclut di-

rectement que cet opérateur u est faiblement compact. Un autre résultat annonce aussi

qu�un espace de Banach X est ré�exif si, et seulement si, l�opérateur identité

idX : X ! X

se factorise par un espace ré�exif. Dans le cas multilinéaire, deux types de factorisation

sont envisagées, dans le premier type on factorise les opérateurs multilinéaires autour d�un

seul espace de Banach et un opérateur faiblement compact, la classe de ces opérateurs sera

notée W � L: Alors, T est de type W � L s�il existe un espace de Banach G; un opérateur
linéaire u 2 W(G;Y ) et un opérateur multilinéaire A 2 L(X1; :::; Xm;G) tels que T s�écrit

sous la forme T = u � A: En d�autre termes, le diagramme suivant commute

X1 � ::: � Xm T�! Y

A& u "
G

Dans le duexième type, on considère les opérateurs multilinéaires qui se factorisent de la

façons suivante: on supposera qu�il existe des espaces de Banach Gj, des opérateurs linéaires

faiblement compacts uj : Xj �! Gj et un opérateur multilinéaireA : G1�:::�Gm �! Y tels

que T = A(u1; :::; um): Cette classe d�opérateurs multilinéaires sera notée L(W): Plusieurs
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Introduction

résultats de factorisation correspondants à ces deux types seront établis notammant celle

des espaces de Banach ré�exifs.

La classe des opérateurs multilinéaires de type sommant, considèré comme un cas im-

portant qui possède plusieurs type de factorisation. Il existe donc beaucoup de classes qui

généralisent la notion d�opérateur linéaire sommant, parmi ces classes il y en a qui véri�e le

théorème de factorisation de Pietsch. La classe des opérateurs multilinéaires Cohen forte-

ment sommant est parmi les classe qui généralisent le cas linéaire de Cohen, de plus cette

classe possède une factorisation agréable. C�est à dire, T est Cohen fortement p-sommant

s�il existe un espace de Banach G; un opérateur u 2 Dp(G;Y ) et un opérateur multilinéaire
A 2 L(X1; :::; Xm;G) tels que T s�écrit sous la forme T = u � A:
Le mémoire se divise en trois chapitres.

Dans le premier chapitre; on rappelle les résultats qu�on a besoin dans la suite de ce

mémoire. Commençons par donner la dé�nition d�un espace de Banach ainsi que de Hilbert

et quelques propriétés relatives à ces deux types d�espaces. On donne la dé�nition des

opérateurs linéaires et quelques propriétés. Ensuite, on étudie les opérateurs multilinéaires.

On termine ce chapitre par mettre l�accent sur quelques notions; telles que: l�opérateur

adjoint, le produit tensoriel, l�opérateur linéairisé et en�n le produit tensoriel projectif.

Dans le deuxième chapitre, on étudiera la factorisation des opérateurs faiblement com-

pacts. Commençons par le cas linéaire, puis le cas multilinéaire. On exposera les deux types

de factorisation citées ci-dessus, ce que nous permettent de construire deux classesW � L et
L(W). On termine ce chapitre par un survol sur certaines caractérisations et la ré�exivité
de l�espace des opérateurs multilinéaires bornés L (X1; :::; Xm;Y ) :

Le troisième chapitre est consacré à l�étude des opérateurs multilinéaires sommants.

Ces classes d�opérateurs sont: les opérateurs multilinéaires absolument p-sommant, les

opérateurs multilinéaires absolument (p; p1; :::; pm)-sommants, les opérateurs multilinéaires

p-dominés, les opérateurs multilinéaires multi p-sommants, les opérateurs multilinéaires

formtement p-sommants, les opérateurs multilinéaires de Hilbert schmidt et on termine

par les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommant.
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Chapitre 1

Généralités et résultats préliminaires

Dans ce chapitre, on exposera la dé�nition d�un espace de Banach et de Hilbert en donnant

certaines exemples. Les espaces de Banach re�exifs sont aussi exposés dans cette partie:

Ensuite, on étudiera les opérateurs linéaires bornés ainsi que les opérateurs multilinéaires

bornés. On continue cette étude par donner la structure algébrique d�un produit tensoriel

en donnant la dé�nition du produit tensoriel projectif qu�on a besoin dans la suite. Pour

plus de détail sur les résultats de ce chapitre, veuillez consulter [5], [7], [12], [14], [16] et [18].

1.1 Espaces de Banach

Dé�nition 1.1.1 (Espace de Banach) Un espace de Banach est un espace vectoriel normé

complet, (i.e., tout suite de Cauchy de X est convergente dans X).

Remarque 1.1.1 Tout espace normé de dimension �nie est un espace de Banach. De plus,

tout sous espace fermé d�un espace de Banach est un espace de Banach.

Exemple 1.1.1 Soient (xn)n2N une suite d�éléments de R et p 2 [1;+1[ : On dé�nit
l�ensemble `p par

`p =

(
(xn)n2N � R : (

X
n2N

jxnjp)
1
p <1

)
:

Si p =1, on dé�nit `1 par

`1 =

�
(xn)n2N � R : sup

n2N
jxnj <1

�
:

Alors, l�espace `p est un Banach.
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1.2. Opérateurs linéaires

Dé�nition 1.1.2 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien

complet pour la distance issue du produit scalaire.

Théorème 1.1.1 (L�espace `2) L�espace `2 est un espace de Hilbert dont le produit scalaire

est

hx; yi =
X
n2N

xnyn:

Proposition 1.1.1 (Comparaison entre les espaces) Soit 1 � p � q � 1: Nous avons

`p � `q:

1.2 Opérateurs linéaires

Dé�nition 1.2.1 Soit u : X ! Y une application entre deux espace de Banach dé�nis sur

le même corps |. Elle est linéaire si

8x; y 2 X;8�; � 2 | : u (�x+ �y) = �u (x) + �u (y) :

On note L (E;F ) l�ensemble des applications linéaires, on le muni de deux opérations al-

gébriques suivantes

1) 8x 2 X : (u1 + u2) (x) = u1 (x) + u2 (x) :

2) 8x 2 X;8� 2 | : (�u) (x) = �u (x) :

Dé�nition 1.2.2 L�application linéaire u est continue (borné) s�il existe C > 0 tel que

8x 2 E : ku (x)k � C kxk :

On note L (X;Y ) l�espace des applications linéaires continues. On dé�nit une norme des
opérateurs k:k sur L (X;Y ) par

kuk = sup
kxk�1

ku (x)k ;

On a également

kuk = inf fC : véri�e l�inégalité précédenteg :

Alors, la quantité kuk dé�nit une norme sur L (X;Y ). Si Y est un espace de Banach alors

L (X;Y ) est aussi un espace de Banach.
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1.2. Opérateurs linéaires

Dé�nition 1.2.3 (Dual topologique) Soit X un espace vectoriel normé. On appelle dual

topologique, et on note X�, l�espace de Banach des formes linéaires continues sur X; i.e.,

X� = L (X;R) :

Notons ici que l�espace X� est toujours complet pour la norme des opérateurs.

Exemple 1.2.1 Soit 1 < p < +1. On a

(`p)
� = `p� ;

avec p� est le conjugué de p, i.e., 1
p
+ 1

p� = 1.

Dé�nition 1.2.4 (Espace ré�exif ) Un espace de BanachX est dit ré�exif si l�application

canonique

JX : X ! X��;

est bijective. Autrement dit, X s�identi�e isométriquement à X��: Ça nous permettra

d�associer à chaque élément x�� de X�� un unique vecteur x de X tel que

8x� 2 X� : x��(x�) = x�(x):

On note que:

- Pour tout 1 < p < 1, l�espace Lp est ré�exif. Il en est de même pour les petit

`p avec 1 < p < 1. Par contre, les espaces c0(l�espace des suites convergent vers zéro
(0)); L1; L1; `1; `1 ne sont pas ré�exifs.

- Tout espace de dimension �nie est ré�exif.

- Tout espace de Hilbert est ré�exif.

Proposition 1.2.1 1) Si X est ré�exif et si Y est isomorphe à X, alors Y est ré�exif.

2) Si X est ré�exif, alors X� est ré�exif.

3) Tout sous espace fermé Y de X est ré�exif.

Dé�nition 1.2.5 (La topologie faible) On dé�nit la topologie faible, notée �(X;X�), sur

un espace de Banach X comme étant la topologie la moins �ne sur X rendant continues

toutes les formes linéaires sur X:
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1.3. Opérateurs mutilinéaires et produit tensoriel

Théorème 1.2.1 Les sous espaces vectoriels fermés de X sont les mêmes pour les deux

topologies (forte et faible). Il en est de même plus généralement des parties fermées convexes.

Théorème 1.2.2 Si X est ré�exif, toute suite bornée dans X admet une sous suite faible-

ment convergente.

Dé�nition 1.2.6 (La topologie ��faible ) Soient X un espace de Banach et X� son

dual. La topologie �-faible sur le dual X�, notée �(X�; X), c�est la topologie la moins �ne

sur X� rendant continues toutes les applications de la forme

x : X� ! R : x� 7! x� (x) ; où x 2 X:

Noter que cette topologie est moins �ne que la topologie faible de X�.

Dé�nition 1.2.7 (Prédual) L�espace de Banach X possède un prédual s�il existe un espace

de Banach G tel que X = G�, G s�appelle le prédual de X: Remarquons que tout espace de

Banach X est prédual de son espace dual X�.

Théorème 1.2.3 (1) L�espace X est ré�exif si et seulement si son prédual est X�:

(2) L�espace X est ré�exif si et seulement si la topologie faible et �-faible dans X� sont

coïncides.

1.3 Opérateurs mutilinéaires et produit tensoriel

Dé�nition 1.3.1 Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach. Un opérateur

T : X1 � :::�Xm �! Y;

est dit multilinéaire ou m-linéaire s�il est linéaire par rapport à chaque composante. Il est

borné (continu) s�il existe une constante C > 0 telle que pour tout (x1; :::; xm) 2 X1�:::�Xm,

on a 

T (x1; :::; xm)

 � C


x1

 ::: kxmk :

On note L(X1; :::; Xm;Y ) l�espace des opérateurs m-linéaires bornée qui est Banach dont sa

norme est la plus petite constante véri�ant l�inégalité précédente. Elle peut s�exprimer aussi

par

kTk = sup
kxjk�1; 1�j�m



T (x1; :::; xm)

 :
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1.3. Opérateurs mutilinéaires et produit tensoriel

1.3.1 Opérateur adjoint

Pour tout opérateur multilinéaire T : X1 � ::: � Xm �! Y; on associe l�opérateur adjoint

suivant

T � : Y � �! L(X1; :::; Xm);

qui est dé�nie par

y� 7�! T �(y�) : X1 � :::�Xm �! R;

où

T �(y�)(x1; :::; xm) = y�(T (x1; :::; xm)):

1.3.2 Produit tensoriel

Commençons par le cas de deux espaces, le cas général de n espaces est pareil. Soient X; Y

deux espaces de Banach. Soient x 2 X et y 2 Y: On dé�nit x 
 y comme étant une forme

linéaire sur l�espace de formes bilinéaires L (X � Y ) comme suite

8T 2 L (X � Y ) : x
 y(T ) = hT; x
 yi = T (x; y):

On note X 
Y l�espace vectoriel engendré par les éléments de la forme x
 y avec x 2 X et

y 2 Y: L�espace X 
 Y s�appelle espace de produit tensoriel algébrique de X et Y: On peut

repésenter cet espace sous la forme suivante

X 
 Y =

(
nX
i=1

xi 
 yi : n 2 N�; xi 2 X; yi 2 Y
)
:

D�après la dé�nition de X 
 Y nous avons

X 
 Y � L (X � Y )� :

Nous allons voir certaines propriétés des éléménts de X 
 Y; commençons par établir la

relation entre les opérations + et 
:

Proposition 1.3.1 Pour tous x; x1; x2 2 X et y; y1; y2 2 Y nous avons:

(i) (x1 + x2)
 y = x1 
 y + x2 
 y:

(ii) x
 (y1 + y2) = x
 y1 + x
 y

10



1.3. Opérateurs mutilinéaires et produit tensoriel

(iii) �(x
 y) = �(x)
 y = x
 (�y) avec � 2 K:
(iv) x
 0 = 0
 y = 0:

Preuve. On va voir seulement (i), les autres sont immédiates: Soit T 2 L (X � Y ) alors

(x1 + x2)
 y(T ) = T (x1 + x2; y)

= T (x1; y) + T (x2; y)

= x1 
 y (T ) + x2 
 y (T )

= (x1 
 y + x2 
 y) (T ) ;

alors (x1 + x2)
 y = x1 
 y + x2 
 y:

La proposition suivante explique qu�est ce qu�un élément nul dans l�espace X 
 Y:

Proposition 1.3.2 Soient X; Y deux espaces de Banach. Pour tout

u =
nX
i=1

xi 
 yi 2 X 
 Y;

les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) u = 0:

(ii)
nX
i=1

x�(xi)y
�(yi) = 0 pour tout x� 2 X�; y� 2 Y �:

(iii)
nX
i=1

x�(xi)yi = 0 pour tout x� 2 X�:

(iv)
nX
i=1

y�(yi)xi = 0 pour tout y� 2 Y �:

Preuve. (i)) (ii) : Supposons que u = 0. Alors, pour tout T 2 L (X � Y ) on a

u (T ) =

nX
i=1

T (xi; yi) = 0:

Soient x� 2 X�; y� 2 Y �; alors l�application

x� 
 y� : X � Y ! K

dé�nie par x� 
 y� (x; y) = x� (x) y� (y) est une forme linéaire sur L (X � Y ) : C�est-à-dire

u (x� 
 y�) =

nX
i=1

x�(xi)y
�(yi) = 0:
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1.3. Opérateurs mutilinéaires et produit tensoriel

(ii)) (iii) : Supposons que
nX
i=1

x�(xi)y
�(yi) = 0 pour tout x� 2 X�; y� 2 Y �: Soit x� 2 X�,

alors

y�(

nX
i=1

x�(xi)yi) = 0 pour tout y� 2 Y �;

cela implique que
nX
i=1

x�(xi)yi = 0:

(iii)) (iv) : Même argement.

(iv) ) (i) : Supposons que
nX
i=1

y�(yi)xi = 0 pour tout y� 2 Y �: Soit T 2 L (X � Y ) :

Soient E;F deux sous espaces vectoriels engendrés par fx1; :::; xng et fy1; :::; yng respec-
tivement. On note B la restriction de T à E � F: On peut représenter B sous la forme

suivante

B (x; y) =

mX
j=1

'j (x) j (y) ;

où 'j 2 E� et  j 2 F �: Par le théorème de Hahn Banach, on extend les formes linéaires 'j
et  j en tout X et Y respectivement: Alors,

u (T ) =
nX
i=1

T (xi; yi) =
nX
i=1

B (xi; yi)

=
nX
i=1

mX
j=1

'j (xi) j (yi)

=
mX
j=1

 j

 
nX
i=1

'j (xi) yi

!

=
mX
j=1

 j (0) = 0:

Donc, u (T ) = 0 pour tout T 2 L (X � Y ) alors u = 0:

1.3.3 Produit tensoriel et linéarisation

Le but principal du produit tensoriel est de linéariser un opérateur multilinéaire. Autrement

dit à tout opérateur multilinéaire on associe un opérateur linéaire dé�ni sur le produit

tensoriel X1 
 :::
Xm:

Proposition 1.3.3 Soit T : X1�:::�Xm �! Y un opérateur multilinéaire. Sa linéarisationeT : X1 
 :::
Xm ! Y est un opérateur linéaire bien dé�ni.
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1.3. Opérateurs mutilinéaires et produit tensoriel

Preuve. Pour que la forme linéaire eT soit bien dé�nie il faut et il su¢ t que pour tout
u = 0 on a eT (u) = 0: Soit u = nX

i=1

xi1 
 ::: 
 xim = 0: Soit y
� 2 Y � la composée y� � T est

forme bilinéaire sur X1 � :::�Xm. Donc

y�

 
nX
i=1

T
�
xi1 
 :::
 xim

�!
=

nX
i=1

y� � T
�
xi1; :::;x

i
m

�
=

*
nX
i=1

xi1 
 :::
 xim; y
� � T

+
= 0:

Ce qui implique que

eT (u) = eT  nX
i=1

xi1 
 :::
 xim

!

=
nX
i=1

T
�
xi1; :::;x

i
m

�
= 0;

alors eT est bien dé�nie.
1.3.4 Produit tensoriel projectif

SoientX1; :::; Xm des espaces de Banach. On noteX1
:::
Xm le produit tensoriel algébrique

de X1; :::; Xm

X1 
 :::
Xm =

�
nP
i=1

x1i 
 :::
 xmi : n 2 N�; x
j
i 2 Xj

�
:

C�est un espace vectoriel. On dé�nit sur X1 
 :::
Xm la norme projective par

kvk� = inf
(

nP
i=1

mY
j=1



xji


)
;

où l�in�mum porte sur toutes les représentations possibles de v de la forme

v =
nP
i=1

x1i 
 :::
 xmi :

On note X1b
�:::b
�Xm le produit tensoriel projectif des espaces X1; :::; Xm i.e. ; le complété

de X1 
 :::
Xm pour cette norme. Si X1 = ::: = Xm = X on écrit simplement b
m� X.
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1.3. Opérateurs mutilinéaires et produit tensoriel

Proposition 1.3.4 Pour tous espaces de BanachX1; :::; Xm; Y , on a l�identi�cation isométrique

L (X1; :::; Xm;Y ) =
�
X1b
�:::b
�Xmb
�Y ��� :

Cas particulier. Le dual de X1b
�:::b
�Xm s�identi�e à l�espace des formes multilinéaires

bornées

(X1b
�:::b
�Xm)
� = L(X1; :::; Xm):
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Chapitre 2

Factorisation des opérateurs

multilinéaires faiblement compact

L�objet de ce chapitre est d�étudier les opérateurs faiblement compact. Commençons par

les opérateurs linéaires faiblement compact. Ensuite, on prendra la catégorie des opérateurs

multilinéaires en donnant les propriétés essentiels de ces opérateurs puis on discutera la

notion de faiblement compact pour cette catégorie d�opérateurs. On termine ce chapitre

par étudier les résultats de factorisation les plus célèbres des opérateurs linéaires et multil-

inéaires. Pour le cas multilinéaires, deux types de factorisation sont exposés. Les résultats

de ce chapitre sont tous trouvés dans les travaux de [3] et [10]:

2.1 Opérateur linéaire faiblement compact

Le cas linéaire considéré comme une source d�inspération pour les di¤érents cas notamment

le cas multilinaire. On donne la dé�ntion des opérateurs linéaires faiblement compact puis

quelques résultats de factorisation. Commençons la dé�nition suivante:

Dé�nition 2.1.1 (Opérateur faiblement continu) On dit qu�un opérateur linéaire en-

tre espaces de Banach u : X �! Y est faiblement continu si pour tout suite (xn)n2N de X,

on a

xn
w! x implique T (xn)

w! T (x):

15



2.1. Opérateur linéaire faiblement compact

Proposition 2.1.1 Nous avons:

(1) Une forme linéaire est continue si est seulement si elle est faiblement continue.

(2) Tout opérateur linéaire continu est faiblement continu, la réciproque n�est pas vraie.

Dé�nition 2.1.2 (Opérateur faiblement compact) Soient X et Y deux espaces de Ba-

nach. Un opérateur u 2 B(X;Y ) est dit faiblement compact si le sous ensemble u(BX) est
relativement faiblement compact (i.e., u(BX) est faiblement compact) dans Y . La collection

de tous les opérateurs linéaires faiblement compacts de X dans Y sera notée W(X;Y ), qui
est un Banach pour la norme des opérateurs. Si X = Y on écrit simplement W(X).

Proposition 2.1.2 Soit u : X ! Y un opérateur linéaire faiblement compact entre espaces

de Banach. Alors u est continu.

Preuve. Comme u est faiblement compact, alors u(BX) = fu (x) : x 2 BXg est faible-
ment compact. D�autre part,

kuk = sup
x2BX

ku (x)k � sup
y2u(BX)

kyk ;

comme l�application y 7! y est faiblement continu sur Y , alors elle atteint son maximum

sur u(BX) (faiblement compact). Donc u est borné.

Proposition 2.1.3 (Propriété d�idéal) SoientX; Y deux espaces de Banach et u 2 W(X;Y ).
Soient G;Z deux autres espaces de Banach et v 2 B(Y ;G); w 2 B(Z;X). Alors

v � u � w est faiblement compact.

Théorème 2.1.1 La famille des opérateurs linéaires faiblement compact forme un idéal des

opérateurs linéaires, i.e., pour tout X et Y des espaces de Banach on a:

(1) L�ensemble W (X;Y ) est un sous espace de B (X;Y ) qui contient les opérateurs
linéaires de rang �nis.

(2) La classe W (X;Y ) véri�e la propriété d�idéal.

De plus, si k:kW :W ! R+ satisfait:

(a) (W (X;Y ) ; k:kW) est un espace normé (Banach)
(b) kA : R! R; A (x) = xkW = 1:

16



2.2. Opérateurs mutilinéaires faiblement compact

(c) Si u 2 W (X;Y ) ; v 2 B (E;X) ; w 2 B (Y ;F ) ;

kv � u � wkW � kvk kukM kwk :

Alors (W ; k:kW) s�appelle idéal normé (de Banach) des opérateurs linéaires.

On peut caractériser les opérateurs linéaires faiblement compacts dans le résultat suivant.

Proposition 2.1.4 (Grantmacher cas linéaire) Soit u : X �! Y un opérateur linéaire

borné. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

a) L�opérateur u est faiblement compact.

b) L�opérateur u� : Y � ! X� est faiblement compact.

c) Pour toute suite bornée (xn)n2N de X, la suite (u(xn))n2N admet une sous suite faible-

ment convergente dans Y .

d) L�opérateur u�� est de valeurs dans Y , i.e., u��(X��) � Y .

Proposition 2.1.5 L�espace W(X;Y ) est injective et fermé dans B(X;Y ), i.e.,
(1) Injective: pour tout u 2 B(X;Y ) et i 2 B(Y ;Y0) un isométrie, alors,

i � u 2 W(X;Y0)() u 2 W(X;Y )

(2) Fermé: pour toute suite (un)n2N de W(X;Y ) convergente en norme vers u, alors u 2
W(X;Y ):

2.2 Opérateurs mutilinéaires faiblement compact

Nous sommes maintenant sur le point de donner la dé�nition d�un opérateur multilinéaire

faiblement compact.

Dé�nition 2.2.1 Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach et T 2 L(X1; :::; Xm;Y ).

L�opérateur T est faiblememt compact s�il envoie tout ensemble borné sur un ensemble rela-

tivement faiblement compact. Autrement dit si T (BX1�:::�BXm) est relativement faiblement
compact dans Y .

17



2.3. Résultats de factorisation (cas linéaire)

Notation. On notera W(X1; :::; Xm;Y ) l�espace de tous les opérateurs multilinéaires

faiblement compacts, c�est un espace de Banach avec la norme des opérateurs.

Lemme 2.2.1 Soit T 2 L(X1; :::; Xm;Y ). Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) L�opérateur T est faiblement compact.

(2) Pour toute suite bornée (xjij) 2 XJ (où 1 � j � m); la suite (T ((x1i1)i1 ; :::; (x
m
im)im))

admet une sous suite faiblement convergente dans Y .

Proposition 2.2.1 (Propriété idéal) Soit T 2 W(X1; :::; Xm;Y ). Soient u 2 B(Y ;Z) et
vj 2 B(Gj;Xj) (1 � j � m), alors

(1) L�opérateur u � T 2 W(X1; :::; Xm;Z):

(2) L�opérateur T (v1; :::; vm) est un élément de W(G1; :::; Gm;Y ).

Corollaire 2.2.1 L�espace des opérateurs multilinéaires faiblement compact est un idéal de

Banach des opérateurs multilinéaires.

Théorème 2.2.1 (Grantmacher m-linéaire) Soit T 2 L(X1; :::; Xm;Y ) et

T � 2 B(Y �;L(X1; :::; Xm));

son opérateur adjoint. Alors, (a), (b) où

(a) T est faiblement compact.

(b) T � est faiblement compact.

2.3 Résultats de factorisation (cas linéaire)

Théorème 2.3.1 Soient X; Y deux espaces de Banach. Soit u : X ! Y un opérateur

linéaire borné. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

(a) u est faiblement compact.

(b) u se factorise autour un espace de Banach ré�exif, i.e., 9G un espace de Banach

ré�exif et deux opérateurs linéaires bornés v; w tels que le diagramme suivant commute

X
u! Y

& v " w
G

18



2.3. Résultats de factorisation (cas linéaire)

Corollaire 2.3.1 Soit X un espace de Banach ré�exif. Soient Y un espace de Banach et

u : X ! Y un opérateur linéaire borné, alors u est faiblement compact.

Preuve. On considère le diagramme suivant

X
u! Y

& idX " u
X

alors, u se factorise par un espace ré�exif X. D�après le théorème précédent u est faiblement

compact.

Remarque 2.3.1 Dans le Corollaire précédent, si on suppose l�espace arrivé Y ré�exif, on

obtient un résultat pareil.

Proposition 2.3.1 Soit X un espace de Banach. Les deux propriétés suivantes sont équiv-

alentes:

(a) X est ré�exif.

(b) L�identité idX : X ! X est faiblement compact.

Preuve. (a)) (b) : Clair d�après le Corollaire 2.3.1.

(b) ) (a) : Supposons que idX est faiblement compact. D�après le Théorème 2.3.1, il

existe un espace ré�exif G et deux opérateurs linéaires bornés v; w tels que

idX = w � v;

le Corollaire 2.3.1 assure que v et w sont faiblement compact. Alors, v (BX) est relativement

faiblement compact car v est faiblement compact. Comme w est ausi faiblement compact,

w � v (BX) est relativement faiblement compact. Nous avons donc

idX (BX) = w � v (BX) = BX ;

c�est à dire BX est relativement compact donc BX est faiblement compact. Par conséquent

(Théorème de Kakutani) X est ré�exif.
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2.4. Théorèmes et résultats de factorisation (cas multilinéaire)

Corollaire 2.3.2 Soit X un espace de Banach. Les deux propriétés suivantes sont équiva-

lentes:

(a) X est ré�exif.

(b) Pour tout espace de Banach Y et tout opérateur linéaire borné u : X ! Y , u est

faiblement compact.

Preuve. (a)) (b) : Immédiate d�après le Corollaire 2.3.1.

(b)) (a) : On prend Y = X et u = idX , on trouve ce qu�on veut.

Notons ici qu�on peut remplacer dans l�énoncé du Corollaire précédent l�espace X par

Y , on trouve même résultat.

2.4 Théorèmes et résultats de factorisation (cas mul-

tilinéaire)

Le Lemme suivant relie entre un opérateur multilinéaire et son opérateur linéarisé pour le

concept de faiblement compact.

Lemme 2.4.1 Soit T 2 L(X1; :::; Xm;Y ) et eT 2 B(X1b
�:::b
�Xm;Y ) sa linéarisation.

Alors, les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) L�opérateur T est dans W(X1; :::; Xm;Y ).

(b) L�opérateur eT 2 W(X1b
�; :::b
�Xm;Y ):

Preuve. (a)) (b) : Soit T 2 W(X1; :::; Xm;Y ): On peut voir facilement que�eT�� = T �;

alors, d�après le Théorème 2.2.1;
�eT�� est faiblement compact et par la Proposition 2.1.4;eT est faiblememt compact.

(b)) (a) : Même argument.

2.4.1 Factorisation de type W � L

Le résultat qui suit donne le premier type de factorisation dans le cas multilinéaire, sa

preuve est basé sur lemme précédent. L�opérateur multilinéaire T appartient à la classe
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2.4. Théorèmes et résultats de factorisation (cas multilinéaire)

W � L(X1; :::; Xm;Y ) s�il existe un espace de Banach G et u 2 W(G;Y ) et opérateur
multilinéaire A 2 L(X1; :::; Xm;G) tels que

T = u � A:

En d�autre termes, on va montrer que la classe des opérateurs multilinéaires faiblement

compact coincide avec la classe W � L.

Théorème 2.4.1 Soit T : X1�:::�Xm ! Y un opérateur multilinéaire. Les deux propriétés

suivantes sont équivalentes.

(a) T est faiblement compact.

(b) T appartient à la classe W � L.
(c) T se factorise par un espace réfexif, i.e. il existe un espace de Banach G ré�exif et

u 2 B(G;Y ) et opérateur multilinéaire A 2 L(X1; :::; Xm;G) tels que T = u � A.
En d�autres termes

W(X1; :::; Xm;Y ) =W � L(X1; :::; Xm;Y ):

Preuve. (a)) (b) : Soit T 2 W(X1; :::; Xm;Y ): Alors nous avons

T = eT � im;
d�après le Lemme précédent eT est faiblement compact, c�est à dire T appartient à la classe
W � L.
(b) ) (c) : Supposons que T est dans la classe W � L, alors T s�écrit sous la forme

T = u �A avec u est linéaire faiblement compact. D�autre part, u se factorise par un espace
ré�exif, soit G. Alors nous avons

T = u � A = v � w � A;

ce qu�il con�rme que T est véri�e (c):

(c) ) (a) : Supposons que T véri�e la propriété (c); alors T se factorise par un espace

ré�exif G

T = u � A;
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2.4. Théorèmes et résultats de factorisation (cas multilinéaire)

nous avons dans ce cas eT = u � eA;
c�est à dire eT se factorise par un espace ré�exif, par conséquent eT est faiblement compact,
donc T est faiblement compact par le Lemme précédent.

2.4.2 Factorisation de type L(W)

Soit T un opérateur multilinéaire. Alors, T appartient à la classe L(W)(X1; :::; Xm;Y )

s�ils existent des espaces de Banach Gj et uj 2 W(Xj;Gj) (1 � j � m) et un opérateur

multilinéaire A 2 L(G1; :::; Gm;Y ) tels que

T = A(u1; :::; um):

Proposition 2.4.1 Soit W l�idéal linéaire des opérateurs faiblement compact. Alors:

(a) L�espace L(W) est un multi-idéal
(b) Si W est un idéal de banach, alors (L(W); k:kL(W)) est un multi-idéal de Banach.

Théorème 2.4.2 Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach ré�exifs et Y un espace de Ba-

nach. Pour tout opérateur multilinéaire borné T : X1 � ::: � Xm �! Y ils existent des

espaces de Banach Gj et uj 2 W(Xj;Gj) (1 � j � m) et un opérateur multilinéaire

A 2 L(G1; :::; Gm;Y ) tels que
T = A(u1; :::; um):

Preuve. Pour tout 1 � j � m ; l�espace Xj est ré�exif, alors l�opérateur Tj est

faiblement compact (dé�nie sur un ré�exif). Par la Proposition, on trouve ce qu�on veut.

Proposition 2.4.2 Soit T : X1 � ::: � Xm �! Y un opérateur multilinéaire borné. Les

propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) L�opérateur T est dans L(W)(X1; :::; Xm;Y ):

(2) Les opérateurs linéaires Tj : Xj �! L(X1; :
[j]: :; Xm;Y ) dé�nie par

xj 7�! Tj(xj) : X1; :
[j]: :; Xm �! Y

(x1; :
[j]: :; xm) 7�! Tj(xj)(x1; :

[j]: :; xm) = T (x1; :::; xm)

sont faiblement compacts.
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2.4. Théorèmes et résultats de factorisation (cas multilinéaire)

Preuve. (1) =) (2) : Soit T 2 L(W)(X1; :::; Xm;Y ) Alors, T s�écrit sous la forme

T = A(u1; :::; um);

où uj 2 W(Xj;Yj) et A 2 L(G1; :::; Gm;Y ): On dé�nit l�opérateur

' : Gj �! L(X1; :
[j]: :; Xm;Y )

'(gj)(x1; :
[j]: :; xm) = A(u1(x

1); :::; uj(x
j); :::; um(x

m))

= T (x1; :::; xm)

= Tj(xj)(x1; :
[j]: :; xm)

Comme uj 2 W(Xj;Gj) par la propriété d�idéal, on a

Tj 2 W(Xj;L(X1; :
[j]: :; Xm;Y )):

(2) =) (1) : Voir l�article [8, Théorème 4].

Théorème 2.4.3 Soit Y un espace de Banach. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(a) Les espaces X1; :::; Xm sont ré�exifs.

(b) Pour tout espace de Banach Y on a

L(X1; :::; Xm;Y ) = L(W)(X1; :::; Xm;Y ):

Preuve. (a) =) (b) Immédiate d�aprés le Théorème 2.4.2.

(b) =) (a) Supposons que T est dans L(W)(X1; :::; Xm;Y ): D�après la Proposition 2.4.2.

on a pour tout 1 � j � m

Tj 2 W(Xj;L(X1; :
[j]: :; Xm;Y )):

Soient maintenant 1 � j � m et idXj : Xj �! Xj l�identité de Xj. On va montrer que idXj

est faiblement compact. Pour 1 � k � m (k 6= j) on �xe xk 2 BXk et x
�
k 2 BX�

k
tels que

x�k(x
k) = 1. Posons

T = x�1 
 :::
 idXj 
 :::
 x�m:

Soit l�opérateur multilinéaire

v = x1 
 :[j]: :
 xm : L(X1; :
[j]: :; Xm;Xj) �! Xj;
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2.4. Théorèmes et résultats de factorisation (cas multilinéaire)

dé�nit par

v(') = x1 
 :[j]: :
 xm(') = '(x1; :::; xm):

Il est facile de voir que

idXj = v � Tj:

En e¤et, pour tout xj de Xj on a

idXj(x
j) = v � Tj(xj) = v(Tj(x

j))

= Tj(x
j)(x1; :[j]: :; xm) = T (x1; :::; xm)

= x�1(x
1)
 :::
 idXj(x

j)
 :::
 x�m(x
m)

= xj:

Par la propriété d�idéal, idXj est ré�exif, ce qui termine la démonstration.

Remarque 2.4.1 En général, la composition d�un multilinéaire borné avec des opérateurs

linéaires faiblement compacts n�est pas un multilinéaire faiblement compact. Pronons l�exemple

suivant. Soit Xj(1 � j � m) des espaces ré�exifs. Pour tout 1 � j � m, l�identité idXj est

faiblement compact. On dé�nit l�opérateur

A : X1 � :::�Xm �! X1b
�:::b
�Xm;

par

A(x1; :::; xm) = x1 
 :::
 xm

Posons T = A(idX1 ; :::; idXm). Si T est faiblement compact, il en est de même pour sa

linéairisation eT
eT = eA � idX1 
 :::
 idXm : X1b
�:::b
�Xm �! X1b
�:::b
�Xm;

qui n�est autre que l�identité de X1b
�:::b
�Xm: En e¤et, soit u 2 X1b
�:::b
�Xm alors

u =
nP
i=1

x1i 
 :::
 xmi :
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2.4. Théorèmes et résultats de factorisation (cas multilinéaire)

Donc,

eA � idX1 
 :::
 idXm(
nP
i=1

x1i 
 :::
 xmi ) =
nP
i=1

A(idX1 ; :::; idXm)(x
1
i ; :::; x

m
i )

=
nP
i=1

A(x1i ; :::; x
m
i )

=
nP
i=1

x1i 
 :::
 xmi

= u:

Ce qui est impossible, car en général le produit projectif des espaces ré�exifs n�est pas un

espace ré�exif.
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Chapitre 3

Factorisation des opérateurs

multilinéaires sommants

Ce chapitre est consacré à étudier les di¤érentes classes d�opérateurs multilinéaires som-

mants. Notre objective est d�examiner chaque classe pour savoir si elle véri�e le théorème

de factorisation. Dans le cas linéaire, la dé�nition d�un opérateur linéaire p-sommant a été

introduite par Grothendieck [9] pour p = 1; et généralisée pour tout p par Pietsch en 1967

[15]. Ce dernier a démontré que cette classe d�opérateurs possède une factorisation intéres-

sante connue par son nom. Dans le cas multilinéaire, toutes les résultats de factorisation

sont basés sur ce théorème de factorisation de Pietsch.

3.1 Généralité sur les opérateurs linéaires sommants

Soit X un espace de Banach. Soit 1 � p � 1. On note lnp (X) l�espace de Banach des suites
(xi)1�i�n dans X muni de la norme



(xi)1�i�n

lnp (X) = ( nPi=1 kxikp) 1p ;
et ln !

p (X) l�espace de Banach des suites (xi)1�i�n dans X muni de la norme

k(xn)kln !
p (X) = sup

x�2BX�
(
nP
i=1

jhxi; x�ijp)
1
p ,
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3.1. Généralité sur les opérateurs linéaires sommants

où X� est le dual (topologique) de X. La boule unité fermée de X est notée BX (si p est

in�ni on prend le sup).

Dé�nition 3.1.1 (Cas linéaire) Soient X; Y deux espaces de Banach et u 2 B (X;Y ).
On dira que u est p-sommant pour p 2 [1;1[ ; s�il existe une constante C > 0; telle que

pour tout x1; :::; xn 2 X

(
nX
i=1

ku (xi)kp)
1
p � C sup

x�2BX?
(
nX
i=1

jx� (xi)jp)
1
p : (3.1)

On note �p (X;Y ) l�espace de Banach des opérateurs linéaires p-sommants de X dans Y

muni de la norme

�p(u) = inffC véri�ant (3:1)g:

Remarque 3.1.1 L�opérateur u est p-sommant s�il transforme toute suite faiblement p-

sommable en une suite fortement p-sommable; si p =1, c�est simplement la continuité.

Exemple 3.1.1 Soient K un espace compact, � une mesure positive sur K et 1 � p <1:

(1) L�opérateur de multiplication dé�ni par

u' : C(K) �! Lp(�)

f 7�! f:'

avec ' 2 Lp(�); est p-sommant et �p(u) = k'kp :
(2) L�injection canonique

Jp : C(K) �! Lp(�)

f 7�! f

est p-sommante et �p(Jp) = �(K)
1
p :

Théorème 3.1.1 (Factorisation de Pietsch [5]) Soient p 2 [1;1[ et u : X �! Y un

opérateur linéaire p-sommant. Alors, il existe une probabilité de radon � sur (BX? ; � (X?; X))

telle que

8x 2 X : ku (x)k � �p (u) (

Z
BX?

jx� (x)jp d� (x�))
1
p : (3.2)

27



3.2. Opérateurs multilinéaires sommants, généralisation et factorisation

Inversement, s�il existe une probabilité de radon � sur (BX? ; � (X?; X)) et C > 0 telle que

cette formule est véri�ée, alors u est p-sommant et �p (u) � C:

La factorisation proprement dite de Pietsch est

X
u! Y

iX # " ~u
iX (X)

kp! S

\ \
C (K)

Jp! Lp (�)

où ~u est un opérateur linéaire borné, kp est la restriction de Jp; K = BX� et S est la

fermeture de kp � iX (X) dans Lp (�). Dans ce cas, �p (u) = k~uk :

Remarque 3.1.2 (Cas particulier) Si p = 2; l�opérateur ~u peut s�étendre à L2 (�) tout

entier, c�est à dire u se factorise par un espace de Hilbert. En e¤et, soit P la projection de

L2 (�) sur S, donc

�u := ~u � P et u = �uJ2iX : X
J2iX! L2 (�)

�u! Y;

avec la remarque que J2iX est 2-sommant.

3.2 Opérateurs multilinéaires sommants, généralisa-

tion et factorisation

La généralisation des opérateurs linéaires p-sommants au cas multilinéaire a été initiée par

Pietsch en 1983. Il a introduit deux dé�nitions: opérateurs multilinéaires absolument p-

sommants et p-dominés. Les autres classes sont introduit par d�autre chercheurs.

3.2.1 Opérateurs multilinéaires absolument p-sommants

Dé�nition 3.2.1 ([16]) Un opérateur m-linéaire T : X1 � :::�Xm �! Y est absolument

p-sommant (1 � p <1) s�il existe C > 0 telle que pour tous xj1; :::; x
j
n 2 Xj (j = 1; :::;m),

(
nX
i=1



T �x1i ; :::; xmi �

p) 1p � C
mY
j=1




�xji�ni=1


ln !
p (Xj)

: (3.3)
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On note Lmp (X1; :::; Xm;Y ) l�espace de Banach des opérateurs m-linéaires absolument p-

sommants muni de la norme kTkp = inf fC : C véri�e (3.3)g :

Remarque 3.2.1 Les opérateurs absolument p-sommants ne véri�ent pas le théorème de

factorisation.

3.2.2 Opératurs multilinéaires absolument (p; p1; :::; pm)-sommants

Dé�nition 3.2.2 Soient p1; :::; pm 2 [1;1[ avec 1
p
� 1

p1
+ :::+ 1

pm
: Un opérateur m-linéaire

T : X1 � ::: � Xm �! Y est absolument (p; p1; :::; pm)-sommant s�il existe une constante

positive C telle que pour tous xj1; :::; x
j
n 2 Xj; (j = 1; :::;m),

(
nX
i=1



T �x1i ; :::; xmi �

p) 1p � C

mY
j=1




�xji�ni=1


ln;wpj
(Xj)

: (3.4)

La classe des opérateurs m-linéaires absolument (p; p1; :::; pm)-sommants de X1 � ::: � Xm

dans Y , notée Lm(p;p1;:::;pm) (X1; :::; Xm;Y ) ; est un espace de Banach pour la norme

kTk(p;p1;:::;pm) = inffC véri�ant l�inégalité (3:4)g:

Théorème 3.2.1 (Théorème de factorisation) Soient p1; :::; pm 2 [1;1[ avec 1
p
= 1

p1
+

� � � + 1
pm
: Un opérateur m-linéaire T : X1 � ::: � Xm �! Y est absolument (p; p1; :::; pm)-

sommant s�ils existent des espaces de Banach Gj et uj 2 �pj (Xj;Gj) (1 � j � m) et un

opérateur multilinéaire A 2 L(G1; :::; Gm;Y ) tels que

T = A(u1; :::; um):

3.2.3 Opérateurs multilinéaires p-dominés

Dé�nition 3.2.3 ([16]) Soit T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) un opérateur m-linéaire borné. On dira

que T est p-dominé (1 � p < 1) s�il existe une constante positive C telle que pour tout

n 2 N et
�
xji
�
1�i�n � Xj (1 � j � m), on a

(
nP
i=1



T �x1i ; :::; xmi �

 pm )mp � C
mQ
j=1




�xji�1�i�n


ln;!p (Xj)
: (3.5)
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On note Lpd(X1; :::; Xm;Y ) l�espace des opérateurs m-linéaires p-dominés de X1 � ::: �Xm

dans Y . C�est un quasi-Banach pour la quasi-norme �p(T ), dé�nie par

�p(T ) = inffC véri�ant l�inégalité (3.5)g:

Si p > m, �p(T ) est une norme sur Lpd(X1; :::; Xm;Y ). Soulignons que Lpd(X1; :::; Xm;Y ) =

Lm
( pm ;p;:::;p)

(X1; :::; Xm;Y ) :

Théorème 3.2.2 Soient 1 � p <1; T 2 L(X1; :::; Xm;Y ): Alors, les propriétés suivantes

sont équivalentes.

(1) L�opérateur T est p-dominé.

(2) Il existe une constante positive C et des probabilités de Radon �j sur Kj = BX�
j
(1 �

j � m) telles que 

T �x1; :::; xm�

 � C
mQ
j=1

(

Z
BX�

j

��xj(x�)��p d�j(x�))1p ; (3.6)

pour tout xj 2 Xj: De plus, on a

�p(T ) = inf fC véri�ant l�inégalité (3.6)g

(3) Pour tout 1 � j � m, il existe des probabilités de Radon �j sur BX�
j
et T 2 L(S1; :::; Sm;Y )

tels que le diagramme suivant soit commutatif

X1 �:::� Xm
T�! Y

# iX1 # iXm T "
iX1 (X1) �:::� iXm (Xm) �!

(k1;:::;km)
S1 �:::� Sm

# # # #
C(K1) �:::� C(Km) �!

(k1;:::;km)
Lp (�1) �:::� Lp (�m)

où kj : C(Kj) �! Lp
�
�j
�
est l�injection canonique, iXj : Xj �! C(Kj) est l�isométrie

canonique, Sj est la fermeture de l�espace kj
�
iXj (Xj)

�
dans Lp

�
�j
�
et


T

 = �p(T ).

Remarque 3.2.2 (1) Si T est p-dominé, alors il existe des opérateurs linéaires p-sommants

uj (1 � j � m) et A un opérateur multilinéaire tels que T = A � (u1; :::; um) :
(2) Si uj 2 �p(Xj;Gj) (1 � j � m), l�opérateur multilinéaire T � (u1; :::; um) est p-

dominé.
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3.2.4 Opérateurs multilinéaires multi p-sommants

Une autre dé�nition a été introduite indépendament par Mario C. Matos [13] (sous la termi-

nologie: operateur multilinéaire fully sommant) et par Bombal, Perèz-Garcia and Villanueva

[2], suite à la question de Pietsch sur les cas des opérateurs absolument (p; p1; :::; pm)-

sommants qui coïncident avec les opérateurs multilinéaires de Hilbert Schmidt (qui seront

introduits plus loin).

Dé�nition 3.2.4 ([13]) Un opérateur m-linéaire T : X1 � ::: � Xm �! Y est dit multi

p-sommant (1 � p <1), s�il existe C > 0 telle que pour tous xji1 ; :::; x
j
in
2 Xj (j = 1; :::;m),

(

n1;:::;nmX
i1;:::;im=1



T �x1i1 ; :::; xmim�

p) 1p � C
mY
j=1





�xjij�nj
ij=1






ln !
p (Xj)

: (3.7)

On note �mp (X1; :::; Xm;Y ); l�espace de Banach des opérateursm-linéaires multi p-sommants,

muni de la norme

�mp (T ) = inf fC : C véri�e (3.7)g :

Remarque 3.2.3 Cette classe d�opérateurs ne véri�e pas l�analogue du théorème de fac-

torisation de Pietsch:

3.2.5 Opérateurs multilinéaires fortement p-sommants

Dé�nition 3.2.5 ([6]) Soit 1 � p � 1 et T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) : L�opérateur T est

fortement p-sommant s�il existe une constante positive C telle que pour tous xj1; :::; x
j
n 2 Xj

(j = 1; :::;m)

(

nX
i=1



T �x1i ; :::; xmi �

p) 1p � C sup
�2BL(X1;:::;Xm)

(

nX
i=1

��� �x1i ; :::; xmi ���p) 1p : (3.8)

La classe des opérateurs m-linéaires fortement p-sommants de X1� :::�Xm dans Y , notée

Lpss(X1; :::; Xm;Y ); est un espace de Banach pour la norme kTkLpss qui est la plus petite
constante C telle que l�inégalité (3.8) soit véri�ée.

Théorème 3.2.3 ([6]) Soit T 2 L (X1; :::; Xm;Y ). Les a¢ rmations suivantes sont équiv-

alentes.
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(1) L�opérateur T est fortement p-sommant.

(2) Il existe une mesure de probabilité de Radon � sur BL(X1;:::;Xm) (muni de sa topologie

�-faible) et une constante positive C > 0 telle que pour tout (x1; :::; xm) dans X1� :::�Xm,

on a 

T �x1; :::; xm�

 � C(
R
BL(X1;:::;Xm)

��� �x1; :::; xm���p d� (�)) 1p :
On note que l�espace Lpss(X1; :::; Xm;Y ) forme un multi-idéal de Banach. On a aussi

�p � L (X1; :::; Xm;Y ) � Lpss (X1; :::; Xm;Y ) :

Proposition 3.2.1 Soit T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) : Alors,

(1) Si eT est p-sommant, alors T est fortement p-sommant.
(2) Théorème de Grothendieck multilinéaire: si les Xj sont des espaces L1 et Y est un

espace de Hilbert, on a pour tout 1 � p � 1

L (X1; :::; Xm;Y ) = Lpss (X1; :::; Xm;Y ) :

Preuve. (1) Facile à voir.

(2) On note que X1b
�:::b
�Xm est un espace L1; d�après le petit théorème de Gro-
tendieck, eT est p-sommant, puis on conclut par (1).
3.2.6 Opérateurs multilinéaires de Hilbert-Schmidt

La dé�nition des opérateurs de Hilbert Schmidt a été introduite par Dwyer [11]; et étudiée

par plusieurs auteurs notammant Pietsch dans [16]. L�idée a été inspirée de la norme de

Hilbert Schmidt d�un opérateur linéaire T sur un Hilbert H, qui est la somme des kT (ej)k2

où (ej) est une base orthonormale de H.

Dé�nition 3.2.6 Soient H1; :::; Hm; H des espaces de Hilbert. L�opérateur multilinéaire

T : H1 � :::�Hm ! H est de Hilbert-Schmidt siX
ei12I1;:::;eim2Im

kT (ei1 ; :::; eim)k
2 <1;

où
�
eij
�
ij2Ij

est une base orthonormale de l�espace Hj (1 � j � m) : Noter que cette quantité

ne dépend pas du choix de la base orthonormale. La norme de Hilbert-Schmidt de T est

kTkHS = (
X

ei12I1;:::;eim2Im

kT (ei1 ; :::; eim)k
2)

1
2 :
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Comme dans le cas linéaire, l�espace des opérateurs multilinéaires de Hilbert-Schmidt

LHS(H1; :::; Hm;H);

est un espace de Hilbert dont la norme k:kHS est induite du produit scalaire suivant

hT; Si =
X

ei12I1;:::;eim2Im

D
T (ei1 ; :::; eim); S(ei1 ; :::; eim)

E
:

Dé�nition 3.2.7 (Produit tensoriel de Hilbert) On peut munir le produit tensoriel al-

gébrique H1 
 :::
Hm du produit scalaire dé�ni par

8h = (h1 
 :::
 hm) ; k = (k1 
 :::
 km) 2 H1 
 :::
Hm : hh; ki =
mY
j=1

hhj; kji :

On note k:k2 la norme correspondante et H1b
2:::b
2Hm l�espace de Hilbert complété. Rap-

pelons que cette norme est raisonnable et véri�e

" (v) � kvk2 � � (v) ;

pour tout v 2 H1 
 ::: 
 Hm où " est la norme tensoriel injective sur H1 
 ::: 
 Hm. Soit�
ekj
�
kj2Ij

une base orthonormale de Hj (1 � j � m), on peut voir sans di¢ culté que le

système

fek1 
 :::
 ekmg kj2Ij
1�j�m

;

forme une base orthonormale de H1b
2:::b
2Hm: La proposition suivante devient donc immé-

diate.

Proposition 3.2.2 ([13, Proposition 5.10]) Soient H1; :::; Hm; H des espaces de Hilbert.

Les deux propréités suivantes sont équivalentes.

(1) L�opérateur T est dans LHS (H1; :::; Hm;H) :

(2) L�opérateur eT2 est dans LHS �H1b
2:::b
2Hm;H
�
; (eT2 est l�extension de eT sur l�espace

H1b
2:::b
2Hm).

Remarque 3.2.4 Dans le cas m = 1, toutes les dé�nitions précédentes coïncident avec la

dé�nition des opérateurs linéaires p-sommants.
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3.3 Les opérateurs Cohen fortement p-sommants

3.3.1 Cas linéaire

Soit u : X ! Y un opérateur linéaire entre espaces de Banach, u est fortement p-sommant

(1 < p � 1) s�il existe une constante positive C telle que pour tout n 2 N, x1; :::; xn 2 X

et y�1; :::; y
�
n 2 Y �, on a

nX
i=1

jhu (xi) ; y�i ij � C(
nX
i=1

kxikp)
1
p sup
y2BY

k(y�i (y))kln
p�
: (3.9)

La plus petite constante C; notée dp(u), telle que l�inégalité (3.9) a lieu, dé�nit la norme

fortement p-sommante sur l�espace de Banach Dp(X;Y ) des opérateurs Cohen fortement
p-sommants de X dans Y . Pour p = 1; l�espace D1(X;Y ) coïncide avec B(X;Y ); l�espace
des opérateurs bornés de X dans Y:

Le théorème de domination de Pietsch pour les opérateurs linéaires fortement p-sommants

est donné comme suit. Pour la démonstration, on applique directement le théorème de

Pietsch sur les opérateurs adjoints car ils sont p�-sommants. Voir [4]; pour plus de détails.

Théorème 3.3.1 (Factorisation de Pietsch) Soient p 2 ]1;1] et p� son conjugué, i.e.,
1
p
+ 1

p� = 1: Soit u : X �! Y un opérateur linéaire fortement p-sommant. Alors, il existe

une probabilité de radon � sur (BY �? ; � (Y �?; Y �)) telle que pour tout x 2 X et tout y� 2 Y �

on a

jhu (x) ; y�ij � dp (u) kxk (
Z
BY �?

jy� (y��)jp
�
d� (y��))

1
p� : (3.10)

Inversement, s�il existe une probabilité de radon � sur (BY �? ; � (Y �?; Y �)) et C > 0 telle

que la formule (3.10) est véri�ée, alors u est fortement p-sommant et dp (u) � C:

3.3.2 Cas multilinéaire

La version multilinéaire a été introduite par Achour et Mezrag dans [1]. Elle conserve la

plupart des propriétés des opérateurs linéaires notament le théorème de factorisation de

Pietsch.

Dé�nition 3.3.1 Soient m 2 N� et Xj; Y des espaces de Banach (1 � j � m): Un opéra-

teur m-linéaire T : X1 � ::: �Xm �! Y est Cohen fortement p-sommant, 1 < p � 1; s�il
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3.3. Les opérateurs Cohen fortement p-sommants

existe une constante positive C telle que pour tout xj1; :::; x
j
n 2 Xj et tout y�1; :::; y

�
n 2 Y �,

nX
i=1

��
T �x1i ; :::; xmi � ; y�i ��� � C(
nP
i=1

mQ
j=1



xji

pXj)1p supy2BY
k(y�i (y))kln

p�
: (3.11)

La classe des opérateurs m-linéaires Cohen fortement p-sommants de X1 � ::: � Xm dans

Y , notée Dmp (X1; :::; Xm;Y ); est un espace de Banach pour la norme

dmp (T ) = inffC véri�ant l�inégalité (3.11)g:

Pour p = 1, on a Dm1 (X1; :::; Xm;Y ) = L(X1; :::; Xm;Y ):

Théorème 3.3.2 ([1]) Soit 1 < p � 1. Soit T 2 L (X1; :::; Xm;Y ) et T � son adjoint. Les

propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) L�opérateur multilinéaire T est Cohen fortement p-sommant.

(2) Il existe une probabilité de Radon � sur (BY �? ; � (Y �?; Y �)) telle que, pour tout (x1; :::; xm) 2
X1 � :::�Xm et tout y� 2 Y �

��
T �x1; :::; xm� ; y���� � C
mQ
j=1



xj


Xj
ky�kLp�(�) : (3.12)

(3) L�opérateur adjoint T � est p�-sommant. De plus

dmp (T ) = �p� (T
�) = inf fC véri�ant (3.12)g :

Lemme 3.3.1 ([17]) Soit 1 < p � 1. Soit T : X1 � ::: � Xm ! Y un opérateur multil-

inéaire et eT : X1b
�:::b
�Xm ! Y sa linéarisation. Alors les deux propriétés suivantes sont

équivalentes.

(1) L�opérateur T appartient à Dmp (X1; :::; Xm;Y ).

(2) L�opérateur eT appartient à Dp �X1b
�:::b
�Xm;Y
�
.

Preuve. Tout d�abord, on remarque que l�opérateur adjoint de eT est T �. D�après le

Théorème 3.3.2, T 2 Dmp (X1; :::; Xm;Y ); si et seulement si, T � 2 �p� (Y
�;L (X1; :::; Xm)),

donc, d�après la propriété résultats linéaires (RL)/(c) de [4], si et seulement si,

eT 2 Dp �X1b
�:::b
�Xm;Y
�
:

Ce qui termine la preuve.

Un des principaux résultats de cette partie est le théorème suivant.
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Théorème 3.3.3 ([17]) Pour tout X1; :::; Xm; Y espaces de Banach on a

Dmp (X1; :::; Xm;Y ) = Dp � L(X1; :::; Xm;Y ): (3.13)

Preuve. Soient X1; :::; Xm; Y des espaces de Banach. Si T 2 Dp � L(X1; :::; Xm;Y ),

alors il existe un espace de Banach Z; un opérateur linéaire u 2 Dp (Z;Y ) et un opérateur
multilinéaire A 2 L(X1; :::; Xm;Y ) tels que

T = u � A:

Alors, u� est p�-sommant, donc pour tout (x1; :::; xm) 2 X1 � :::�Xm et y� 2 Y �, on a��
u � A �x1; :::; xm� ; y���� =
��
A �x1; :::; xm� ; u� (y�)���

� kAk
mY
i=1



xj

 ky�kLp� (�) ;
et par conséquent, T = u � A appartient à Dmp (X1; :::; Xm;Y ):

Pour l�inclusion inverse, soit T 2 Dmp (X1; :::; Xm;Y ): D�après le Lemme 3.3.1, eT est dans
Dmp (X1b
�:::b
�Xm;Y ). Comme T = eT � im; où im est l�opérateur multilinéaire canonique,
donc T appartient à Dp � L(X1; :::; Xm; Y ) ce qui termine la preuve:

Corollaire 3.3.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) L�espace Y est de dimension �nie.

(2) Pour tous espaces de Banach X1; :::; Xm;

Dmp (X1; :::; Xm;Y ) = L(X1; :::; Xm;Y ):

(3) L�identité idY 2 Dp(Y ;Y ):

Preuve. (1)) (2) Facile.

(2) ) (3) Comme Dmp (X1; :::; Xm;Y ) = Dp � L(X1; :::; Xm;Y ) pour tout X1; :::; Xm, on

a

idY 2 Dp(Y ;Y ):

(3) ) (1) L�operateur idY � est alors p�-sommant, ce qui entraine que idY � = idY � � idY �

est compact (par composition de deux opérateurs faiblement compacts et complètement

continus). Alors idY est aussi compact, donc Y est de dimension �nie.
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Corollaire 3.3.2 Les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants sont faible-

ments compacts.

Preuve. Dans le cas linéaire, pour tout p > 1 Dp (X;Y ) � IW (X;Y ), d�où le résultat.

Corollaire 3.3.3 Soient X1; :::; Xm des espaces de Banach et Y un espace de Banach

ré�exif. Alors, les opérateurs multilinéaires Cohen fortement p-sommants de X1 � :::�Xm

dans Y sont compacts.

Preuve. D�aprés le Théorème 3.3.3, il existe un espace de Banach Z; un opérateur

linéaire u 2 Dp (Z;Y ) et un opérateur multilinéaire A 2 L(X1; :::; Xm;Y ) tels que

T = u � A:

Il est bien connu qu�un opérateur p-sommant dé�ni sur un espace ré�exif est compact. Par

conséquent, un opérateur fortement p-sommant est compact quand son espace arrivé est

ré�exif, i.e., u est compact. Nous pouvons conclure que T est compact.
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Résumé 

Dans ce mémoire de Master option analyse fonctionnelle, on va étudier les 

résultats de factorisation des opérateurs multilinéaires, nous avons inclus des 

définitions et des résultats de base, en suite, nous avons étudié deux types de 

factorisation, le premier type factorisation de type W∘L, et dans le deuxième type, 

factorisation de type L(W), et à la fin de ce travail, est on va examiner chaque 

classe pour savoir si elle vérifie le théorème de factorisation avec des preuves et 

quelques résultats. 

 

 ملخص

المتعددة  مؤثراتال حليل. قمنا بدراسة نتائج تتخصص تحليل دالي الماستر في هذه المذكرة المتعلقة بطور

، حيث في البداية أدرجنا المفاهيم والنتائج الأساسية، ثم تطرقنا لدراسة نوعين من العوامل، النوع الخطية

 ،عوامل، وانهينا العمل بفحص كل فئة لمعرفة ما إذا كانت تحقق نظرية الL(W)، والنوع الثاني W∘Lالأول 

 مع البراهين وبعض النتائج الأساسية.

 

Abstract 

In this memory of Master option functional analysis, we will study the results of 

factorization of the multilinear operators, we have included definitions and basic 

results, we have studied two types of factorization, the first kind factorization 

type W∘ L, and in the second type, factorization of type L (W), and at the end of 

this work, is to examine each class to know if it verifies the factorization theorem 

with some proofs and some results. 

 


