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         الملخص 

 الثاني  النوع من التكاملية فريدولم – فولتيرا لمعادلة تقريبية حلول إيجاد هوالهدف من هذه المذكرة 

دقة  لتوضيح تقديم أمثلة مختلفة  تم ذلك على علاوة شبه المنحرف المتكررة طريقة باستخدام وذلك

  .التقارب رتبة ولتأكيد المقترحة الطريقة

-المعادلات التكاملية لفردهولم- المعادلات التكاملية لفولترا- المعادلات التكاملية:الكلمات المفتاحية

 الطرق التربيعية

 

Résumé : 

Le but de ce mémoire, est la résolution numérique de  l’équation intégrale de  Volterra-

Fredholm du second  type, en utilisant la méthode des  trapèzes répété .De plus ,de 

nombreux exemples sont présentés pour illustrer la précision ,l’efficacité  de la méthode 

proposée et pour confirmer l’ordre de convergence . 

Mots clés : Equations intégrales-Equation intégrale de Fredholm, équation intégrale de 

Volterra -équation intégrale de Volterra-Fredholm, les méthodes de quadratures.           

   

Abstract :  The goal of this memory is consecrated to the numerical method 

to find approximate solutions to the volterra –Fredholm integral equation of 

the second kind ,using the repeated Trapezoidal method. Moreover, many 

examples are presented to illustrate the accuracy, efficiency of the method 

and to confirm the order of convergence. 

Keywords:  integral equations- Fredholm integral equation -Volterra integral equation 

mixed Volterra –Fredholm  integral equation- numerical quadrature. 
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Introduction

Introduction
Le but de cette mémoire est de donner l’existence, l’unicité et des résultats numériques

pour la solution de l’équation intégrale de Volterra-Fredholm suivante :

ϕ(x) = f(x) +

∫ x

a

k1(x, t)ϕ(t)dt+

∫ b

a

k2(x, t)ϕ(t)dt, x ∈ [a, b] (0.0.1)

Pour l’existence et l’unicité de l’équation (0.0.1) nous appliquons la technique des opéra-

teurs de Picard (voir [10] ,[11]). De plus, nous proposons la méthode numérique des trapèzes

pour obtenir un approximation de solution de certaines équations.

Notre mémoire se compose de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques résultats d’analyse fonctionnelle, ainsi

que l’analyse numérique (Méthode de quadrature: trapèzes, simpson).

Dans le deuxième chapitre on a étudie l’existence et l’unicité des équations intégrales

de Volterra-Fredholm de second type et nous présenterons des méthodes analytiques, pour

résoudre ces équations intégrales( la méthode de solution sous forme de série,la méthode de

décomposition d’Adomian) avec des exemples.

Le troisième chapitre est consacré aux méthodes de résolution numérique où nous sommes

basés sur la méthode des trapèzes.

On termine notre mémoire par une conclusion générale.
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Chapitre 1

préliminaires

1.1 Notions sur les espaces fonctionnelles

Tous ces espaces constituent un outil fondamental de l’analyse fonctionnelle en permettant

la résolution d’équations par approximation avec des solutions non nécessairement dérivales

ni mème continues .

Espace vectoriel normé

Soit E un espace vectoriel sur le corps k(k = R où C)

Définition 1.1.1 (norme)

On appelle une norme sur l’éspace E tout fonction notée ‖ . ‖ définie sur E à valeurs

dans R+ vérifie les conditions suivants :

Pour tout x,y∈ E et λ ∈ k

i) ‖ x ‖= 0⇔ x = 0 (séparation)

ii) ‖ λx ‖=| λ |‖ x ‖ (homogénieté )

iii) ‖ x+ y ‖≤‖ x ‖ + ‖ y ‖ (inégalité triangulaire )

Définition 1.1.2 (Espace vectoriel normé )

1



1.1. Notions sur les espaces fonctionnelles

Soit E un espace vectoriel ,on dit que E est un espace vectoriel normé s’il est muni d’une

norme ‖ . ‖ .
Sur l’éspace R+, on peut définir trois normes :

1-‖ x ‖1=
∑n

i=1 | xi |

2-‖ x ‖2= (
∑n

i=1 | xi |2)

1

2 (norme euclidienne)

3-‖ x ‖∞= max1≤i≤n | xi |
Un espace vectoriel normé (E, ‖ . ‖) est un espace métrique dont la distance d est définie

par d(x, y) =‖ x− y ‖,∀x, y ∈ E.
Tout espace vectoriel normé (E, ‖ . ‖) est un espace métrisable .

1.1.1 Espace de Banach

Définition 1.1.3 (suite de Cauchy)

Soit (xn) une suite d’élément d’un espace normé (E, ‖ . ‖) , on dit que la suite (xn) est

de cauchy si,et seulement si:

∀ε > 0,∃Nε,∀p, q ≥ Nε, ona ‖ xp − xq ‖< ε.

Définition 1.1.4 (Espace complet )

Un espace vectoriel normé (E, ‖ . ‖) est dit complet,si toute suite de cauchy (xn) d’élément

de E est une suite convergente dans E.

Définition 1.1.5 (Espace de Banach )On dit qu’un espace vectoriel normé est un espace

de Banach s’il est complet .

1.1.2 Espace de Hilbert

Définition 1.1.6 (produit scalaire )

On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel E (réel ou complexe ) une fonction

〈., .〉définie sur E × E dans k(k = R où C) ,vérifie les propriétés suivants :

Pour tout x, y, z dans E et λ dans k

2



1.1. Notions sur les espaces fonctionnelles

1-〈x, x〉 ≥ 0

2-〈x, x〉 = 0⇔ x = 0

3-〈λx, y〉 = λ〈x, y〉
4-〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉
5-〈x, y〉 = 〈y, x〉

Définition 1.1.7 (Espace Euclidien )

Un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire est dit espace euclidien ou préhilbertien

Un produit scalaire sur E définit une norme sur E définie par

‖ x ‖E=
√
〈x, x〉

Définition 1.1.8 (orthogonalité)On dit que deux vecteurs x, y d’un espace euclidien E sont

orthogonaux si 〈x, y〉 = 0.

Définition 1.1.9 (Espace de Hilbert)Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni

d’un produit scalaire 〈f, g〉 et qui est complet pour la norme ‖f‖H = 〈f, f〉
1
2 .

Exemple 1.1.1 L’espace vectoriel L2([a, b]) des fonctions de carré intégrable sur [a, b],

L2([a, b]) =

{
f :

∫ b

a

| f(x) |2 dx <∞
}

muni du produit scalaire

〈f, g〉 =

b∫
a

f(x)g(x)dx

est un espace de Hilbert.
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1.1. Notions sur les espaces fonctionnelles

1.1.3 Opérateurs

Opérateurs linéaires

Définition 1.1.10 Soient E et F deux espaces vectorils ,une application A : E → F est

dite un opérateur linéaire si:

Pour tout x, y dans E et α, β dans R ona :

A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y)

Opérateur borné

Définition 1.1.11 Un opérateur linéaire A défini sur E dans F est dit borné s’il existe une

constante positive C > 0, telle que

‖ A(x) ‖F≤ C ‖ x ‖E,∀x ∈ E (1.1.1)

La plus petite des constantes C vérifiant la relation (1.1.1) est appelée norme de A notée

‖ A ‖ et donnée par

‖ A ‖= sup
x 6=0

‖ A(x) ‖F
‖ x ‖E

= sup
‖x‖=1

‖ A(x) ‖F= sup
‖x‖≤1

‖ A(x) ‖F

Opérateur continu

Soient E etF deux espaces normés ,un opérateur A défini sur un sous ensemble G ⊂ E

dans F est dit continu au point x0 de G si :

pour toute suite (xn) de G converge vers x0 ,la suite A(xn) converge vers A(x0),c’est à

dire

lim
n→∞

A(xn) = A( lim
n−→∞

xn) = A(x0)

L’opérateur A est dit continu sur G ,s’il est continu en chaque point de l’ensemble G .

Théorème 1.1.1 Un opérateur linéaire est continu si et seulement si il est borné.
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1.1. Notions sur les espaces fonctionnelles

On note par L(E,F ) : l’espace des opérateurs linéaires bornés de E dans F .

Théorème 1.1.2 Soit E et Fdeux espaces normés. L’espace L(E,F ) est un espace normé,

de plus cet espace est de Banach si F l’est.

Opérateurs compacts

Définition 1.1.12 Soient E et F deux espaces normés .Un opérateur linéaire A : E → F

est dit compact si l’image de la boule unité BE est relativement compact i.e :si l’ensemble

A(BE) = {A(x) , ‖ x ‖≤ 1}

est compact ,ceci est équivalent à dire que pour toute suite bornée (xn)n∈N de E, on

peut exetraire de A(xn)n∈N une suite convergente dans F.

Opérateur intégral linéaire

Soit k : C([a, b]) × c([a, b]) → R une fonction continue, l’opérateur A : C [a, b] → C [a, b]

défini par :

(Aϕ)(x) =

∫ b

a

k(x, t)ϕ(t)dt

est appelé opérateur integrale linéaire,la fonction k s’appelle noyau de l’opérateur intégral

A.

Si k est une fonctions continue de [a, b]×[a, b] l’opérateur A est appelé opérateur intégrale

à noyau continue k.

Opérateur adjoint

On dit que deux opérateur A : C [a, b]→ C [a, b] et B : C [a, b]→ C [a, b] sont adjoints si:

∀(ϕ, ψ) ∈ C [a, b]2 , 〈Aϕ,ψ〉 = 〈ϕ,Bψ〉

On note par A∗ l’adjoint de A.

5



1.2. Notion d’analyse numerique

1.2 Notion d’analyse numerique

Intégration numérique

Dans les méthodes d’intégration, l’intégrale d’une fonction continue sur un intervalle

borné [a, b] est remplacée par une somme finie. Le choix de la subdivision de l’intervalle

d’intégration et celui des coeffi cients qui interviennent dans la somme approchant l’intégrale

sont des critères essentiels pour minimiser l’erreur.

1.2.1 Méthode de quadrature

Méthode des trapèzes

Soit f une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et a = x0 < x2 < ... < xn = b

une subdivision régulière de l’intervalle [a, b] .On note h le pas de cette subdivision. Dans

la méthode des trapèzes, la fonction f est remplacée sur chaque intervalle [xi, xi+1] par la

droite joignant les points (xi, f (xi)) et (xi+1, f (xi+1)) .

Proposition 1.2.1 La valeur approchée de l’intégrale de f sur[a, b] par la méthode des

trapèzes est alors donnée par

Tn '
n−1∑
i=0

(xi+1 − xi)
f (xi) + f (xi+1)

2
=
b− a
n

(
f (a) + f (b)

2
+

n−1∑
i=1

f (xi)

)
(1.2.1)

L’erreur dans la méthode des trapèzes est donnée par l’expression:

Err =

∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx− Tn
∣∣∣∣ ≤ (b− a)3 M2

12n2
(1.2.2)

où M2 = supx∈[a,b] |f ′′(x)|

Méthode de Simpson

En analyse numérique, la méthode de simpson du nom de Thomas simpson ,est une technique

de calcule numérique d’une intégrale.

On veut estimer
∫ b
a
f(x)dx a l’aire de cette méthode ,on commence par subdiviser

l’intervalle [a, b] en un nombre 2n de sous-intervalles .

6



1.2. Notion d’analyse numerique

posons h =
b− a
n

et considérons les points x0 = a, x1 = a + h, x2 = a + 2h, ....., xn =

a+ nh = b

Formule simple

soit f une fonctoin connue aux trois points équidistants de [a, b] ,

x0 = a, x1 =
a+ b

2
= a+ h, x2 = b = a+ 2h, avec h =

b− a
2

,

Proposition 1.2.2 La valeur approchée de l’intégrale de f sur[a, b] par la méthode de

Simpson est alors donnée par

Sn '
b− a

6

[
f(a) + 4f(

a+ b

2
) + f(b)

]
(1.2.3)

Formule composite

La méthode simple requiert deux intervalles, il semble souhaitable de diviser l’intervalle

d’intégration [a, b] en 2n sous-intervalles et d’utiliser la mméthode de Simpson simple dans

chaque paire de sous-intervalles. On a alors,

Sn '
n−1∑
i=0

∫ x2i+2

x2i

f(x)dx '
n−1∑
i=0

h

3
(f(x2i) + 4f(x2i+1) + f(x2i+2)) (1.2.4)

' h

3
(f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + 2f(x4) + ...+ 2f(x2n−2) + 4f(x2n−1) + f(x2n))

Si f admettant des dérivées successives continues jusqu’à l’ordre 4, l’erreur dans la

méthode de simpson est donnée par

Err =

∣∣∣∣∫ b

a

f(x)dx− Sn
∣∣∣∣ ≤ (b− a)5 M4

180n4
(1.2.5)

où

M4 = max
x∈[a,b]

| f (4)(x) |

7



Chapitre 2

Equations intégrales

2.1 Equations intégrales linéaires et leurs classifica-

tions

Définition 2.1.1 On appelle équation intégrale linéaire une équation où la fonction incon-

nue figure sous le signe
∫
, telle que

ϕ(x)− λ
∫

Ω

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x), (2.1.1)

où f et k sont des fonctions données ,λest un paramètre numérique et ϕ la fonction

inconnue Ωest un ensemble fermé,borné et mesurable

Sif(x) 6= 0 l’équation (2.1.1) est dite équation intégrale non homogène.

si f(x) = 0 l’équation (2.1.1)est dite équation intégrale homogène .

2.1.1 Equations intégrales de Fredholm

Définition 2.1.2 On appelle équation intégrale de Fredholm de première espèce une équa-

tion de la forme:

∫ b

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x)

8



2.1. Equations intégrales linéaires et leurs classifications

où ϕ est la fonction inconnue ,f et k sont des fonctions connues,les bornes d’intégration

sont constantes .

C’est la caractéristique principale d’une équations de Fredholm .

Définition 2.1.3 On appelle équation intégrale de Fredholm de seconde espèce une équation

de la forme

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ b

a

k(x, t)ϕ(t)dt

où ϕ(x) est la fonctions inconnue ,k(x, y) et f(x) des fonctions donnés ,λ est un facteur

inconnu

2.1.2 Equations intégrales de volterra

Les équations de volterra sont des cas particuliers d’équations intégrales de Fredholm il suffi t

de prendre le noyau k est telque :k(x, t) = 0 pour x < t

Définition 2.1.4 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de première espéce une

équation à une inconnue ϕ(x) ,de la forme

∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x)

Définition 2.1.5 On appelle équation intégrale linéaire de Volterra de seconde espèce une

équation à inconnue ϕ(x) de la forme:

ϕ(x)− λ
∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dt = f(x)
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2.2. Existence et unicité de la solution des équation intégrale linéaire de volterra -Fredholm

2.1.3 Equations intégrales mixtes

Equations intégrales de volterra -Fredholm

Une équation intégrale de volterra -Fredholm ,est une combinaison des intégrales de volterra

et Fredholm disjoints ,apparaît dans une équation intégrale .

Définition 2.1.6 On appelle équation intégrale de volterra -Fredholm une équation de la

forme:

ϕ(x) = f(x) + µ

∫ x

a

k1(x, t)ϕ(t)dt+ λ

∫ b

a

k2(x, t)ϕ(t)dt (2.1.2)

On appelle équation intégrale mixte une équation de la forme:

ϕ(x) = f(x) + λ

∫ x

a

∫ b

a

k(s, t)ϕ(t)dtds

où les fonctions k1, k2 et f sont connues et ϕ(x) la fonction inconnue.

Exemple 2.1.1

ϕ(x) = exp(x)− 1− x+

∫ x

a

ϕ(t)dt+

∫ 1

0

xϕ(t)dt

ϕ(x) =
17

2
x2 + x−

∫ x

0

∫ 1

0

(s− y)ϕ(y)dsdy

2.2 Existence et unicité de la solution des équation

intégrale linéaire de volterra -Fredholm

Dans cette section nous rappelons les théorémes que nous allons utilisées pour obtenir des

résultats d’existance et unicité de solutions de l’équation (2.1.2).

Définition 2.2.1 Soit X un espace normé et T : X → X un operateur , T est dit un

opérateur de Picart s’il existe ϕ0 ∈ X unique telque T (ϕ0) = ϕ0, et limn→∞ T
n(ϕ) = ϕ0,

pour tout ϕ de X.

10



2.2. Existence et unicité de la solution des équation intégrale linéaire de volterra -Fredholm

Théorème 2.2.1 [10] (principe de contraction).Soit X un espace normé. Si T : X → X

un operateur de contraction admis un point fixe unique ϕ0, alors T est un opérateur de

Picard et

‖ϕ0 − T n(ϕ)‖ ≤ αn

1− α ‖ϕ− T (ϕ)‖ , pour tout n ∈ N

Théorèmes d’existence et d’unicité

On considère l’équation linéaire de Volterra-Fredholm

ϕ(x) = f(x) +

∫ x

a

k1(x, t)ϕ(t)dt+

∫ b

a

k2(x, t)ϕ(t)dt, x ∈ [a, b] (2.2.1)

où

1-

f ∈ C [a, b] , k1 ∈ C (D1) , k2 ∈ C (D2) , tels que D1 =
{

(x, t) ∈ R2\ a ≤ t ≤ x ≤ b
}
et D2 = [a, b]×[a, b] .

2-

M1 = max
(x,t)∈D1

|k1(x, t)| , et M2 = max
(x,t)∈D2

|k2(x, t)|

.

Théorème 2.2.2 Dans les conditions de continuité ci-dessus, supposons qu’il existe une

constante c > 0, telque
1

c
[M1 +M2 exp(c (b− a))] < 1

Alors l’équation (2.2.1) a une solution unique ϕ ∈ C [a, b] ,et cette solution peut être

obtenir par la méthode d’approximation successive, à partir de ϕ0 ∈ C [a, b]

Preuve. soit l’opérateur integral T : C [a, b]→ C [a, b] , défini par

Tϕ(x) = f(x) +

∫ x

a

k1(x, t)ϕ(t)dt+

∫ b

a

k2(x, t)ϕ(t)dt

11



2.3. Résolution analytique des équations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm

On a

|Tϕ(x)− Tψ(x)| =

∣∣∣∣∫ x

a

k1(x, t) (ϕ(t)− ψ(t)) dt+

∫ b

a

k2(x, t) (ϕ(t)− ψ(t)) dt

∣∣∣∣
≤

∫ x

a

|k1(x, t)| |(ϕ(t)− ψ(t))| dt+

∫ b

a

|k2(x, t)| |(ϕ(t)− ψ(t))| dt

≤ M1

∫ x

a

|(ϕ(t)− ψ(t))| exp(−c (t− a)) exp(c (t− a)) dt+

M2

∫ b

a

|(ϕ(t)− ψ(t))| exp(−c (t− a)) exp(c (t− a)) dt

≤
[
M1

c
(exp(c(x− a)− 1) +

M2

c
(exp(c(b− a)− 1)

]
‖ϕ− ψ‖

≤
[
M1

c
exp(c(x− a) +

M2

c
exp c(x− a+ b− x)

]
‖ϕ− ψ‖

≤ exp(c(x− a)

c
(M1 +M2 exp(c(b− x)) ‖ϕ− ψ‖

≤ exp(c(x− a)

c
(M1 +M2 exp(c(b− a)) ‖ϕ− ψ‖

Il s’ensuit que

|Tϕ(x)− Tψ(x)| exp(−c(x− a)) ≤ 1

c
(M1 +M2 exp(c(b− a)) ‖ϕ− ψ‖ , pour tout x ∈ [a, b] .

Alors

‖Tϕ− Tψ‖ ≤ 1

c
(M1 +M2 exp(c(b− a)) ‖ϕ− ψ‖

On déduit que l’opérateur T est Lipschitzien de constante k =
1

c
(M1 +M2 exp(c(b− a))

La condition supposée garantit queT est une contraction. Alors on applique principe de

contraction

2.3 Résolution analytique des équations intégrales linéaires

de Volterra-Fredholm

2.3.1 La méthode des solutions sous forme de série [12]

12



2.3. Résolution analytique des équations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm

Une fonction ϕ(x) est dite analytique si elle a des dérivées de tous les ordres telles que

la série de taylor en x = 0 peut être écrite comme

ϕ(x) =
∞∑
n=0

anx
n (2.3.1)

Dans cette section ,nous appliquerons la méthode des solutions en série ,qui découle

principalement de la série de taylor pour les fonctions analytiques .

Pour résoudre les équations intégrales de Volterra -Fredholm, nous supposerons que la

solution ϕ(x) de l’équation

ϕ(x) = f(x) +

∫ x

0

k1(x, t)ϕ(t)dt+

∫ b

a

k2(x, t)ϕ(t)dt (2.3.2)

est analytique ,et possède donc une série de taylor de la forme donné en ??,où les

coeffi cients an sera déterminé de manière récurrente .Dans cette méthode ,nous substituons

généralement la série taylor 2.3.1des deux côtés de 2.3.2 pour obtenir

∞∑
k=0

akx
k = T (f(x)) +

∫ x

0

k1(x, t)(
∞∑
k=0

akt
k)dt+

∫ b

a

k2(x, t)(
∞∑
k=0

akt
k)dt (2.3.3)

Ou pour plus de simplicité on utilise

a0+a1x+a2x
2+... = T (f(x))+

∫ x

0

k1(x, t)(a0+a1t+a2t
2+...)dt+

∫ b

a

k2(x, t)(a0+a1t+a2t
2+...)dt

(2.3.4)

Exemple 2.3.1

Résoudre l’équation intégrale deVolterra -Fredholm en utilisant la méthode des solutions

en série

ϕ(x) = −5− x+ 12x2 − x3 − x4 +

∫ x

0

(x− t)ϕ(t)dt+

∫ 1

0

(x+ t)ϕ(t)dt (2.3.5)

en remplaçant ϕ(x) 2.3.5 par la série

ϕ(x) =

∞∑
n=0

anx
n

13



2.3. Résolution analytique des équations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm

on obtient

∞∑
n=0

anx
n = −5− x+ 12x2 − x3 − x4 +

∫ x

0

((x− t)
∞∑
n=0

ant
n)dt+

∫ 1

0

((x+ t)

∞∑
n=0

ant
n)dt

d’où

a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3 + ... = −5 +
1

2
a0 +

1

3
a1 +

1

4
a2 +

1

5
a3 +

1

6
a4 + (−1 + a0 +

1

2
a1 +

1

3
a2 +

1

4
a3 +

1

5
a4)x+ (12 +

1

2
a0)x2 + + +(2.3.6)

+(−1 +
1

6
a1)x3 + (−1 +

1

12
a2)x4 + ...

En égalant les coeffi cients de puissances similaires de x des deux côtés de 2.3.6 et en résolvant

le système d’équations résultant ,nous obtenons

a0 = 0, a1 = 6, a2 = 12, a3 = a4 = a5 = ... = 0

La solution exacte est donc donnée par

ϕ(x) = 6x+ 12x2

Résoudre l’équation intégrale Volterra-Fredholm en utilisant la méthode des solutions en

série

ϕ(x) = 1−
∫ x

0

(x− t)ϕ(t)dt+

∫ x

0

ϕ(t)dt

En remplaçant ϕ(x) par le polynôme de taylor

ϕ(x) =
∞∑
n=0

anx
n

Et en procédant comme précédemment ,on obtient

a0 = 1, a1 = a3 = a5 = a7 = 0,

a2 = − 1

21
, a4 =

1

4!
,

a6 = − 1

6!
, a8 =

1

8!

Par conséquent ,la solution exacte est donnée par

ϕ(x) = cos x

14



2.3. Résolution analytique des équations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm

2.3.2 La méthode de décomposition d’Adomian

La méthode de décomposition d’Adomian a été présentée en détail dans ce texte pour traiter

indépendamment les équations intégrales de Volterra - Fredholm .La méthode consiste à

décomposer la fonction inconnue ϕ(x) de toute équation en une somme d’un nombre infini

de composants définis par la série suivante

ϕ(x) =
∞∑
n=0

ϕn(x) (2.3.7)

où les composantesϕn(x), n ≥ 0 sont à déterminer de manière récursive .Pour établir la

relation de récurrence ,nous substituons la série de décomposition dans l’équation intégrale

de Volterra -Fredholm 2.3.2 pour obtenir

∞∑
n=0

ϕn(x) = f(x) +

∫ x

0

k1(x, t)(
∞∑
n=0

ϕn(t))dt+

∫ b

a

k2(x, t)(
∞∑
n=0

ϕn(t))dt (2.3.8)

La composante ϕ0(x) est identifiée par tous les termes qui ne sont pas inclus sous le

signe d’intégral .Par conséquent ,nous définissons la relation de récurrence

ϕ0(x) = f(x), et ϕn+1(x) =

∫ x

0

k1(x, t)ϕn(t)dt+

∫ b

a

k2(x, t)ϕn(t)dt, n ≥ 0 (2.3.9)

Après avoir déterminé les compsants ϕ0(x), ϕ1(x), ϕ2(x), ... la solution sous forme de

série est facilement obtenue en utilisant 2.3.7,qui converge vers la solution exacte si une

telle solution existe ,nous signalons ici que le phénomène de bruit rém et la méthode de

décomposition modifiée sera utilisé dans cette section .cela sera illustré en utilisant les

exemples suivants

Exemple 2.3.2 Utiliser la méthode de décomposition adomienne modifiée pour résoudre

l’équation intégrale deVolterra-Fredholm suivante

ϕ(x) = cos x− sinx− 2 +

∫ x

0

ϕ(t)dt+

∫ π

0

(x− t)ϕ(t)dt

L’utilisation de la méthode de décomposition modifiée donne la relation de récurrence
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2.3. Résolution analytique des équations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm

ϕ0(x) = cos(x), et ϕ1(x) = − sinx− 2 +

∫ x

0

ϕ(t)dt+

∫ π

0

(x− t)ϕ(t)dt = 0

Par conséquent ,la solution exacte est donnée par

ϕ(x) = cos x

Exemple 2.3.3 Utiliser la méthode de décomposition adomienne modifiée pour résoudre

l’équation intégrale de volterra-fredholm suivante

ϕ(x) = 3x+ 4x2 − x3 − x4 − 2 +

∫ x

0

tϕ(t)dt+

∫ 1

−1

tϕ(t)dt

L’utilisation de la méthode de décomposition modifiée donne la relation de récurrence

ϕ0(x) = 3x+ 4x2 − x3

ϕ1(x) = −x4 − 2 +

∫ x

0

tϕ(t)dt+

∫ 1

−1

tϕ(t)dt

= −2

5
− 1

5
x5 + x3

L’annulation du terme de bruit −x3 de ϕ0(x) donne la solution exacte

ϕ(x) = 3x+ 4x2

16



Chapitre 3

Résolution numérique des équations

intégrales

3.1 Equations intégrales linéaires de Volterra-Fredholm

Les équation intégrales ont admis un intérêt considérable dans les littératures mathématiques

en raison de leurs nombreux domaines d’application dans différents domaines des sciences .

De nombreaux auteurs donnent des solutions numériques pour différrents types d’équations

intégrales de fredholm et d’équations intégrales pour différents types d’équations intégrales

de volterra .

3.2 Méthode de quadrature

3.2.1 Application de la méthode des Trapèzes

Considérons l’équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm du second type donnée par

ϕ(x) = f(x) +

∫ x

a

k(x, t)ϕ(t)dtµ+

∫ b

a

L(x, t)ϕ(t)dt (3.2.1)

pour résoudre cette équation sur l’intervalle fini [a, b] ,nous le divisons en n intervalles

plus petits de largeur h,où h = (b− a)/n.

le i-ème point de subdivision est noté xi ,telque xi = a+ ih, i = 0, 1, ..., n.

17



3.2. Méthode de quadrature

la solution approximative sera définie au point xi est désigné par ϕ(xi) donné par

ϕ(xi) = f(xi) +

∫ xi

a

k(xi, t)ϕ(t)dt+

∫ b

a

L(xi, t)ϕ(t), i = 0, 1, ...n (3.2.2)

Notons

ki,j = k (xi, xj) , Li,j = L (xi, xj) , fi = f (xi) , ϕi = ϕ(xi), i, j = 0, ..., n

Si nous approximons les intégrales apparaissant dans l’équation (3.2.2)par la formule

des trapèzes qui donnera le système d’équations suivant:

ϕ0 = f0 +
h

2
(L0,0ϕ0 + 2

n−1∑
j=1

L0,jϕj + L0,nϕn) (3.2.3)

ϕi = fi +
h

2
[(Li,0 + ki,0)ϕ0 + 2

i−1∑
j=1

(Li,j + ki,j)ϕj + (2Li,j + ki,j)ϕj + 2
n−1∑
j=i+1

Li,jϕj + Li,nϕn],

i = 1, ..., n− 1 (3.2.4)

ϕn = fn +
h

2
[(Ln,0 + kn,0)ϕ0 + 2

n−1∑
j=1

(Ln,j + kn,j)ϕj + (Ln,n + kn,n)ϕn]

et ϕi est la valeur approximative de la fonction inconnue ϕ au noeud xi ,i = 0, 1, ..., n.

La solution approximative de l’équation (3.2.1) est obtenue en résolvent le système donné

par l’équation (3.2.3)

3.2.2 Application de la méthode13de simpson

Considérons l’équation intégrale linéaire de Volterra-Fredholm du second type donnée par

l’équation (3.2.1).

Ici,nous utilisons la méthode 1
3
simpson pour trouver la solution de l’équation (EILVF)

.Pour ce faire ,on divise l’intervalle [a, b] en 2n intervalles de largeur h ,où h = (b− a) /2n .

La solution approximative de (EILVF) dans les noeuds pairs (x2i) est donnée par:

ϕ(x2i) = f(x2i) +

∫ x2i

a

k(x2i, t)ϕ(t)dt+

∫ b

a

L(x2i, t)ϕ(t)dt, i = 0, 1, ..., n (3.2.5)
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3.2. Méthode de quadrature

et dans les noeuds impairs (x2i+1) donnée par

ϕ(x2i+1) = f(x2i+1)+

∫ x2i+1

a

k (x2i+1, t)ϕ(t)dt+

∫ b

a

L(x2i+1, t)ϕ(t)dt, i = 0, 1, ..., n (3.2.6)

En utilisant la formule 1
3
de simpson pour approximer les intégrales apparaissant dans

les équations (3.2.5), (3.2.6), on obtient le systéme d’équations suivant :

ϕ0 = f0 +
h

3
(L0,0ϕ0 + 4

n∑
j=1

L0,2j−1ϕ2j−1 + 2

n−1∑
j=1

L0,2jϕ2j + L0,2nϕ2n)

ϕ2i = f2i +
h

3
[(L2i,0 + k2i,O)ϕ0 + 4

i∑
j=1

(L2i,2j−1 + k2i,2j−1)ϕ2j−1+ (3.2.7)

2

i−1∑
j=1

(L2i,2j + k2i,2j)ϕ2j + (2L2i,2i + k2i,2i)ϕ2i+

4
n∑

j=i+1

L2i,2j−1ϕ2j−1 + 2
n−1∑
j=i+1

L2i,2jϕ2j + L2i,2nϕ2n], i = 1, 2, ..., n− 1

ϕ2i+1 = f2i+1 +
h

3
[(L2i+1,0 + k2i+1,0 )ϕ0 + 4

i∑
j=1

(L2i+1,2j−1 +k2i+1,2j−1)ϕ2j−1+ (3.2.8)

2
i−1∑
j=1

(L2i+1,2j + k2i+1,2j)ϕ2j + (2L2i+1,2i +
5

2
k2i+1,2i)ϕ2i+

(4L2i+1,2i+1 +
3

2
L2i+1,2i+1 )ϕ2i+1 + 4

n∑
j=I+2

L2i+1,2j−1ϕ2j−1 + 2

n−1∑
j=i+1

L2i+1,2jϕ2j + L2i+1,2nϕ2n],

i = 0, 1, ..., n− 1

ϕ2n = f2n+
h

3
[(k2n,0+L2n,0)ϕ0+4

n∑
j=1

(k2n,2j−1+L2n,2j−1)ϕ2j−1+2

n−1∑
j=1

(k2n,2j + L2n,2j)ϕ2j+(k2n,2n+L2n,2n)ϕ2n]

(3.2.9)

et ϕi est la valeur approximative de la fonction inconnue ϕ au noeud xi ,i = 0, 1, ..., n.

La solution approximative de l’équation (3.2.1) est obtenue en résolvent le système donné

par les équations (3.2.7),(3.2.8),(3.2.9).
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3.3. Exemples Numériques

3.3 Exemples Numériques

Dans cette section on va donné quelques exemples numérique pour résoudre les équations

intégrales linéaire de Volterra- Fredholmde de second type par la méthode des trapèzes.

Example 1. Considérons l’équation intégrale de Volterra-Fredholm de second type

ϕ(x) =
2

3
x− 1

3
x4 +

∫ x

0

xtϕ(t)dt+

∫ 1

0

xtϕ(t)dt,

où 0 ≤ x, t ≤ 1, et la fonction f est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée

par

ϕex(x) = x.

Table 1. Nous présentons la solution approchée ϕapp(x) , de la solution exacte ϕex(x)

obtenues par la méthode des trapèzes, en certains points arbitraires, l’erreur est calculée

pour N = 10.

Val de x Sol ex ϕex Solapp ϕapp Error

0.000 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00

0.200 2.0000e-01 1.9920e-01 7.9759e-04

0.400 4.0000e-01 3.9851e-01 1.4908e-03

0.600 6.0000e-01 5.9785e-01 2.1473e-03

0.800 8.0000e-01 7.9712e-01 2.8798e-03

1.000 1.0000e+00 1.0014e+00 1.3956e-03
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3.3. Exemples Numériques
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Example 2. Considérons l’équation intégrale de Volterra-Fredholm de second type

ϕ(x) = 2 cos(x)− x cos(2)− 2x sin(2) + x− 1 +

∫ x

0

(x− t)ϕ(t)dt+

∫ 2

0

xtϕ(t)dt,

où 0 ≤ x, t ≤ 2, et la fonction f est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée

par

ϕex(x) = cos x

Table 2. Nous présentons la solution approchée ϕapp(x) , de la solution exacte ϕex(x)

obtenues par la méthode des trapèzes, en certains points arbitraires, l’erreur est calculée

pour N = 20
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3.3. Exemples Numériques

Val de x Sol ex ϕex Solapp ϕapp Error

0.000 1.0000e+00 1.0000e+00 0.00e+00

0.200 9.8007e-01 9.8004e-01 3.1098e-05

0.400 9.2106e-01 9.2103e-01 3.0784e-05

0.600 8.2534e-01 8.2533e-01 1.0133e-06

0.800 6.9671e-01 6.9676e-01 5.6219e-05

1.000 5.4030e-01 5.4044e-01 1.3892e-04

1.200 3.6236e-01 3.6260e-01 2.4520e-04

1.400 1.6997e-01 1.7034e-01 3.7338e-04

1.600 -2.9200e-02 -2.8677e-02 5.2220e-04

1.800 -2.2720e-01 -2.2651e-01 6.9099e-04

2.000 -4.1615e-01 -4.1946e-01 3.3147e-03
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3.3. Exemples Numériques

Example 3. Considérons l’équation intégrale de Volterra-Fredholm de second type

ϕ(x) = exp(x) + x+ 1 +

∫ x

0

(x− t)ϕ(t)dt−
∫ 1

0

exp (x− t)ϕ(t)dt,

où 0 ≤ x, t ≤ 1, et la fonction f est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée

par

ϕex(x) = exp(x).

Table 3. Nous présentons la solution approchée ϕapp(x) , de la solution exacte ϕex(x)

obtenues par la méthode des trapèzes, en certains points arbitraires, l’erreur est calculée

pour N = 20

Val de x Sol ex ϕex Solapp ϕapp Error

0.000 1.0000e+00 9.9944e-01 5.5673e-04

0.200 1.2214e+00 1.2206e+00 7.8022e-04

0.400 1.4918e+00 1.4908e+00 1.0726e-03

0.600 1.8221e+00 1.8207e+00 1.4540e-03

0.800 2.2255e+00 2.2236e+00 1.9499e-03

1.000 2.7183e+00 2.7192e+00 8.9285e-04
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Example 4. Considérons l’équation intégrale de Volterra-Fredholm de second type

ϕ(x) = −2 + 3x+ 4x2 − x3 − x4 +

∫ x

0

tϕ(t)dt+

∫ 1

0

tϕ(t)dt,

où 0 ≤ x, t ≤ 1, et la fonction f est choisie de telle sorte que la solution exacte soit donnée

par

ϕex(x) = .3x+ 4x2

Table4. Nous présentons la solution approchée ϕapp(x) , de la solution exacte ϕex(x)

obtenues par la méthode des trapèzes, en certains points arbitraires, l’erreur est calculée

pour N = 20
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Val de x Sol ex ϕex Solapp ϕapp Error

0.000 0 -1.0013e-02 1.0013e-02

0.200 7.6000e-01 7.5014e-01 9.8607e-03

0.400 1.8400e+00 1.8301e+00 9.9028e-03

0.600 3.2400e+00 3.2298e+00 1.0155e-02

0.800 4.9600e+00 4.9493e+00 1.0661e-02

1.000 7.0000e+00 6.9975e+00 2.5320e-03
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Conclusion

Conclusion
Dans cette mémoire nous avons présenté quelques méthodes analytiques pour

résoudre les équations intégrales linéaires de Volterra -Fredholm de second type.

Numériquement nous avons appliqué la méthode des trapèzes pour résoudre

des équations intégrales de Volterra-Fredholm de second type. Le but de ce

travail est de voir la performance de cette méthode

D’après les résultats numériques obtenus à partir des exemples illustratifs,

nous concluons que pour h suffi samment petit nous obtenons une bonne préci-

sion,
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