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0.1 Introduction

Le mathématicien francais Jacques Salomon Hadamard identifié trois caractéristiques de ce
qu’il appelé un probléme bien posé :
1) Existence : Le probéme admet une solution pour toute donnée.
2) Unicité : La solution du probéme est unique.
3) Stabilité : La solution dépend continfiment des données.
IL ya des problémes importants qui ne parviennent pas & avoir certaines ou toutes les propriétés
qui définissent un probléme bien posé, il sont appelés problémes mal posés. Beaucoup, mais pas
tous, sont concernés par les questions de la forme "Quelle est la cause de cet effet 7 puisque,
dans de nombreux cas, chaque probléme dans cette sous-classe peut étre associée & un probléme
direct" quel est I'effet de cette cause ? il sont appelé prolémes inverses. Il convient de noter qu'un
probléme est appelé un probléme inverse seulement & cause de sa relation a ’autre que nous
appelons direct, dans certains cas, le choix de ce qui & appeler directement et qui appeler inverse
est aussi arbitraire, et non pas tous les problémes inverses sont des problémes mal posés, et vice
varsa.

Nous allons étudier dans ce mémoire les problémes inverses qui ont beaucoup d’utilisation
en sciences physiques et mécaniques.
Ce mémoire est composé de trois chapitres.
Dans le premier chapitre on donne un rappel sur les opérateurs bornés et ’adjoint d’un opérateur
et les opérateurs compacts, puis les opérateurs inversibles; et la décomposition orthogonal d’un
espace de Hilbert.
Le deuxiéme chapitre est consacré a la théorie spectrale des opérateurs linéaires, en particulier
la résolvante d’un opérateur linéaire A, on le note R (A; A), 'objectif de la théorie spectrale est
Pétude des propriétés de la résolvante R(A; A), et le spectre d’un opérateur linéaire.
Nous étudierons dans le troisiéme chapitre les propriétés principales des problémes inverses, en

particuliére I’equation opératorielle et quelque méthodes de Rigularisation.



L’objectif de ce mémoire est la résolution de I’équation Ax = y ou y € Hs, ce probléme
est mal posé, si : A n’est pas injectif, ou A n’est pas surjectif ou la solution ne dépend pas
continiment des données. Puis, on étudier des méthodes de régularisation pour les problémes
inverses, il s’agit de remplacer le probléme mal posé par un autre probléme bien posé, et évalué
la solution par un erreur dans les donnée pour le gain de stabilité, et régularisation conduire a
une perte de précision de la solution, nous verrons aussi que la principe de cette méthode est la

détermination du parametre de régularisation.



Chapitre 1

Rappels Et Notions Fondamentales



1.1 Les opérateurs linéaires bornés

Définition 1 Soient X,Y deux espaces vectoriel sur le corps R ou C, et A un opérateur de X

dans Y. On dit que A est un opérateur linéaire si

A(Ap + pb) = N + pAy pour A\, p scalaires et ¢, dans X.

Définition 2 Soit E un espace vectoriel normé, A un opérateur lénaire de E dans lui- méme,
on appelle domaine de A, et on le désigne par D(A), le sous espace vectoriel des éléments x de

E tel que A(z) ait un sens. On note R(A) le sous espace vectoriel A(D(A)).

Définition 3 (opérateurs bornés) Soient E et F' deux espaces normés, un opérateur linéaire

A défini sur E dans F est dit borné s’il existe une constante positive ¢ > 0 telque :

| A(z) |[r<c| x|g, Vo € E.

Définition 4 (opérateurs continus) Soient E et F deux espaces normés, un opérateur li-
néaire A défini sur E dans F est dit continu si pour toute suite (x,) de E converge vers xg, la
suite A(xy,) converge vers A(xg) c’est a dire :

lim A(zy) = A(zo) = A( lim ).

n—oo n—oo

Remarque 1 Un opérateur linéaire A est continu si et seulement s’il est borné.

Définition 5 (opérateurs fermés) On dit que U'opérateur A est fermé si toute suite x,, d’élé-

ment de D (A) converge vers x telle que la suite A (xy) converge vers y alors on a :

x € D(A) ety=A(x).

Remarque 2 Un opérateur fermé A n’est pas nécessairement borné.



1.2 Prolongement d’un opérateur linéaires borné

Théoréme 1 Soit X un espace normé, G C X (G sous espace dense dans X),Y un espace de
Banach et A un opérateur linéaire borné de G dans Y, alors il existe un opérateur linéaire borné

et unique qu’on le note par B qui prolonge A de G a X, et

|A|l = ||B|; i.e A= B sur G

(A est la restriction de B sur G).

1.3 Les opérateurs linéaires compacts

Définition 6 (Opérateurs compacts) Un opérateur linéaire A : X —'Y d’un espace normé
X dans un espace normé Y est dit compact s’il transforme tout sous ensemble borné de X en

un ensemble relativement compact de Y.

Théoréme 2 Un opérateur linéaire A : X — Y est compact si et seulement si, pour toute suite

bornée () de X, on peut extraire de la suite (Ax,) de'Y une sous-suite convergente.
Théoréme 3 Tout opérateur compact est continu.

Théoréme 4 Une combinaison linéaire de deux opérateurs compacts Ay et As est un opérateur

compact.

Théoréme 5 Soit Y un espace de Banach, Limite en norme d’une suite d’opérateurs compacts

est un opérateur compact.

Théoréme 6 Le produit AB de deux opérateurs bornés A et B est compact si l'un des deux

opérateurs A ou B est compact.

Théoréme 7 Soit A un opérateur borné de X dans Y, si A(X) est de dimension finie alors A

est compact.



Théoréme 8 L’opérateur identité I de X dans lui-méme est compact si et seulement si X est

de dimension finie.

1.4 L’inversibilité d’un opérateur borné

Définition 7 Soient X,Y deux espaces normés et A un opérateur linéaire de X dansY , on dit

que A est inversible s’il existe un opérateur linéaire noté A~' de Y dans X tel que

AAT = Iy et A7TA = Ix.

Théoréme 9 L’ opérateur A~ est un opérateur linéaire continu si et seulement si

|Az|| > ¢||z||,x € D(A),c> 0.

Remarque 3 L’inverse d’un opérateur linéaire borné n’est pas nécessairement borné.

Théoréme 10 (Théoréme de l’application ouverte) Soient X,Y deux espaces de Banach
et A un opérateur linéaire borné défini de X dans Y, alors A est un ouwvert. C-a-d; limage
A(U) CY est un ouvert dans 'Y pour tout ensemble owvert U C X.

En particulier; si A est un isomorphisme borné de X dans Y alors Uinverse A~': Y — X est

borné. (isomorphisme : est une application linéaire bijective).
Théoréme 11 Si l'opérateur compact A admet un inverse borné alors X est de dimension fini.

Corollaire 1 Soit X et Y deux espaces linéraires Normés et X de dimension infini, ’opérateur

linéaire compact de X surY ne peut pas avoir un inverse borné.

Corollaire 2 Si X et Y deux espaces de Banach et X de dimension infini, il n’existe pas un

opérateur linéaire compact bijective de X dans'Y.

Remarque 4 Cela signifie que si X et Y sont deux espaces de Banach , X est de dimension



infini et A un opérateur linéaire compact injective de X dans Y alors R (A) ne peut pas étre Y ;

en effet ne peut pas étre fermé.

Exemple 1 On applique ces résultats sur l'opérateur de Fredholm

Af(s)= [ K (s,t) f(t)dt =g (s), s €[0,1]

O~

est un opérateur linéaire compact d’un espace de Banach de dimension infini L? [0,1] dans l’es-
pace de Banach L?[0,1]. D’aprés le corollaire (2), si A est injective c-a-d , il n'existe pas une

fonction (différent de zéro) f(s) € L*[0,1] telque

alors R (A) ne peut pas étre L?[0,1]. Autrement dit la solution de Af (s) = g (s), existe et nest

pas unique Yg (t) € L2[0,1] .

1.5 Orthogonalité et décomposition orthogonal d’un espace de

Hilbert

Définition 8 (orthogonal d’un ensemble) Soit M un sous ensemble non vide de H, on

appelle orthogonale de l’ensemble M noté M+ ’ensemble :

M+ ={zeH (x,y)=0;Vyec M}

Théoréme 12 Soit X un espace Normé x € X et Xg un sous espace de dimension fini, alors

il existe un élément yo € Xg telque :

[ = yoll = inf {[lz —yl[,y € Xo} .

Corollaire 3 Soit Hy un sous espace fermé d’un espace de Hilbert H, et soit x € H alors il



existe un et un seule yo € Hy telque :

x—yo L Hy;(x —yo,y) =0;Vy € Hy.

et

lz —yoll < llz—yl;Vy € Hy.

Cet élément est appelé la projection orthogonal de x sur Hy et [’on noté

1Yo = Px.

Théoréme 13 (Décomposition orthogonal) Si Hi un sous espace fermé d’un espace de

Hilbert H alors tout x € H se décompose d’une maniére unique

r=y-+=z ouyEHl,zer

Corollaire 4 Soit H1 un sous espace fermé d’un espace de Hilbert H donc

Hy N Hi = {0y}

H=H, ® H{

Définition 9 (systéme orthonormal) l’ensemble {xy : k = 1,2,...} d’un espace de Hilbert

H,est dit un systéme orthonormal si

(T, 25) =0 Vk#7,

e =1  VEeN.

10



1.6 Converge forte et faible dans un espace de Hilbert

Définition 10 Une suite (), de H converge faiblement vers x € H si pour touty € H, on
a

(Tn,y) — (z,y) pour n — oo.

Définition 11 Une suite (v,),cy de H converge fortement (convergence en norme) vers & €
H, s

|xn — x| — 0 pour n — oc.
ou ||z|| = \/{z,x) est une norme de H.
Corollaire 5 Toute suite (x,), .y converge fortement, converge faiblement.

Définition 12 Une fonctionelle F(x) dans un espace de Hilbert H est dite faiblement continue
St

{zn} € H et x,, = x0, alors F(x,) — F(xo).

Corollaire 6 Une fonctionelle faiblement continue est une fonctionelle continue.

1.7 Opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert

Théoréme 14 (Opérateurs adjoints) Soient Hy et H, deux espaces de Hilbert; soit A :
Hy — Hy un opérateur linéaire borné, alors il existe un unique opérateur linéaire borné A* :
Hs — Hi tel que

Vo € Hl) Vy € H27 <Al',y> = <:E7A*y> .

L’opérateur A* s’appelle 'adjoint de [’opérateur A.

Pour Hy = Hs ; on dit que lopérateur A est auto-adjoint si

A=A

11



Théoréme 15 Soient Hy et Hydeux espaces de Hilbert; et A : Hy — Hy un opérateur compact,

alors lopérateur adjoint A* : Ho — Hp est aussi compact.

Corollaire 7 Si A est auto-adjoint, les valeurs propres de A sont réel et les vecteurs propres

correspondantes de valeurs propres distincts sont orthogonal.

Corollaire 8 Si A est un opérateur auto-adjoint alors

llStulp | (Az,z) |= ”SIHm | Az ||=| Al
z||=1 z||=1

Théoréme 16 Dans un espace de Hilbert H, l'opérateur auto-adjoint compact différent de zéro

admet au moin une valeur propre différent de zéro.

Théoréme 17 Dans un espace de Hilbert H, [opérateur auto-adjoint compact A admet une
suite finie ou infinie x1,xo,... de vecteurs propres orthonormal corréspondant a des valeurs
propres différent de zéro A1, Az, ... (|A1] > |A2| > ...). ces vecteurs forment une base de R(A)

ltmage de l'opérateur A. c-a-d Y f = Ah l’égalité de Parseval est

ik =2k3|<f7wk>!2-

Définition 13 Dans un espace de Hilbert, ’opérateur linéaire auto-adjoint continu est dit stréc-

tement positive st
(Az,x) > 0 Ve € H et (Az,z) =0 si et seulement si x =0

Théoréme 18 Soit A un opérateur auto-adjoint compact strectement positive dans un espace
de Hilbert de dimension infini H, il existe un systéme orthonormal {x,} est base de H, et A

admet la representation

Az = 37 A (o, wp) -
=1

12



Démonstration. Soit y € H et on considére

soit ¥, = z # 0; comme ¥y, € H, on a

l[nl

mais A, — 0 quand n — oo donc
(Az,2)

= 0.
[ElR

contradiction car A est strictement positive donc z = 0

o0
y= > (y,xx)xr, y € H
k=1

[e.°] o0
telque {x,} forme une base de H,de plus Ay = > (y,xx) Az = > A\ (Y, Tp) Tf. W
k=1 k=1

13



Chapitre 2

La Théorie Spectrale Des Opérateurs Linéaires

14



2.1 Le spectre d’un opérateur linéaire

Définition 14 Soit A un opérateur linéaire dans un espace linéaire normé X. L’ensemble ré-
solvant p(A) est l'ensemble des nombres compleves X\ tel que (AN — A)™1 est un opérateur borné

a domaine dense dans X; A est appelé point régulier.

Définition 15 Le complémentaire de l’ensemble résolvant sur C est dite ensemble des valeurs

specrales de A, noté o(A).

Si A€ o(A); on a trois possibilités :

1) l'image de (AI — A)~! est dense dans X ; (A] — A)~! existe mais n’est pas borné on dit

que A appartient & le spectre continu de A.

2) (M — A)~! existe; mais son domaine n’est pas danse dans X on dit que \ appartient &

le spectre résiduel de A.

3) (M — A) n’est pas inversible, dans ce cas il existe = # 0 telque Az = Az, on dit que A

est une valeur propere et x est un vecteur propere de A.

Corollaire 9 Soit A\ une valeur proper d’un opérateur linéaire continu A dans un espace normé

X, lensemble des vecteurs propers correspondant o A est un sous espace linéaire fermé de X.

Exemple 2

i) L’opérateur différentielle A = d/dt dans C(a,b) ;l’equation

Af —Af=0 , YA€C,

A est un vecteur propre de A correspondant & la

admet la solution f = e, alors la fonction e
At

e
valeur propre X ; en effet = e,

15



13) Dans le carré Q = (0,m) x (0,7),0n considére le probléme aux limites :

d?u d?u
—— t A = f(z,y) Vz,y € Q
d?  dy? (2.1.1)

u=>0 x,y € 082,

avec u € L*(Q), comme L%(Q) est un espace de Hilbert, alors pour tout f(x,y) € L*(Q) et pour

tout € > 0, il existe N > 0 telque

H f(xvy) - fN(xvy) HS €,

ol
N
In(z,y) = > fmnpsinmasinny.

m,n=1

L’ensemble S des fonctions fn(z,y) est dense dans L*(Q) et on a

o TR 2
I fllz= a1 Yo | fmn [F< 00,
m,n=1

on considére lequation (2.1.1) pour fy(x,y) et on suppose X € C, mais A n’est pas sur l'aze de

réel négative. La solution unique est

N fmn . .
un(x = — ————— sInmxsinn
( ’y) m§:1 m2 + )\712 Y

Pour montre que u € L?(Q) nous montrons que | m? + An? | est borné et différent de zéro :
30 > 0 telque

| m?+ An? |>6 > 0.

Si A= Ai1i)s alors :

| m? 4+ M2 |2 = (m® 4+ Mn?)? + (M\an?)? > (m? + An?)? + 23 > A2

st Ay # 0 alors § =| A2 | .

16



Sido =0 et \y >0 alors | m? +n? |2 >m* > 1 donc

|/\2‘ Si)\Q?éO
5:
1sid=0
2 ’fmn‘Q XN

S| fon 1P

luy =" 3°
uN = — 5 T 5 5 > 5
T4 S m2 2 2T 48?500

1 9_ 1 2
< 52 | v |15< 52 I fllz,

donc

1
IIUII§§§2 I1£113 -

L’equation (2.1.1) peut écrire comme équation opératorielle
ANu = f,

alors Uopérateur inverse A(N)~1 est un opérateur linéair borné dans L*(Q) donc \ appartient a

l’ensemble résolvant.

Si A= —p?/q? telque p,q € Z alors u = sin px sin qy est un solution de

d*u d*u

— 4+ A—=0 N Q

dx? + dy? Ty €25
u=20 x,y € 010,

donc X\ est une valeur propre.

Corollaire 10 Si A = —p? /¢? telque p,q € 7 alors l'equation (2.1.1) n’admet pas une solution

pour f (z,y) = sinpzsinqy.

On considére M 1’ensemble des A < 0 telque A # —p%/¢%, p,q € Z

on prend u(x,y) pour f = fy € S . L’ensemble des pointes de la forme A\ = —p? /¢? est dense

17



dans M autrement dit si A € M alors il existe une suite {\,}; \p = —p2,/q3 telque A\, — A,

fi (z,y) = sinppa sin qyy

alors uy(z,y) correspodant a u(zx,y)

(.9) sin prx sin qy
ug(x,y) = ——F—5—
’ Pl + A
la relation entre les normes de fi et uy ;
1
| vk llo= —5—=7 Il fr 2
| P} + Mg | ’
U
donc H fk ”2 n’est pas borné si k — oo, alors 'opérateur inverse existe mais n’est pas borné dans
kll2

S, et S est un sous ensemble dense de L?(2) alors A appartient & le spectre continu.

2.2 L’ensemble résolvant d’un opérateur linéaire fermé

Théoréme 19 Soit A un opérateur linéaire fermé dans un espace de Banach X. pour tout

Ao € p(A) ; la résolvante de A notée par

R(Xo; A) = (Nl — A)~!

est un opérateur borné dans X.

Proposition 1 Soient D et S le domaine et l'image de \gI—A ; alors on a Vg € p(A) : R(Ao; A)

est un oprateur borné sur S; ainsi Ic > o telque

ol =A)yll<clyl, yes. (2.2.1)

18



Six € D; 3y €S telqgue y = (Mol — A)z, alors (2.2.1) donne
lzll<ell (ol = Az |, =eD. (2.2.2)

Théoréme 20 Soit A un opérateur linéaire fermé dans l’espace de Banach X, l’ensemble ré-

solvant p(A) est un domaine (ensemble ouvert) de C et R(\; A) est holomorphe.

Corollaire 11 Soit A un opérateur linéaire fermé dans un espace de Banach X.

VA, p € p(A) on a R(Ao; A) vérifie identité de Hilbert
R(A; A) = R(ps A) = (= N R(A; A)R(p; A).
Corollaire 12 Soit B un opérateur linéaire borné dans X ; la série

AN+ S ABY)

n=1

converge si | A |>| B || .dont sa somme est
(e @]
R\ B) =X"YI+ S X"B"™) pour |\ |>| B .
n=1

Lemme 1 Soit B un opérateur linéaire borné dans un espace linéaire normé X, on définie le

rayon spectrale de 'opérateur B par
1 n (|1/n
re(B) = lim || B"||*/"™.
n—oo

et on a

R(\;B) = X\"YI+ f A""B")

n=1

pour tout A tel que | X |> r,(B).

19



2.3 Le spectre d’un opérateur linéaire compact dans I’espace de

Hilbert

Soit A(u) un opérateur linéaire compact dans 'espace de Hilbert H , on considére le pro-

bléme

x—A(p)z = f.

et le probléme homogéne associé

x—A(p)zr =0

Définition 16 Le noyau et l'image de I — A(n) sont donnés respectivement par :

N(p) = {zxeH :z—Ap)z =0},

R(p) = {yeH :y=x—Alp)r; z € H},

et le noyau et l'image de I — A*(u) sont donnés respectivement

N*(u) = {weH :z— A" =0}
R'(p) = {yeH :y=az—-A"(wz;z€ H}
Corollaire 13 N et N* sont des sous espaces fermés de H.
Lemme 2 N(u) et N*(u) sont de dimension finis.
Corollaire 14 N(u)* et N*(u)* sont des sous espaces fermé de H.

Lemme 3 1[I existe m1,mo > 0 telque

Vo e N’ imy || <]l 2 — A < ma ||« |-

Démonstration. L’'inégalité || x — A(p)z ||< mg || « || est vrai car A(u) est un opérateur

compact alors A est borné. Pour l'inégalité m; || = ||<||  — A(p)z ||, on suppose qu'il n’existe

20



pas my > 0, c-a-d ; il existe une suite {z,} C N(u)* telque

| zn [|[=1et || xn — A(u)zy ||[— 0sin — oo

comme A(p) est compact la suite {A(u)x,} contient une sous suite de Cauchy, donc {z,}

contient une sous suite de Cauchy car

Tp = A(p)Tn + (Tn — A(p)Tn),

comme N (u)* est complet alors {z,} est converge vers x € N(u)'; comme || z, ||= 1 alors

| z ||= 1 autrement dit z,, converge vers x donc A(u)x, = A(u)z, on a

| ©, — A(p)zy, ||— 0 alors x — A(p)z =0

donc z € N(u). Onax € N(u) et € N(u)* et || z |= 1 (impossible) car z # 0.

Donc Imy > 0 tel que my || 2 [|<[| z — A(p)z [|. =

Remarque 5 Dans l'espace de Hilbert N(p)*, d’aprés le lemme pécédent, la norme || = || est

equivalente a

[z [i=[lz— Az | .

et le produit scalaire (x,y) est equivalent a

(z,y), = (x — A(p)w,y — A(w)y) -

Théoréme 21 N(p)t = R*(u) et N*(u)* = R(u).

Lemme 4 On note par N, (u) le noyau de (I — A(p))", alors
1) Nyp(p) est un sous espace de dimension fini de H .
2) Nn(:u’) C Nn-‘rl(:u’) pour n = 17 27 3...

3) il existe un entier k telqgue Ny, (u) = Ni(p) sin > k.
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Théoréme 22 R(u) = H si et seulement si N(u) = 0.

Corollaire 15 1) Si R(u) = H alors (I — A(p)) ™! est continu .

2) R(n) = H si et seulement si N*(u) = 0.

Démonstration.

Si R(p) = H alors N(u) =0 et N(u)* = H.d’aprés I'inégalité a gauche de

Vo € N(u)' :ma ||z ||<|lz — A(wz [|< me | 2|

et on a N(u)* = H alors Popérateur (I — A(p))~! est continu dans H. m

Corollaire 16 Dans un espace de Hilbert I'pérateur linéaire compact A(p) admet seulement un

point spectrale.

Démonstration.
On suppose que x n’est pas une valeur propre, alors N(u) = 0 et R(u) = H et N(p)* = H, le

domaine de (I — A(p))~! est H et d’aprés I'inégalité

Vo € N(u)' :ma ||z ||<|lz — A(pz [|< me | 2|

I'opérateur linéaire (I — A(u)) ™! est borné dans H, d’aprés la définition de I’ensemble résolvant ;

alors u est un élément de ’ensemble résolvant de A. m
Théoréme 23 L’espace N(u) et N*(u) sont de méme dimension.

Lemme 5 L’ensemble des valeurs propres d’un opérateur linéaire compact A(p) = pA admet

une nfinité des points limites dans C.
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2.4 Lanature analytique de la résolvante d’un opérateur linéaire

compact

Dans un espace de Hilbert ; soit A, un opérateur de dimension fini, compact

n
Apz = > (z,ai) z) ap,xr € H,
k=1

(2.4.1)
ol x1,x2, ..., T, sont linéairement indépendant ; L’equation
n
(I —pAn)z =z —p 3 (z,ap) z = f, (24.2)
k=1
admet une solution de la forme
n
r=f+ ) ckTk,
k=1
et on substitue dans (2.4.2) :
n n n
fH2>aan—pd (f+ 2 czjan )ak=f
k=1 k=1 j=1
comme xj, est linéairement indépendant ; on a
n
Ck — Z Cj <.’L'j,ak-> = :U’<faa'kr>7 k=1,2,...n
j=1
on résoudre le systéme par la méthode de 'Cramer’ :
D .
Ck;— k(u7f),k:1,2, ’n
D(p)
et
n
D(p)f+ 22 Di(ps [z
k=1
x = . (2.4.3)
D(p)

la solution constitué de deux polynomes de i de degré supérieur ou égale a n.

Toute p ne sont pas des valeurs propres de A, alors ce sont des points ou la résolvante est
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Holomorphe.
Si 1 est un valeur propre de A, alors D(y,) = 0.

Si py n’est pas valeur propre de A, alors x dans (2.4.3) est une solution de (2.4.2)
VfeH, R(n)=H = N(u)=0.

L’ensemble des racines de D(u) coincide avec ’ensemble des valeurs propres de A,,, donc toute

valeur propre de A, est un pole de multiplicité finie de la résolvante
(I - MAn)_l'

Théoréme 24 Dans un espace de Hilbert séparable ; tout valeur propre d’un opérateur linéaire

compact A est un pole de multiplicité finie de la résolvante (I — pA,)~L.

Démonstration. Soit A,, un opérateur de dimension finie, soit € > 0 : il existe A. telque
A=A, + A, ou | A |I<e,

I’équation

(I — u(An + Az = f, (2.4.4)

dans le cercle | p|< 1/ on a :

(I—pA) =T+ pFAk,
k=1

On remarque que (I — pA.)~! est holomorphe dans le cercle | u |< 1/e, multipliant I'équation

par (I — pA:)~! on aura:

L= :LL(I - MAE)_lAn-T = (I - :UJAs)_lf (2'4'5)
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on a

k=1
on pose :
(I — pA) = xf, (I — pA) L f = f7, (2.4.6)
alors I'equation (2.4.5) :
n
top Y (mag) ol = £ (2.4.7)
k=1

x} et f* sont des fonction holomorphe dans le cercle| u |< 1/e, comme 1, z, ..., Z,, linéairement
indépendant, z7, x5, ..., z), linéairement indépendant et (I — pA;) a inverse continu. Pour | p |<
1/e la solution de I'equation (2.4.7) est
n
D*(p) f* + ki_ll Dy (s f*)y

z= DG . (2.4.8)

Si pg n’est pas valeur propre de A alors la solution = dans (2.4.8) est holomorphe au voisinage
de po donc D*(pg) # 0.

Si py est pas valeur propre alors D*(u) = 0.

On choisir u tel que | py |< 1/e si D*(p) na pas de zéro, 'équation admet une solution pour
tout f*, et pour tout f, il est imposible, c-a-d ; ’ensemble de valeurs propres de A dans le cercle

| 1 |< 1/e coincide avec 'ensemble de zéro de D*(p). m
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Chapitre 3

Applications Aux Problémes Inverses
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3.1 Problémes bien et mal posés

Nombreux problémes mal-posé et/ou des problémes inverses peuvent étre s’écrire sous forme
d’équation opératorielle

Az =y, (3.1.1)

tel que A un opérateur d’un espace normé X dans I’espace normé Y et x € X, y € Y. La forme
la plus simple et la plus courante que cette équation est 1’équation intégrale de Fredholm de
premiére espéce ; a savoir

gK(x,y)f(y)dﬂzg(w),

Ou plus particulierement, lorsque 2 = [0, 1],

Af(s)= [ K (s,t) f(t)dt =g (s), s €]0,1] (3.1.2)

O—r

3.2 Equation Opératorielle

Az =y (3.2.1)

Si A admet un inverse continu A~! de Y dans X, alors I'équation Az = y admet une solution

r=A"1y.

On conclure que I’équation opératorielle Ax = y confronte a trois difficulés :
a) R(A) ne peut pas étre Y c-a-d; Jy € Y telque y ¢ R(A).
b) A n’est pas injective c-a-d ; opérateur admet Noyau N (A).
¢) si Popérateur admet inverse, cet inverse n’est pas continu.
Il ya différentes fagons dont un ou plusieurs de ces difficultés peuvent étre surmontées, comme
nous allons maintenant discuter de :

Le premier résultat nous montrons est due a Andrei Tikhonov Nikolaevich (1906 — 1994) :

Théoréme 25 Soit X et Y deux espaces linéaires normés et A un opérateur continu injective

27



de X dansY. Soit S un sous espace compact de X et soit A\S la restriction de A sur S, alors

(A\S)™! est continu.

Démonstration. A~! est continu alors Vo € S : 3¢ > 0 telque

| Az| > c||x]| - (3.2.3)
1 ‘ _— . 1
On suppose A~ n’est pas continu alors il existe une suite {xy} telque ||z,|| =1 et ||Azy| < —,
n
comme S est compact et {x,} € S il existe une sous suite converge vers x € S, ||z|| =1 et

[Az] = [|A(z — zn) + Az || < [|A]]- |2 = @n|| + [|Azn | — 0.

Alors Ax = 0 mais ||z|| = 1 donc A n’est pas injective ;

Donc (3.2.3) est valider et (A\S) continu. ®

Remarque 6 Pour appliqueé cet théoréme sur l’equation integrale (3.1.2) on a la restriction de

la fonction f (t) sur sous espace compact de C'[0,1].

Théoreme de Tikhonov offres avec I'inverse continu par la restriction de domaine,et aussi
I’image de A. Nous maintenant considére comment nous pouvons agrandir I'image de A. On
suppose que A est un opérateur linéaire continu de I’espace de Hilbert H; dans I’espace de Hilbert
Hy ; la ferméture de I'image de A, (714), est un sous espace fermé de Hy, Hs est decomposé de
R (A) et le complément orthogonal @L =R (A)L (car le complément orthogonal est toujours
fermé), ainsi la ferméture de R (A)+R (A)™" est Hy ; autrement dit ; le sous espace R (A)+R (A)*"
de Hs est dense dans Hs; on montre que comment prolonge 'inverse de l'opérateur de R (A) a

R(A)+ R(A)*: 7. On suppose que y € R (A) + R (A)* alors Py est la projection de y sur R (A)

est en fait dans R (A), Cela signifie qu'il ya z € H; telque

Az = Py (3.2.4)
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Az est la projection de y sur R (A) et Az est un élément de R (A) qui est la plus proche de y;
1Az —yll = inf [ Au—y]|. (3.2.5)
Pour tout y € Hy on peut ecrire
y=m+n; meR(A); neR(A)" .
Ou m = Py, on dit que m € R(A); 3z € H; telque
y— Az =ne R(A)* (3.2.6)

x est appelé une solution des moindres carrés de I’équation, car il minimise la norme ||Au — y||.
Mais on a R (A)Y = N (4*), (on a N (A) et N (A)™" sont des sous espaces fermé ). Cela signifie
que y — Az € N(A*) donc

A* Az = Ay, (3.2.7)

oll x est une solution unique des moindres carrés si et seulement si A*A n’a pas de solution
nulle (ssi A n’a pas de solution nulle). (Car si Az = 0 alors A*Az = 0 et A*Az = 0 alors
(A*Azx, z) = (Az, Az) = ||Az||* = 0 donc Az = 0).

On suppose que A admet une Noyau donc la solution de Ax = Py n’est pas unique, alors il
existe un ensemble M de solution = qui vérifie ||Az|| < c|jz]| ot M est un ensemble fermé et
convexe.

M convexe car
A* Az = A%y, A" Axe = A'y, et © = Az + (1 — \) zg = A% Az = A™y.

Il existe unique z € M qui minimiser ||z|| dans M, ou = d’étre la solution généralisée de 1’équation
Az =ypoury € R(A)+R (A)l qui est un sous espace dense dans Hsy. Cette solution est appelé

la solution des moindres carrés de norme minimale.
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Définition 17 L’application At de D (AT) = R(A) + R(A)* dans D (A) qui associe y o la
solution unique des moindres carrés de mnorme minimale, ATy, est appelée Moore — Penrose

d’inverse généralisée de A.

Remarque 7 Nous avons contourné la difficulté que A admet une noyau par choisir x de la

norme minimale. Une autre fagon de procéder est de v € N (A)L .

Corollaire 17 Soit A un opérateur linéaire continu de Hy dans Hs. Siy € D (AT) alors AT (y)

- : : p i
est une solution unique des moindres carrés dans N (A)™ .

Remarque 8 Le corollaire rédiger que x, = ATy, est une solution unique de A*Ax, = A*y,
dans N (A", ainsi {z,} € N (A", 2, = z et N (A)* est fermé implique que = € N (A)*.
Aussi A*Ax, = A*Ax et A*Ax, = A*y, = A*y implique que A*Ax = A*y. Mais A*Ax = A*y
implique que A* (Az —y) = 0 donc (Az —y) € N (A*) = R(A)" ety € R(A) + R(A)*+ =
D (AY). Ainsiy € D (AT) et z est une solution de A* Az = A*y dans N (A)* donc le corollaire

rédiger que x = ATy et AT est un opérateur fermé.

Corollaire 18 Si A= A\N (A)" représente la restriction de A sur N (A)©,

pour tout y € D (AT) = R(A) + R(A)*, Aty = A1 Py ou Py est le projection de y sur R (A).

Remarque 9 Nous avons commence avec un opérateur linéaire continu qui pourrait avoir un
noyau (c-a-d ne doivent pas étre injective) et qui pourrait avoir une image R (A) ce qui n’était
pas dense dans Hy. On a construit un inverse généralisée AT de A, qui est définit sur un sous
espace dense dans Hs. et qui donne un x unique pour tout y € D (AT"). La question critique est
de savoir si cette inverse généralisée est un opérateur continu. En générale, il n’est pas, c’est

simplement un opérateur férmé.

Théoréme 26 Soient Hy et Hy deux espaces de Hilbert, et A un opérateur linéaire continu de
Hy dans Hy. A" Uinverse généralisée de D (A1) dans Hy est un opérateur fermé. A" est continu

st et seulement si R(A) est fermé.

Démonstration. A1 est fermé ssi

{yn} C D (A+) et y, = y et ATy, = z,
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implique que

Yy € D(A+) et z=A"y.

On suppose que A" est continu. Soit {y,} une suite d’élément dans R (A) converge vers y. Soit
zn = ATy, alors z, € N (A)Y. Comme A" est continu et N (A)* est fermé z, = z = Aty
€ N (A)*. On d’autre terme Az, =y, donc Az, = Az et y, = Az € R(A). Ainsi y = Az et
y € R(A). Donc R (A) est ferme.

On suppose que R (A) est fermé alors D (A) = R (A) + R (A)* = Hy, donc Atest un opérateur

linéaire fermé de H, dans H; alors AT est continu. m

Théoréme 27 Si A un opérateur compact alors R (A) est fermé ssi R(A) de dimension fini.

3.3 Décomposition en valeurs singuliéres

Soit A un opérateur linéaire compact d’un espace de Hilbert H; dans 'espace de Hil-
bert Hs. On a A*A et AA* sont des opérateurs linéaires auto-adjoint compact de H; dans
H> réspectivement, les opérateurs A*A et AA* sont positives et ses valeurs propres sont po-
sitives c-a-d (A*Az,z) > 0 et (AA*y,y) > 0. Car (A*Az,z) = (Az, Az) = ||Az||* > 0. et

(AA*y,y) = (A*y, A*y) = || A*y||* > 0. On utilise le produit scalaire dans H; et Ho

(AA"y,y)y = (ATy, A'y), = Ayl

Les opérateurs A*A et AA* ont la méme valeurs propres positives. On suppose que = est un
vecteur propre de A*A correspondant a A > 0, alors A*Ax = Az donc Az # 0, alorsA (A*Ax) =
A*A(Az) = A (Azx), Donc Az est un vecteur propre de AA* correspondant a A, et d’une fagon
sumilaire est vice versa.

On a l'opérateur A*A est auto-adjoint ; d’aprés théoréeme (17); A*A admet une suite finie
ou infinie des vecteurs propres orthonormal vq,vs, ... correspondant a valeurs propres positives

A1 > X2 > ..., et vj sont complet dans R (A*A) (la fermétur de I'image de A*A).
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On a R(A*A) = N (A*A)* et N (4*A)" = N (A)". On a N (A*A) = N (A), car si Az =0
alors A*Az = 0, et si A*Az = 0 alors (A*Az,z) = 0 = ||Az|? donc Az = 0.

Soit pj; = /Aj et uj = ,u;lAvj, alors

Afuj = u;lA*Avj = ,ujflx\jvj = 11,05, (3.3.1)
et
Avj = pjug (3.3.2)
donc
AA ;= pjAvj = ,u?uj = \ju, (3.3.3)

Ainsi {u;} est un ensemble des vecteurs propres orthonormal de AA*, d’aprés Théoreme (17);
{u;} est complet dans la fermeture R (AA*) = N (AA*): = N (A%)*
Le systéme {vj,uj, uj} est appelé un systéme singulier pour l'opérateur A et les nombres p;

sont appelé les valeurs singuliers de A.

Le noyau N (A) est un sous espace fermé de H; ; donc

Vo € Hy alors 2 =m+n, me N (A), ne N (A"

et m est la projection de « sur N (A) : m = Px, comme v; sont complet dans N (A)*

x=Px+ ) o, (3.3.4)
j=1
ot aj = (z,v;) donc
Az = ‘21 ajAv; = ‘21 QU LU, (3.3.5)
j= j=

Cet est appelé la decomposition en valeurs singulieres (SV D) de opérateur A.

Nous revenons maintenant & I’équation

Az =1y (3.3.6)
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Siy € R(A), alors cet équation admet une solution. On a u; sont complet dans N (A%t = R(A)

ainsi si

o0

ozj,ujuj =Y

j=1

alors
(yuj) = aju; = p;(z,v)) (3.3.7)
-1 .

Alors

-1 2 X 2 2 2 2
ZlAj [y, ui)|” = leajl = |lz[|” — [[Pz[|” < [[z]|” < oo.
J= J]=

Siy e R(A) et

(o]
> Ay, ug) P < oo, (3.3.8)
‘]:
alors
(0. ] .
r=> <y’uj>vj + v (3.3.9)
j=1 Hj

ou v € N (A), est une solution de (3.3.6).

On conclure que 'équation (3.3.6) admet une solution ssi y € R (A) et vérifier la condition
(3.3.8).
Le condition (3.3.8) est appelé critére d’existence de Picard.

Nous avons montre précedemment que, lorsque y € R (A) 4+ R (A)*; ATy donne une unique

élément de N (A)* qui vérifier (3.2.5). L’equation (3.3.9) montre que si A est un opérateur

compact cet solution est celle obtenue en prenant v = 0. Ainsi

Aty=>" <y’uj>vj (3.3.10)
On remarque que si on note ATy par  dans Az = Py alors

o0
Az = 231 (y,uj)uj = Py.
j:
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On conclure que si on prenant l'inverse généralisée on fait deux chose : remplace y € R(A) +
R(A)L par leur projection Py sur R(A), trouver x € N(A)L telque Az = Py. Léquation
(3.3.10) montré que s'il existe infinie des valeurs singuliéres alors AT n’est pas borné car par
exemple ;

lugll = 1, || A*uk]| = 1/, — o0 quand k — co.

Afin d’obtenir une approximation de A"y on peut tronquer I'expansion (3.3.10) et de prendre
I’approximation éniéme

Tn =3 7<y7Uj>Uja (3.3.11)
g=1  Hj

alors ||z, — ATy|| — 0 quand n — oo. Cependant, la question se pose de savoir combien de
condition & prendre dans l’expression. Pour nous devons considérer 'erreur dans les données.
On suppose qu’au lieu d’évaluer ’équation (3.3.11) pour y, nous avons effectivement ’évaluer

pour certains proximité y° telqueHy — y‘sH < 4. Nous obtiendrons un bond de différence entre

)

o, et xp vrai qui formé de y : nous permettra d’estimer

le z, formé a partir de y°, appelé z

Hxn — foH .Ona

2
2 n(y—y°,u, n|(y =y, u
‘xn_xfl — Z< j>2}j :Z ‘< 5 J>‘
=1 M 7=1 Hj
< El-v)f<f
T = 1A AN
Cela signifie que
Ha:fl—fﬁyH < Hxn—AerH—i-‘xn—fo
< len — ATy|| + St (3.3.12)

De cette borne sur 'erreur de solution illustre les propriétés caractéristiques d’une solution &
un probléme mal posé : pour n fixe, 'erreur diminue avec d, mais pour un ¢ donné l'erreur

tend vers l'infini comme n — co. L’inégalité (3.3.12) implique que dans le choix de n, dit n (4),
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correspondant & une erreur de donnée J, nous devons le faire de telle sorte que

5/1,:1 — 0 quand 0 — 0.

Il ya donc deux exigences contradictoires sur n : il doit étre assez grand pour faire ||z, — ATy||

petite, mais pas si grand que de faire 6y, ! grande. Un choix de n (§) telque

9:‘; = A"y quand § — 0,

est appelé un schéma régulier pour 1’approximation de A™y.

3.4 Reégularisation

Comme précédement, soit A un opérateur linéaire compact de Hy dans Hs. L’inverse géné-
ralisée A* donne une ’solution’ de (3.3.6) pour tout y € R (A) + R(A)L, sous espace dense de
Hy, qui satisfaire criteére de Picard. Cependant AT n’est pas continu & moins que R (A) est de
dimension fini (et donc fermé). L’absence de continuté de AT se pose parce que, p; tend vers
zéro, et ce a tour de role peut étre attribué au fait que A*A n’a pas d’inverse borné. L’opérateur
A*A a été soulevée dans I'équation (3.2.7). Pour trouvé ATy nous avons d’abord trouvé Az le
plus proche de y, dans le sens de (3.2.5), puis, s'il existe plus de x correspondant de Az, on
choisir x ayant norme minimale.

Maintenant, au lieu de le faire, on choisir un paramétre positive a et on trouve z € H; qui
minimise

F(u) = | Au =yl + o lul} (3.4.1)

pour u € H;.

Pour faire ce on définie l'espace de Hilbert H = H; x Hy d’éléments z = {z,y} telque
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x € Hy, y € Hy. On définie le produit scalaire dans cette espace par

(z1,22) p = (Y1, y2)9 + @ (1, T2); (3.4.2)

de telle sorte que

12113 = llyllz + ol (3.4.3)

Nous pouvons maintenant imiter pour cet espace que nous avons fait avec Hy dans 3.2. Pour
Popérateur linéaire continu A qui prendre z € H; vers Az € Hs induit un autre opérateur
linéaire continu, appelé Ap, qui prendre x € H; vers {z, Az} dans H. Ay est continu, parce
que

I, Az}, = I Az]} + o o)} < {1A)2 + o} il

L’image, R (Ap), est 'ensemble de ceux {z,y} € H telque z € Hy, y = Az, et R(Ag) est un

sous espace fermé de H.

Corollaire 19 Sila suite {xy, Az, } € R(An) converge vers {x,y} (converge en norme (3.4.3)),

alors Az =y, c-a-d; R(Ap) est fermé.

L’espace de Hilbert H est decomposé de R (Ap) et le complément orthogonal R(AH)J‘,
pour y € Hy il existe x € H; telque {z, Az} est un élément de R (A) qui est la plus proche de
{07 y}7 c-a-d ;

|4z = ol* + flal* = inf {llAu— gl +oul}. (3.4.4)

on a

{O7y}€H7 {07y}:m+n7meR(AH)7n€R<AH)J_7

ot m est la projection de {0,y} sur R(Ag). Comme m € R(Ag), il existe z € H; telque m =

{z, Az}, de telle sorte que

{0,9} — {z, Az} =n € R(Ap)™*. (3.4.5)
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On définie 'opérateur adjoint de Ay de Hy dans H. On remarque que pour z1 € Hy, y1 € Ha,

c-a-d. Pour {z1,y1} € H, la fonctionelle

<{l‘, Ax} ) {x17y1}>H = <A337y1>2 + <.’L‘, ZE1>1

est une fonctionelle linéaire continue dans I’espace de Hilbert H7. Par théoréme representation

de Riesz, il existe un élément A}, {z1,y1} de Hy telque

<{x’Ax} ) {x17y1}>H = <x>A*H {$17y1}>1
Ainsi
<$’A?{ {331,?/1}>1 = <A:C,y1>2 + Oz<33,1‘1>1 = <$,A*y1>1 + Oz<33,1‘1>1

donc

<x7A?-I {xlvyl} - A*yl - O(.T1>1 =0

puisque ce vrai pour tout x € H; on a

Ay {z1, 1} = A"y + oy (3.4.6)

Nous revenons maintenant a ’équation (3.4.5) et on utulisons le resultat R (Ag)" = N (A%)

qui donne

telque A7, donner par (3.4.6)

Ay (Az —y) + az =0,

ou

(A*A+al)z =A%y (3.4.7)
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qui admet une solution unique
=14 =(A"A+al) P A%y (3.4.8)

Nous avons maintenant montre que si a — 0, la solution de cette équation tend vers Ay,

pour y (stisfaire la condition de Picard) pour lequel ATy existe. On remarque que

ar = A"y — A*Az € R(A") (3.4.9)

mais R (A*) = N (A)*, donc = € N (A)*. Mais nous montré que v; engendré N (A)" donc

o0

T=To= . cuj ; ¢ =(x,vj),
j=1

on substitué cet dans (3.4.7) on trouve
S *
2. (Aj+a)eju = ATy,
j=1

de telle sorte que

(N +a)cj = (A%y,v5) = (y, Avj) = p; (Y, u5)

et donc

(3.4.10)

Pour montre que x, — ATy nous procédons en deux étapes, le premier nous montre que cet
opérateur qui donne z,, par le condition de y est borné. On remarque que comme \; sont positive

et tend vers zéro on peut trouver N > 0 tel que
Aj >1lpour j <N, 0<A\; <1pourj>N.

Lorsque j < N



Sijg>N
LB

pit+a " a o al

de telle sorte que

si f=max(1l,1/«a)

alors

|zal* < 5 > [y, ui))? < B2 |lyll”. (3.4.11)
J:

Maintenant nous montrons la convergence de z, vers ATy, pour y qui vérifie le critére

d’existence de Picard. On remarque que

Aty —=z —i i— Hi (y,uj) v,
Yy a—j:1 0 )\j_’_a Y, uj5) Vg,

de telle sorte que

00 2 oo A2
ATy —xz, ’ = (a) Y, Uj 2 < M < 0. 3.4.12
H =% (oo ey lowP s X (34.12)

On choisir € > 0. Comme la série dans (3.4.12) converge, la somme de N + 1 & oo doit tendre
vers zéro lorsque N tend vers l'infini, donc on peut trouver N telque la somme est inférieure
€/2, et

2
« e
) w5,

4ty —aal* < £ (
=1 \ H; (A +a

mais la somme sur la droite est une somme finie, et on peut écrire

2 N[y, ug) | €
4y el < o® 0 T g =St 3419
= J

Finalement, on choisir « de telle sorte que

a < \/e/(28N), alors ||ATy — xaHQ <e
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donc

lim [ A%y — ]| = 0.

Nous avons prouvé que, pour «, T, est un opérateur continu et que, pour les y pour les
quels Aty existe, x, converge vers ATy quand a — 0.

On suppose que y, les données, est sujette a erreur. Cela signifie qu’au lieu de résoudre
l’équation (3.4.7) pour y, nous sommes entrain de le résoudre pour certains proximité 0 telque
Hy - y‘sH < 4. Nous souhaitons que obtenir une majoration de la différence entre le z, formé a

partir de y°, que nous appellerons 3: , et la 'vrai’ x, formé a partir de y : On cherche & estimer

Hxa—:c H On a
s My Y
S R Y)Y
d’aprés (3.4.10) et (3.4.11), On a
00 . 2 2
a2t = & e o)l <22y ]

ol f = max(1l,1/«a). Comme la série est converge pour € > 0 on peut trouver N telque la
somme de N 4+ 1 & oo est inférieur de . Maintenant
Aj R 1 1

= ) <1.—,
A+a)? Atadt+a  Ta

donc

1 5\ |y —+°|”
ARl e <L

et comme cette est vrai pour tout € > 0, on a

De cette borne sur 'erreur de solution illustre les propriétés caractéristiques d’une solution &

B

T Ve T e

To — 12,

(3.4.14)

un probléme mal posé : pour « fixe , d’erreur diminue avec §, mais pour un ¢ donné l'erreur

tend vers l'infini comme o — 0. L’inégalité (3.4.14) implique que dans le choix d’un «, dit « (9),
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correspondant & une erreur de donnée J, nous devons le faire de telle sorte que

— 0 quand § — 0. (3.4.15)

Sl

alors

[ =A%y < e = zaw| + leam — A%y
)
< 7 T llwae = A%l (3.4.16)

Nous avons déja montré que le second terme tend vers zéro avec a. Le choix de a () telque
miw) = ATy quand § — 0,

est appelé un schéma régulier pour 1’approximation de A™y.

L’inégalité (3.4.16) donne une borne pour lerreur dans A*y. L’erreur a deux parties, la
premiére est due & I’erreur dans les données, tandis que la seconde est celle due a 'utilisation «
plutét que la limite que a — 0, il est théoriquement séduisante de se demander si nous pouvons
choisir la fagon dont o dépend de ¢, c-a-d. « (9), de sorte que les deux termes d’erreur sont du
méme ordre.

Pour délimiter le second terme nous revenons a l'inégalité (3.4.13) ceci est valable pour

arbitraire €. si nous prenons € = 2Sya? nous trouvons
2
HA"'y — xaH < 28ya? quand o — 0.

donc

HA“‘y — :UaH =0 (a).

Cela signifie que si nous utilisons le choix simple de « (d) = ko puis le premier terme de (3.4.15)

sera de lordre §'/2 tandis que le second sera de l'ordre § ; autrement dit si nous prenons « (§) =
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C5%/3 alors §/+/a (0) et a seront tous les deux de I'ordre 6%/3, donc

|

205 — Aﬁ,” =0 (%),

3.5 Principe de Morozov

Nous continuons de supposer que A est un opérateur linéaire compact de H; dans Ho.
Le choix de « (§) = C62/3 est théoriquement attrayante, mais difficile & appliquer. Morozov a
présente un principe dans le quel le choix de « est fait pour que l'erreur dans la prédiction de

y® c-a-d; HAsci — y‘sH est égale a ’erreur dans les données, c-a-d ;
HAwi—y‘sH = Hy—y‘SH = 4. (3.5.1)

Nous allons montrer que puor tout 6 > 0 est une valeur unique de « satisfaisant (3.5.1).
D’abort comment nous choisissons x, pour y donné : nous avons choisi en utilisant (3.4.4) .
L’élément {0,y} est remplacé par le plus proche {z, Az} pour la norme de H. nous peut faire
car R (Apg), a la différence de R (A), est toujours fermé, cela signifie que dans le calcul de z, il
n’ya pas de perte de généralité en suppose que y = Az, c-a-d; y € R(A), donc nous supposons
que y € R(A), lerreur dans les données est inférieur ou égal a J, et que le rapport signal sur la

bruit est supérieur a I'unité
ver@) Jy—v|<s | >s 552

Hy est decomposé en R (A) et R(A)T et on a R (A) = N (A*)* et Péquation (3.3.3) rédiger que

{u;} sont complet dans N (A*)* . Ainsi

5 o0
y'=>

1 <y5, uj> uj + Py’ (3.5.3)
]:

telque Py° est la projection de 3° sur R (A)*. L’equation (3.4.10) donne z%. Pour trouver Az?,
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on peut appliquer A terme par terme pour obtenir

é
A(s: )\< J

car 28] = 3% (520 ) ) < o7 aims

j=1 )\J + o
o0 a<y U >u
8 pg — Ui) M py
y o ; Nt Y,
et
2 oo a 2 2 2
Azt =/ = ()] 2]
H To =Y j; Nra) (\Whw y
Cette équation montré que f (a) = HAxg — y‘SH est une fonction monotone croissante de o pour

a > 0. Pour montrer qu’il existe une valeur unique de « telque f () = 0 nous doit montre que

lim f(a) <¢ et alirgof(a) > 4.

a—0t

Comme y € R(A), Py =0 et ainsi

i 1= [ = (2 )] < o] <.

a—07t

Par I’égalité de Parseval :
lim f(a) = Hyéu > 0.

a—00

ce qui prouve le résultat requis.
Nous conclure en montrant que le choix « (9) selon le principe fournit un schéma régulier

d’approximation de ATy, c-a-d
xiw) = ATy quand § — 0.

Encore une fois, sans perte de généralité, nous pouvons prendre y € R (A) de telle sorte que il
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existe unique u € N (A)J‘, que nous dit z = ATy, telque y = Az. Puisque nous avons montré
que « est uniquement déterminé par J, on peut écrire 3:‘;( 5) bar x (0).

D’abort nous montré que z (9) soit borné. On trouve z (d) qui soit le minimale de
5|2 2
F () = 4w -y | +aful?,
pour tout v € Hi. ainsi si u € Hy alors

F(z(0) < F(u),

donc enparticulier

F(z(5) < F ().

mais on choisir z () de telle sorte que || Az (§) — y°|| = ¢ donc
F(6) =8 +alz 6,
et on a

Pa) = |4z +alel

2
2 2
= |ly=v| +allel? = 0>+ afal?,
a partir de la quelle nous conclure que
[z (0)]] < ll=] ,

c-a-d x (J) est borné.
On suppose que {y,} une suite converge vers y et que ||y, — y|| = d,,. Chaque paire y,, o,
sera de déterminer « (d,) et un correspondant x, (d,,) que nous appellerons z,, . Nous allons

maintenant montrer qu’il existe une suite de {d,} pour la quelle le z,, converge vers x = A™y.
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La suite {x,} se trouve dans la boule fermé de centre O et de rayon ||z|| dans H;. Et on
a : dans un espace de Hilbert ; la boule fermé est faiblement compact. Donc, il existe une sous
suite {x}} de {z,,} qui converge faiblement vers certain z, c-a-d. z/, — z. telque [|z| < ||z].
L’équation (3.4.9) montré que {z,} C R(A*) C N (A)". N (A) est un sous espace fermé de
H1, donc il est aussi faiblement fermé .Ainsi z € N (A)L. Soit le paire ¥/, &, correspondant a
x,, alors

[ Az, =yl < [[Azs, = woll + lvn — vl < 25, — 0.

On a A un opérateur linéaire continu dans un espace de Hilbert est un opérateur faiblement
continu.

La suite {z,} est converge faiblement vers z alors la suite {Ax] } converge faiblement vers Az
mais { Az } est converge fortement vers y, et donc converge faiblement vers y. La limite faible est
unique donc y = Az. Ainsi y = Az et z € N (A)*. Mais par la corollaire (17) 'élément unique
avec ces propertiers est z. Ainsi z = z, et la suite {a], } converge faiblement vers x c-a-d ; 2}, — x.
Nous maintenant montré qu’il existe une sous suite {z!} de {z/,} qui converge fortement vers

| < Jla]| done

x. Pour montré que z/! = z il suffit de montrer que ||z — ||z||. On a 0 < ||z},
{l|},|I} se situe dans ’ensemble compact [0, ||z||]] de R. donc il existe une sous suite de {z],} de

x! } telque ||| — L et 0 < L < ||z||, et comme z” — x on a
n n n
l2l? = (,2) = lim (2, 2) < Tim [ |lz] < L. |l
n—oo n—oo

alors L > ||z|| donc L = ||z||, ||| — [|z||, et donc &)} = x, et ], = z, et x, = x
Nous conclure que le principe de Morozov fournir un schéma régulier pour résoudre ’équation

Ax = y lorsque A est un opérateur linéaire compact de Hy dans Ho.
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Résumé

L’objectif principal de ce mémoire est I'étude d'un probleme inverse mal posé. De
plus nous avons cherché la solution approchée du probléeme Ax=y dans des éspaces
de Hilbert avec A est un Opérateur compact, nous avons également utilisé des
méthodes pour trouver la solution approchée.

Mots clés: opérateur compact, opérateur auto-adjoint, théorie spectrale.

Abstract

The principal objective of this memory is the study of ill posed inverse problem. we
have researched on the approximation solution of the problem Ax=y in Hilbert space
with A is a compact operator .we have also used the methods to find the
approximation solution.
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