Notations

EDO : Equation différentielle ordinaire.
EDP : Equation aux dérivées partielles.
NDE : Equation de diffusion non linéaire avec la forme de non divergence.
PME : Equation de milieu poreux.
C (K) : Espace des fonctions continues sur l'espace K.
C™ (K) : Espace des fonctions continiiment différentiable n fois sur 'espace K.
L*> (K) : Espace des fonctions bornées sur K.
du  du o\’
Vu = (a—m,a—m,-~ ’E) . (x1,29,...,2,) € R™
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Introduction

La plupart des problémes scientifiques et les phénomeénes physiques sont décrits par des
équations ou des formules d’équations linéaires ou non linéaires qui sont difficiles dans la
plupart a résoudre, pour des diverses causes.

La théorie des équations aux dérivées partielles linéaires a connu beaucoup de pro-
grés, mais il a rapidement été observé que la plupart des équations de modélisation des
phénomeénes physiques sans excessive simplification ne sont pas linéaires. Cependant, les
mathématiques ont des difficultés pour la construction théorique pour les versions non
linéaires, il était impossible de faire le progrés significatif, jusqu’a le 20°™¢ siécle. Et ce
constat s’applique a d’autres importantes équations aux dérivées partielles (EDPs) non
linéaires, ce qui s’est passé en particulier dans le domaine des équations paraboliques. C’est
cette classe des équations qui permettent de décrire des phénomeénes de diffusion, comme
I’équation de diffusion non linéaire avec la forme de non divergence et I’équation
de milieu poreux (PME).

L’équation de diffusion non linéaire avec la forme de non divergence (noté par (NDE))
est un exemple de ces équations, c’est une équation parabolique non linéaire qui touchent
quelques domaines de la pratique, ce modéle a été proposé par CHUNPRNG WANG et
JINGXUE [3].

En général, les EDPs non linéaires n’admettent pas des solutions exactes, surtout a
conditions initiales. Mais quelquefois, pour quelques EDPs qui possédent la caractérisation
de la symétrie, on peut déterminer leurs solutions exactes avec quelques transformations,
I’EDP devient une équation différentielle ordinaire (EDOs), dans ce cas les solutions sont
appelées "solutions auto-similaires", qui jouent souvent un role central dans I’étude d’une

EDP. Puisqu’il est équivalent, pour ces solutions, de résoudre localement ou globalement.



Introduction

Plus pragmatiquement, ce type de solutions s’avére important pour la dynamique des
EDP: elles peuvent fournir un mécanisme d’explosion en temps fini. De méme on peut
classer les solutions auto-similaires en plusieurs catégories.

Ce mémoire contient trois chapitres.

Dans le premier chapitre nous donnons les différentes définitions et les propriétés de
I’équation de diffusion non linéaire avec la forme de non divergence, en particulier, on donne
les criteéres d’auto-similarité présentant (NDE) et le principe d’auto-similarité rétréci, nous
devrions d’abord déduire ’équation satisfaite par I’auto-similarité, et enfin nous arrivons au
systéme que nous voulons étudier ’existence et 'unicité de la solution.

Dans le deuxiéme chapitre on développe les travaux établis par CHUNPRNG WANG et
JINGXUE [3] pour I’équation de (NDE), on développe aussi les preuves des théorémes qui
présentent les résultats principaux de cette étude.

Finalement, dans le dernier chapitre on se consacre a partir de 1’étude des solutions
auto-similaires de I’équation de milieu poreux, on donne quelques solutions explicites pour
I'équation (NDE) selon un changement de variable qui est vérifiée et prouvée, il a été
proposé par WOLFGANG ARENDT et RALPH CHILL [19]. En particulier, on donne des

solutions appelées respectivement, Noyau de Gauss, Barenblatt et dipole.



Chapitre 1

Quelques notions de base

préliminaires

Dans ce chapitre nous allons présenter premiérement ’équation appelée "L’équation de
diffusion non linéaire avec la forme de non divergence" (Nonlinear Diffusion Equation
with nondivergence form) noté par (NDE). Pour terminer ce chapitre on va présenter la
notion de solution auto-similaire et I'appliquer a PEDP non linéaire (NDE), ensuite les

principes de similarités rétrécies.

1.1 Equation de diffusion non linéaire avec la forme de
non divergence (NDE)

Définition 1.1.1 (Dérivée partielle)
Une dérivée partielle d’une fonction a plusieurs variables est la dérivée par rapport a une

seule de ses variables, les autres étant gardées constantes.

Définition 1.1.2 (Equation aux dérivées partielles)
Une équation aux dérivées partielles (EDP) pour la fonction u est une relation entre u, les
variables indépendantes (z1,xs,...,x,) € R™ et une ou plusieurs dérivées partielles qu’on

peut écrire sous la forme:

2 2 7
F(u,azl,.. Ou 8u' Ou _Ou . au...)z().

0wy’ Oxg T 02 0w Oxy’ T Oy



1.1. Equation de diffusion non linéaire avec la forme de non divergence (NDE)

Notre objectif consiste a étudier et résoudre une EDP non linéaire appelée: "L ’équation

de diffusion non linéaire avec la forme de non divergence".

Définition 1.1.3 ([3])
L’équation appelée équation de diffusion non linéaire avec la forme de non divergence, est

une équation parabolique dégénérée crier comme suit:

ou

— =u"Au m>1; xeR", t>0.
ot

Probléme de Cauchy pour 1’équation de (NDE)

On considére ici le probléme suivant:

%:umAu m>1; xeR" >0,
(NDE)
u(x,0) = ug () r € R™.

Qui s’appelle probléme de Cauchy!) avec la donnée initiale uq > 0, soit une fonction de

classe C? (on peut admettre une régularité moindre, par exemple uy € C? () L™).

Solutions du probléme de Cauchy

On dira que le probléeme de Cauchy (NDE) admet une solution au sens des EDPs, si elle
est suffisamment réguliére pour que chaque terme de 1’équation soit défini ponctuellement

et continu en temps et en espace ou que la solution vérifie I’équation au sens faible.

Définition 1.1.4 (Solution classique)
On dit que u est une solution classique de l’équation (NDE) dans un domaine ouvert Q de
R"™ x R, si c’est une fonction C? de xz, et C* de t dans Q, et si elle satisfait (NDE) point

par point dans €.

Définition 1.1.5 (Solution faible)
Une fonction u dite une solution faible ou généralisée de (NDE) si elle vérifie l’équation au

sens des distributions.

(1) Augustin Louis, Baron Cauchy, né a Paris le 21 aotat 1789 et mort a Sceaux (Hauts-de-Seine) le 23 mai
1857, est un mathématicien frangais, il a 800 parutions et sept ouvrages. On lui doit notamment en analyse

I'introduction des fonctions holomorphes et des critéres de convergence des suites et des séries entiéres.



1.2. Solutions auto-similaires

1.2 Solutions auto-similaires

Les solutions auto-similaire est trés important en physique car elles modélisent des phénomenes
qui sont indépendants de 1’échelle de mesure. Nous suggérons de trouver la solution de

I'équation (NDE) sous forme "auto-similaire" suivante:
u(z,t) = A\"u ()\ﬁx, At) (,t) e R" xR; , A>0. (1.1)

Sur la base de cette considération, nous cherchons les valeurs de @ € R et § € R pour
lesquelles A®u ()\5 x, /\t)(l) est une solution de I’équation (NDE), pour tout A > 0 sachant

que u est solution de méme équation.

Définition 1.2.6 (auto-similaire)

On appelle "auto-stmilaire” une fonction qui est invariante par un changement d’échelle
en temps, le principe de la recherche des solutions auto-similaires consiste a remplacer la
forme (1.1) dans Uéquation (NDE), ce qui permet de transformer [’équation aux dérivées

partielles (NDE) en une équation différentielle ordinaire EDO non linéaire.

Remarque 1.2.1
En général, ils existent plusieurs formes des solutions auto-similaires. Pour admettre de

telles solutions de l’équation (NDE) doit vérifier les conditions dite de "similarité".

Maintenant, on considére I’équation de diffusion non linéaire avec la forme de non diver-
gence suivante:
ou 0%u

Définition 1.2.7 (Symeétrie)

Soit T}, » s une transformation de la forme:
Thrs: (t,x,u) — (f,i,ﬁ) ol h,r et s sont des parameétres de transformation.

Thrs est appelée une symétrie de (1.2) si:

oi. ., 0% .

(1) Cette forme de la solution auto-similaire est beaucoup utilisé, nous allons travailler comme le travail

de Juan Luis Vazquez [12].



1.2. Solutions auto-similaires

Les solutions auto-similaires & EDPs sont des solutions qui dépendent de certains groupe-
ments des variables indépendantes, plutot que sur chacun variable séparément. Ce type de
solutions sont considérés comme des solutions particuliéres, leurs formes dépend d’un profil

appelé parfois anzas.

Définition 1.2.8 ([11], [12], [13])
Soit P (x,t,u,u,,...) =0 une équation auzr dérivées partielles alors, P admet une solution
auto-similaire si et seulement si elle invariante (par échelle) sous laction de dilatation

c’est-a-dire si on fait le changement de variables suivant:
v = hu; ' =rx; t' = st, (1.3)
avec h,r et s sont des paramétres positives, et u (x,t) est une solution de l’équation P alors:

0 (@', #) = hu (i i’) , (1.4

)
r s

est une solution aussi de l’équation P.

Conditions d’invariances d’échelles

Le changement (1.3) donne:

dv(a',¢") _ Ohu(z,t) _ hou(z,i)
o ost s Ot

et
v (2, t")  Phu(x,t)  h OPu(z,t)

0x'? or2x? r2  Ox?

D’apres la définition (1.2.8), 'équation (1.2) équivalent a:

hou(x,t) hmH1
s Ot 2

U Uy
D’ou, (1.4) sera une solution de (1.2) si et seulement si:
™ =r?sL (1.5)

De méme, dans le cas = € R", on trouve la méme condition (1.5), qui s’appelle la condition

de similarité ou bien "condition d’invariance d’échelle" pour I’équation (NDE).



1.2. Solutions auto-similaires

Forme de solution auto-similaire

Dans le cas général pour m > 1, la condition (1.5) devient:

h:(f)'z.
s

Par suit, la formule (1.4) devient comme suit:

1

r2\m
v (2 t) = (—) u(x,t).
s
Pour cette raison, on peut donner une formule plus générale pour la formule (1.4), si on

pose:

v=rTu, telque 7 >0,

et u une solution de 1’équation (NDE), sous 'action de dilatation alors

ru (@ t) = (g) . (% é) , (1.6)

est une solution de (NDE), la dilatation 7u est appelée la transformation d’échelle (voir [12]).

Remarque 1.2.2
En pratique, on peut utiliser un seul paramétre pour classifier la famille des solutions de
léquation (NDE). L’idée la, si on pose une nouvelle relation entre les deuzr paramétres h

et r, alors on obtient la transformation (1.6) & un seul paramétre s.

Si on prend
h=r"" avec vy € R. (1.7)
D’apres la condition (1.5) on obtient 7™ = § ce qui implique:

1

1
— ¢ymFz — B } = ) 1.8
r=s7 s’, ou f3 S (1.8)
D’autre parte de (1.7), on a
= - X v
h — a . 1.9
57 5%, ou « B (1.9)

D’apreés les formules (1.8), (1.9), on peut conclure une relation entre «v et 5 comme suit:

am + 26 = 1.



1.3. Solution auto-similaire rétrécie

De méme, la transformation (1.6) devient:

(08) = s7u 5,
Tu(x,t) =5 “ul—,- ).
sP7 s

Si on pose A = % > 0, alors la solution
uy (x,t) = (ta) u(z,t) = A\u (Aﬁx, At),

est appelée la solution auto-similaire de 1’équation (NDE) pour tout (z,t) € R™ x (0, 00),

(voir [11],[12]).

1.3 Solution auto-similaire rétrécie

Dans ce travail, nous sommes beaucoup intéressés a discussion des solutions de 1’équation
(NDE) avec les propriétés mentionnées ci-dessus et d’autres types des propriétés.

Les ensembles dits auto-similaires rétrécies peuvent étre décrits comme des ensembles formés
de contractions d’eux-mémes. Ils présentent de ce fait une forte invariance par changement

d’échelle.

Forme de solution auto-similaire rétrécie

Définition 1.3.9
Soit P (x,t,u,uy,...) = 0 une équation auz dérivées partielle, on dit que P admet une

solution auto-similaire rétrécie si et seulement si on fait le changement de variables suivant:
v = Ku; z=f(x) = f(x1,29,. ,7,); s=g(t),

ou K > 0 une constante positive, et f : R® — R, une fonction positive dépond seulement
par z, et g : Ry — RY une fonction positive dépond seulement par t, si u(x,t) est une

solution de [’équation P alors:
v(z,s) = Ku(z,t) ouz=f(x) et s=g(t). (1.10)

est une solution aussi de ’équation P.



1.3. Solution auto-similaire rétrécie

Sur la base de cette considération, le but est d’étudier les solutions auto-similaires avec
des propriétés rétrécies. En d’autres termes, La méthode de recherche de solutions auto-
similaires rétrécies consiste a imposer une certaine forme a la solution recherchée.

On cherche des solutions de I’équation (NDE) qui vérifient:

1 L B
u(x,t):mw((t—i—l) || ), a>0, f=

Ou w est une fonction vérifié les propriétés:

— (1.11)

w(€) >0dans [0,a), w (&) =0 dans [a,400), ou £ = (t+1)*|z[>, a > 0.

a et 3 sont des constantes a choisir pour que les solutions existent.

Conditions d’invariances d’échelles

Maintenant, on cherche des conditions d’invariances d’échelles pour 1’équation (NDE).

On pose:
z =&l |z]?
tels que x € R", t > 0, (1.12)
s=e"(t+1)
et
v(z,8) = tu(z,t) = u(r,t) = v(z,s), (1.13)

avec ¢ un réel positif trés petit (0 < e << 1), et les exposants A, vy, J vérifient:

J
deRet \,yeR" ou — <0, (1.14)

g

et v vérifie:

02 1 -1 2 g dimension de I
n— z—1)=— = avec n dimension de I’espace.
0z 022 7 P
Le changement (1.12) devient:
z = &zP=¢° (23 + a3+ +a2),

= Vz= 8663:1-

= Az =div(Vz) = 2% div (z) = 2ne’ avec n dimension de 1’espace.

(23 + 23+ +a2) = 2%,

Et
0s
=7 1 —:, :’Y‘
s E(t+):>8t s (t)=¢



1.3. Solution auto-similaire rétrécie

Reégle de dérivation

D’apres le changement (1.13) on obtient:
Y=A

u _ €’A8U ’A@%—g Vs .

o - YT
Au(x,t) = e v(z,8) =ediv(Vu(z,s)) = Mdiv (aﬁv (z, s))
Ls

v ov o (ov
. A 1 IV _ - . ov ov
= ¢ div (VZ82> € |:le (Vz) o +Vz (axi (32))}

022

2
= ¢ {Az@ +Vz- Vz@} =g {27156@ + 4% |z

0z 022 0z
= &7 200, +dzv.] = 7 200, + (42 — 1) v + 0z

Donc 'équation (NDE) équivalent a:

M, = TN, = v, = 0T,

Si on pose:
0 —mA—~y =0,

donc on obtient:

vy = 0", .

Alors la condition d’invariance d’échelle est:

mA\ =9 — .
Donc on peut écrire:
5
5~ 1-f oy (-0 5
)\:_7:(_7)_”’:>__: 7 _ ta tel que o = ——,
m m ¥ m m v

et de (1.14) on a a = —% > 0. Si on pose:

A 1+«
ﬂ:——:

Y m

> 0,
alors on peut une relation entre o et § comme suit:

a+1l-mp=0. (1.15)

10



1.3. Solution auto-similaire rétrécie

Si on multiplie z par s et v (2, s) par s” on obtient:

257 = (& a*) (€7 (L4 1) 77 = |af (t+1)" =¢,
P (z,8) = (7 (t+1))77 (M) = (t+ 1) u(,1).

Les derniéres égalités donnent z = £s7¢ et

1

wlot) =

(sﬁv (53_‘“, s)) .

Donc on peut écrit la solution u (z,t) comme suit (voir [3]):

1
(&) tel que € = |z (t+1)* et a >0, = +a_
m

u(x,t) = (t+1)ﬁw

Systéme de solution

Pour discuter des solutions auto-similaires rétrécies, nous devrions d’abord déduire ’équation
satisfaite par la fonction w (£) a (1.11) utilisée pour la définition de solutions auto-similaires.

On va chercher des solutions auto-similaires sous la forme (1.11), on a trouvé:

S= (1) (—Bw(6) + g’ (€)
umAu = (t41)*7PT wm (2n! (€) + 4" (€)) .

Alors, PEDP (NDE) équivalent a:
(t+ 1) (@€ (&) = Bw (&) = (E+ 1) W™ (20w (€) + 40" (€))
ce qui implique
abw’ (€) = Bw (&) = (t+ 1) (2nw™ () ' (€) + 4™ (§) W (€)) -

D’apres (1.15), et d’apres un calcul direct (en prendre w = w (§)) on peut satisfait I’équation

différentielle ordinaire suivante:
4Ew™w" + 2nw™ — ad) W' + fw =0, m >1, (1.16)

oul n est la dimension de I’espace.

11



1.3. Solution auto-similaire rétrécie

Soit:
v=¢W =1V =W+ W= W =0 - W,

donc I’équation (1.16) équivalent a:

4™ (V' = W') 4 2nw"w’ — av + fw =0
= 4™ + (2n —4) "W — av + fw = 0.
On multiplie la derniére équation par £ on obtient:

46w™" + (2n — 4) w"v — (aw — Pw) £ = 0.

Finalement on trouve le systéme:

w=1%
/ ¢ . ; (1.17)
V= <2_ + 47n> V= qomeTs
avec les conditions initiales suivantes:
w(0) = A, A>0
(0) (4> 0) s
v(0)=0

12



Chapitre 2

Etude ’existence et 'unicité de

solution de I’équation (NDE)

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, notre travail concerne sur les analyses et les preuves des théorémes qui a
été proposé par CHUNPRNG WANG et JINGXUE [3], qui démontrent I'existence et 'unicité

de la solution de I'équation (NDE).

2.2 Préliminaires et résultats principaux

Définition 2.2.1

La couple (w,v) est appelé une solution & support compact du probléme de valeur initiale
(1.17) — (1.18) s’il existe une constante a > 0 tel que:

i w(a)=0 et w() >0 VEe€[0,a).

it. w est décroissante (monotone) sur [0,a).

iii. w et v sont contindment différentiable en (0,a) et satisfait (1.17). w et v sont contini-

ment & droite a 0 et de satisfaire (1.18) et d’autre parte, w est continue & gauche a a.

13



2.2. Préliminaires et résultats principaux

Parce que le probléme de valeur initiale (1.17)—(1.18) est singulier, nous étudions d’abord
un probléme approximatif!). Pour le petit ¢ > 0, on considére le systéme (1.17) avec les

conditions initiales:

w(e) =4, (2.1)
0.

v(e) =

Proposition 2.2.1 Soit (w., v.) la solution classique du probléme de valeur initiale (1.17)—

(2.1). Alors il existe une constante a. > 0 tel que:
we (ae) =0 et w. (§) >0, w.(§) <0, V€ € (g,a.).

En outre, on a l’estimation:
4(n+1)A™

B

Preuve. En suit, facilement de la théorie des équations différentielles ordinaires (w., v, )

a. < 2+

existe localement. Donc, il existe § > ¢, tel que (we,v.) existe dans (¢,d), et pour tout

¢ € (,9), nous avons:

we (§) >0, ve (€) <0, w (&) <0.

On cherche maintenant une écriture de w. et v. comme une combinaison I'un par ’autre,

de (1.17) nous obtenons:
£

£
0O =6t = w0 = "2 5 [uwa- [“Wa,

£

et d’apres les conditions (2.1) on a:

Toujours de (1.17) on a:

2—n « 15}
- L) . 2.2
ve ( 2% 4wm> YT g (22)

(On doit donc développer des techniques qui permettent d’étudier des problémes approximatifs les plus

proches possibles du probléme original.

14



2.2. Préliminaires et résultats principaux

En particulier, si on prend f (§) = 22_—5” + 5% , alors vL = f () v est I'équation homogene

de (2.2), et sa solution est:

£
ve () = C' (&) exp /f (t)dt |, tels que C'(§) <0et C' () <0, V¢ € (g,0).

D’aprés un calcul direct (en prendre C'= C (&) et f = f(£)), et d’aprés le théoréme des

variations des constantes") on peut satisfait de (2.2) I’équation suivante:

B

Qeom—1 )

£ £ 4
C' exp /f(t)dt + Cfexp /f(t)dt =Cfexp /f(t)dt —

donc
13

C'=— b exp —/f(t)dt :

4ym—1

£

en effet

4eom

3 U € Ul
B B

3 3

Finalement

3 £ n
ve (§) = exp /f(t)dt X —/%m;i(n)exp —/f(t)dt dn+ B|,

et de (2.1) on trouve B = 0.

o

Toms On peut écrit la solution classique (we,v.) du

En conséquent, pour f(t) = 2" +
probléme de valeur initiale (1.17) — (2.1) comme suit:
( ¢
we () :A+/#dt
(2.3)

) £ € n
v =-exp | [F@a) x [t ew (- [s@d | an

\

(1) On prend la solution générale de 1’équation homogene, et on transforme la constante C' en une fonction

dérivable, notée encore C'.

15



2.2. Préliminaires et résultats principaux

Le théoréme de prolongement™) implique celle-1a et seulement une des deux conclusions
suivantes:

i) il existe a. > 0 tel que w;. (a.) = 0, et pour tout £ € (¢, a.), nous avons:

we (§) >0, wv.(8) <0, w.(§ <0.

i7) Pour tout £ € (¢,400), nous avons:

we (§) >0, (&) <0, w.(§)<0.

Maintenant, nous montrons que la conclusion (i) ne tient pas. En effet, si la conclusion (i)

était valide, il s’ensuivrait de (2.3):

—v:(§) = exp /f ></4m1 exp /f dt | dn,
J— /f o= frerm)

&€

3

3 ) 2—n o'
— /mexp /f (t)dt | dn, toujours f (t) = of + A (t)

&€
Nous allons distinguer deux cas pour estimer la limite inférieure de (—v.).
1) Quand n = 1,2, pour tout £ € (&, +00), nous avons:

3

£
~06) = [ e | [rd) i

Et pour n = 1,2, f (t) = 2;—[‘ + o 0 > 4w,°,§(t), et puisque w est positive décroissante alors

w(e) >w(§), V€ € (e,+00), en effet pour o > 0;

(e (6]
de méme:
3 9 13
[0
exp /f (t)dt | > exp /4wm (t)dt > exp /mdt = exp <4Am (€ — n)) 1.
n n n
Sment ) et ( , ) deux solutions d’une méme équation différentielle, ou I et I deux intervalles sur

R. On dira que ( , ) est un prolongement de (w, ) si I C I et D = w.

16



2.2. Préliminaires et résultats principaux

Donc nous avons:

£ ¢ £
—v: (§) = /4&)%1(”) exp /f (t)dt | dn > /%m#l(n)dn’
€ n €
= —v: (§) > 4A€L1 (§—n)- (2.4)
2) Lorsque n > 3, onaf(t)zzz’—t”+%+m22;—t”et:
g 52 — 2 — 51
exp /f (t)dt | > exp / Qtndt = exp ( 5 i (In(§) —In (n))> = (g) )
G G

Alors

3 I3 I3 "
_ g B n 31
—Ue¢ (S) - /%m—l(n) €xXp /f (t) dt d’f} Z /W (E) dn,

B n
2nAm-1

]

Pour 0 < e << 1 et n > 3, évident que £1_% <£% — 6%) > & —¢, V€ > ¢, done

B

> _ 7
— 2nAm-1

0. (€) (6-2). (2.5)

Finalement, d’apres (2.4) et (2.5) et pour tout n > 1, on a:

—v: (&) > > +f) e (E—¢e) VEE (g,400).
Par conséquent, lorsque & > 2¢ alors 55;5 > % donc
~0c(6) = 6 (6) 2 e (€ 9),
/ 5
= w2 A

ce qui contredit la conclusion (7).
On a pour ¢ tres petit, et de (2.1) A = w.(e) > we(2¢) (car w est décroissante), nous

appliquons le théoréme des accroissements finis'") sur 'intervalle (2¢, a.), nous avons:

) we (a.) — w. (2¢ we (2e 6]
3¢ € (2¢,a.) tel que —w (§) = — (a)—25( ):a 52224@4—1)14’”—1’

(URappelons le résultat classique pour une fonction w continue sur un intervalle [a,b], & valeurs dans R,

dérivable sur |a,b[. Alors, il existe ¢ € ]a, b] tel que w (b) — w (a) = w’ (¢) (b — a).
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2.2. Préliminaires et résultats principaux

A 1G] 4(n+1)A™
= > =g —2< ~— 7
a.—2¢ — 4(n+1)Am-1 ¢ °= 15}
Finalement nous obtenons 'estimation:
4 1) A™
Qg S 2¢ + %

La preuve est compléte. m

Maintenant nous établissons le principe de comparaison. Nous donnons deux conditions

initiales:
=A
wi(€) = A, (2.6)
U1 (8) = Bl,
et
=A
wz(€) = Az, (2.7)
Vo (8) = B2

Proposition 2.2.2 (Principe de comparaison) Soient 0 < A; < Ay, By < By < 0,
et (wy,v1) la solution du probléme de valeur initiale (1.17)-(2.6), (wq,v2) la solution du
probléme de valeur initiale (1.17)-(2.7). Si wy et we sont positifs dans [, ag] pour certains

ap > €, alors

wi(§) Swa(§), v1(§) <va(§), VEEg aol.

Preuve. Premiérement, si (wq,v1) [resp. (wa,v2)] la solution du probléme de valeur
initiale (1.17)-(2.6), [resp. (1.17)-(2.7)], alors:

( £

wi(€) = A+ / wl) gy

oui=1,2.

v; (§) = B exp /fZ /4wm oy XP /fz dt | dn, fi(t)= 2;_tn+ 4W?L(t)'

1) Si Ay = Ay et By = By, alors:

w1 (E) = W2 (E) = Al = AQ,
v1(€) = vy (e) = By = Bs.

Donc on a I'unicité de solutions au probléme de valeur initiale, en effet pour certains ag > ¢,

on a: w; =wy et v; = vy, Y€ € [g,a0]. Dans ce cas, le résultat est trivial.
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2.2. Préliminaires et résultats principaux

2) Si Al <A2 et B; < Bs.

Il facile que montre que I’hypothése suivante est vraie:
il existe ag > ¢ tel que wy <wq et f1 > fo V€ € [g, ag). (2.8)

Par I’absurde, on suppose que wy > wy V¢ € [0, a).
D’apres la définition, on a w; et wsy sont décroissante (monotone) sur [0, a), donc si on prend

ag € [0,a) alors pour tout 0 < € < ag nous avons w; > ws V¢ € [, ag|, en particulier
w1 (8) > wy (e) = Ay > A, contradiction.

Alors wy < wsy, Y€ € [g, a0, de méme pour o > 0 et m > 1 on a

2—n « 2—n «
MO=% "~ 2 tagpe

Finalement 1’hypothése (2.8) est valable.

Et d’autre fagon V¢ € [e, ag] on a:

¢ £
B2 exXp /f2 (t) dt — B1 exp /f1 (t) dt

£

Vg — V1 = ¢ > 0.

3 ¢ ¢
+/4w’1"51(n) exp /fl (t)dt ) dn— /4%711(”) exp /fz (t)dt
€ U] €

n

Donc v1 < vy V€ € [g, ag].

3) Maintenant, et d’aprés ce qui passé:

si Aj = Ay et By < By, alors w; =wset f1 = fo V¢ € [e, ag) (a),
si Ay < Ay et By = By, alors w; <wget f1 > fo V¢ € [e, ag) (b),

Alors dans les deux estimations (a) et (b), il existe § > ¢, tel que 0 < w; < wq dans [g, d].
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2.2. Préliminaires et résultats principaux

Et d’autre fagon on a:

'3
(a) & vy — vy = (By — By) exp /fl(t)dt >0,

£

et
3

3
B oo | [R(tat) —exp | [0
55 £

> 0.

(b) & vy—vy = ¢

3 3
+ / T 5P / Ju(t)dt ) dn— / T P / fa(t)dt
€ n € n

Les derniéres inégalités donnent que v; < ve < 0 dans [g, 4], ainsi W} — w) < 0 dans [g, d].

En conséquence,

Donc finalement

0 < w1 (5) SWQ (5), U1 (5) <U2 (6) S 0, wWo (8) — W1 (5) SWQ (5) — W1 (5)

Voici la preuve est compléte si ag < 9. Si ag > 0, nous répétons les arguments ci-dessus.
Remarquant que w) et w) sont délimitées sur [e, ag] et wy (¢) — wy (6) < wy (0) — wy (9).
Nous voyons que les résultats ci-dessus sont valables pour certains § > a.

La preuve est compléte. m
Proposition 2.2.3 [l existe une constante Cy > 0 indépendante de €, tel que
a. > e+ Cpy > 2¢,

vérifie lorsque 0 < ¢ < Cy. En outre, pour 0 < § < a. — 2¢, nous avons l’estimation:

36
4(n+1)Am-17

we (&) > VE € le,a. — 0].
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2.2. Préliminaires et résultats principaux

Preuve. Nous allons distinguer deux cas pour estimer la limite supérieure de —v..

1) Lorsque n = 1, pour tout £ € [e, a.), nous avons w. (§) > 0, v. (§) <0, et

€ €
0 = [ (/ @z ‘”) "

VAN
W
&
03
X =
™
\m
@
"
o]
~
\m
W
&
™3 o
=
QL
~
~—
R
3 |
~
Nl
QL
3

< Mff = / o (g € ) 0 Hay
; 0 N |

< wg(m ®) / )

< o () (€ )

< BE eXp( ag )
T Awrtt(E) dwr (§))

2) Lorsque n > 2, pour tout £ € [g,a.), nous avons toujours w, (§) > 0, v. (§) <0, et

£ 9
@ = [y (/ (2%n+4w§<t>>dt) o

)

3 S
a
< ———dt | d
- wml / (/4wmt)n
£ n

e () €

oo B ( 5)
= 4 (© €

Par conséquent, pour chaque n > 1, on obtient:

IN

55
0.0 < e (W ) Ve € [ a.).
D’ou
, se o
_gws (5) S 2&}?@_1 (g) exXp (4&];” (5)) ) V£ € [57 as) )
/ 5 046
()2 L e (w (5)) L Yeelsa).



2.2. Préliminaires et résultats principaux

Le principe de comparaison implique a. < a; pour 0 < € < 1. Ainsi pour 0 < € < 1, nous

avons:

: B aay
402 g e () el

Comme w. est une fonction décroissante sur [e, a.) alors w. (§) < w. (¢) = A, V€ [e,a.).
Soit & € [e, a.) tel que w, (§,) = 4. Alors:

aaq

s () veekal

D’apres le théoréme des accroissements finis, on obtient que

wL (&) >

3¢ € [e,&,] tel que Wl (&) = Ye (52_3 : (:8 (€) > ~3 (A/i)ml exp <—4 (Zj;)m) ;

o m—2 m—2
AJ2 Z_2 BeXp 2M 2y ,
50 — ¢ Am—l Am

A™ 2" 2nvay
= a5>£026+mexp —T .

m m—2
Cyp = min {1, 2;475 exp (_%> } )

Alors pour 0 < ¢ < Cj, Nous avons:

Soit:

a. > €+ Cy > 2e.

Nous montrons maintenant ce dernier de la proposition correcte. Soit 0 < § < a. — 2¢. De

la preuve de la proposition (2.2.1), on obtient que

s
— > > 2e.
WE (5) —_ 4 (n + 1) Am_l, vg — €
Remarquant que a. — 6 > 2¢, on obtient a partir du théoréme des accroissements finis que
we (a:) — we (a: — 0) g
= c—0,a.) tel —w! =— > ,
56[(1 ,a) €l que we(g) aa_<aa_5> _4(TL+1)Am_1
Bd
we (az —0) 2 4(n+1)Am-1
Par conséquence,
we (€) > we (a. — 0) > po V¢ € [e,a. — 0]
g - g € i 4 (n + 1) Amil, y e .

La preuve est complete. m
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2.2. Préliminaires et résultats principaux

Lemme 2.2.1 Soit0 < e < Cy. Pour tout T > 0, il existe une constante 6 > 0 indépendante

de € tel que:
A—T<w: (& <A, —7<v:(€) <0, VE € [e,e+9).

Preuve. Soit 0 < ¢ < Cy. De la preuve de la proposition (2.2.3), on obtient:

B¢ aa
—U, (5) < mexp (4&.}2” (5)) , V¢ € [E,ag) .

Si on prend &, € [e, a.) tel que w. (§,) = é, alors pour € + Cy < &, on a w, (¢ + Cp) > é,

on obtient donc

2m726€ 2m72OéCL1
- 5(§)§W6XP(T> , Ve € le,e+ Oy,
de méme
, 2m—2ﬁ 2m_2OéCL1
—w. (§) < i exp (T) : Ve € [e,e + Col.

Comme w. est décroissante, alors pour tout £ € [e,e + Cy] on a 'estimation
A—w.(e+Cy)>A—-w.(§) >0.

Soit la famille (¢;),..., tel que € < ¢1 < ¢; < e+ Cp, 1 < i < n. Alors pour iy fixé, il existe
€ € [e, ¢, tel que

Ciy — € Ci,—€  Aml

Donc le théoréme des accroissements finis implique qu’il existe £ € g, ¢;] tel que pour chaque

1 <1 < n, nous avons:

T AmL 220y A—w: () - A—w:(c)

Tl _Z Al = > .

2m—26 exp ( Am > < 1, tel que 7; P = Co >0
Pour tout 7 > 0, Soit:

, TA™! 2m2qq,
0 = min {Co, m exXp (—Tl> } .
Sid = Cpalors V€ € [e,e +J) on a
A—w, (C
A-w. () <A—-w.(0+e)=A—w.(Cy+e) < we ( O+E)<T

Co -
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2.2. Préliminaires et résultats principaux

Si

Am—l 2m—2
= ;m—2ﬁexp (-%) < Oo,

alors V¢ € [e,e 4 0)

A—we(O()—i‘é) <7_’
Co -

A—w. () <A—w.(0+e) < A—w.(Ch+e) <

finalement

A—T<w: (&) <A, V¢ € [e,e + ),

de méme (voir [3]), nous obtenons:
—7 < v (€) <0, VE € [e,e+9).
La preuve est complete. m

Lemme 2.2.2 Soit0 < ¢ < Cy. Pour tout T > 0, il existe une constante d > 0 indépendante

de ¢ tel que:

0<w:(§ <, Ve € (a. —0,a.) .

Preuve. Soit 0 < € < Cy. Pour tout 7 > 0, on a
i) si 7 > A le résultat est triviale car il existe une constante 0 < § < a. — ¢ indépendante
de ¢ tel que
O<w:(§) <A<LT Ve € (a. — 0,a).

i)si0<T<A
De la preuve de la proposition (2.2.3), on obtient que

B aay
Tt () P (w <s>> - Kela).

Soit &, > & € (e, ac) tel que w. (§,) =, we (§;) =7, alors V€ € [¢,&,] on a

o4 aaq

L6 2 5 e (W) |

Le théoréeme des accroissements finis implique qu’il existe ¢ dans [€;, &,] tel que

/ _ We (52) — We (gl) _ _T/Q . 6 - ( aaq )
we () & & GH-6° 262 P ’

WL (§) >

4(r/2)"
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2.2. Préliminaires et résultats principaux

92 2 m—1 m 2m—2

2 B A(r/2)" - 2m-1j ™
Soit:
Tm 220,
5= mexp <—7_—m) >0,
alors
we (&1) > we (ae — 6) > we (a:) = 0.
Donc

0<w:(&) <, Ve € (a. —0,a.).
La preuve est complete. m
Proposition 2.2.4 Soit les conditions de la proposition (2.2.2) réalisées. En outre, on
suppose que 0 < ¢ < Cy et By = 0. Alors il existe deux constantes My,Ms > 0 dépendent
seulement par ag, we (ag) et As, mais sont indépendants de € tel que pour tout £ € e, ag),

l’estimation

lwi (&) —wa ()] < (A — Ay — apM3By) exp (agMy) ,

et
v (€) — v (&)| < apMy (Ay — Ay — apM2By) exp (agMy) — agMs By,

vérifiées.

Preuve. Soit les conditions de la proposition (2.2.2) réalisées, avec By = 0, et A; < A,.

Nous voyons du principe de comparaison que:
0<wi(ap) Swi(§) Sw2(§) <Az, wi(§) Sv2(8) <0, V¢ € [e, aol,
et pour € < & <&, < ag, nous avons:

wa (€5) — w1 (§2) > wa (§) —wi(§y) > Az — Ay >0,

donc il existe une constante 0 < k < +o00, tel que

1 1 1

GE G GE R

k, V€€ [e, a.
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Ainsi pour tout £ € [g, agl, on obtient que:

3

13 3
2—n o 2-n aag n—2 2 Qag
< 2 2 < —
/ e"p{/ & +4wzn<t>)dt}d”f o (o) 170 < 2o ()

€ n €

Donc

£

€
J 4“’1”?1 ) {n/ <22_tn + 4w;(t)) dt} dn
‘ £
Sl (o)

n

5 B aag 6] aag
. <2nwzn1 (@) 2nA;”1) s (w <a0>> T T (ag) " (w (ao))
w1 () — w2 (€)]

< MEPEETIEE < M€l (6) = wa (O] = Mi6 (w2 )~ (2),
tel que
B (A’Q"*1 —wpt (ao)) ox aag cosh [(aaowfm (ao)) /4}
= () T e
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2.2. Préliminaires et résultats principaux

De méme
'3

2—n o
at s < M
X /(2t+4w@9 < M,

£

ou Mi,M, dépendent seulement par ag, wi (ag) et Ay, mais sont indépendants de €. En

conséquent, pour tout & € [e, ag]

£ £
Uz(ﬁ)—vl(ﬁ)——/ﬁ@ip /(22—t”+m>dt dn
e e
£ ¢ £
2—n a 6] 2—n «
—Bjexp / <2_t + m) dt | + /m exp / (2_t + —4w§”(t)) dt | dn
e € €

< M€ (w2 (§) —wi (§)) — Maé By,

et

£ £
w@—%@)=Arﬂﬁfﬁﬂﬂwﬂmﬁ<%—&+/wMW@—M@%WM®ﬁ

£

£
< <A2 - Al - aoMgBl) + Ml/ (wg (t) — W1 (t)) dt.

€

Pour tout £ € [e, ag], I'inégalité de Gronwall)) implique que

w1 (§) —w2 (§)] = w2 (§) —wi(§) < (A2 — A1 —aoMaBi)exp{M; ({ — )},
< (Ag — Al — aoMgBl) exp (aoMl) .

Par conséquent, pour tout £ € [g, ag], on obtient que

w1 (§) —v2 ()] = v2(§) —v1(§) < Mg (w2 (§) — w1 (§)) — MaBy,
< a0M1 <A2 — Al — CL[)MQBl> exp (CL[)Ml) — aoMgBl.

La preuve est compléte. m

(ULe lemme de Gronwall sous sa forme originelle donnée par Thomas Hakon Gronwall (1877-1932) en
1919, s’exprime de la fagon suivante : Soit w une fonction positive sur un intervalle [a, b] telle qu’il existe
deux constantes A > 0 et B > 0 pour lesquelles 'inégalité suivante est veérifice : w(§) < A+ B ff w (t) dt.

Alors on a la majoration suivante pour tout & € [a,b] : w(€) < Aexp (B (£ — a)).
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Les résultats principaux de cette étude sont les théorémes suivants:

Théoréme 2.2.1
Pour tout a > 0 et tout A > 0 il existe au moins une solution & support compact du probléme

de valeur initiale (1.17) — (1.18).

Preuve.
Soit 0 < € < Cp et (we,v:) la solution du probléme de la valeur initiale (1.17)-(2.1). De la

proposition (2.2.1), il existe a. > 0 tel que:
we (€) >0, Ve € 10,a.), we (a:) = 0.

Soit a = lim+ ae, du principe de comparaison, on voit que:

e—0

0<a., <a., pourtout 0 < ey <e9 < (.

Ainsi, a existe et a > 0. Pour tout £ € (0,a), le principe de comparaison implique que w,
et v. sont délimitées et monotones pour tout 0 < ¢ < Cy. Ainsi w, et v, converge lorsque

e — 0". Pour £ € (0,a), soit:

WO =lmw(©, @)= lnuw@.
En outre, on a
w(0) = A, v (0) =0, w(a)=0

Nous voyons que w et v sont continués & droite & 0 du Lemme (2.2.1). Et w est continue a

gauche a a d’apres le Lemme (2.2.2). 1l résulte de la proposition (2.2.3) que
w() >0, V{e€0,a).

Depuis w. est décroissante monotone sur [0, a.|, w est aussi décroissante monotone sur [0, a.
Pour tout

0<é<(Cy et e<a<a,
la proposition (2.2.4) implique que w, et v, sont uniformément convergente sur [, al. Ainsi
w’. et vl sont uniformément convergente sur [£,a]. D’otl w et v sont contintiment différen-
tiable en (0,a) et satisfont (1.17). Ainsi (w,v) est une solution & support compact du
probléme de la valeur initiale (1.17) — (1.18).

La preuve est complete. m
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Théoréme 2.2.2 (Unicité)

Le probléme de valeur initiale (1.17) — (1.18) admet au plus une solution & support compact.

Preuve.
Soit (w1, v1) et (ws,vy) deux solutions & support compact du probléme de la valeur initiale
(1.17) — (1.18). La constante a satisfaisant la définition sont écrits de fagon correspondante
ay et as. En générale, nous supposons a; < ag. Soit 0 < ag < a;. Pour tout 7 > 0, la

continuité de (wy,v1) et (ws, vy) & droite & 0 implique qu'il existe une constante
0 <60 <min{Cy,ap},

tel que
A—-T<wi () <A A—7<wy(§) <A, V¢ €[0,0),

et
O<—v1(6)<T, 0<—-u()<7,  VEE[,H).

Pour tout € € (0,4), on voit que:

(w1 (€),01(€)) (€ € [g,a0]) et (w2(£),v2(8)) (& € [g,a0]),

sont deux solutions de systéme (1.17) avec les conditions initiales:

De fagon correspondante. Soit (wq (£), v (€)) la solution du systéme (1.17) avec les condi-

tions initiales:

w(e) = A,
v(e) =0.

Le principe de comparaison implique que

w1 (§) < wo (§) v1 (§) <o (§), V¢ € [g, ao] ,

et
w2 (€) < wo (€), vy (€) <wo (§), V¢ € [g, ao].-
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La proposition (2.2.4) implique qu’il existe deux constante M7, My > 0 indépendant de ¢

tel que lorsque £ € [e, ag], nous avons:

w1 (§) —wo ()] < (7 + aoMaT) exp (agh1),
|’U1 (f) — Vo (f)‘ < aoMl (7’ + GQMQT) exXp (G/OM]_> + CL[)MQT,

et

w2 (§) —wo (§)] < (7 + agMaT) exp (agMh),
v (§) —wvo (§)| < aoMy (7 + agMaT) exp (agMy) + agMar.
Ainsi, lorsque £ € [e, ag|, nous obtenons:
w1 (€) — w2 (§)] < 27 (14 agMsz) exp (agMy)

et
[v1 (§) —v2 ()| < 27 (agMy (1 + agMy) exp (agMy) + agMs) .

En raison de 'arbitraire de 7 > 0 et € € (0, ), on obtient que
w1 (§) = w2 (§), v1 (§) = v2(§), V¢ € (0, a].-
En raison de l'arbitraire de ag € (0, a;), on obtient que
w1 (§) = w2 (£), v1 (§) = v2(¢), V¢ € (0,a1).
La continuité gauche de w; et wy & a; implique
wi (a1) = ws (ay) = 0.

Donc

a1 = Q9.

En outre,

Ainsi (wy,v1) et (ws,vs) sont les mémes solution a support compact du probléme de la
valeur initiale (1.17) — (1.18).

La preuve est complete. m
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Théoréme 2.2.3
Soit (w,v) la solution a support compact du probléme de valeur initiale (1.17) — (1.18) alors
i. pour m > 1, w%@ est non intégrable sur |0, a];

i1. pour m > 1, ﬁ est intégrable sur [0, a),

£)
et on a aussi Z(_n_z) est intégrable sur [0,+/a].

On note
va

n—1
n
)\:/ dn.
J w (n?)

En outre, soit:

+ «

1
u(x,t) = w((t+1)" |x]2) avec f = et a>0,

1
(t+1)°
est la solution auto-similaire rétrécie de l’équation (NDE) et ¢ (x) une fonction continue

sur R™ donc:

w3

lim (¢ + 1)(Em)os / 0@ 4= 2T 3 600),

t—-+oo u(z,t) I'(%)

supp u(-,t)
ou T est la fonction gamma) standard. En particulier, lorsque

2
mn — 2’

2
m# — et a#
n

on obtient:

lim / Or) 4, 27 Ao (0) .

t—4o00
supp u(-t)

La preuve voir ([3]).

Théoréme 2.2.4 (Non-existence)

il n’y a pas de solution de l’équation (1.16) sans support compact, savoir, il est maintenant
w (&) € C? (0, +00) telle que w (£) > 0 pour tout & € [0, +00), w et w' sont continués a droite
a0, et w satisfait (1.16) dans (0, +00).

(UPour tout nombre complexe z tel que Re(z) > 0, on définit la fonction qui s’appelle fonction gamma,

et notée par la lettre grecque I' (gamma majuscule) : I' (z) = f0+°° t*~letdt.
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2.2. Préliminaires et résultats principaux

Preuve.
Nous montrons par I’absurde.
Supposons que w est une solution de I’équation (1.16) sans support compact, & savoir,
w (€) > 0 pour tout £ € [0, +00), w et w’ sont contintiment & droite & 0, et w (£) € C? (0, +00)
satisfait (1.16) dans (0, +00).
Soit v = &w'. Alors v est contintiment différentiable en (0, +00), v est continue a droite a 0
avec v (0) = 0, et I'équation (1.16) est transformé en systéme (1.17).

De (1.17), on obtient que

VO = (G g ) YO

28 Awm(€) 1)
L @), v B
A G RG]

Donc limg_,o+ v () existe, soit:

v (0) = lim o' ().

§—07

Ainsi v’ est continue a droite 0 et d’aprés la régle de 'Hopital(")

lim v(§) = lim o' (§) =2 (0).

£—0+ 5 £—0+

De (1.17), on obtient que

, _ (2-n o () — I6]
v = ( % +4wm<£>> O~ i1
e-nv(©  av©) 5

28 dwm (§) At ()

lorsque £ — 07, nous obtenons:

Ainsi
B

v(0) =  2nw™1(0)

< 0.

(U La regle de 'Hopital est un moyen simple de calculer certaines limites de la forme indéterminée 0/0
ou 0o/00, cette régle est due a Jean Benoulli comme suit : Si w et v deux fonctions dérivables telles que

w(a) =v(a) =0, oulimg_,ow (&) = 0o et limeq v (§) = 0o. Alors, lime_,q % =lim¢_q %
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2.2. Préliminaires et résultats principaux

On a v (0) = 0, nous voyons qu’il existe une constante £, > 0 tel que v (£) < 0 pour tout
0 <& <€, Ainsi
w (&) <w(0) et v(§) <0

Soit (wo (€) ,v0 (€)) la solution du systéme (1.17) avec les conditions initiales

v (&) = 0.

De la proposition (2.2.1), nous obtenons qu’il existe ag > &, tel que wg (ag) = 0. Le principe
de comparaison implique que

w (ap) < wp (ag) = 0.

Cela contredit I'hypothése. Donc, il n’y a pas solution de ’équation (1.16) sans support
compact.

La preuve est compléte. m

Remarque 2.2.1
Soit (w,v) la solution & support compact du probléme de valeur initiale (1.17) — (1.18). De

la preuve du théoréme (2.2.3), on obtient que

u(x,t) = w((t+1)"|z]*) avec B = Lra

5 et a>0,
(t+1)

est une solution de l’équation (NDE) dans le sens

4 2
L mD/2 (m+1)/2 B L (m+D)/2 _
///( m—|—1 V (u ) Ve —( +12\V )] go)dmdt 0,

RTL

pour tout p € Cj (R™ x (0,400)).

Remarque 2.2.2
Les théoréme (2.2.2) et (2.2.4) impliquent que le probléme de valeur initiale (1.17) — (1.18)

admet une solution unique.
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Chapitre 3

Quelques solutions explicites de

I’équation (NDE)

Dans ce chapitre, on veut chercher des solutions particuliéres de I’équation (NDE) sous
formes explicites, mais pour m € (0, 1).
Notons pour commencer par ’équation appelée: équation de diffusion non linéaire avec la

forme de non divergence (type 2), crier comme suit:

B 9?
%:uma—;; me(0,1); zeR, t>0.

Probléme de Cauchy pour I’équation de (NDE)

Nous considérons le probléeme de Cauchy pour une équation parabolique dégénérée avec la

forme de non divergence:

ou 9u

S =u"535 pour reR, t>0 et me (0,1),

o Z ©.1) (NDE2)
u(z,0) =ug (z).

La question qui nous intéresse est la suivante: pour quelles données I'équation (NDEZ2)
est-elle globalement bien posée 7

Notons pour commencer que:

u (2,0) = ug (v), 01 0 < up (z) € C*(R)N L™ (R).
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3.1. Relation entre I’équation de milieu poreux (PME) et I'équation (NDE2)

3.1 Relation entre ’équation de milieu poreux (PME)
et I’équation (NDE2)

Définition 3.1.1

L’équation de milieu poreux (porous media) est une équation parabolique non linéaire crier

comme suit:
ow _ 9 (wP) .
S = o >1;, xeR, t>0,
oL Oa? b (PME)
w (z,0) = wp () z e R.

Remarque 3.1.1
L’équation (PME) implique que peut étre écrire l’équation des milieuz poreux formellement

sous la forme de non divergence (NDE2), par le changement de variable suivante:

w = plflpu%, tel que p = ] toujours m € (0,1). (3.1)

Vérification.

D’apres le changement (3.1) on a:

et

1-p 1 1-p

-1 1%
uur =pruu P,

de méme, on a:

w? = pT-ru
c’est-a-dire;
(W) = DT U -
Dongc; 'équation (PME) équivalent a:

_p_ 1-p _p_
pt-ruu = D1 P Uyy,

ce qui implique
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3.1. Relation entre I’équation de milieu poreux (PME) et I'équation (NDE2)

Maintenant, nous cherchons les valeurs de o € R et 5 € R pour lesquelles A\®w ()\5 x, )\t)
est solution de I’équation (PME), pour tout A > 0 sachant que w est solution de méme

équation.

Remarque 3.1.2
Siw (x,t) est une solution de l’équation (PME) alors d’aprés la définition (1.2.8) on a

/ /
v (2, ) = hw (i,i),

T S

est une solution de [’équation des milieux poreux.
On trouve la condition d’invariance d’échelle pour ’équation (PME), comme suit:
hPt = 257

Pour plus détaille voir [13].

De méme, si on pose v = 7w tel que w est une solution de I’équation de milieu poreux sous

rw (a, ) = <§) s (; 2) . (3.2)

est une solution de (PME). Aussi, on obtient:

l’action de dilatation alors:

h=s"% etr=s"

ou
(0.7) = —— 5(p.) 1 (33)
a\p:Y) = 7N, o P,Y) = 7N 5 .
v(p—1)+2 v(p—1)+2
D’apres la formule (3.3), on trouve a = /3, donc
a(p—1)+28=1. (3.4)
D’ou. La transformation (3.2) devient:
xz t
H)=sw( =, -].
Tw (z,t) = s %w (sﬁ’s)
Si on pose A = % > 0 alors:
wy (7,t) = (1) w (2, 1) = \w (\z, \t) (3.5)

est la solution auto-similaire de I’équation (PME) pour tout (x,t) € R™ x (0, 00).
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3.1. Relation entre I’équation de milieu poreux (PME) et I'équation (NDE2)

Différentes solutions de forme auto-similaire pour (PME)

Il y a plusieurs formes des solutions auto-similaires, on peut classer ces solutions comme

suit:

1. Solution auto-similaire classique: pour tout A > 0, la formule (3.5) donne,

pour A = 1, t € (0,00)

w(z,t) =t"% (.CL‘t_B) =t"% (&) avec & = t%’

o « et [ sont des constantes et ¢ (§) = w (&, 1) est le profil de la solution auto-

similaire.

2. Solution Blow up: c’est une solution qui explose en temps fini, s’écrit sous la forme

x
w(z,t)=t-T) "o | —— T > 0.
(2,) = (t=T) " ((t_T)ﬁ>
3. Solution auto-similaire de forme exponentielle:

o x
w(x,t) =ep (E> :
Toujours «, B € R, et @ est le profil de la solution auto-similaire.

4. Solution auto-similaire générale:

wiet) =ee (<55).
ot a (t) et c(t) sont des fonctions dépendantes de t.

Remarque 3.1.3
le changement de variable (3.1) implique que tout solution de l’équation (PME) est aussi
solution de l’équation (NDE2) tel que:

1—-m

1\ —1
u= pp%lwp = (—> wim, tel que m = b avec p > 1. (3.6)
1—m p




3.2. Existence et unicité de solution de I’équation (PME)

3.2 Existence et unicité de solution de I’équation (PME)

L’étude de 'existence et I'unicité de solution de I’équation de milieu poreux est boucaup
étudier, parce qu’il existe plusieurs articles ont pris par cette équation, pour cela nous
reposera sur la briéveté et rappel seul I'un des théorémes principaux qui montrent I’existence
et I'unicité de la solution auto-similaire de forme classique. (B. H. GILDING AND L. A.

PELETIER, On a Class of Similarity Solutions of the Porous Media Equation [1]) .

Solution auto-similaire de forme classique

On vu dans la section précédente qu’une solution auto-similaire peut s’écrire sous la forme

classique

wle,t) =t (§)  avec &=, (3.7)

ol « et 3 sont des constantes et ¢ est le profil de la solution auto-similaire.

D’apres un calcul direct, I’équation (PME) équivalent a:

ap (&) + BEY (&) + 2P D728 (P ()" = 0. (3.8)

En remplacant (3.4) dans (3.8), on peut satisfait I’équation différentielle ordinaire suivante:

ap () + BEL (&) + (¢7 (€)" = 0.

L’équation précédente est une équation non linéaire n’est pas facile a résoudre, si on ajoute

les conditions ¢ (0) = U et ¢ (c0) = 0. Donc nous allons étudier le probléme:

(P (€)" + BEY (&) + ap (§) =0 0 <& < +oo,
¢ (0)=U, ¢ (00) = 0.

Définition 3.2.2 (Solution faible)

(3.9)

une fonction ¢ sera dit une solution faible de l’équation (3.9) si:
1) ¢ est bornée, continue et non négative sur [0, +00).
2) () (&) a une dérivée continue sur [0, +00).
3) @ vérifie lidentité:
+o0

+00
/ & [(?) + Bed] dn + (6 — ) / bodn — 0,
0 0
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3.3. Solutions explicites (cas particulier)

Supposons qu'’il existe ¢ (£; @) une solution faible de (3.9) non triviale a support compact

tel que:
pla)=0,  (¢") (a)=0. (3.10)

Pour 0 < £ < a, 'intégration de (3.9) a l'intervalle (¢, a) donne que:

a

() (€)= B (€) + (B—a) / o (n) dn.
3

De méme, si on inteégre ’égalité précédent a partir de £ & a, nous obtenons:

a

" (€) Zﬁf/w () d77+(26—0z)/(n—§)90(77) dn. (3.11)
3 £
Théoréme 3.2.1 ([1]) Supposons que U > 0, alors le probléme (3.9), (3.10) admet une

solution unique, et il existe une unique a (U) > 0 telle que ¢ (& a(U)) est positive sur

(0;a(U)) si et seulement si f >0 et 26 —a > 0.

La preuve voir [1].

3.3 Solutions explicites (cas particulier)

Nous conclurons par une discussion sur les conséquences du (théoréme 3.2.1) pour les solu-
tions auto-similaires de forme classique de ’équation (PME), si I'on rajoute une condition

supplémentaire de type «conservation de la masse (voir [4])», c’est-a-dire:
/w (z,t)dx = Q, (3.12)

et les conditions:

o (0) = 0, (3.13)

p(0) = (4m)"

N|=

(3.14)

L’équation de milieu poreux (de méme I’équation (NDE2)) admet certain nombre des so-
lutions explicites qui jouent un role treés important dans le développement de la théorie
mathématique du probléeme, (voir [1], [2], [6], [11], [12], [14]).

On commence tout d’abord par donner la solution dite de Noyaux de Gauss.
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3.3. Solutions explicites (cas particulier)

3.3.1 Solution "Noyaux de Gauss"

Si on prend p = 1, c’est-a-dire m = 0, ’équation de milieu poreux devient ’équation da la

chaleur, alors ’équation (PME) devient:
ow  Pw
. - a9 7t € R x 07 3
5~ o2 (O) (0, 00)

et ’équation (NDE2) devient:

ou  O0%*u

Donc la formule (3.4) implique que
5 1
a=p0p=—.
2
La solution auto similaire classique devient comme suit:

w (1) = itgo <%> (,£) € R x (0,00).

L’équation (3.9) devient:
1
5 (€@) +¢" =0.
On peut résoudre cette équation facilement, si les conditions (3.13),(3.14) réalisées, alors

le profil ¢ donne par 1’égalité

o) = e (-5),

et la solution qui appelée "Noyau de Gauss" devient par:

372

1
VAt P ( 4t

w (z,t) = ), (x,t) € R x (0,00).

Ce qui implique

1 7
u(x,t) = \/mexp (—4—t), (z,t) € R x (0,00).

Donc pour p = 1 c.-a.-d. m = 0, la figure suivante montre le graphe de cette solution pour

quelques valeurs de t.
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3.3. Solutions explicites (cas particulier)

3.3.2 Solution de Barenblatt (ZKB)

C’est une solution fondamentale des autres solutions de I’équation (PME) et elle est obtenue

en 1950 par Zel’dovich et Kompanneets et Barenblatt.

Définition 3.3.3 (Solution de Barenblatt, voir [2])
Soit C' une constante positive, si pour t > 0, les conditions (3.12),(8.13) sont vérifiées.
Alors la solution de Barenblatt pour équation (PME) est we,, (z,t): R x (0,00) — R,

définit par:

1

1 -1 p—1
wey (2,t) = o {0 - %p)x%—za} . (3.15)

Détermination.

La condition (3.12) devient:

[ree@an-a & v [o©a-a

R

Ee

ce qui implique de (3.4) que

a=p=——7.
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3.3. Solutions explicites (cas particulier)

L’équation (3.9) devient:

— €+ (@) =0
Par intégration, on obtient:
@) + —16 = O
et d’apres (3.13) on a Cy = 0, donc
plprt = -2

p+1
D’aprés un calcul direct, le profil ¢ sera définit par I’expression:
(p—1) 1
a(p— 9 p—1
=|-——" C :
0O = |- T

Donc la solution w s’écrit comme (3.15) avec C' > 0 (constante arbitraire).
Par suite, la solution de (PME) par définition & support compact, c¢’est-a-dire pour

t > 0, la solution de (PME) existe, ot

1

alp=1) 2,20 | P! . z? 2pC
wey (2,t) = L T ] 51w S Sfp-1)
P ) to sj m_g N 2pC
12 a(p—1)°

Sit — 0 nous avons we,, (x,t) — M (x) telle que M est une constante dépend de C,p et
§ la distribution de Dirac") ou la masse de Dirac, la solution est appelée Solution ZKB ou
Solution Barenblatt(?),

Et d’apres le changement (3.6), la solution de (NDE2) donne par ’expression:

1-m o= .2
_ 1 m %1 |:C - %"L‘Qt 2&] m S1 t2_o‘ S %, . . ]_ —m
ucm (x,t) = iom t e ol 04—6—2—.
-m 0 si 3z > == -m

Sionpose C =1etp=2c.-a-d. m= % et a=p0= %, alors la figure suivante montre le

graphe de cette solution:

(ULa distribution de Dirac ou masse de Dirac, introduite par Paul Dirac, est une fonction ¢ qui prend

une valeur infinie en 0, et la valeur zéro partout ailleurs, et dont l'intégrale sur R est égale a 1.
(2)Nous avons vu la contribution importante de Zel’dovich, de Kompaneets [532], de 1950, qui a trouvé

la source des solutions dans un cas particulier, et de Barenblatt [60], qui a réalisé une étude compléte de

ces solutions en 1952.
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3.3. Solutions explicites (cas particulier)

t=0.08
t=0.125
=0.25
t=0.5
=1

Figure 3.3.2 : Solution ZKB pour 1’équation (NDE2) pour m = %

3.3.3 Solution de dipole

11 résulte de (théoréme 3.2.1), qu'il existe une solution non trivial & support compact si et
seulement si 28 — « > 0, et d’apres la formule (3.4) I'existence de la solution vérifie pour
a < i et B> 2ip, mais si on prend

1 1

o= —; = —, 3.16
; o (3.16)

ce qui implique 28 — a = 0, alors on peut trouver une solution auto-similaire appelée
"Solution de dipole" (voir [1], [9], [10], [12]). La solution auto similaire classique de-
vient comme:

w(x,t) = t%¢(§) ou &= xt%, (x,t) € R x (0,00).
Dans ce cas I'EDO (3.9) devient

11
()" + Set 2—p€so’ =0,

et 'estimation (3.11) devient:

o (€)= }pg / o (n) di. (3.17)
3

(I La solution de dipole est due & Zel’dovich et a Barenblatt [530] et a été employée par Kamin et Vazquez

[326] en décrivant le comportement asymptotique des solutions signées plus générales.
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3.3. Solutions explicites (cas particulier)

Si on pose:
a

g(f)z/w(n)dn = () =—p(©),

¢
1 1
,__ L P

g = (2p£g) .

La solution de cette équation donne par I’expression
1 » p—1 +1 | P
- p p
= —_— a pr —_ p y
9(8) [(2}9) p+1 ( ; )]

et de (3.17) on obtient que
1
_(EY s
v (&) = <2p g

Le profil p,;, c’est la solution de cette équation est égale a:

ce qui implique de (3.17) que

1 p+1

1 p—1 pt1\ P1 . ar (p—1)
. = P S1aN C— ——— P , ou C=——>>0.
an(©) = llF sign (©) (€ - 217 st
Donc la solution de dipole est:
7 ol sign ) [0 — L2 L)
Wyip, = tr—1 |x|? sign (x - 7| .
“w 2p(p+1)

Cette solution & support compact, est représentée par Barenblatt et Zel’dovich en 1957. Et

d’apres le changement (3.6) la solution de (NDE2) donne par ’expression

1—-m 1
1 mo o bBm | ™ R 1—m
= (125,) R ore - 2] o = A

et son graphe prend la forme suivante (pour C' = 1):
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3.3. Solutions explicites (cas particulier)

t=0.675

u(x,t)

Figure 3.3.3 : Solution de dipole pour ’équation (NDE2) avec m = %, a=z, 0= 4—11.

N [—=
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Conclusion

Dans ce mémoire nous avons étudiée une EDP non linéaire appelé I’équation de diffusion
non linéaire avec la forme de non divergence, nous avons cherché les solutions sous forme
auto-similaire, et démontré leurs existence et leurs unicité, se basant sur les travaux de
CHUNPRNG WANG et JINGXUE [3], ensuite nous avons présenté quelques solutions par-
ticulieres sous forme explicite selon les exposants de similarité (« et [3), par exemple les
solutions de: Noyaux de Gauss, de Barenblatt, et de dipole.

On note que la question intéressante reste posé, notamment si m > 1, pour la recherche

de solution explicite pour ’équation de diffusion non linéaire avec la forme de non divergence.
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