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Résumé.

L’objectif de ce travail est de trouver la solution approché et numérique de quelques types d’équations
intégro-différentielles avec la méthode d’analyse d’homotopie (HAM) et la méthode de décomposition
d’Adomian (ADM). Dans les méthodes numériques, on a utilis¢ les polyndmes de Legendre, et de
Bernstein. Dans cette derniére, 1’utilisation de la matrice opérationnelle nous a permis de transformer
ces équations a un systéme d’équations algébriques dont la solution est facile a trouver. Quelques
exemples numériques prouvent ’efficacité des méthodes employées pour trouver les solutions

approchées.

Mots clés : Equations intégro-différentielles, méthode d’analyse d’homotopie, méthode de

décomposition d’Adomian, polynomes de Bernstein, matrice opérationnelle.

Abstract.

The objective of this work is to find the solution approach and numerically the solution of some types
of integro-differential equations with homotopy analysis methods (HAM) and the Adomian
decomposition method (ADM). In the numerical methods, the Legendre, and Bernstein polynomials
were used. In the later, the use of the operational matrix allowed us to transform these equations into a
system of algebraic equations whose solution is easy to find. Some numerical examples prove the

effectiveness of the methods used to find the approximate solutions.

Keywords : Integro-Differential Equations, Homotopy Analysis Method, Adomian Decomposition

Method, Bernstein polynomials, Operational matrix.
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Introduction

Les équations Intégro- Différentielles (E.I-D) ont été étudiées pour la premiere fois par
Vito-Volterra. Ces équations jouent un roéle trés important dans plusieurs domaines tels
que : La mécanique, les Mathématiques, la physique, la biologique,...etc.

Elles offrent un puissant moyen technique pour résoudre certains problémes pratiques.

L’équation fonctionnelle que nous appellons équation intégro- différentielle (E.I.D) est

sous la forme

oM (z) = F (2,0(x), (), ..., V(2)) J/QK(wyso(t),-",so‘”‘”(t))dt,

avec les conditions initiales
o(a) = By, ¢la) =By, ..., gp(”’l)(a) =B,_1, a€R,

e () ensemble mesurable, ¢ la fonction inconnue, K est le noyau, A parameétre numérique
et n 'ordre de I’équation (n € N).

e Notre thése se compose de quatre chapitres.

- Le premier chapitre est un rappel sur les équations intégrales (E.Is) et les équations
intégro- différentielles (E.I-D) linéaires et non linéaires.

- Le second chapitre nous présentons les théorémes du point fixe qui assureront que
I’équation intégro- différentielle admette une solution unique.

- Le troisiéeme chapitre est consacré aux méthodes qui donnent la solution approchée
de ces équations intégro- différentielles (E.I.D) ou nous nous intéressons aux méthodes

suivantes :



e Méthode de transformation d’analyse Homotopie. (H.A.TM)
e Méthode de transformation différentielle (polynéme d’Adomian) (ADTM).

- Le quatriéme chapitre on a essayé de trouver la solution numérique de certaines classes
d’équations intégro-différentielles (E.I.Ds) linéaires et non linéaires, en se basant sur la
méthode de collocation utilisant les polynémes de Legendre et les polynémes de Bernstein,
ol on a employé la matrice opérationnelle d’intégration et de dérivation avec laquelle on
obtient la solution approximative sous forme des polynomes.

Avec I'étude de la convergence de la méthode choisie en estimant ’erreur qui résulte

de la comparaison de la solution approchée et de la solution exacte.



Chapitre 1

Introduction a la Théorie des
équations intégrales et

intégro-différentielles



1.1 Les équations intégrales

Toute équation fonctionnelle de la forme

Apla) + fla) = / K.y, o(y))dy, (L.1)

E

est appelée équation intégrale, ol ¢ est I'inconnue, f est une fonction donnée,

A € R (ou C), E est un ensemble fermé, borné et mesurable, d’'un espace euclidien et

K le noyau. On prend
K(z,y,0(y) = K(z,y)e(y),

L’équation intégrale (1.1) devient
fl@) = [ K@ p)ewidy - 2oo)
E

qui est dite une équation intégrale linéaire.

Le type le plus général d’une équation intégrale linéaire est :
ha)pla) = £(0) + A [ K, 0)e(w)d,
E
Une équation intégrale peut étre classifiée en linéaire ou non linéaire.

Les équations intégrales les plus fréquemment utilisées sont sous les deux principales

classes, nommeées équations intégrales de Volterra et équations intégrales de Fredholm.

1.1.1 Equations intégrales de Volterra

On appelle équation intégrale de Volterra non linéaire de seconde espéce une équation de

la forme

o) = f(x) + A / K (a1, o(t))dt,



ol p est une fonction inconnue et K (x,t) et f(x) sont des fonctions connues et A est un
parametre réel.

Une équation de la forme :

/K@awmw:ﬂm

a

est appellée équation intégrale de Volterra non linéaire de premier espéce.

Equation intégrale linéaire de Volterra du second espéce est de la forme :
p(o) = 1)+ [ Ko Dp(0)it
- Si f(x) = 0, ’équation s’écrit :

mm—A/mewmﬁ

et est dite équation intégrale linéaire homogeéne de Volterra du second espéce.
Une équation & une inconnue ¢(z), de la forme :

x

/mewmﬁzﬂm

a

est dite équation intégrale linéaire de Volterra de premier espece .

1.1.2 Equations intégrales de Fredholm

On appelle équation intégrale de Fredholm non linéaire du second espéce une équation de

la forme :
w@—A/K@JW@Wﬁzﬂ@ (1.2)

ol p(z) est une fonction inconnue et K (z,t), f(z) sont des fonctions connues et A est un

parametre réel.



Si f(z) = 0, I'équation s’écrit

oz) = A / K (x, 1)p(t)dt (1.3)

L’équation (1.3) est dite équation intégrale linéaire homogeéne de Fredholm de second

espeéce .

1.1.3 Relation entre les équations intégrales (F.I) de Volterra et

les équations différentielles ordinaires (£.D.O) linéaires

Il y a une relation fondamentale entre les équations intégrales de Volterra et les équations
différentielles ordinaires.
Soit I’équation différentielle du type

dr dnfly
— — + .. =F 1.4
() o e an(@)y = F() (14)

avec des coefficients continus, et les conditions initiales

y(a) = qo, ¥(a) = qu,...y" Y (a) = ¢,

L’équation (1.4) peut étre réduite a une équation intégrale de Volterra du second éspéce

u(z) + /K(x,t)u(t)dt = f(x)

Pour arriver a cette équation intégrale, on utilise la transformation

TV )

dz™

d’ot, par intégration par rapport & x de a a x, on obtient

dnfl ¥
Fn_gi = /U(t)dt + -1

a



et les intégrales successives sont

dn—2y
dxan

Tr T1
= //u(az)dxdxl + Gp1T + @2
X T2 X1

2
x
den-1 ///U(I)dl'dxld@ + Qn—la + Gn—aT + Qn_3

et en procédant de la méme maniére, on obtient

T TpTn—1 T3 x

y(:c):///.../7u(:c1)dx1...d:cn: (n_11>!/(:r—t)”1u(t)dt

a

En retournant a I’équation différentielle (1.4), on voit qu’on peut I’écrire comme suit

u(z) + /K(x,t)u(t)dt = f(x)

ou

et

fl@) = F(z) = oo (2) = [(z = a)gn1 + gn-2)] a2 (1)

- = (%1% + ..+ qr—a)+ qo) an ()

1.2 Equations intégro-différentielles

Une équation intégro-différentielle (E.I.D) est une équation composée de deux opéra-

tions intégrales et différentielles dont la fonction inconnue est ¢ (voir [22] et [§]).
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La forme générale d’une équations intégro-différentielle non linéaire d’ordre n est
" (z) =F (rv (), P(x), s o (@), A/EK(% t,o(t), #(t), ..., w("‘l)(t))dt> (1.5)
Avec les conditions initiales
@ (@) = By, ¢ (@) = By, 9" (@) = By, -y = (@) =B,

telle que a € T et 5, (0 < i < n — 1) nombres donnés et ¢ est la fonctions inconnue.

La forme linéaire d’une équation intégro-différentielle (E.I.D) d’ordre n est

L.(p) = A /T K(x,t)M; (@) + f(z) (1.6)
La(p) = Z a;(2)p® () et M, (¢) = Z b;(t)e"(1).

a;(z),b;(x) et f(z) sont des fonctions données et (0 <i<n, 0 <j<m).

1.2.1 Classification des équations intégro-différentielles (E.I.D)

Une importante classification des (E.I.D) existe, et sont classées par leurs caractéris-

tiques en cing types suivants (voir [22]) :

Les limites de ’intégration
On distingue trois types majeurs de I’équation intégro-différentielle.
- Si les limites de I'intégration sont fixées, alors I’équation intégro-différentielle est dite de

Fredholm :
b
Lo(@) =) [ K @) M) + 1 (@),
- Si b=z alors I'E.I-D est de Volterra :
Lo@) =) [ K@)M(e)+f @)

- Si les deux opérateurs de I'intégration de Fredholm et Volterra coinsident alors I’équation

intégro-différentielle est dite de Fredholm -Volterra.

Lm«o):Al/ K1<x,t>Mt<so>+f<x>+A2/$K2<x,t)Mt<¢>+f<x>.

11



1.2.2 Conversion d’une équation intégro-différentielle (E.I-D)

de Fredholm a une équation intégrale (E.I) de Fredholm

Soit I’équation intégro-différentielle suivante

y(5) = a(s)y(s) + b(s) + jms, Dyl

(1.7)
y(0) = «, 0<s<1
ou a(s),b(s) et K(s,t) sont des fonctions continues sur [0, 1]
si on pose : 4 (s) = 2z(s), on obtient :
y(s) = a+ /z(t)dt (1.8)

0

Substituons (1.8) dans (1.7) on trouve :

z(s) = a(s) [a—ir/sz(t)dt] +b(s)+/1K(5,t) [a—l—/tz(u)du] dt,

0 0

alors on obtient

z(s) = g(s) —l—a(s)/sz(t)dt—l—]K(s,t)/tz(t)dt,

On pose
2(s) = g(s) + h(s),
tel que
g(s) = aa(s)+b(s)+ a/K(s,t)z(t)dt,
h(s) = a(s)/z(t)dt+/K(s,t) (/ z(u)du) dt,

12



on pose

1

K'(s,t) = /K(S,u)du,

h(s) = a(s)/z(t)dt+/K’(s,t)z(t)dt

0

h(s) = /(a(s).H(s —t)+ KT1s,t)) z(t)dt

tel que
s—t>0

H(s,t) =
0, s—t<0

a(s).H(s —t) + K(s,t) = n(s,1).

on pose

on obtient I’équation intégrale de Fredholm :

2(s) = g(s) + /n(s,t)z(t)dt.

13



Chapitre 2

Existence et unicité des solutions des
équations intégrales et

intégro-différentielles
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2.1 L’existence et unicité de la solution des équation

intégrale (E.I)

2.1.1 Contraction de opérateur

Soit I'opérateur intégral du second ordre (voir [36])
u— Au = f.

L’unicité et 'existence de la solution peut étre donnée par la série de “Neumann” pour

vu que l'opérateur A soit une contraction [|A|| < 1.

Théoréme 2.1.1 Soit A un opérateur linéaire borné d’un espace de Banach X dans lui
meéme, avec ||A|| < 1, et soit I Uopérateur identique dans X. Alors (I — A) admet un

opérateur inverse borné donné par la série de Neumann

- =3

de plus
1

1 =A™ <
1—[[A]

Théoréme 2.1.2 Soit A un opérateur linéaire borné d’'un espace de Banach X dans lui
meéme, avec |A|| < 1 et soit I opérateur identique dans X. Alors pour tout f € X
l'approximation successive

Upt1 = Aun + f

avec ug un vecteur arbitraire de X, converge vers une unique solution de l’équation
u—Au=f
Corollaire 2.1.3 Soit K un noyau continu vérifiant la relation max

maX/ K (2, y)|dy < 1
G

15



Alors pour tout f € X, ’équation intégrale du second espéce
uw) = [ KGeg)uty)dy = fo)
admet une solution unique u € C(G), de plus l'approximation successive
wnle) = [ KGaua iy + £(o)
converge uniformément vers la solution u pour tout vecteur arbitraire ug de C'(QG).

Théoréme 2.1.4 Soit A un opérateur compact d’un espace normé X dans lui méme,

alors pour que l’équation non homogéne
Tu=u—Au=f

admette une solution unique u € X pour tout f € X, il suffit que ’équation homogéne
Tu=u—Au=0

admette la solution triviale

u=20
Théoréme 2.1.5 (Alternative de Fredholm)

Soit A un opérateur compact défini sur un espace de Hilbert X a valeurs dans X et
soit [’équation

u—Au=f (2.1)

et son adjoint

v—A'v=g (2.2)

Alors les équations (2.1) et (2.2) admettent la solution unique pour tout second membre

si les équations homogénes

u—Au = 0

v—Aw = 0

16



possédent et uniquement les solutions triviales u =0 et v = 0.
Ou bien les équations homogénes possédent le méme nombre fini des solutions linéairement
indépendantes uy,us, ..., u, et vi;vy;...;v, Tespectivement et les équations (2.1) et (2.2)

sont solvable st seulement si on a

<f7vk> = 0
(gur) = 0,Yk=1,2,...n

La solution générale de (2.1) est donnée par

U = Uy + g QUL
k=0
Celle de l’équation (2.2) est

n
V=19 + E AUk
k=0

ot ug, vy sont des solutions particuliéres des équations (2.1) et (2.2) respectivement et

a1, Qo, ..., ay, des constants arbitraires.

Théoréme 2.1.6 Soit I = [a,b] un intervalle compact et K un noyau continu sur I.

Alors I’équation intégrale de Volterra

o) = 1a) + [ Ko typltit
admet une unique solution.

Théoréme 2.1.7 Soit I = [a,b] un intervalle compact K : I x I — R
ou K est une fonction continue sur I x I et E est [’espace des fonctions réelles continues

sur I muni de la norme ||.|| et soit f € E. Si
((b—a) K], <1).
Alors ’équation fonctionnelle

o(t) = f(z) + /$ K(z,t)p(t)dt, el

admet une unique solution.

17



2.2 Existence et unicité de la solution des (E.I-D)

2.2.1 Théoréme du point fixe

Les théorémes du point fixe sont les outils mathématiques de base qui aident & établir
I’existence de solutions de divers genres d’équations. La méthode du point fixe consiste a
transformer un probléme donné en un probléme du point fixe. Les points fixes du probléme
transformé sont ainsi les solutions du probléme donné.

Dans cette section nous rappelons les théorémes célébres du point fixe que nous allons
utiliser pour obtenir des résultats d’existence variés. Nous commencgons par la définition

d’un point fixe.

Définition 2.2.1 Soit f une application d’un ensemble E dans lui méme. On appelle

point fize de f tout point u € E tel que

flu) =u

Rappelons que le principe de contraction de Banach, qui garantit ’existence d’un point
fixe unique d’une contraction d’un espace métrique complet o valeurs dans lui-méme, est

certainement le plus connu des théorémes de point fixe.

Théoréme du point fixe métrique
Ce théoréeme donne ’existence et I'unicité d’'un point fixe pour une contraction sur un

espace métrique complet.

Théoréme 2.2.2 (Picard)
Soient (E,d) un espace métrique complet et v : E — FE une application contractante, i.e
Lipschitzienne de rapport k < 1. Alors, ¢ admet un unique point fixe a € E. De plus, pour

tout point initial Ty € E, la suite itérée (), avec Ty € E quelconque et 11 = ¢ (1)

eN’

CONnverge vers a.

18



Théoréme 2.2.3 Soit T un opérateur défini dans un espace de Banach X, tel que T™ est

contractant sur X, pour un entier positif n, alors T a un point fire unique.

Lemme 2.2.4 Soit l'opérateur T tel que T : C (la,,b]) — C([a,,b]), u et v € C([a,b])

et L € R est le constant de Lipschitz de la fonction K au troisiéme variable,
K :a,b] X [a,b] x R — R.

Alors
LP(b—a)?
1T7(u) — T(w)], < L=

et l’équation intégro-différentielle de Fredholm

p(z) = g(z) + [ K(w,t,0(t))dt, € [a,b]
¢ (a) = a, aeR

(2.3)

admet une seule solution p point fize.

Théoréme 2.2.5 (Schrauder) (voir [17])

Soit X un espace de Banach et £ C X, E convexe et fermé, et T': ' — E avec T

complétement continu, alors T" admet un point fixe.

Théoréme 2.2.6 Supposons que f € C'[J x R" R"], K € C[J x J x R",R"| tel que

t

/K(r,s,u(s))drgjv

to
pourty < s <t <to+a avecu € Hy={p € C[J xR"|: ¢ (ty) =uo et |¢p(t) — uo| < b},

pour certain 0 < a < a. Alors l’équation intégro-différentielle de Volterra

ulz) = ft,x(t) + [ K(t,s,u(t))dt,
¢ (to) = o,

admet une solution unique.

(2.4)
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Théoréme 2.2.7 (Tychonoff)
Soit B un espace complet, localement convexe, et By un sous-ensemble convexe fermé de
B. Soit la cartographie T : B — B continue et T (By) C By. Si la fermeture de T (By)

est compact alors T a un point fixe dans By.

Théoréme 2.2.8 supposons que

Z) f S O[R-HR”:R]: geC[RiaR-l-}

g (t,u) monotone non décroissante dans u.
FLuwl<gtla) tzeR, xR

ii) K € C[R2 xR",R"|, G eC[R2,R,]

G (t,s,u) monotone non décroissante dans u pour (t,s) € R et
2 n
K (1,5, 5(0)| < G (5, [2(0))), (t,5,2) € B2 x R

iii) pour (ug > 0) l’équation intégro-diiférentielle
¢

(1) = g (1, (D) + [ C (1,5, u(s)) ds (2.5)

u(to) = Ug

admet une solution u(t) pour t > tg
¢

w) [[K(s,s,2(s))ds < N pour t,s € R, z € C[R,R"], zg € R" telle que |zo| < xo
1

I’équation intégro-diiférentielle

#(t) = f(t,x(t) + tft K (t,s,(s)) ds (2.6)
l‘(to) = Uo

admet une solution x(t) satisfie |x(t)| < u(t), t > to
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Chapitre 3

Résolution approchée de quelques
types d’équations

intégro-différentielles
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3.1 Meéthode de transformation d’analyse Homotopie

Cette méthode a été prouvée comme 1'une des techniques pour résoudre de nombreuses
équations fonctionnelles linéaires et non linéaires. Avant de donner le principe de cette
méthode avec des exemples appliqués sur les (E.I-Ds), on présente un tout petit peu

d’Homotopie.
Définition 3.1.1 Applications Homotopies (voir [26])

On se donne deux espaces topologiques X et Y, deux fonctions continues f,g: X — Y
sont dites homotopes (dans Y') §'il existe une application continue H : X x [0,1] — YV
telle que
Ve e X, H(z,0)= f(x)

Vee X, H(z,1) = g(z)

on dit alors que H est une homotopie de f a g
Autrement dit, selon les valeurs du parameétre ¢, la fonction H passe continiiment de f
pour (t = 0) et (pour ¢t = 1). Chaque valeur du parameétre ¢ correspond & une fonction :
hi: X =Y, x+ H(xz,t) 7 située entre f et g”.

Une autre maniére de le voir est que pour chaque x € X, la fonction H définit un
chemin v, reliant f(x) a g(x).

Ve 1 [0,1] = Y, t— H(z,1)

Exemple 3.1.2 On prend X = R)Y = R, f(x) =1 et g(x) = —1 alors f et g sont

homotopes dans Y wvia la fonction continue :

H(z,t)=1-2t
(& noter que dans cet exemple, rien ne dépend de la variable z, ce qui est exceptionnel...).
NB : La mention "homotope dans Y” peut s’avérer trés importante : en effet dans

I’exemple précédent si on remplace Y = R par le sous-espace Y = R*, f et g sont toujours
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a valeurs dans Y mais elles ne sont pas homotopes dans Y”, car il n’existe pas la fonction

continue reliant —1 & 1 dans R* (voir le théoréme des valeurs intermédiaires).

Exemple 3.1.3 On prend X = [0,1],Y =C, f(z) = €*™ et g(x) = 0, f décrit un cercle
de rayon unité autour de l'origine : g reste a lorigine. Alors f et g sont homotopes via
la fonction continue : H(x,t) = (1 —t) e*™

(pour chaque valeur de t la fonction hy(x) = H(x,t) décrit un cercle de rayon 1 —t autour

de lorigine).
e [’équation de déformation d’ordre zéro qui est définie par le Mathématicien Liao

(1—-q) L[H(z,q) —yo(z)] = hgN [H(z,q)], q€[0,1]

N : un opérateur non linéaire

L : opérateur de Laplace

3.1.1 Application de la méthode de transformée d’Homotopie
sur ’équation intégro-différentielle de Volterra en utilisant

l’opérateur de Laplace

Soit ’équation intégro-différentielle de Volterra (voir [31])

V@) = f@) + [K @0y ©<o<) @)
0
avec les conditions initiales

y(O) = Qp, y/(O) = Qq, ..., yn_l(()) = Qp_1

L : Popérateur de Laplace.
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e On définit ’équation non linéaire N comme suit
N [H(z,q)) = L [H"(z,9)] - L[f(2)] - £ [/K(m) H (t,q) dt]

telle que ¢ € [0,1].
On note que l'opérateur non linéaire N vérifier N [y(z)] = 0, ou y(z) est une fonction
inconnue de 1'équation (E.I-D).

e Montrons que y(x) = yo(x) + f: Ym ().

m=1
Par le développement de Taylor de H (x,q) on a

1 0"H(x,q)
H(z,q) = H(x,0) + —. q".
(z,q) = H(x,0) ;m, |,
on pose
1 0™H(x,q)
Ym\T) = —.
( ) m' aqm 4=0

On obtient

y(@) =10(z) + Y ym(x), avec yo = H(wo,q)

m=1

On a

(1 —q) L[H(z,q) — yo(x)] = ¢hN [H(z, q)] (3.2)
la dérivée de (3.2) donne

L[H(r,q) - wole)] + (1— ) [

ON [H(z,q)]
dq

= hN [H(z,q)] + qh.

pour ¢ = 0, on obtient

On a
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m = 1, on obtient

—

I = (o), y1 (), - ym () -

I’équation de déformation d’ordre m est

‘C[ym<x)_mem—1(fE)] = hR,, (ym_l(;p))
Ro (gs(2) = — 1 "N [H(z,q)]

(m —1)! It |
0, m<l1
X =
{ 1, m>1
M
y(@) = > ym(x) (3.3)
m=0

pour M — oo, on obtient une approximation précise de I’équation originale.

3.1.2 Convergence de la méthode

Définition 3.1.4 (voir [8] et [31]) Soit ¢,,(z), m = 0,1,2,....,n. L’approximation suc-

cessive de la solution y(x) du probléme si les constantes positives P, L existent telle que

L= lim ‘('Omﬂ(iti) — y(ﬂ%)‘
m—o0 |90n(x2) — y(ﬂfz)’

Alors la méthode converge.

=0,1,2,...n

P : lordre de la convergence.

L : facteur de la convergence.

3.1.3 Estimation de ’erreur

Définition 3.1.5 (voir [31]) L’erreur relative 6,, de n termes d’approximation de (HATM)

est donnée par

5. = |uexacte ([L’) — Ugapproché (iL’) ’
" |uexacte (I‘) |
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L’erreur maximale est définie par

By = |Yevact () —gpn(at)Hoo, n=12..

ou n est le nombre d’itérations.

3.1.4 Applications numériques

Nous utilisons la méthode proposée pour trouver la solution approximative de I'E.I-D

suivante (voir [31])

1
y'(z) =e* —z+ /xty(t)dt
0

y(0) =1,4(0) =1

La solution exacte est

$2L [y(z)] — sy(0) — y(0) —

s—1 52 s2

Avec la condition initiale de (3.4) on obtient

L)) = 5 = 5 = s + 57— 5 (0t =0

on définit une équation non linéaire N

ViG] = £l t] - (5 + % - 5+ oy ) o [ et ald=o
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L’équation de déformation de m-éme ordre est
Ym(,t) = XonYm-1(z, ) + hL™t (R (Jm—1(2,1))) ,
telle que

Ry (Um—1) = L [Ym-1] — (; + -+ —)) (1-X,,)— é/tymldt.

Alors on obtient

ha3
yo(z) = 0, wy(x)= —exh—i-?.
h (30 + 59h) 23
yo(z) = —e"h(1+h)+ ( 180 )@ ,
h (900 + h (3540 + 2611h)) 23
yo(e) = —eh (14 )4 LEO )L (35)
5400
Pour h = —1 la solution est
n—1 LU?’
Son(m) = ;:%(x) - 3'3()”_1’ 1727
23
y(e) = lim @, (z) = lim (6"” 3!30n_1> =

La solution exacte est y(x) = e” — xe”
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On applique la transformation de Laplace, des deux cotés de (3.6)
1
2
L [y(S)(gg)] = L[-8¢"+ 2% + Ly(z)] + ?/y’(t)dt
0

L [y(2)] — s7y(0) — $°(0) — 5%y (0) — sy (0) — sy @(0)

=5y (0) — sy©(0) —yD(0) + 25 — 5
1

—ﬁwmn—g/mwﬁzo

0

et avec la condition initiale

452
(s5-1)

87 85 84 83
L [y(x)] + <_(58,1) + (s5-1) + (s%fl) + (ngl)

+
1
5s 6 8 2 2 /1 _
+(5871) + (s®-1) + (s5—1)(s—1) 33(5871)) T (s -1) /y(t)dt =0
0

On définit I’équation non linéaire N comme suit

s” 5 st s3 s?
N [H(:Cat; Q)] =L [H(iC,t; Q)] + (_(58_1) + (s8—1) + (53—1) + (5?8)_1) + (;é_l)

1
5s 6 8 2 2 / _
Tt Ty T oy ey 53(3871)) - 53(381)/y(t)dt =0
0
L’équation de déformation du m-éme ordre
Ym(2,1) = XpnYm-1(z,1) + het (R (Ym—1(,1)))
telle que

7

= s s° st s3 52
Rm (ymfl) =L [ymfl] + <_(58_1) + (s8-1) + (5323_1) + (52—1) + (53_1)
1

5s 6 8 2 2 /1 —
+(58—1) + (s8—1) + (s8—1)(s—1) 53(58—1)) T s3(s8-1) /y(t)dt =0
0

Donc on trouve

Yo(z) = 0

v (2) = e"ha + ha? + %h (Cos 2] — 3cosh [z] — 2sinh [2] — 2sin [%} sinh {%D
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o) = *h (14 ) — ht? (h+e<—4+h(e—2<6+coi[:]—2sin[%} sinh[1-1))))

+h (cosh[:r] <h+€ (*12+h (720+672 cos[1]+4sin [%] sinh [%] > > )

8e
—8e(14-hsinh[z])— (h+e (74+h (*124’6*2 cos[1]+4 sin {%] sinh [%} )))
8e
(cos[:c}—Q sin[%] sinh {%]))
8e

Pour A = —1 on aura la solution

n—1
y(r) = lim ¢, (z) = lim Zyl(x) =% — ze”,
i=0

3.2 Méthode de transformation différentielle (poly-
néme d’Adomian)

Résolution approchée des (EDOs) non linéaires (BVPs) par la méthode
de décomposition d’Adomian et les (E.I-Ds) non linéaires par la transformée
différentielle (polynémes d’Adomian)

Le but de ce travail est de trouver la solution approchée de quelques types d’équations
différentielles (EDOs) non linéaires a valeurs au bords (BVP) en utilisant la méthode de
décomposition d’Adomian (ADM) (voir [10]).

Pour plus d’information nous abordons le traitement des équations intégro-différentielles
(E.I-Ds) non linéaires par la méthode de transformée différentielle, cette technique consiste
a remplacer le terme non linéaire par les polynémes d’Adomian pour l'indice k, et les
autres termes de ’équation donnée par la relation recurrente pour les composantes de

transformée différentielle pour le méme but.
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3.2.1 Polyndémes d’Adomian

On utilise les polynémes d’Adomian pour trouver y(z), solution d’une équation non

linéaire notée g(y), telle que (voir [10] et [13])

y(@) =Y (@), gly) =) A,

g : opérateur non linéaire

A, (n > 0) : polynémes d’Adomian donnés par la formule

Ao=9(), An=— [dv [ <Z)\zyl>]]>\—0

Les six premiers polyndémes d’Adomian (voir [17])

Ao =g (o)
Ay = 119D (yo

Ay = y29(1 Yo 21 (?JO)

_l’_
+ y1y29(2 (o) + 25 9@ (o)

+ (y1ys + 29%) 9 (o) + %yiv29® (vo) + 5919 (vo)
_l’_

(y2ys + y194) 9 (o) + 5 (iys + 1193)9® (o)

(3.7)

= 129" (vo

)
)
_ysg(l (o)
)
—y5g(” (40)

+33929 (o) + 2139 (o)

alors on a la relation récurrente suivante

Ao=g ), An= Crg®(yo),n>1
k=0
les coefficients C* définies par (voir [12] et [15])
CS = Yn, N > 1

1
ck = L2 U+ Dy;Cri_;,2<k <n)
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3.2.2 Application de la méthode

Soit le probléeme (BVP) du deuxiéme ordre suivant (voir [19] et [24])

Ly=g(y)+ f(z), (a<z<b) (3.8)
y(a) = Q, y(b) =0

telle que
d2

dx?

f(z) : fonction continue

g(y) : fonction analytique non linéaire.

_ / /at2(o)dt1dt2

on applique L' sur les deux cotés de 1’équation (3.8), on obtient
y(z) —yla) —y'(a)(z —a) = L7 (g(y)) + L' (f(2)) (3.9)
soit (z =b), on obtient

10 71 B U 167 P L ) PR
(b—a)

/ / o)ty dt; (3.10)

substituons équation (3.10) dans ’équation (3.9), on a

tel que

vo) =yl + 291 w0 - 20

+LYf+ LNy — Z:Z (L] . (3.11)
yu(®) =Y yn(),  guly) =) An
n=0 n=0

yo = yla) + L9 (z —a) — 2= [L7}f],_, + L7'g
Yns1 =LA, — 53 [L71 AR,y n20
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3.2.3 La convergence de la téchnique d’Adomian

Soit I'opérateur non linéaire g d'un espace de Hilbert H dans lui méme, pour toute

série y .-, y; convergente on définit g(y) par (voir [10] et [21])

g(y) = ZA”L (yl: Y2,y yz)
=0

La méthode devient a déterminer la suite (S, = y1 +y2 + ... + y,) a l’aide du schéma

itératif suivant

Spr1 =9 (Yo + Sn) So =0

Alors il y a donc ’équivalence de la téchnique d’Adomian et la relation qui correspond
a la résolution de I’équation S = g (yo + S) qui conduit au probléme du point fixe.
e Si g est contractante (||g|| <1) alors la suite (S,),, converge a I'unique solution de

I'équation g (yo +S) = S on a en plus y, = (S, — Sn—1) —n—oo 0 (voir [23]).

Exemple 3.2.1 (voir [21])

On considére le probleme (BVP) suivante

yi(r)=¢, (0<z<1)
y(0) =1, y(1)=0

(3.12)

la solution exacte est

k(2x — 1)

y*(x) = 21In(ksec —In(2),

telle que k satisfie k sec% =2

on a




de méme on a

telle que

L7t / / o)dtydts
Les polynomes d’Adomian de la fonction g(y) = e¥ sont
Ao = g(yo) = €
Ay = ey,

A2 = e¥o <y2 + y_j)
3
Ay = e¥o (y—l + Y1y + ys)
Ay = e¥o (yl + 2y1y2 + L+ y1ys + y4>

on a

Y = 07
Yy, = L7'A, 4 —x [L_lAn_ch: n=12,..

ol on obtient

2

_ x x
y=—5+75,

_ X 13 I4
o= 1T w

_ _x® 28
Ys = —T60 — 144 T 96 T 24 60 T 1800
La solution approchée est

T .I'2 T ZES {L‘4 T IL‘S 1‘4 T .I'5 .I'G

M) ==t 5 "2 1321 160 144 96 21 60 180 T

3.2.4 Reésolution approchée des (E.I-D) non linéaire par la trans-
formation différentielle d’Adomian

La transformation de la k-iéme dérivée d’une fonction d’une seule variable est (voir
[6])
v = & [ L) (313)
R '
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la transformée inverse est définie par

ZY x—a:o

Dans ce travail nous utilisons une lettre miniscule pour les fonctions originales et une
lettre majuscule pour la transformée de la fonction.

On a les résultats suivants (voir [1], [3] et [9])

Théoréme 3.2.2 On a les résultats suivants

1) Siy(z) = f(z) £ h(z), alors Y (k) = F(k) + H(k).

2) Siy(x) = cf(x), alors Y (k) = cF (k) telle que ¢ est constante.

3) Siy(x) = f(x), alors Y (k) = @F(k)

4) Siy(x) = f(z)h(x), alors Y (k) = ZZFO F(k))H (k — ky) .

5) St y(z) =™, alors Y (k) = § (k —m), telle que § (k —m) = L k=m :
0, k#m

6) Siy(x) = [T f(t)dt, alors Y (k) = TEL k>,

330

7) Siy(x) f;o t)dt, alors Y (k) = ¢ k1 LRk (k= —1), k> 1.
8) Sly ) f((L’) f hl dt alors Y( ) Zkz 1 Zkl 1% H1 (kl — 1) H2 (kz kl) H1 (l{? — kQ) s
k> 1.

y(z) = e’ alors Y (k) = Ak—];, A constante

y(x) = cos (wr + ), Y(k)= “,i—],c cos (2 + a)

y(x) =sin (wx + ), Y(k) = “’k—’f sin (% + )

La relation suivante est utile dans la solution des équations intégro- différentielles de

Fredholm, elle peut étre obtenue a partir de (7).

o0

/ab fit) fo(t)dt = Z {% [(b — xo)k — (a— ;po)k}

k1=1

% Fy(ky)Fy (k — ky — 1)}

k1=0
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3.2.5 Transformation différentielle d’une fonction non linéaire

g : opérateur non linéaire

g(y) : fonction analytique non linéaire, alors (voir [6])

A, : polynémes d’Adomian.
Ainsi les composantes de la transformée différentielle de g(y) sont calculées en utilisant

leurs propriétés. Pour z = 0 on a

G(0) = g(¥(0))

G(1) =Y (1)g (¥ (0))

G(2) =Y (2)gV(Y(0)) + 5Y*(1)g® (¥ (0))

G(3) =Y 3)gV (Y (0) + Y (DY (2)gP(Y(0) + 5Y?*(1)g® (Y(0))

G(4) =Y (4)gV (Y (0) + (YY) + 5Y2(2)) 9@ (Y (0)) + Y (DY (2)9? (¥ (0))
+3 Y (1)g W (Y(0)

3.2.6 Applications numériques

Appliquons la méthode proposée sur les exemples suivants avec des types non linéaires.
Exemple 3.2.3 (voir [6])

On considére I’équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra

1 +sin2t

dt,0<z <1, 3.16
y2(t) (3.16)

Y (z) +y(2)y(z) + y(z) = cos 2z + 2° — x2/0
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avec condition intiale y(0) =1 et y(0) =1, la transformée différentielle de I’équation

Y(k+2) = G _]T_!2>! |:%COS (%) +d(k —3) (3.17)

G(k—3)
k2

_ki2z R (w(mZ— 1))G(k—m—2)] (3.18)

telle que G((k) sont des transformées différentielles (polynomes d’Adomian) de la fonc-
tion non linéaire g(y) = y~2 et la condition initiale Y(0) =1 et Y(1) = 1, utilisant la
relation (3.16) le polynome d’Adomian pour la fonction non linéaire

G0)=g(Y(0)=1

G(1) = -2V (1)

G(2) = —-2Y (2) +3Y2(1)

G (3) = —2Y (3) +6Y (1)Y (2) — 4Y3 (1)

G(4)=-2Y(4)—-2Y (1) Y (3) = Y2(2)+3Y2(1) Y (2) + 5Y* (1)

En utilisant la transformée inverse, on obtient la solution approximative

y(a:):1+x—2—?—3—?+4—?+5—T—Z—?—7—:+§+3—?+0(:p10)

alors

y(x) =sinz + cosx

x | Abs. rel. err. (5 Termes) | Abs. rel. err. (10 Termes) | Abs. rel. err. (15 Termes)
0.2 | 7.75099F — 08 0 0

0.4 | 4.57623F — 06 7.74161F — 13 0

0.6 | 5.02971F — 05 6.19746E — 11 0

0.8 | 2.83721F — 04 1.41455F — 11 1.25621F — 15

Comparaison numérique des résultats dans I’éxemple 3.2.3
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Exemple 3.2.4 (voir [6])
On considére I’équation intégro-différentielle non linéaire de Volterra
y"'(x) — 6y(x) = —4 + 8/m ty(t) Iny(t)dt, 0<z<1, (3.19)
0
telle que les conditions initials
y(0) =1 et 4(0)=0 (3.20)

On applique la transformée différentielle pour I’équation (3.19), on obtient

(1) (k+2) Y (k+2) — 6V (k) = —46(k) + %G (k—2) (3.21)

telle que G(k) sont polyndémes d’Adomian de la fonction non linéaire ¢(y) = yIny.

substituons k£ = 0, k = 1 dans 1'équation (3.21), on obtient
2Y (2) = 6Y (0) = —4
6Y (3) — 6Y (1) =0
pour k > 2 I’équation (3.21) devient

*+ 1)1(k o |+ %G (k=2)

Y (k+2) =
la transformée de la condition initiale (3.21) en utilisant (3.14)
Y(0)=1 et Y(1)=0

On utilise la relation (3.16) polyndomes d’Adomian pour la fonction non linéaire

9(y) = yIny.
G(0)=g(Y(0)=1
G(1)=Y (1)
G(2) =Y (2) - 1v2(1)
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G(3)=Y(3) - Y(1)Y(2) + 3Y3(1)
GA)=Y(4)-Y(Q)Y(3) - iY2(2) + Y2 (1) Y (2) — 1Y*(1)
GB)=Y(B)-Y2)YB) - Y(1)Y(4)+Y2(1)Y (3)+Y (1) Y%(2)

)
YY) =Y ()Y () + 3V (1)Y*2) + 3V ()Y (3)
—5Y2()Y?(2) =Y ()Y (3) +Y* ()Y (2) - 5Y°(1)

En utilisant la transformée inverse, on obtient la solution approximative

1 1 1 1
yr) =1+2*+ —a* + 22+ =%+ —2'2+ 0 ()

2! 6 24 120
x | Abs. rel. err. (5 Termes) | Abs. rel. err. (10 Termes) | Abs. rel. err. (15 Termes)
0.2 | 8.25371F — 10 0 0
0.4 | 7.64934F — 07 2.83821F — 13 0
0.6 | 3.7377T7TE — 05 7.26632F — 12 0
0.8 | 5.27137F — 04 1.77822FE — 09 0

Comparaison numérique des résultats dans I’éxemple 3.2.4

Exemple 3.2.5 (voir [6])

On considére ’équation intégro-différentielle non linéaire de Fredholm

8 2 1
(® +1) y@ () — ﬁy(x) = % +/ ot (z+t)y*(t)dt, 0<z<1, (3.22)
0
les conditions intials
y(0)=—1, 4(0)=0, y"(0)=2 et y® (0)=0 (3.23)

les transformées différentielles de (3.23) et les conditions initials (3.24) sont

Y (k+4) =

telle que

k! k!
(k+4)! | (k—3)!

Y (k) +

8(k+1)
315
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(3.24)




az/l ty?(t)dt, ﬁ:/ltzy?’(t)dt (3.25)
et
Y(0)=-1, Y(1)=0, Y(2)=1, Y(3)=0, Y (4) =0

substituant k£ = 1 et k = 2 dans 'équation (3.24) donc

2 B

Y(B) = — + —
(5) 4725 + 120

1 o

Y(6) = — 4+ —
(6) 2880 + 360

La relation suivante est obtenue a partir de I’équation (3.25)

k! {_ k! 8(k+1)

VESD =055 | aoe W Y“““)ng

Par (3.25), on peut montrer que

_ ; G(kk— 2) P é G(kk— 3)

G(0)=Y2(0) = —1
G(1) = -3Y (1
G(2)=3Y(2)+Y(1)Y(2) —3Y2(1)
G(3)=3Y(3)—6Y (1)Y(2)+Y?3(1)
G(4) =3Y (4) — 6Y (1) Y(3) — 3Y2(2) + 3Y2 (1) Y (2)
G(B)=3Y(5)-6(Y (2Y@B)+Y (1)Y (4)

+3(Y2(1)Y (3)+Y (1) Y2(2))

G (6) =3Y (6) — (3Y2(3) + 6Y (2) Y(4) + 6Y (1) Y (5)) + Y3 (2)
+6Y (1) Y (3)Y (3) +3Y2(1)Y (4)

la solution est
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Chapitre 4

Résolution numérique des équations

intégro- différentielles

Dans ce chapitre on essaye de trouver la solution numérique de certaines classes d’équa-
tions intégro- différentielles linéaires et non linéaire on se basant sur la méthode de collo-
cation, utilisant les polynomes de Legendre et les polynémes de Bernstein, oti on emploit
la matrice oppérationnelle d’intégration et de dérivation, les solutions approximatives sont
donnée sous forme des polynomes.

L’etude de la convergence de la méthode est nécessaire aussi bien que la vitesse de la
convergence, en estimant les erreurs pour ces méthodes avec comparaison des solutions

approchées avec la solution exacte.
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4.1 Polyndémes de Legendre

La formule suivante, dite formule de Rodrigues, donne ’expression de p, pour tout

entier n > 0 (voir [34]).
Théoréme 4.1.1 Pour tout entier n,p, est un polynome unitaire de degré n et on a
pu(e) = ———((z*-1)"), (-1<z<1)

Notons que pour tout n,p,(1) = 2"(n!)?/(2n!). Les polynémes de Legendre, que nous
désignerons dans la suite par une lettre majuscule P,, sont proportionnels aux polynémes
P et normalisés de fagon que P, (1) soit égal a 1. Ils sont donc donnés, grace & la formule

de Rodrigues, par

1 d" n (2n)!
P,(z) = —((z*=1)") = W(z), n=0,1,..
@) = ey ae (@& V) = e @)
Ainssi, le coefficient de x™ dans ’expression de P, est égal a 2,(?(22;2 On a par exemple

Py(z)=1, Pi(z)==z, Pyz)=(1/2)(32z*-1)

Ps(z) = (1/2) (523 — 3z),  Py(x) = (1/8) (352* — 3022 + 3)
Ps(z) = (1/8) (632° — 7023 + 15z)

Ps(z) = (1/16) (23125 — 31521 + 10522 — 5)

Théoréme 4.1.2 Pour tout entier n > 0, on a

\|Pn||2:/_ P2(a)dz = 2/ (2n + 1).

1

Théoréme 4.1.3 La suite des polynomes de Legendre (P,) est une base orthogonale de
Uespace L? ((—1,1),dx). Toute fonction f de L* ((—1,1) ,dx) se développe de fagon unique

sous la forme
_ 2n+1
2

f:ZCn(f)Pn avec cn(f) (f, Pn)
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ou la convergence de la série a lieu en moyenne quadratique

lim"f =Y el )P

on a de plus ’égalité de Parseval

[ = Jea (/)
|f(z)]" dz =2
_/1 e ; 2n + 1

On notera que le polynome de Legendre de f, de degré n, donné par

n

Lyf(z) = Z () Pu(z)

k=0
réalise la meilleure approximation en moyenne quadratique de f par des polynomes de
degré inférieur ou égal a n. On notera aussi que si [ est paire (resp. impaire), son déve-

loppement ne fera intervenir que les polynomes de Legendre d’indice pair (resp. impair).

Propriétés des polyndomes de Legendre

1- Parité. Pour tout entier naturel n et pour tout x, on a
P,(—z) = (—=1)" P,(x), en particulier  P,(—1) = (-1)"

Ainsi pour n pair, P,(x) ne contient que des puissances paires de x et pour n impair,
P,(x) ne contient que des puissances impaires de x.

e [’orthogonalité

L 1

=, m=n
(P,Q) — / Po(2)Qun(z)dz = { 7T
7 0 , m#n
2- Relation de récurrence
n-+1 n
—P, — P, =aP,
S Pana (@) 4 - Paa(2) = 2P (a)
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Pour démontrer cette relation on remarque que P, () est un polynome de degré n+ 1

et admet donc un développement sous la forme

Pa(@) = Y aPi(a) avec  an [P = (0P, P)
j<n+1
comme a,; ||Pi||> = a;n || Pa]?, il en résulte que a,; = 0 pour j < n — 1 (et pour

j>n+1). En posant a,,11 = ap, aun = B, €t apn_1 = ,,, on en déduit que
zP, (z) = an Py (z) + B, Pn () + 7, Pr1 ().

En examinant la parité des deux membres, on voit que 3, = 0 et en faisant x = 1, il
vient o, +7,, = 1. Enfin, en comparant les termes de plus haut degré dans chacun des

deux membres, on trouve
(2n)! (2n +2)!

on(nl)2 oL ((n + 1)1)2

d’ou il résulte que

n—+1 ¢ it n
oy = e ar suite n —
m+ 1 P T o

ce qui termine la preuve.
3- Equation différentielle

Pour tout entier naturel n, on a
(1—2*) P! (z) —2zP, () +n(n+1) P, (z) =0

On peut établir cette équation de la maniére suivante ; on part de I’égalité

d% (1-4?) P (2)} = (1—2) P! (2) — 22, (x)

le deuxieme membre est un polynoéme de degré n, on peut donc le décomposer suivant

la base {P;;i < n}

% (1 — x2) P, (m)} = Z a; P;(x) (%)

43



la propriété d’orthogonalité implique

1

o |P|)? = /Pl(x)% {(1-2%) P, (x)}dx

~1
deux intégrations par parties successives donnent

1

alPIP = [P) (1= a?) Pia) da

“1
Or la dérivée de (1 — 22) P; (z) est un polyndome de degré i, on en déduit que a; = 0,
Vi<n

et la relation (x) peut maintenant s’écrire
(1—2%) P (z) — 22P, (z) = a, P, (2).

En comparant les coefficients des termes de plus haut degré dans chacun des membres,

on trouve immédiatement «,, = —n(n + 1). D’ou résulte I’équation différentielle cherchée.

4.2 Résolution des équations intégro-différentielles
(E.I-Ds) linéaires utilisant les polynémes de Le-
gendre

e Soit le probléme (voir [11] et [25])

m

> By (e) = g(o) 4 [ K (n.0)y @i, (122 < 1) (1.1

k=0

tel que K (z,t) est le noyau de l'intégrale
g(x), Fp(x),( k=0,1,...,m) sont des fonctions analytiques

A constant.
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Avec conditions mixtes
m—1
> auy™ (=1) + bpy™® (+1) + cuy™ (0) =U;, j=0,1,2,...,m —1
k=0

L’approximation de la solution y(x) par le polynome de Legendre P, (x) et

A = (C:O,(ll, ,an)T,
P(z) = (Bo(x), Pu(2), ... Po())

par recurrence on a

y(z) = P().A, y® (2) = P () ()" A
[0 0 o o0 0]
10 0 0 0
=10 3 0 0 0
0
00 0 2N—1 0
m _ l—
D(z) = ZFky(k)(:c), M(x) = )\/K (x,t)y (t)dt
k=0

e [’écriture matricielle de (4.1) est
D=G- M\
pour les points de collocation x; : (i =0,1,2,...,N)
T, =—1+ 32

N
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on a

D (fo) g (wo) Ay (fo)
D_ D(ib“l) O — 9(?51) )\If _ )\[f (1'1)
D (zn) g (zn) Ay (zn)

D(z;) =Y Fulz)y™(z;), D= FP ()" .A

o1 a

et

I'équation (4.1) devient

telle que
Ke= [Kfiu‘]
_ (Li(), (K (x, 1), L;(1))) i i
Ho T T ey oLy T
Fy(wo) Pi(wo) Pa(xo) --- Py (o)
p_ Po('Il) Py (xl) Py (171) PN‘(xl)
Po(l’N) Pl(a:N) Pg(l'N) PN<£L'N)



pour la condition mixtes (4.2)

m—1
lauP (=1) + by P (+1) + ¢ P (0)] [MT]* A=U;, j=10,1,2,...,m —1
k=0
Uj.A - [UZJ]
telle que
m—1 X
Uj= ) lapP (=1) + b P (+1) + P (0)] [II7] A = (Ujo, Uy, -, Ujn)-
k=0

Alors on obtient une matrice W inversible donnée par

Woo wo,1 Wo,N
W10 w11 - W1,N
- wam,O PN e wam,N
W =
Upo Upr - UoN
U0 Uy - Uin
Um-10 - 0 Um—1LN

on trouve que

WA=G et A= (VT/>_1G.

on peut donc déterminer les coefficients a;, (i = 0,1,2,..., N), et ainsi §(x) solution ap-

proximative de I’équation intégro-différentielle (4.1).

Remarque 4.2.1 si (A = 0) on obtient une équation différentielle ordinaire linéaire.
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4.2.1 Estimation d’erreurs

Soit 0,,(z) la fonction d’erreur qui provient du solution (voir [39])

on : Ja,b] = R
b0 = S ®(@) — g (@) - M), Vo € [a.1
k=0

Les erreurs de calcul sont minimales, si d,,(z) est équivalente a la fonction nulle sur les

noeuds xg, 1, ..., TyN.

6(z:) = |D(zi) — g(xi) — My(zi)| = 0
on définit la solution d’erreurs absolues
On(r) = |p(x) = oy (2)]
pour trouver les erreurs de calcul sur les noeuds de 'intervalle donnée, on écrit
on(z:) = lo(x;) — p,(zi)|, i=0,1,...,N
avec ¢(x) : la valeur de solution exacte et ¢, (z) : est le polynome de solution approchée.

Exemple 4.2.2 (voir [39])

Soit I’équation intégro-différentielle
1
y" + xy — xy = 32% + 62 + /a:y(t)dt
1

y(0) = —1,4(0) = 3

telle que
Fo(r) = —x, Fi(z)=5, Fz)=1, g(x)=-32>+6x, \=1 et K(z,t) =2

I'approximation de solution y(z) par le polyndéme de Legendre sous la forme

N
y(x) = ZanPn(x) —1<z<1
n=0
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pour (N = 3) les points de collocation sont

2 2
on obtient
2 7\ F
ZFkP(H) —AKQyA=G
k=0
telle que
10 0 0 1 0 00
03 0 0 0 —5 00
FO = 1 aFlz 1 aF2_
00 —3 0 0 0 30
00 0 -1 0 0 01
-1 1 -1 0000
p o 1 —% —% % H: 10 00
(S S R 0300
1 1 1 1 0050
la matrice obtenue est
1 =2
7\ Y 7\ ! AANE 14
_ 3 9
FyP <H> + FP <H> + FyP <H> =1 %,
39
-1 0
les matrices K; et () sont
0000 1 0 00
1 0 00 0O 1 00
Kt: 7Q:
0000 -3 0 20
0000 0 —% 0 g
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o O = O
o = O O

—22
_ 376
81

_ 398
81

20
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K, est définie par K, = (Q1)" K,Q*

K, =

o O = O

o o o O

utilisant la formule

la condition y(0)

P (

la matrice W est

o o o O

11

o o o O

)°+F1p(

les matrices W et GG peuvent s’écrire

S = =W

|
ol

—_

oS O O N

e}

o O win

—1 et 4(0) = 3 donné

o o ©oy

o O
o O O

O o

o

_ 376
81

50

Y

APK,Q =

_ 398

Up=[1000:-1], U;=[0100; 3]

-9
_TI
3
—1
3
-9
_TI
G=|?
—1
3

win

o o o O

o o o O

o o o O




La matrice A est

0 0 1 0 -9 —1
71 0 0 0 1 -1 3
A=W| a- =
_ 188 891 _ 327 4 —1 0
1555 1555 1555 311
_ 261 567 108  _ 27 3 0
L 3110 3110 1555 311 | [ _ | _

pour (N = 3) la solution approximative est

y(lr) = Z anPp(x) = agPo(x) + a1 Pi(x) + as Py(x) 4+ agPs(x)

= (1) 14324+0+0=—-1+3z
Exemple 4.2.3 (voir [39])

Soit I’équation intégro-différentielle
1
y'+ay — oy =82% — 2w+ Ta® — 3zt + 4+ /xy(t)dt

-1

telle que
(N =3)Fy(x) = —z, Fi(v)=5, F(z)=1, gx)=-32"4+6z, A=1 et K(x,t)=2x

I’approximation de la solution y(x) par le polyndéme de Legendre avec (N = 3) est

y(x) = Z%Pn(l‘) —1<z<1

n=0

on a (N = 3)
2 25 3_q 4
Fo(x) = —z, Fi(z)==z, Fy(z)=1, g(x)=28z —§x+7x =344, A=1 et K(z,t)==x

pour (N = 3) les points de collocation sont

b—a. 2 2. . 1 1
N Z:—1+N2:—1+§Z, Z:O,1,2,3:>$0:—1,331:—5,.’13'2:g,l'g:l

T, =a-+
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I’écriture matricielle de I’équation donnée est

2 T\ F
> P (H) —ANK,Q 3y A=G
k=0

telle que
10 0 0 -1 0 00 1000
03 0 0 0 —3 00 0100
FU: 7F1: 7F2:
00 -3 0 0 0 30 0010
00 0 -1 0 0 01 0001
1 -1 1 -1 0000
o 1 -3 -3 2 Hzlooo
1 11 |
1 3 -1 -4 0300
11 1 1 0050
0000 2 0 00 3
1000 0 2 00 5
KZ_ >Q: 1 2 >G:Z
0000 L0 20 ?
0000 0 -3 0 2 %

1 -2 7 =22

7 \° T\ T\ 2 1 _4 29 _ 316

_ 3 9 9 81

F,P <H> + F P <H> + [P <H> = N
9 81

5 20

pour les conditions y(0) = 7,4(0) = —4 on obtient les matrices

1 1
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d’ou la matrice
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4.3 Polyndémes de Bernstein

On utilise les polynémes de Bernstein pour trouver la solution numérique de certaines
équations intégro- différentielles en employant la matrice opérationnelle d’intégration et

de dérivation ol on obtient la solution approximative sous forme d’un polynoéme.

Propriétés (voir [28])
La formule générale des polynomes de Bernstein du n’®™¢ degré sur I'intervalle [a, b] est

définie par '
n! (r—a) (b—a)""

T iln—9) (b—ar

on obtient (n + 1) polyndmes satisfaisant les propriétés suivantes :

1=0,....,n

i) biz(a:):O, sit<Ooui>n
i) Y bin(z) =1,¥2 €[0,1],Vi €0,..,n
i) by (a) = bin(b) = 0, 1<i<n—1
Si [a,b] = [0,1], alors on obtient
bin(z) = (?)ml(l —)"" 0<x<1,i=0,..,n
e Les polynomes de Bernstein de degré n forment une base pour ’espace vectoriel P, des
polynomes de degré < n.

e Une combinaison linéaire de polynémes de base de Bernstein

n

B(zx) = Z Cibin ()

i=0
est appelée un polynome sous forme de Bernstein de degré n. Les coefficients ¢; sont
appelés coefficients de Bernstein ou des coefficiets de Bézier.

e On a aussi les propriétés supplémentaires suivantes :

1. bin(x) > 0,Vz € [0, 1], (positivité)

2. bin(2) = by (1 — ), (symétrie)
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Lemme 4.3.1 (voir [30]) La dérivée d’ordre k > 1 du polynéme de Bernstein est donnée

par

b (@) = (ﬂ <n—s>) ( (- (Z)bm<>) (i>k=m) (44

() =

b(k)(:c) = 0 tel que (n <k)

bgﬁf(x):o si o n<k

Démonstration. (voir [30]) démonstration par récurrence pour (kK =1), on a

binla) = (ﬁ(n—s>> <m1<—1>m+2 (;)bzx)i_ﬂm,m_k(x))

la relation est vraie pour k =1
On suppose que la relation (4.4) est vraie pour k € N.

Montrons que la relation est vraie pour (k+ 1) on a

b @) = [ (4.5)
k(k —1)

Tbi—k-l—Z,n—k(x)

( (n— s>> (b korr(2) = Kbi—sr (@) +

+o (—1)m+2 b(2)in—k())

@] = ( (n— s>> (tnmtl@) — Rt ca@) + O @)+
+

A+ (D)) ik (2)) (4.6)
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on a les relations suivantes

b;fk,nfk@:) = (n - k’) (bifkfl,nfk<x) - bifk,nfkflcv))
ickrink(x) = (n—Fk)oo (biknt-1() = biky1nr-1(z)) (4.7)

binr(r) = (n—Fk)(bicinr1(x) = bink1(7))

substituant (4.7) dans (4.8) on obtient

@) = ( !

n < (kQ!— 1)b<x)i—(k+1)7n—(k+1) + .+ ((—1)’”*2)1)(1:),-7”_(,9“)) (4.8)

1:kgﬁﬂwn:GTﬁf@§9=G§§wJ:@iD

substituant (4.9) dans (4.8) on obtient

s=k—1

(n s>) (n— ) @)=yt — (k+ DD@)i—kugir

O

[by;) ($>] - = (n— S)) (n — k) (b(2)i-kr1)n—k—1 — (k + 1)0(T)i—kn—(kt1)

k(k —1 -
B )y o ety + e (=)™ Db o)

A
_ ( (n - s>> (G LIPS () [
A

2 E+1

s=k m—k
mte (k41
(n — S)) ( (—1)™+2 ( )b(x)i(k+1)+m,n(k1)) — bz(,knJrl) (z)

m

k1 o (k41
e (] (g L TIeeS

m=0

et la relation est vraie pour tout £ € N. m
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Matrice opérationnelle d’intégration (voir [32])

L’idée dépend de la propriété intégrale suivante du vecteur de base ¢ (x)

T TypTn—1 xr3 X2
///...//90($1)d$1-~-d$n:Pgﬂ@(x)
00 O 0 0

ou p(z) = [p(1), p1(x), ..., 0, (2)]T et les éléments : p,(x), ¢ (2), ..., p,(x) sont des fonc-
tions de base orthogonale sur un certain intervalle [a, b] et P, ; est la matrice opération-

nelle par U'intégrale de ¢(x).

Forme de la matrice opérationnelle d’intégration P,

on a
/bm(t)dt = @,;(z) = Zcé-nbj () = (cén,c’in, ...,cfm) O(x),i=0,1,..n.

Avec

alors on trouve

/@(a:)dx = P,1®(t)

P, 11 : la matrice d’ordre (m + 1) x (m + 1) donnée par

i \n ..
Pn+1 = <CJ”>Z ’ (2W) :07"7n
1 t

G = (0 bin) = / / bin(2)da | bjn(t)dt.

0 \0
La matrice opérationnelle de dérivation (voir [15])

La dérivée de ¢(x) est donnée par

do(x)
dx

= DW¢(x)



DM : la matrice opérationnelle de dérivation

D™ = (DMWY n=1,2,3,..
on a _ .
0
1
pla)y=A 2
nl.nfl
1) D7) =" (6) (o) 1
: T
A= 0 (=1)"(}) D" G | Aele) = 2
0 0 (-1’ (") "
0 00 0 [ 1 ]
1 00 0 T
V=10 20 0 |, A(z) = x?
000 n a1
on obtient
¢x) = AV.AY
et
Ay
Al
Ay =B, B =|
A 1

[n]
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donc

¢(z) = AV.B*¢(x)

ou D = A.V.B* est la matrice de dérivation.

La matrice opérationnelle duale

On note par H La matrice opérationnelle duale donnée par

H = i o(z).¢" (z)dz,

1 k {
/0 bim () by () do =

(m+j+1)(m+j

telle que

kE+1

)0 (3)) T

LG G G
4.3.1 Approximation d’une fonction y(z) et y?(z),p > 1 par les

polynémes de Bernstein

Fonction approximative (voir [29] et [33])

Si la fonction f € L?[0,1], on a
F(£) = lm Y cinbin(t) (4.10)
i=0

Cin = (f,bin),(,) le produit scalaire dans L?[0,1].
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pour (n =m), la relation (4.10) est

Zczm zm CTQb( )

C = [CO,m> Cl,m7 s Cm,m]T ¢(t) = [bO,m(t)a bl,m(t)a tey bm,m<t)]T

y (@) = CTe(x) = Q@ (2),
ye V(@) = (BT +CTR) @ (2) = QL@ (x),

VO (@) = (ba BT 4 bad] +CTR) @ (1) = Q1,9 (),

b bs_
y(z) = <blET+b2d1T+—3dT+...+( )
bs_
( )| s—1

by

y(x) = (bOET+b1d1T+ =d3 + ...+

d’autre part, on pose
y(r) = Qy ¢ (v)
calculons : y® (z),y®) (x), ...,y ()

v (z) = [Qo ¢ ()] [Q5 ¢ (2)] = [Qo ¢ () 6" (2) Qo] ,
Q3¢ (2) ¢" () = ¢" () Qo
alors
v (z) = 0" (2).Q0.Qo=0QF <Q0>T¢($)
P) = g = Qo) (¢ (1) 2020) (@) @

et par récurrence on obtient

P = @) (@) u=af (@) o
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4.3.2 Reésolution numérique des équations intégro-différentielles

linéaires de Fredholm du 1¢" ordre a condition mixte

Soit I’équation intégro-différentielle linéaire de Fredholm de 1°" ordre a condition mixte

( voir [30])
Q)Y (x) + R(z)y(x) + A [, K (x,t)y(t)dt = f(x), 0 <a <1, )
Sgesy(rs) =p 0<r, <1

telle que Q, R, f et K sont des fonctions continues sur l'intervalle [0, 1],

n

y(z) = Cibin(x) = CT ()

=0

OT = (CQ,Cl,...,Cn), ¢(z) = (bO,nabl,n7"'7bn,n)T'

b;n(x) les polynomes de Bernstein de dégré n et a; = (ao, ay, ..., a,) sont les inconnues.

On a
y'(z) = Z na; (bi—1p—1() — bin_1(x)) . (4.12)

La substitution de (4.12) dans (4.11) donne
n n 1 n

Q(x) Y na; (b n-1(x) = b1 (2)+R(2) Y abip(x)+A / K(x,t) Y ab(t)dt = f(x),
=0 i=0 0 =0

(4.13)
apres simplification de (4.13), on obtient

[R(x)bo,n(a:) —nQ(x)bon-1(x) + A /01 K (z, t)bo,n(t)dt] ao

n

+ Z a; {n@(:r:) (bic1n—1(z) = bip_1(x)) + R(x)b; n(x) + )\/0 K(x, t)bivn(t)dt} = f(x).
B (4.14)

61



Multiplions (4.14) par b;,(z)
1 1
/ {R(az)bgm(w) — nQ(@)bo 1 () + A / K(z, t)bo,n(t)dt] Gobyn () dz
0 0
n 1 1
+ Z ai/ {I‘LQ(I) (bic1n—1(z) = bip—1(x)) + R(x)b; () + )\/ K(x, t)bm(t)dt] byn(x)dx
i=1 0 0
1
= / f(@)byn(z)de, (4.15)
0
on obtient le systeme linéaire

n
agoy + 5 aiciy=G; J=0,1,...n
i=1

oy = /01 [R(x)bom(x) — nQ(x)bon-1(x) + )\/01 K(x,t)bom(t)dt} bjn(x)dz, J=0,1,2,...,n
)= /0 1 [nQ(x) (birn1(2) = b1 (2)) + R(@)bin(x) + A /0 K. t)bm(t)dt} byn(z)dz

1
G]:/ f(x)byn(z)dx, i=0,1,..,n, J=0,1,..,n—1
0

La condition initiale dans peut s’ecrire

= Zesbom(rs)) ao + (Z esbl,n(rs)> a; + ... + (Z esbnm(rs)) .

s=0

on pose

wy = (Z esbk,n(rs)> , k=0,...n

s=0
on obtient

U= WoGg + W1G1 + ... + WpGy,.

62



on obtient le systéme général

GOOJ‘]"‘ZG@CLJ:GJ J=0,1,2,...n
n =1 (4.16)

Z a;wW; = W

=1

I’équation algébrique linéaire est

AX =, (4.17)
telle que
%] 01,0 T Cn,o Qo Go
a1 01,1 T Cn,l a1 Gy
A _ . . . : X _ . : B _ .
Qp—1 C11,n—1 e On,n—l (p—1 Gn—l
wWo W1 tee Wn Qp, %

Le systéme algébrique correspondant a la solution de I’équation (4.11) avec la condition
mixte est sous la forme (4.17).

La solution approximative est
¥ = aobon () + a1byn(x) + ... 4 anbyn ().
Remarque 4.3.2 L’erreur E est définie par

E = (y(x) - ()",

telle que y(z) et §(z) sont la solution exacte et la solution approximative respectivement.

63



Exemple 4.3.3

On considére 'equation intégro-différentielle & condition mixte (voir [30])

xT 1 xT —\x
3y () + ey (z) + 2 [y 2@y 4)dt = g(x)

0<z<1 (4.18)
y(0) + y(1) = 3.0860

e@+2) _ o—(a+2)

g(z) = (22° + e")e* ' +

T+ 2
La solution exacte
y(a) = e*™
alors, on a
Q(x) = 2% R(x)=¢", K(z,t)=c2@ttlEHD N —9
€hp — €1 = 1, T’OZO, T = ]., M:30860
on obtient
1 1
ay = / {exbom(x) —nx?’bovn_l(x) —|—2/ 62(I+1)t_($+1)b07n(t)dt:| byn(x)dx (4.19)
0 0

o@+2) _ o—(z+2)

1
G _ 23 x\ 2x—1
; /0 (22° + €")e™ ™ b ———

Wy = bk,n(()) -+ bkyn(l), k= O, 1,4

> byo(x)dz,  J=0,1,234 (4.21)

pour n = 4, la matrice A et le vecteur b est

0.1584 0.1266 0.1235 0.1441 0.1901 0.9458
0.0949 0.1350 0.1627 0.1911 0.2346 1.1459
A= 00560 0.1095 0.1750 0.2428 0.3208 |, b= | 1.4402
0.0360 0.0758 0.1470 0.2712 0.4847 1.8654
1.0000 0.0000 0.0000 0.0000 1.0000 3.0860
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et

X = (Clo, ay, ag, as, a4)T

det A # 0, ’équation AX = b admet une seule solution
X = (0.3743,0.5165, 0.8987, 1.3507, 2.7118)"

La solution approximative

g(l‘) = a0b04(x) -+ a1b14(x) + a2b24(x) —+ CL3b34(ZE) —+ CL4b44(I‘)
g(x) = 1.00932* — 0.680823 + 1.440422 + 0.5684x + 0.3743

x | Exact solution | Aproximate solution | Square error (y(z) — (z))?
0 0.3679 0.3743 0.4096 x 10~*
0.1 0.4493 0.4451 0.1764 x 10~*
0.2 0.5488 0.5419 0.4761 x 10~*
0.3 0.6703 0.6643 0.1101 x 10~*
0.4 0.8187 0.8145 0.1764 x 10~*
0.5 1.0000 0.9967 0.1101 x 10~*
0.6 1.2214 1.2177 0.1369 x 10~*
0.7 1.4917 1.4869 0.2304 x 1074
0.8 1.8221 1.8158 0.3469 x 10~*
0.9 2.2255 2.2186 0.4761 x 1074
1 2.7183 2.7117 0.5476 x 1074

Table 01 : solution exacte et solution approximative et le carré de 'erreur pour (n=4)
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exact solutton ————— approximate solution  + + + + +

x1074
3_—

y

° 0=1 0=2 0=.3 0=4 0=.5 : 0=6 0=7 0=8 0=9 1;(2
Fig 1.La solution exacte et la solution
approximative pour (n = 4)
Exemple 4.3.4 (voir [30])
On considére (EDIF) linéaire suivante
(22 + 1) yl@) + zy(x) — 2 [) e y(t)dt = g() 0 <u<i

Zu(3) +y(1) = —0.6947

(22 +x+2—¢€%)e”
2—¢e?

g(z) =

La solution exacte de (4.22)

xT

2 —e2’

y(z) =

Q(z) =2+ 1,R(x) = 2, K(z,t) = "t X\ = =2
1
"= 06947, €p = —F—=,€61 = 177’0 = 5,7”1 =1.

V2
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La solution de (4.22) par la méthode précédente et pour (n = 5) donne

ap = —0.1853765, a; = —0.2226918, as = —0.2690726, az = —0.327809, a4 = —0.4016988,

as = —0.4947668

La solution approximative est

g(x) aobos () + a1bys(x) + agbas(x) + agbss(v) + asbss(x) + asbss ()

g(x) —0.002138372° — 0.00653022* — 0.03152872% — 0.092655222 — 0.18557652 — 0.1855765
x | Exact solution | Aproximate solution | Square error (y(z) — j(z))?
0 —0.1856 —0.1856 0.0000 x 1074
0.1 —0.2051 —0.2051 0.0000 x 10~*
0.2 —0.2266 —0.2267 0.0001 x 10~*
0.3 —0.2505 —0.2505 0.0000 x 1074
0.4 —0.2768 —0.2768 0.0000 x 10~*
0.5 —0.3059 —0.3059 0.0000 x 1074
0.6 —0.3381 —0.3381 0.0000 x 1074
0.7 —0.3737 —0.3736 0.0001 x 10~
0.8 —0.4130 —0.4129 0.0001 x 1074
0.9 —0.4564 —0.4562 0.0004 x 1074
1 —0.5044 —0.5040 0.0016 x 1074

Table 2 solution exacte et solution approximative et le carré del’erreur pour (n = 5)
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exact solution ——  approximate solution + + ++
x1074
X
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
" 1 " 1 " 1 " 1 " 1 " 1 " 1 " 1 " 1 " ]
——————————————————+—

y-02T '

-04T

-0.5+

Fig 2. La solution exacte et la solution

approximative pour (n = 5)

4.3.3 Equations intégro-différentielles linéaires utilisant la ma-

trice oppérationnelle d’intégration et de dérivation.

e Soit I’équation intégro-différentielle de Volterra de la forme
> B@I@) = 9()+ A K@ y0 0 a
=0 s (4.23)
Yy () =0a;, i=0,1,2,...,n—1
telle que
o Fi(z),9(x) et K (z,t) sont des fonctions continues.
e y(x) la fontion inconnue.
Le but est de trouver la solution approximative de ’équation (4.23) avec les conditions
initiales, utilisant les polynéme de Bernstein.
Relation fondamentale

L’approximation de y(z) par le polynéme de Bernstein est (voir [39])

y(z) = ®(x).A, X(z)=(1,2,2% ...,2") (4.24)
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telle que

®(z) = X(x).DT (4.25)
N N —i
(1) 0> ]
D:[dw] et dij: 7 ]—7, i,j:0,1,2,...
0; 1<

0100 0
0020 0
XW(z)=X(z).B, B= 0 ous ’
0000 n
(0000 0 |

par reccurence on trouve

XU(z) = X(2).B,

on obtient

y I (z) = X(2).B.D". A, j=0,1,...,n (4.26)

e Substituons (4.26) dans (4.23) on trouve

i Pj(z).X (2).B".DT A= g(z) + )\/K (z,t) . X (t)dt.B*.D" . Adt (4.27)

on pose
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T

V, = /K(x,t)dt,/K(m,t)tdt,...,/K(x,t)t"dt
0 0 0
on obtient

> Pi(z).X(z).B. D" A=g(z) + A\V,.B*D".A (4.28)
=0

En utilisant les points de collocation (z;),i = 0,1, ..., N dans I’équation (4.28), on obtient

> Pi(x;).X(2;).B).D" A = g(x;) + \V,,.B".D" A
j=0

Alors
(Z Pi(z;).X (;).B°.DT — )\Vmi.Bf.DT> A= g(x;) (4.29)
=0

'écriture matricielle de (4.29) est

<Z P;.X.B'.D" — AV.B‘Z.DT> A=G

=0
telle que
Pz) 0 0 - -
g (zo) Vo
0  Px) 0 0
. g (‘Tl) ‘/1"1
Fy = Pj(x5) , G = , V=
g (zn) Ve,
0 Py(x,) Lol L
X (o) 1 zg x2 -+ af
Y X (z1) _ 1z 22 - af
X (x,) 1 x, 22 -+ an
on pose

W = Z PX.B' DT —\v.B'.DT

J=0
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on obtient

WA=G (4.30)

et d’autre part pour la condition initiale
y(i)(c) = «a;, 0<c<R
yD(c) = X(¢).B.D'A=[as], i=0,1,..(s—1)
ou
U; =[]

telle que
Ui = X(C)BzDT = [Ui,07 Ui,l; U’L”Q, ey Ui,N] (431)

la relation entre (4.31) et (4.30) donne la nouvelle matrice W

Woo Wo,1 T Won
wio w11 T Win
= Wn—(s—1),0 Wn—(s—-1),1 " Wn—(s—1)n
W =
Upo Up1 T Upn
U10 Uil T Uin
Us—1,0 Us—1,1 T Us—1n

on obtient le systéme matriciel suivant

WA=G et A= <W>1G.
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Exemple 4.3.5 (voir [39])

Soit équation intégro-différentielle linéaire de Fredholm

0<zx<l1
y(0)=0
la solution exacte est
y(z) = 2> +2
19
g(m)—gx—kﬁ, K(z,t)=(x—1t), Py(z)=0, P(z)=1 A=1
on a
W =P.X.B.D" ~V.D" = (P.X.B-V)D"
pour (n = 2)
0 00 010
P=1010]|, B=]00 2
001 000
les points de collocation
1
zg = 0, flzé, Ty =1,
X (0) 10 0 -1 -3 -3
2
Y= |x@ (=1 =] o -4 -2
X (1) 11 1 3 3 i
10 o0 n SR
T _ _ _
Di=|-2 2 o, G=|8 | W=|-35 0 3
Loz g 4o d

En utilisant la condition initiale y (0) = 0, on obtient

_23
12

131
6 4

7 — 13 13
W=|-% 0 %
1 0 0
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on a le systéme algebrique

23 19

13 1 19
12 6 1 o 12
13 13 — | 2
n 0 5 ax 12
1 0 0 as 0
on obtient
apg = 2, ay = 05, a9 = 2
donc

§(x) = aoboa () + a1bia2() + azboy(x)

§(z) = 2* + x solution du probléme.
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4.3.4 Equations intégro-différentielles non linéaires

Dans cette partie on présente une étude théorique pour la résolution numeérique de

certains types de (E.I-Ds) non linéaires, utilisant les polynomes de Bernstein, ot on a

employé la matrice opérationnelle d’intégration et la matrice opérationnelle de dérivation

et on donne des exemples illustratifs (voir [?], [5] et [37]).

a) Soit le probléme

Y50 Pi(a)yW (x) = g(x) + A fy K, )y (t)dt
yW (@) = bkcb(l“% 0<k<s—1
tel que K (z,t) est le noyau de 'intégrale
g(z), Pj(x),(j=0,1,...,s) sont des fonctions analytiques
A be, (K=0,1,...,s — 1) sont des constants et p > 0.

pour résoudre I’équation (4.32) on a les relations fondamentalles suivantes

yo) = QEol), P) = o7(2) (@o)”‘l@o
POG) = Qlo(w) H = / 511
K(.t) = ¢"(@)K(h) G%
PTo(x)¢"(x) = ¢ (x)P 1%-<:c)=PjT¢<w>
K, = [Kij)
(6,(2),

o (K(2,5), 8,(5)))
T (04(@), 0u(@)) (0,(5), 0, (9))
On remplace dans I’équation (4.32) on obtient (voir [38] et [40])

1

0

> PEo)e" (0)Q; = Gola) + A | o (@)K () (Qo) " Quat

Alors
S 6T @)PQ; = 6@ + A6 @)K (Q0) Quat
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Donc on trouve
S

. A~ \P—1

PiQ; = G+ MK H Qo) Qodt (4.33)
=0

d’apres (4.33) on obtient un systéme algébrique non linéaire de (m + 1) équations, qui

peut étre résolu, pour calculer les éléments de @y afin de trouver y(z) (voir [13]).

Exemple 4.3.6 (voir [13])
1
ylz)=1—zx +/ vy (t)dt, 0<x<1 (4.34)
0
1
pO(x):Ov pl(x):]w g(x)=1—§x, K(Jf,t)zllf, P=2

Q1 — G — K,HQuQo = 0

pour m =1

Co 1 0
Ql = C: y G: 7[('b = y
C1 2/3 1
1121 1 Co — C1 A 1 2c  —(co+ 1)
H = 6 JQO - ﬁ 7Q - E
1 2 760 + 501 Co + C1 600 +4Cl
Co — 1=

(4.35)

2 1983+2260€1+7C% o
€173 144 =0

la solution de I’équation (4.34) est

on a

on obtient y(z) = z solution de I’équation (4.34)
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Exemple 4.3.7 (voir [13])

Soit I’équation intégro-différentielle

ay(z) —y(z) = 222 — 1 + fol (22 4+ )y (t)dt, 0<z <1

(4.36)
y(0) =0
on a
4 5 1 2
po(x) = =1, py(z) =z, g(x)sz — 5 K(x,t)=2*+t, P=2
le systéme algébrique est
PQ1—Qo— G — KyHQyQo =0, (4.37)
pour m = 2
1 -1 1 1 1 1
20 10 20 o 5000 — 3C1 t 52
D _ 1 1 -1 _ _ 5 1 1
Pl— 1 5 T 7Q1—C— C1 aQO— _CO—‘F—Cl_ECQ
1 1 57
20 10 60 C2 CO + Cl +
—1 1 11
6 0 5 1 ) L 5 3
G 6 ; b 0 B 1 3 5 3 3 5 y
19 3 11
30 L5 2 s 3 1
67 1 1 93 1 33 3 1 69
1050 €0 7561 2100 €2 2100€0 — 25€1 — 2100¢2 10500 T 50¢1 T 31062
) = 57 _ 1 3L 1 4 1.1 57 .
Qo 12000 1T 16 10 702 10500 T §C1 1 1052 7060 — 10€1 T 320¢
69 1 3 33 33 701 182 283
~210000 ~ 501 T 10502 37000 T 25C1 T 31002 21000 T 525C1 T 1050C

la solution de 1’équation matricielle (4.37) implique que

CUIO, C1:1, 62:2
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Alors
y(z) = Qg o()

on obtient que y(z) = x? solution de I’équation donnée.
Exemple 4.3.8 (voir [13])

Soit ’équation intégro- différentielle (E.I-D) non linéaire de Volterra

u”(s) + q(s)uls) + r(@)ulz) = X [§ K (s)™ ds + f(x)
(0)—t0, u’(O)—tl

I"approximation de y(x) par le polynome de Bernstein est

y(r) = uibin(z) = R'¢(2)

(co,cl,..., L) 0(@) = (bon(x), bin(2), .., bun(2))

D’apres (4.38) on a

m—1

)™ = ¢"(). (k)" R
A /0 CK@ ) ()" ds = A /0 ' & (@) Kyd(s)6" (s). (B) " Ras
= M (@)K, /0 " 5()67(5). (R)ml Rds

on pose (ﬁ’) "
on a (qzﬁ(x)ng(x)) = ¢(z)p" (x)

=

I
=
3

x

)\/OIK(x,s) (u(s))™ds = Mo (2)K, i o(s)¢" (5).R,nds

— @), / "R G(s)67 (5)ds
= M\ (2)K, /0 ’ o1 (8)Rpnds

= AT (@)K, (Rm>T /0 "7 (5)ds

7
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donc on obtient
K "ds = A" (2) Ky (R ) P
| K@) @y ds = 26" @), (R,) Pota)
P : la matrice opérationnelle d’intégration
u() = RTo(z), () = RTDo(x), wn(z) = RTD?%(x)
ul(s) + q(s)uls) + r(z)u(z) = R'D*¢(z) + q(x) R Dé(x) + r(z)R" ¢(x)
L’écriture matricielle de (4.38) est
RTD*¢(z) + q(z)RT D(z) + r(2)RT ¢(z) — Ao” (2) K, (Rm) Po(z) = f(z)

e les points de collocation z,, (p =1,2,...,n — 1)

2p —1
Tp=—"+
P2(n—1)

on trouve le systéme non linéaire

R D26(x,) + q(w,) BT Do(xy) + () B 6(xy) = AT (w,) 5, (o) Po(y) = (1)
RT6(0) =to, RTDo(0) =t

(4.39)
D : la matrice opérationnelle de dérivation.
la solution de systéme non linéaire (4.39) implique de trouver ¢;, (1 =1,2,...,n)

d’ou la solution approximative
i(x) =) cibm()
=0

() = cobon(x) + c1bin(x) + ... + Cpbpn(x)
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Exemple 4.3.9 (voir [25])

On considére I'équation intégro-différentielle non linéaire suivante
) T 3 2 1,.5
un(r) —xu(xr) = |z (u dy — x* — ;x
(@) = ule) = f3 o (u ) dy— o> -} a0
uw(0) =0, «(0)=1
la solution exacte est
u(z) =x

I"approximation de la solution u(x) par le polynomes de Bernstein est

n

u(x) = ZCibm(x) = R'¢(x)

=0
pour (n = 3) on a
1 -3 3 1 -3 -1 0 0 0 0 0 0 1
O 0 -6 3 3 -1 -2 0 L1111 0
A: aD: 7K€_ 2 z :; :; 7¢(0):

0 0 3 -3 0 2 1 -3 : 3 35 3 0
0 0 0 1 0 0 1 3 1 1 1 1 0
AR I EE R
1 3 9 1 3 17 87 67
o) = 3z — 62® + 3a° Q| ¥ ® W B | p_| W W 3 20
’ 1 9 3 1 |’ 3 17 53 T3
3z — 32 % o 3 i 50 280 280 280
3 11 1 1 1 17 53 69
i X ] | T40 35 14 7 | | 7280 B840 840 280

1

T 0

u(0) = R ¢(0) = (co, 1y ey ) . ,co=0
0
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-3 -1 0 0 1
) . 3 -1 -2 0 0 1
u(0) = R* D¢ (0) = (co, €1, -5 Cn) , €1 ==
0o 2 1 -3 0 3
0 0 1 3 0

pour les points de collocation z,, (p =1,2,...,n — 1)

2p—1

L p=1,2
2(n_1)7 p )

I'p:

On trouve le systéme non linéaire suivant

RY D20(,) +a(ay) R Do(ay) +7 () R 9(p) = 6™ () Ky (Rn ) POlay) = f(z) (4.41)

la solution de systéme non linéaire (4.41) pour z1 = %, Ty = % implique que ¢; = 0.7003,

co = 0.989 la solution approximative est

fL(I) = Cobog(fﬁ) + Clb13<l’) + 02b23(x) + C3b33(1’)
i(z) = x+0.1012* —0.1112°

Remarque 4.3.10 §i ’équation est de Fredholm, on a

)\/OlK(x,s) (u (s))™ ds Kb/ ()67 (5). Rds
Q= /¢

@ : matrice d’ordre (n+ 1) x (n + 1).

on a

Exemple 4.3.11 (voir [40])

On consideére I’équation intégro-différentielle (E.I-D) non linéaire de Fredholm

u(z) = fy wylu )] dy
u(0) =0, «(0)=1

(4.42)
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la solution exacte est
y(x) =1

calculons les matrices suivantes A, Q, D, P, K et ¢(z)

101 1 1
1 -4 6 —4 1 S 18 = 1%
14 1
0 4 -12 -12 —4 5 & 31 35
_ _ 101 2 1
A=10 0 6 —-12 6 Q= B 3 35 31
18 4
0 0 0 4 —4 56 355 21 63
11 1 1
(000 0 0 1 R
[ 1 eir u s1r 251 | [0
1260 2520 60 2520 1260
~1 13 4 13 64 0
315 630 15 630 315
_ 1 -13 1 97 41 _
P=135 @ 1w 2 20 |['H=]0
~1 13 -1 13 64 0
315 630 15 630 314
1 13 1 —113 251 0
| 1260 2520 60 2520 1260 L
1 — 4z + 622 — 423 4 2*
4y — 1222 + 1223 — 424
P(x) = 622 — 1223 + 624 , u(z) = R"¢(z),
4x% — 42*
2
u(0) = 0 implique que (co = 0)
u(0) = 1 implique que (01 = }1)
e pour les points de collocation
2p—1
- P p-123
= om—_1 7
1 1 5
T = — To = — T = -, T =
1 67 2 2) 3 6 4

La solution approximative de (4.42) est

1

630 4 1
1

126 4 2
€1 D=

L. 0 3
1

5 0 0
1

5 I 0 0
0 0 0 O

1 1 3 1

16 8 16 4

11 3 1

8 4 8 2

3 3 9 3

16 8 16 4

1 1 3

4 2 4 1 ]

T

R - (00761762703;04)
7
6

u(z) = x — 0.000000001z* — 0.0000000062> — 0.000000007*
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Conclusion

Dans ce travail nous avons exposé plusieurs résultats pour trouver la solution approchée
et la solution numérique de quelques types d’équations intégro- différentielles linéaires et
non linéaires, en utilisant les polynémes de Legendre- Bernstein et Adomian.

Cette combinaison nous a permis de construire des méthodes numériques, ot on a
employé la matrice opérationnelle d’intégration et de dérivation dans un cadre théorique
qui nécessite I'existence et 'unicité de la solution.

Notre but revient & trouver la solution approximative de ces équations sous forme de
polynomes. La comparaison de toutes ces méthodes de solution utilisées au cours de notre
recherche, nous a permis de constater que la méthode d’Adomian est la plus appropriée,

a cause surtout de sa précision et de son efficacité rapide et immédiate.
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