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Notations

R ensemble des nombres réels.
Rn espace euclidien de dimension n
x vecteur de Rn

dx mesure de Lebesgue de dimension n .
Ω ouvert de Rn muni de la mesure de Lebesgue.
χA fonction indicatrice de l’ensemble A ⊂ Rn.
Ω la fermeteur de Ω.
u fonction mesurable définie de Ω dans Rn

∇u gradient de u ,∇u = (
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xn
).

Cc(Ω) L’espace des fonctions de classe C∞, a support compact inclue dans Ω.
Ck
K espace des fonctions ϕ de Ck(Ω) a support dans K.

p.p. presque partout.
p∗ L’exposant de Sobolev tel que : p∗ = np/(n− p).avec n > p
C(E) espace des fonctions continue de E (métrique) dans R
E ′ le dual topologie d’un espace de Banach E.
S ′(Rn) espace des distributions tempérées de Rn.
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Introduction

Dans la théorie d’analyse fonctionnelle et des équations aux dérivées partielles, il est impor-

tant d’étudier certain propriétés des espaces fonctionnels .

Parmi ces espaces, on trouve les espaces de Sobolev classique Wm,p, basé sur les espaces de

Lebesgue Lp, ces espaces lient surtout aux opérateur de laplacien et p-laplacien classique.

Dans la théorie des équations aux dérivées partielles, on cherche des solutions (générale-

ment dite faibles), assurées quelques équations ou inéquations associées aux opérateurs diffé-

rentielles. Pour cela, on a besoin des propriétés d’injection, surjection .... dans des espaces fonc-

tionnels spéciaux. En général les espaces de Sobolev classique répond aux plusieurs questions

concernés l’existence, l’unicité, la régularité, et même l’approximation numérique des solutions,

car ces espaces sont construis essentiellement pour des types des équations aux dérivées par-

tielles, mais malheureusement ces espaces ne sont pas suffise à répondre à tous les questions

des problèmes associées aux équations aux dérivées partielles.

Récemment, il y a une autre notion des espaces de Sobolev , ce sont les espaces de Sobolev

fractionnaire, qui sont liés aux opérateurs Laplacien et p− Laplacien fractionnaire, on trouve

deux approches pour définir espaces ci-dessus :

* La première approche est une approche un peut classique, il s’agit d’utiliser la transformée

de Fourier pour définir des espaces de Hilbert Hs. C’est une approche un peu classique, basée

sur la généralisation d’une propriété importante réalise par les espaces de SobolevHm, qui sont

des espaces de Hilbert basé sur l’espace L2.

* La deuxième approche est une généralisation de la définition deHs par une autre manière,

il s’agit d’utiliser l’approche de Gagliardo.
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On a devisé notre travail à trois chapitres :

Dans le premier chapitre, on introduit quelques espaces fonctionnels classiques (Lp,Wm,p, ....),

et quelques définitions et théorèmes importants.

Dans le deuxième chapitre, on se donnera des définitions et propriétés concernant les es-

paces de Sobolev Hs et l’opérateur de Laplace fractionnaire (∆)s.

Dans le dernier chapitre 3, on introduit les espaces de Sobolev fractionnaires W s,p et l’opé-

rateur p− Laplacien fractionnaire.
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CHAPITRE 1

ESPACES FONCTIONNELS CLASSIQUES

Dans ce chapitre , on va donner quelques notions et propriétés des espaces fonctionnels

classiques : espaces de Lebesgue, espaces de Sobolev d’ordre entiers.

Dans toute la suite, Ω un ouvert de Rn muni de la mesure de Lesbesgue dx.

4



1.1. ESPACES LP 5

1.1 Espaces Lp

Définition 1.1. [4] : Soit p ∈ R avec 1 ≤ p ≤ ∞ ; on pose

Lp (Ω) =
{
f : Ω −→ R ; f mesurable et | f |p∈ L1(Ω)

}
(1.1)

muni de la norme

‖ f ‖Lp=
[∫
| f (x) |p dx

]
1
p (1.2)

Définition 1.2. [4] : On pose

L∞ (Ω) = {f : Ω −→ R; f mesurable, il existe une constante C telle que| f (x) |≤ C p.p.sur Ω}
(1.3)

muni de la norme

‖f‖L∞ = inf{C; | f (x) |≤ C, p.p.surΩ} (1.4)

1.2 Quelques théorèmes

Théorème 1.1. (Fischer-Riesz)[4] : Lp est un espace de Banach pour tout 1 ≤ p ≤ ∞.

Théorème 1.2. (Théorème de convergence dominée de Lebesgue)[4] : Soit (fn) une suite des fonc-

tions de L1 telle que :

a] fn (x) −→ f (x) p.p. sur Ω,
b] il existe une fonction g ∈ L1 telle pour toute n, | f (x) |≤ g (x) p.p sur Ω .

Alors f ∈ L1 (Ω) et ‖ fn − f ‖L1−→ 0.

Théorème 1.3. (Lemme de Fatou)[4] : Soit (fn) une suite de fonction de L1 telle que

1] Pour toute n, fn (x) ≥ 0 p.p sur Ω,

Université de M’sila
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1.2. QUELQUES THÉORÈMES 6

2] sup
n

∫
fn <∞.

Pour chaque x ∈ Ω on pose f (x) = lim
n→∞

inf fn (x)

Alors f ∈ L1 (Ω) et : ∫
f ≤ lim

n→∞
inf

∫
fn·

Théorème 1.4. [4] : Lp est réflexif pour 1 ≤ p <∞.

Théorème 1.5. (Théorème de représentation de Riesz)[4]. Soit 1 < p <∞ et soit ϕ ∈ (Lp)′

Alors il existe u ∈ Lp′ unique tel que

〈ϕ, f〉 =

∫
uf ∀f ∈ Lp (1.5)

De plus, on a :

‖ u ‖Lp′=‖ ϕ ‖(Lp)′ (1.6)

Théorème 1.6. (densité )[4] : L’espace Cc (Ω) est dense dans Lp (Ω) pour 1 ≤ p <∞.

Définition 1.3. [4] : Soit 1 ≤ p ≤ ∞ ; on dit qu’une fonction f : Ω −→ R appartient à Lploc (Ω) si

fχK ∈ Lp (Ω) pour tout compact K ⊂ Ω.

Lemme 1.1. [4] : Soit f ∈ L1
loc (Ω) tel que :

∫
fu = 0 ∀u ∈ Cc (Ω) . (1.7)

Alors f = 0 p.p. sur Ω.

Théorème 1.7. [4] : Lp (Ω) est séparable pour 1 ≤ p <∞.

Corollaire 1.1. [4] : Soit Ω ∈ Rn un ouvert quelconque .

Alors C∞c (Ω) est dense dans Lp (Ω) pour 1 ≤ p <∞.
Le tableau suivant récapitule les principales propriétés des espaces LP :

Réflexif Séparable Espace dual
Lp

1 < p <∞ OUI OUI Lp
′

L1 NON OUI L∞

L∞ NON NON Contient strictement L1

Université de M’sila
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1.3. COMPACITÉ DANS LP 7

1.3 Compacité dans Lp

Théorème 1.8. (Ascoli)[4] : Soit E un espace métrique compact et soit F un sous-ensemble borné de

C(E).

On suppose que F est uniformément équicontinue i.e.

∀ε > 0 ∃δ > 0 telque d(x1, x2) < δ =⇒| f(x1)− f(x2) |< ε ∀f ∈ F (1.8)

Alors F est relativement compact dans C(E)

Corollaire 1.2. [4] : Soit Ω ∈ Rn un ouvert et soit F un sous-ensemble borné de Lp (Ω) (1 ≤ p <∞).

On suppose que :

∀ε > 0, ∀ω ⊂⊂ Ω, ∃δ > 0, δ < dist(ω, {Ω) :
‖ τhf − f ‖Lp(ω)< ε,∀h ∈ Rn, | h |< δ, ∀f ∈ F. (1.9)

∀ε > 0, ∃ω ⊂⊂ Ω, :‖ f ‖Lp(Ω\ω)< ε ∀f ∈ F (1.10)

Alors F est relativement compact dans Lp (Ω) .

1.4 Espaces de Hilbert

Définition 1.4. [4] : Soit H un espace vectoriel. Un produit sclaire 〈u, v〉 est une form bilinèaire

de H ×H dans R, symétrique, définie positive, i.e.

[〈u, u〉 ≥ 0 ∀u ∈ H et 〈u, u〉 > 0 si u 6= 0] . (1.11)

Inégalité de Cauchy-Schwarz

| 〈u, v〉 |≤ 〈u, u〉1/2〈v, v〉1/2 ∀u, v ∈ H. (1.12)

Université de M’sila
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1.4. ESPACES DE HILBERT 8

| u |= 〈u, u〉1/2 est une norme.

| u+ v |=| u |2 + | v |2 +2〈u, v〉 ≤| u |2 + | v |2 +2 | u || v | (1.13)

Identité du parallélogramme

| a+ b

2
|2 + | a− b

2
|2=

1

2
(| a |2 + | b |2) ∀a, b ∈ H (1.14)

Définition 1.5. [4] : Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un produit scalaire

〈u, v〉, complet pour la norme 〈u, u〉1/2.

Exemple 1.1. L2 (Ω) muni du produit scalaire :

〈u, v〉 =

∫
Ω

u(x)v(x)dx. (1.15)

Dans toute la suite, H désignai un espace de Hilbert.

Théorème 1.9. (Théorème de représentation de Riesz-Fréchet)[4] :

Etant donné ϕ ∈ H ′. Il existe f ∈ H unique tel que :

〈ϕ, v〉 = (f, v) ∀v ∈ H. (1.16)

De plus, on a :

|f | = ‖ϕ‖H′ (1.17)

Définition 1.6. [4] : On dit qu’une bilinéaire α(u, v) : H ×H −→ R est :

(i) continue s’il existe une constante C telle que :

| α(u, v) |≤ C | u || v | ∀u, v ∈ H, (1.18)

(ii) coercive s’il existe une constante α > 0 telle que :

α(u, v) ≥ α | v |2 ∀v ∈ H. (1.19)

Définition 1.7. [4] : Soit (En)n≥1 une suite de sous-espaces fermés de H.

On dit que H est somme Hilbertienne des (En) , et on note H = ⊕
n
En si :

(i) les En sont deux à deux orthogonaux, i.e.

〈u, v〉 = 0 ∀u ∈ Em, ∀v ∈ En, m 6= n (1.20)

(ii) l’espace vectoriel engendré par En est dense dans H .
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1.5. ESPACES DE SOBOLEV 9

Proposition 1.1. [4] : On suppose que H est une somme Hilbertienne des (En)n≥1 . Soit u ∈ H et soit

un = PEnu. Alors on a :

(a) u =
∞∑
n=1

un i.e. u = lim
k→∞

k∑
n=1

un.

(b) | u |2=
∞∑
n=1

| un |2 (égalité de Bessel−Parseval).

Réciproquement, étant donnée une suite (un) de H telle que un ∈ En ∀n et
∞∑
n=1

| un |2<∞, alors

la série
∑
n

un est convergente et u =
∞∑
n=1

un vérifie un = PEnu.

Définition 1.8. [4] : On appelle base Hilbertienne une suite (en) d’éléments de H si elle vérifie :

(i) | en |= 1 ∀n, (em, en) = 0 ∀m,n, m 6= n,

(ii) l’espace vectoriel engendré par les(en) est dense dans H.

Théorème 1.10. [4] : Tout espace de Hilbert séparable admet une base Hilbertienne.

1.5 Espaces de Sobolev

Définition 1.9. [4] : L’espace de Sobolev W 1,P (Ω) est défini par :

W 1,p (Ω) =

{
u ∈ Lp (Ω) ,∃g1, g2, ..., gn ∈ Lp (Ω) ,

∫
Ω

u
∂ϕ

∂xi
= −

∫
Ω

ugi.ϕ,∀ϕ ∈ C∞c (Ω) ,∀i = 1, 2, ..., n

}
(1.21)

On pose :
H1 (Ω) = W 1,2 (Ω) . (1.22)

On munit W 1,p (Ω) de la norme :

‖u‖W 1,p = ‖u‖Lp +
n∑
i=1

‖ ∂u
∂xi
‖Lp

(1.23)

Proposition 1.2. [4] :

• L’espace W1,p (Ω) est un espace de Banach pour 1 ≤ p ≤ ∞.

•L’espace W1,p (Ω) est réflexif pour 1 < p <∞.
•L’espace W1,p (Ω) est séparable pour 1 ≤ p <∞.

Université de M’sila
MEROUCHE Linda

2020/2021 Sur les espaces de Sobolev
fractionnaires et le Laplacien fractionnaire



1.5. ESPACES DE SOBOLEV 10

Définition 1.10. [4] :

Soient m ≥ 2 un entier et soit p un réel avec 1 ≤ p ≤ ∞. On définit par récurrence :

Wm,p (Ω) =

{
u ∈ Wm−1,p (Ω) ;

∂u

∂xi
∈ Wm−1,p (Ω) ∀i = 1, 2, ..., n

}
(1.24)

On note Dαu = gα

Wm,p (Ω) =

u ∈ Lp (Ω) ||∀α avec | α |≤ m ∃gα ∈ Lp (Ω) :

∫
Ω

uDαϕ = (−1)|α|
∫
Ω

gαϕ ∀ϕ ∈ C∞c (Ω)


(1.25)

L’espace Wm,p (Ω) muni de la norme :

‖ u ‖ Wm,p=
∑

0≤|α|≤m

‖ Du ‖Lp , (1.26)

est un espace de Banach.

On pose Hm(Ω) = Wm,2(Ω). Hm(Ω) muni du produit scalaire :

(u, v)Hm =
∑

0≤|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2 (1.27)

est un espace de Hilbert.

Corollaire 1.3. :(Densité )[4] On suppose Ω est de classe C1. Soit u ∈ W 1,p (Ω) avec 1 ≤ p ≤ ∞.

Alors, existe une suite (un) de C∞c (Rn) telle que un|Ω → u dans W1,p (Ω) .

Autrement dit, les restrictions à Ω des fonctions de C∞c (Rn) forment un sous-espace dense

de W1,p (Ω) .

Théorème 1.11. [4] : Soit 1 ≤ p ≤ ∞. On suppose Ω est de classe C1, borne, ou bien Ω = Rn
+ et

1

p∗
=

1

p
− 1

n
.

• Si 1 ≤ p <∞ alors W 1,p (Ω) ⊂ Lp
∗

(Ω) ou 1
p∗

= 1
p
− 1

n
.

• Si p = n alors W1,p (Ω) ⊂ Lq (Ω) ∀q ∈ [p,+∞] .

• Si p > n alors W 1,p (Ω) ⊂ L∞ (Ω).

Théorème 1.12. (Rellich-Kondrachov) [4] : On suppose que Ω borne de classe C1. On a :

1] Si p < n alors W1,p (Ω) ⊂ Lq (Ω) , ∀q ∈ [1, p∗] ou 1
p∗

= 1
p
− 1

n
.

2] Si p = n alors W1,p (Ω) ⊂ Lq (Ω) ∀q ∈ [p,+∞] .

3] Si p > n alors W1,p (Ω) ⊂ C(
−
Ω).
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1.5. ESPACES DE SOBOLEV 11

Proposition 1.3. [4] : Soit 1 ≤ p <∞ ; W 1,p
0 (Ω) désinge la fermeture de Cc (Ω) dans W 1,p (Ω) c-à-d

W 1,p
0 (Ω) = Cc(Ω)

W 1,p(Ω)
.

On note H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω) .

L’espace W 1,p
0 (Ω) muni de la norme induite par W 1,p.

L’espace H1
0 Ω) est muni du produit scalaire induite par H1(Ω).

Proposition 1.4. [4] : L’espaceW 1,p
0 (Ω) est un espace de Banach séparable, réflèxif si 1 < p <∞.

L’espaceH1
0 (Ω) est un espace de Hilbert séparable.

Remarque 1.1. [4] : L’espace Cc(Rn) est dense dans W 1,p (Rn) et par conséquent :

W 1,p
0 (Rn) = W 1,p (Rn) (1.28)

Le résultat suivante fournit une caractérisation essentielle de base des fonction dans l’espace

W1,p
0 (Ω).

Proposition 1.5. (Inéglité de Poincaré )[4] : Soit Ω un ouvert borné. Alors, il existe une constante C

(dépondant de | Ω |et p ) telle que :

‖ u ‖LP≤ C ‖ ∇u ‖LP ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) (1 ≤ p <∞) (1.29)

Autrement dit, sur W 1,p
0 (Ω) la quantite ‖ ∇u ‖LP est une norme é quivalente à la norme

usuelle de W1,p (Rn) .

Le théorème suivant donne une coïncidence des espace de Sobolev Hm(R)n aux espaces

définies en utilisant la transformé de Fourier des distribution tempérées, ce qui permis nous de

généraliser la notion de Hm, à un exposant non forcément entier.

D’abord, on va donner la définition et le théorème suivants, qui donne une relation entre les

espaces de Sobolev, et l’espace L2.

Définition 1.11. [7] :Soit s un nombre réel, on désigne par L2
s(Rn) l’ensemble des (classe de )

fonctions f mesurables et telle que∫
Rn

| f(ζ) |2 (1+ | ζ |2)sdζ< +∞ (1.30)

Théorème 1.13. [7] : Pour tout m∈ Z la transformation de Fourier est un isomorphisme topologie de

Hm(Rn) sur L2
m(Rn).
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Théorème 1.14. [7] : On peut écrire :

Hm(Rn) =

u ∈ S ′(Rn) :

∫
Rn

| û(ζ) |2 (1+ | ζ |2)mdζ< +∞.

 (1.31)

Démonstration. On a :∫
Rn
|û(ζ)|2(1 + |ζ|2)mdζ =

∑
|α|=j+k

α!

k!j!

∫
Rn
|ζαû(ζ)|2dζ ≤ C

∑∫
Rn
|Dαû(ζ)|2dζ

En utilisant le fait que la transformée de Fourier est un isomorphisme de L2 dans L2, on arrive

à : ∫
Rn
|û(ζ)|2(1 + |ζ|2)mdζ ≤ C1|u|Hm(Rn).

Réciproquement : on peut aussi vérifier par même argument que :

|u|Hm(Rn) ≤ C2

∫
Rn
|û(ζ)|2(1 + |ζ|2)mdζ.

Donc : |u|Hm(Rn) < +∞ si et seulement si
∫
Rn
|û(ζ)|2(1 + |ζ|2)mdζ < +∞.
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CHAPITRE 2

ESPACE Hs ET OPÉRATEUR LAPLACIEN
FRACTIONNAIRE

D ’après le théorème 1.14, on va généraliser la notion de l’espace de Sobolev Hm(Rn) à un

espace de Sobolev dite fractionnaire Hs(Rn) ou s ∈ Rn.

Nous prenons en compte une définition alternative de l’espace Hs(Rn) via la transformée

de Fourier précisement nous pouvons définir :

Hs (Rn) = {u ∈ L2 (Rn) :

∫
Rn

(1+ | ζ |2s| Fu(ζ) |2 dx <∞}. (2.1)

et nous observons que la définition ci-dessus, valable pour tout réel s ≥ 1. Nous pouvons

également utiliser une définition analogue pour le cas s < 0 en définissant

Hs (Rn) = {u ∈ S ′ (Rn) :

∫
Rn

(1+ | ζ |2s| Fu(ζ) |2 dx <∞}. (2.2)

13
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2.1 Espace Hs, Propriétés élémentaires

Définition 2.1. [7] : Soit s ∈ R. Une distribution tempérée est dite élémennt de Hs (Rn) si son

image de Fourier est un élément de L2
s (Rn) .

Autrement dit ;

Hs (Rn) =

u ∈ S ′ (Rn) :

∫
Rn

| û(ζ) |2 (1+ | ζ |2)sdζ

 (2.3)

Hs (Rn) est munit d’un produit scalaire

〈u, v〉 =

∫
Rn

û(ζ)v̂(ζ)(1+ | ζ |2)sdζ (2.4)

muni de la norme pré-hilbertienne associée

BK
0 (Rn) =

{
u ∈ Ck(Rn); Dαu ∈ C0(Rn); | α |≤ k

}
(2.5)

Théorème 2.1. [7] :

(i) La transformation de Fourier envoie isométriquement Hs (Rn) sur L2
s (Rn) .

(ii) Les espaces Hs(Rn) sont des espaces de Hilbert isométriquement isomorphes ; plus pré-

cisément, la convolution par F
[
(1+ |M |2)

s
2

]
envoie isométriquement l’espace Hr+s (Rn) sur

l’espace Hr (Rn) , pour tout r et s appartenant à R.

(iii) Pour tout s réel , l’espace S (Rn) s’injecte canoniquement dans l’espace Hs (Rn) ; cette

injection est continue et a image dense .

(iv) Pour tout s réel , l’espace Hs (Rn) s’injecte dans S ′(Rn) le dual fort de Hs (Rn) s’injecte

canoniquement dans S ′ (Rn) fort et s’identifie à l’espace hilbertien H−s (Rn) .

Remarque 2.1. [7] : Si s ∈ N, la distribution F [(1+ |M |2)s] n’est autre que (1 +
∆

4π2
)sδ, ou δ

est la mesure de Dirac et ou 4 est l’opérateur de Laplace, tandis que F [(1+ |M |2)−s] est une

solution élémentaire de l’opérateur (1 + 4
4π2 )s.
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2.2. THÉORÈMES D’INJECTION DE SOBOLEV 15

2.2 Théorèmes d’injection de sobolev

Nous allons étudier la régularité des éléments de Hs

a) Cas de Rn

Théorème 2.2. [7] : Soit k ∈ N et s ∈ R tels que s > n
2

+ k.Alors l’espace Hs (Rn) s’injecte canoni-

quement dans BK
0 (Rn).

ou BK
0 (R)n est munit vectoriel de la norme :

Pk(u) = sup
|α|≤k

sup
x∈Rn

| Dαu(x) | (2.6)

b) Cas d’un ouvert quelconque

Théorème 2.3. [7] : Soit Ω un ouvert de Rn, Soit k ∈ N et m ∈ N deux entiers m >
n

2
+ k. Alors

l’espace Hs (Rn) s’injecte canoniquement dans l’espace Ck(Rn).

c) Cas d’un ouvert possédant la propriété de m-prolongement

On dit qu’un ouvert Ω ⊂ Rn possède la propriété de m-prolongement s’il existe une applica-

tion linéaire Π deL2 (Rn) dansL2 (Rn) continue deHr (Ω) dansH (Rn) pour tout r = 0, 1, 2, ...,m

telle que la restriction de Πu à Ω coïncide (p.p) avec u ,Π s’appelle un m-prolongement pour Ω.

Nous verrons qu’un demi-espace possède la propriété de m-prolongement pour tout m entier

positif .

Théorème 2.4. [7] : Soit Ω un ouvert possédant la propriété de m-prolongement, alors Hm (Rn) s’in-

jecte continûment dans BK(Ω) pour tout m > n
2

+ k.

Dans ce théorème BK
0 (Ω) désigne l’ensemble des fonction k fois continément différentiables

sur Ω et dont toute les dérivées d’ordre inférieur ou égal à k sont bornées sur Ω ; on munira

BK(Ω) de la norme :

Pk(u) = sup
|α|≤k

sup
x∈Rn

| Dαu(x) | (2.7)

Théorème 2.5. [7] : Soit K un compact dans Rn et soit s et r deux réels tels que r < s ; alors l’injection

naturelle de Hs (Rn) ∩(CK)′(Rn) dans Hs (Rn) est compacte.
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2.3. OPÉRATEUR LAPLACIEN FRACTIONNAIRE 16

Dans ce théorème

Hs (Rn) ∩ (Ck)
′(Rn) = {u ∈ Hr(Rn); sup p u ⊂ K} (2.8)

est muni de la topologie induite par celle de H−s (Rn) .

Corollaire 2.1. (Théorème de Rellich-Kondrashov )[7] : Soit Ω un ouvert relativement compact de

Rn, alors pour tout entier m ≥ 1.

(i) L’injection de Hm
0 (Ω) dans Hm−1

0 (Ω) est compact.

(ii) L’injection deHm (Ω) dansHm−1 (Ω) est compact si Ω possède la propriété de m-prolongement.

c) Généralistion [7] :

Soit ϕ ∈ S(Rn) et soit s et r deux nombres réels tels que r < s .Alors la multiplication

par ϕ est une application continue de Hs (Rn) dans lui-même est une application compacte de

Hs (Rn) dans Hr (Rn) .

2.3 Opérateur Laplacien fractionnaire

Cette section est consacrée à la définition de l’opérateur (−∆)s avec s ∈]0, 1[, et a ses pro-

priétés.

Définition 2.2. [9] : soient p = 2 et s ∈]0, 1[. On définit le laplacien fractionnaire par :

(−∆)s u(x) = C(n, s) lim
ε→0+

∫
Rn\B(x,ε)

u(x)− u(y)

| x− y |n+2s
dy (2.9)

ou B(x, ε) est la boule centrée en x de rayon ε et C(n,s) est la constante dimensionnelle qui

dépend de n et s précisément donnée par :

C(n, s) =

(∫
Rn

1− cos (ζ1)

| ζ |n+2s
dζ

)−1

(2.10)

On peut écrire :

(−∆)s u(x) = C(n, s).P.V

∫
Rn

u(x)− u(y)

| x− y |n+2s
dy, (2.11)

avec

P.V

∫
Rn

u(x)− u(y)

| x− y |n+2s
dy = lim

ε→0+

∫
Rn\B(x,ε)

u(x)− u(y)

| x− y |n+2s
dy. (2.12)
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Remarque 2.2. [15] :

lim
s→−1

(−∆)su = −∆u, (2.13)

et

lim
s→0+

(−∆)su = u. (2.14)

2.4 Asymptotique de la constante C(n,s)

Dans cette section , nous allons dans le détail sur le facteur constant C(n,s) qui apparaît dans

la définition du laplacien fractionnaire, en analysant son comportement asymptotique comme

s −→ 1−et s −→ 0+, ceci est pertinent si l’on veut récupérer les normes de sobolev des espaces

H1 (Rn) et L2 (Rn) en commençant par celle de Hs (Rn) .

Nous sommes intéresses a analyser le comportement asymptotique comme s −→ 1− et s −→
0+ d’une mise à l’échelle de la quantité dans le côte droit de la formule ci-dessus .

En changement la variable η′ = ζ ′/ | ζ1 |nous avons :∫
Rn

1− cos(ζ1)

| ζ |n+2
dζ =

∫
Rn

∫
Rn−1

1− cos(ζ1)

| ζ1 |n+2s

1

(1+ | ζ ′ |2 / | ζ1 |2)
n+2s

2

dζ
′
dζ1, (2.15)

=

∫
Rn

∫
Rn−1

1− cos(ζ1)

| ζ1 |1+2s

1

(1+ | η′ |2)
n+2s

2

dη′dζ
1

, (2.16)

=
A(n, s)B(s)

s(1− s) , (2.17)

ou

A(n, s) =

∫
Rn−1

1

(1+ | η′ |2)
n+2s

2

dη′ (2.18)

B(s) = s(1− s)
∫
Rn

1− cos (t)

| t |1+2s
dt (2.19)

Proposition 2.1. [9] : pour tout n > 1 ,on défini A et B par(2.18) et (2.19) respectivement, on a :

(i) lim
s→1−

A(n, s) = ωn−2

+∞∫
0

ρn−2

(1+ρ2)
n
2 +1dρ < +∞;
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(ii) lim
s→0+

A(n, s) = ωn−2

+∞∫
0

ρn−2

(1+ρ2)
n
2
dρ < +∞;

(iii) lim
s→1−

B(s) =
1

2
;

(iv) lim
s→0+

B(s) = 1;

ou ωn−2 désigne (n-2) la mesure dimensionnelle de la sphére unitaire Sn−2.

En conséquence :

lim
s→1−

C(n, s)

s(1− s) =

(
ωn−2

2
+∞

0

ρn−2

(1 + ρ2)
n
2

+1
dρ

)−1

, (2.20)

et

lim
s→0+

C(n, s)

s(1− s) =

(
ωn−2

+∞
0

ρn−2

(1 + ρ2)
n
2

dρ

)−1

. (2.21)

Corollaire 2.2. [9] : Pour tout n > 1 ,on défini C(n,s) par (2.10), on a :

(i) lim
s→1−

C(n, s)

s(1− s) =
4n

ωn−1

,

et

(ii) lim
s→0+

C(n, s)

s(1− s) =
2

ωn−1

.

ou ωn−1 désigne (n-1) la mesure dimensionnelle de la sphère unitaire Sn−1.

Proposition 2.2. [9] : Soient s ∈]0, 1[ et (−∆)s : = −→ L2 (Rn) alors on définit le laplacien fraction-

naire via la transformée de fourier par :

(−∆)s u(x) = F−1
(
| ζ |2s (Fu) (ζ

)
)(x) ∀ζ ∈ Rn (2.22)

Proposition 2.3. [9] : Soient s ∈]0, 1[ et C(n,s) est la constant défini dans ((2.10)), pour tout ζ ∈ Rn,

l’égalité :

∫
Rn

1− cos (ζ.y)

| y |n+2s
dy = C(n, s)−1 | ζ |2s . (2.23)

Proposition 2.4. [9] : Soient s ∈]0, 1[ et C(n,s) est la constant défini dans (2.10), s pour tout u ∈
Hs (Rn) , l’égalité :

[u]2Hs(Rn) = 2C(n, s)−1

∫
Rn
| ζ |2s| Fu(ζ) |2 dζ. (2.24)
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De plus :

Hs (Rn) = Ĥs (Rn) . (2.25)

Le théorème suivant nous permis de généraliser la notion de l’espace de Sobolev Hs à l’es-

pace de Sobolev W s,p, en remplaçant 2s dans (2.10) par sp.

Théorème 2.6. [9] : Soit s ∈]0, 1[ et soit u ∈ Hs (Rn) puis

[u]2Hs(Rn) = 2C(n, s)−1 ‖ (−∆)
s
2 u ‖2

L2(Rn) (2.26)

ou C(n,s) est défini par (2.10).

Démonstration. : L’égalité dans (2.26) découle clairement de la proposition 2.2 et de la proposi-

tion 2.4. En effet,

‖ (−∆)
s
2 u ‖2

L2(Rn)=‖ F−1 (−δ) s2 u ‖2
L2(Rn)=‖|| ζ |s F−1u ‖2

L2(Rn)=
1

2
C(n, s) [u]2Hs(Rn) (2.27)

Proposition 2.5. [9] : Soit s ∈]0, 1[. Alors :

(−4)s u(x) = −1

2
C(n, s)

∫
Rn

u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x)

| y |n+2s
dy ∀x ∈ Rn (2.28)

Remarque 2.3. [15] :Soit s ∈]0, 1
2
[. Observez que pour tout u ∈ s et pour un x ∈ Rn on a :∫

Rn

u(x)− u(y)

| x− y |n+2s
dy ≤ C

∫
B(x,R)

| x− y |
| x− y |n+2s

dy+ ‖ u ‖
∫
Rn\B(x,R)

1

| x− y |n+2s
dy (2.29)

≤ C

(∫ R

0

1

ρ2s
dρ+

∫ +∞

0

1

ρ2s + 1
dρ

)
< +∞ (2.30)

où C est une constante positive dépendant uniquement de la dimension n et L∞- norme de la

fonction u .Par conséquemt dans le cas s ∈]0, 1/2[ l’intégrale :∫
Rn

u(x)− u(y)

| x− y |n+2s
dy (2.31)

n’est pas singulier prés du point x ,on peut donc se débarrasser du P.V dans (2.12)

Proposition 2.6. :([13] Lemme 16.1) : soit s >
1

2
, alors toute fonction u ∈ Hs (Rn) a une trace v sur

l’hyperplan {xn = 0} telle que v ∈ Hs− 1
2 (Rn−1) .

De plus l’opérateur de trace T est surjectif de Hs (Rn) sur Hs− 1
2 (Rn−1) .
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2.5 Une généralisation de (−∆)s

Définition 2.3. [15] : Nous introduisons ici un opérateur intégrodifférentiel général de type non

local qui généralise (−∆)s pour tout s ∈]0, 1[ fixé ,l’opérateur Lk est donné par

Lku(x) =

∫
Rn

(u(x+ y) + u(x− y)− 2u(x))K(y)dy (2.32)

pour tout x ∈ Rn , où le noyau K : Rn\{0} −→ [0,+∞[ est une fonction ayant les propriétés

suivants :

mK ∈ L1(Rn) où m(x) := min{| x |2, 1}; il existe θ > 0 tel que k(x) ≥ θ | x |−(n+2s) pour tout

x ∈ Rn\{0}.
Bien sûr, comme modèle pour k , on peut prendre la fonction

k(x) ≥ θ | x |−(n+2s), x ∈ Rn\{0} (2.33)
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CHAPITRE 3

ESPACES DE SOBOLEV FRACTIONNAIRES
W s,p

D ans ce chapitre, on veut introduire une notion généralisée des espaces de Sobolev clas-

siques, cette notion est la notion des espaces de Sobolev fractionnaire, basée sur la théo-

rème 2.6.

Soit Ω un ouvert éventuellement non régulier de l’espace euclidien Rnet p ∈ [1,+∞[, pour

toute s > 0. Dans la littérature, les espaces fractionnaires de type de sobolev sont également

appelés espace Aronszajn,Gagliardo ou Slobodeckij ([2],[12]).
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3.1 Définitions et généralités :

Définition 3.1. [9] : Soit Ω un ouvert de Rn et soient 0 < s < 1 et p ∈ [1,+∞[.On définit l’espace

de Sobolev fractionnaire W s.p (Ω) par :

W s.p (Ω) =

{
u ∈ Lp (Ω) :

| u(x)− u(y) |
| x− y |np+s

∈ Lp(Ω× Ω)

}
, (3.1)

muni de la norme suivante :

‖ u ‖W s,p := (‖ u ‖p
LP

+ [u]ps,p)
1
p (3.2)

ou le terme [u]s,p est la semi norme de Gagliardo défini par :

[u]s,p =

∫
Ω

∫
Ω

| u(x)− u(y) |p
| x− y |n+sp

dxdy

 1
p

. (3.3)

Proposition 3.1. [9] : Soit p ∈ [1,+∞[ et 0 < s ≤ s′ < 1, soit Ω un ensemble ouvert dans Rn et

u : Ω −→ R soit une fonction mesurable :

W s′,p(Ω) ↪→ W s,p(Ω), (3.4)

est continue, pour certains constante positives C = C(n, s, p) ≥ 1 :

‖ u ‖W s,p(Ω)≤ C1 ‖ u ‖W s′,p(Ω) (3.5)

En particulier :

W s′,p(Ω) ⊆ W s,p(Ω). (3.6)

Démonstration. :

Premièrement, nous avons :

∫
Ω

∫
Ω∩[|x−y|≥1]

|u(x)|p
|x−y|n+spdxdy ≤

∫
Ω

 ∫
Ω∩[|x−y|≥1]

1
|z|n+spdz

 | u(x) |p dx

≤ C(n, s, p) ‖ u ‖pLp(Ω) .

(3.7)
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où nous avons utilisé le fait que : 1
|z|n+sp est intégrable puisque n+ sp > n. Alors :∫

Ω

∫
Ω∩[|x−y|≥1]

|u(x)−u(y)|p
|x−y|n+sp dxdy ≤ 2p−1

∫
Ω

∫
Ω∩[|x−y|≥1]

|u(x)|+|u(y)|p
|x−y|n+sp dxdy

≤ 2pC(n, s, p) ‖ u ‖pLp(Ω)

(3.8)

D’autre part :∫
Ω

∫
Ω∩[|x−y|≥1]

| u(x)− u(y) |p
| x− y |n+sp

dxdy ≤
∫
Ω

∫
Ω∩[|x−y|≥1]

| u(x)− u(y) |p
| x− y |n+s′p

dxdy (3.9)

car n+ sp > n+ s
′
p et | x− y |< 1, alors (3.8) implique (3.9)∫

Ω

∫
Ω

| u(x)− u(y) |p
| x− y |n+sp

dxdy ≤ 2pC(n, s, p) ‖ u ‖pLp(Ω) +

∫
Ω

∫
Ω∩[|x−y|≥1]

| u(x)− u(y) |p
| x− y |n+s′p

dxdy (3.10)

Alors :

‖ u ‖W s,p(Ω)≤ 2pC(n, s, p) ‖ u ‖pLp(Ω) +

∫
Ω

∫
Ω∩[|x−y|≥1]

| u(x)− u(y) |p
| x− y |n+s′p

dxdy (3.11)

≤ C(n, s, p) ‖ u ‖W s′,p(Ω) (3.12)

Proposition 3.2. [9] : Soit p ∈ [1,+∞[ et p ∈ [1,+∞[ et s ∈]0, 1[ , soit Ω un ouvert de Rn de classe

C0,1 de frentière bornée.

Alors :

W 1,p(Ω) ↪→ W s,p(Ω), (3.13)

est continue , i.e. il existe une constante C(n, s, p) ≥ 1 telle que :

‖ u ‖W s,p(Ω)≤ C2 ‖ u ‖W s1,p(Ω) . (3.14)

En particulier :

W 1,p(Ω) ⊆ W s,p(Ω). (3.15)

Démonstration. Soit u ∈ W 1,p(Ω). Grâce aux hypothèses sur le domaine Ω, nous pouvons pro-

longer u vers une fonction ũ : Rn −→ R tel que ũ ∈ W 1,p(Rn) et ‖ ũ ‖W 1,p(Rn)≤ C ‖ u ‖W 1,p(Ω) .

On utilise le changement de variable z = y − x et l’inégalité de Hölder, on obtient :∫
Ω

∫
Ω∩[|x−y|<1]

| u(x)− u(y) |p
| x− y |n+sp

dxdy ≤
∫
Ω

∫
B1

| u(x)− u(z + x) |p
| z |n+s′p

dzdy

=

∫
Ω

∫
B1

| u(x)− u(z + x) |p
| z |p

1

| z |n+(s−1)p
dzdy.
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D’autre part, nous avons :

1∫
0

∇(x+ tz)dt =

x+z∫
x

∇(u)

| z | du

=
u(x)− u(z + x)

| z |p ,

ce qui implique :

∫
Ω

∫
Ω∩[|x−y|<1]

| u(x)− u(y) |p
| x− y |n+sp

dxdy ≤
∫
Ω

∫
B1

 1∫
0

∇(x+ tz)dt

p(
1

zn+(s−1)p

)p
dzdx

=

∫
Ω

∫
B1

 1∫
0

∇(x+ tz)

z
n
p

+(s−1)
dt

p

dzdx

≤
∫
Rn

∫
B1

 1∫
0

∇ũ(x+ tz)

z
n
p

+(s−1)
dt

p

dzdx

≤
∫
Rn

∫
B1

1∫
0

| ∇ũ(x+ tz) |p
| z |np+(s−1)

dtdzdx

≤
∫
B1

1∫
0

‖ ∇ũ ‖p
| z |n+(s−1)p

dtdx

≤ C1(n, s, p) ‖ ∇ũ ‖pLp(Rn)

≤ C1(n, s, p) ‖ ũ ‖pW 1,p(Rn)

≤ C2(n, s, p) ‖ u ‖pW 1,p(Ω)

Alors, nous avons :∫
Ω

∫
Ω∩[|x−y|<1]

| u(x)− u(y) |p
| x− y |n+sp

dxdy ≤ C2(n, s, p) ‖ u ‖pW 1,p(Ω) . (3.16)

Nous avons : ∫
Ω

∫
Ω∩[|x−y|≥1]

| u(x)− u(y) |p
| x− y |n+sp

dxdy ≤ C(n, s, p) ‖ u ‖pW 1,p(Ω) (3.17)

D’ou le résultat.

Définition 3.2. [9] : Soit Ω un ouvert borné de Rn et soient s /∈ N avec s > 1 et p ∈ [1,+∞[ et

soit s = m+ σ et σ ∈]0, 1[
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L’espace W s,p(Ω) est défini par :

W s,p(Ω) = {u ∈ Wm,p(Ω) : Dαu ∈ W σ,p(Ω) ∀α | α |= m} , (3.18)

ou m est un entièr.

•C’est un espace de Banach, muni de la norme :

‖ u ‖W s,p(Ω):=

‖ u ‖pWm,p(Ω) +
∑
‖ Dαu ‖
|α|=m

p

Wσ,p(Ω)

 1
p

. (3.19)

Proposition 3.3. [9] : Soit p ∈ [1,+∞[ et s, s′ > 1, soit Ω est un ouvert dans Rn de classe C0,1 puis :

si s′ > s nous avons

W s′,p(Ω) ⊆ W s,p(Ω). (3.20)

Théorème 3.1. [9] : Pour tous s > 0, l’espace C∞0 (Rn) est dense dans W s,p (Rn) .

Remarque 3.1. [9] : Pour s < 0 et p ∈]1,+∞[ on définit W s,q (Ω) comme dual de W−s,p
0 (Ω) avec

1

p
+

1

q
= 1.

3.2 Injections de Sobolev fractionnaire

Notons également que des noyaux plus généraux pour les espaceW s,p peuvent être obtenus

par des techniques d’interpolation et en passant par des espaces Besov ([3], [14]) .Pour un traite-

ment plus complet des inégalités fractionnaires de type sobolev nous référons à ([8],[5],[1],[13]).
Première cas (sp < n) :

Théorème 3.2. [9] : Soit s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[ .Alors il existe un constant positif C = C(n, p, s) tel
que pour toute fonction mesurable à support compact f : Rn −→ R, on a :

‖f‖pLp∗ ≤ C
RnRn
| f(x)− f(y) |p
| x− y |n+sp

dxdy (3.21)

avec p∗ = p∗(n, s) : est l’exposant critique fractionnaire , qui égale á
np

n− sp, s’est-é-dire

W s,p(Rn) ↪→ Lq
∗
(Rn) ∀q ∈ [p, p∗] (3.22)
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Théorème 3.3. [9] : Soient s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[ tel que sp < n .Pour toute fonction mesurable à
support compact et f : Rn −→ R il existe C = C(n, s, p) tel que :

‖f‖Lq ≤ C‖f‖W s,p ∀q ∈ [p, p∗, ] (3.23)

avec p∗ = np/(n− sp),
c’est-à-dire :

W s,p(Rn) ↪→ Lq(Rn) ∀q ∈ [p, p∗]. (3.24)

Deuxième cas (sp = n) :

Théorème 3.4. [9] : Soient s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[ tel que sp = n .Alors il existe un constant
C = C(n, p, s) > 0, pour tout fonction mesurable a support compact f : Rn −→ R on a :

‖f‖Lq ≤ C‖f‖W s,p ∀q ∈ [p,+∞], (3.25)

c’est à dire :
W s,p(Rn) ↪→ Lq(Rn) ∀q ∈ [p,+∞]. (3.26)

Théorème 3.5. [9] : Soient s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[ tel que sp = n et soit Ω un ouvert de Rn.Alors il
existe un constant C = C(n, p, s,Ω) tel que ,pour tout f ∈W s,p(Ω) on a :

‖f‖Lq ≤ C‖f‖W s,p ∀q ∈ [p,+∞], (3.27)

c’est à dire :
W s,p(Rn) ↪→ Lq(Rn) ∀q ∈ [p,+∞]. (3.28)

Corollaire 3.1. [9] : Sous les hypothèses de Théorème (3.5) ,si on suppose de plus que Ω est borné,
alors :

‖f‖Lq ≤ C‖f‖W s,p ∀q ∈ [1,+∞], (3.29)

avec C = C(n, p, s,Ω),
c’est à dire :

W s,p(Rn) ↪→ Lq(Rn) ∀q ∈ [1,+∞]. (3.30)

Troisème cas (sp > n) :

Théorème 3.6. [9] :Soient s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[ tel que sp > n. Alors il existe un constant
C = C(n, p, s,Ω), on a :

‖f‖
C

0,n− sp ≤ C‖f‖W s,p ∀f ∈ W s,p(Rn), (3.31)

c’est a dire :
W s,p(Rn) ↪→ L∞(Rn). (3.32)

Plus précisément :
W s,p(Rn) ↪→ C

0,n− s
p

b (Rn). (3.33)

Corollaire 3.2. [9] : Soit Ω un ouvert de Rn de classe C0,1 de frontière borné ,et Soient s ∈]0, 1[ et
p ∈ [1,+∞[ tel que sp > n , alors il existe un constant C = C(n, p, s,Ω) on a :

‖f‖
C

0,n− sp ≤
(
C‖f‖Lp +

ΩΩ

| f(x)− f(y) |p
| x− y |n+sp

dxdy

) 1
p

∀f ∈ W s,p(Rn), (3.34)
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c’est à dire :

W s,p(Rn) ↪→ L∞(Ω) ∩ C0,n− s
p (Ω) = C

0,n− s
p

b (Ω). (3.35)

3.3 Injections compacts

Dans cette section , nous indiquons certains résultats de compacité impliquant les espaces
fractionnaires W s,p(Ω) dans les domaines bornés. La preuve principale est une modification de
l’un des théorèmes classiques de Riesz-Frechet-Kolmogorov ([11] ) et encore une fois, elle est
autonome et il n’est pas nécessaire d’utilisation l’espace de Besov ou d’autres espace d’interpo-
lation, ni les flux de transformation de Fourier et de semi_ groupe ([6] , théorème 1.5] ).

Théorème 3.7. [9] : Soit s ∈]0, 1[ , p ∈ [1,+∞[ , q ∈ [1, p] , Ω ⊂ Rn est un domaine d’extension borné
pour W s,p et = est un sous-ensemble borné de Lp(Ω) , supposons que :

sup
f∈=

∫
Ω

∫
Ω

| f(x)− f(y) |p
| x− y |n+sp

dxdy < +∞ (3.36)

Alors = est précompact dans Lq(Ω).

Corollaire 3.3. [9] : Soient s ∈]0, 1[ et p ∈ [1,+∞[ tels que sp < n soient q ∈ [1, p∗] et Ω ⊆ Rn est un
domaine d’extension borné pour W s,p et = est un sous-ensemble borné de LP (Ω) , supposons que

sup
f∈=ΩΩ

| f(x)− f(y) |p
| x− y |n+sp

dxdy < +∞ (3.37)

Alors = est précompact dans Lq(Ω).

3.4 Opérateur p− Laplacien fractionnaire

Définition 3.3. [15] :Soient p ∈]1,+∞[∞ et s ∈]0, 1[. On définit le p-laplacien fractionnaire par :

(−4)sp u(x) = P.V

∫
Rn

| u(x)− u(y) |p−2 (u(x)− u(y))

| x− y |n+2s
dy ∀x ∈ Rn (3.38)

avec

P.V

∫
Rn

| u(x)− u(y) |p−2 (u(x)− u(y))

| x− y |n+2s
dy = lim

ε→0+

∫
Rn\B(x,ε)

| u(x)− u(y) |p−2 (u(x)− u(y))

| x− y |n+2s
dy

(3.39)
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Remarque 3.2. [15] : Si p 6= 2 :(−4)sp est non linéaire . Cet opérateur est appelé non local, en ce
sens que la valeur de p-laplacien fractionnaire u(x) à tout pour x ∈ Ω dépond non seulement
des valours de x sur l’ensemble Ω , mais en fait sur la tout Rn • (−4)sp −→ (−4)p quand
s −→ −1.
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ملخص
والتي الرتبة، ية كسر سوبولاف بفضاءات خاصة ومفاهيم تعاريف باختصار سنقدم العمل هذا في
بفضاءات الخاصة التعاريف تقديم أولا سيتم الصحيحة. الرتب ذات سوبولاف لفضاءات تعميم هي
تقديم ثم المعتدلة، يعات للتوز فورييه يل تحو على تعتمد والتي L2 الأساس ذات الـكسرية سوبولاف

معطى. لتكامل الرئيسية القيمة على اعتمادا عامة بصفة الـكسرية سوبولاف فضاءات يف تعر
كسري لابلاس −p ومؤثر الرتبة، كسري لابلاس مؤثر خواص وبعض مفهوم بتقديم سنقوم أيضا

الرتبة.

كسري لابلاس مؤثر الرتبة، ية كسر سوبولاف فضاءات سوبولاف، فضاءات مفتاحية: كلمات
الرتبة. كسري لابلاس −p مؤثر الرتبة،

Résumé
Dans ce travail, nous présenterons brièvement des définitions et des

concepts de l’ordre fractionnaire de l’espace Sobolev, qui est une généra-
lisation des espaces de Sobolav d’ordre entier. Les définitions des espaces
Sobolav fractionnaires avec une base de L2 qui dépendent de la transformée
de Fourier des distributions modérées seront présentées en premier, puis la
définition des espaces Sobolev fractionnaires en général sera présentée en
fonction de la valeur principale d’une intégrale donnée .

Mots clés : Espace de Sobolev, espaces Sobolev fractionnaires, opéra-
teur de Laplace fractionnaire, opérateur p− Laplaceien fractionnaire.

Abstract
In this work, we will briefly present definitions and concepts of the frac-

tional order of Sobolev space, which is a generalization of Sobolav spaces
of whole order. The definitions of fractional Sobolav spaces with a base of
L2 which depend on the Fourier transform of moderate distributions will
be presented first, then the definition of fractional Sobolv spaces in general
will be presented according to the principal value of a given integral.

Keywords: Sobolev space, fractional Sobolev spaces, fractional Laplace
operator, p− fractional Laplaceian operator.
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