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11.
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13.

Notation et conventions

. N est la collection de tous les nombres naturals.

. No=Nu {0}

Z est I'ensemble de tout les nombres entiers.
R™ est I'espace Euclidien.

lal =1+ +a, o €Nyi=1,- n
Si r € Z, alors on pose rt = max(0, 7).

DY = 9l 9z - .. Oz,

Le produit scalaire de © = (xy, -+ ,x,) et y = (Y1, ,Yn), = 1,--+ ,n est définie
par :
n
r-y= Z Zi * Yi-
i=1
|2| la mesure de Lebesgue de Q C R™.
Soient A; et Ay deux espaces. Ay — A, §'il existe ¢ > 0, telle que :

14, < cllflla,, V€A

p’ est 'exposant conjugué de p o 1—17 + z% =1

Soit f: R™ — R. supp f est le support de f :

suppf = {z € R", f(z) # 0}.

Li,.(R") est Pespace des fonctions mesurables sur R", intégrables sur tout compact

de R"™.



TABLE DES MATIERES

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

D(R"™) = C5°(R™) est l'espace des fonction C°(R™) & support compact. D'(R"™) est

le dual de D(R™), appelé espace des distribution sur R™.

S(R™) est 'espace des fonctions C>°(R") a décroissance rapide sur R” muni de semi

norme classique

Su(f) = sup sup (1+[2))"[0°f],Vf € S(R").

zER™ |a|<M
Le dual 8'(R™) est I’espace des distribution tempérées.

Si f € S(R™) sa transformée de Fourier est

-~

FNO=F© = [ e s

et sa transformée de Fourier inverse est

(F 1)) = fz) = (2m)" / e (€)d

n

B(x,r) est la boule de centre = et de rayon r
B(z,r)={yeR": |ly—z| <r}.

Poo(R™) : désigne ’ensemble de tous les polynomes de R™.
Soo(R™) : Pensemble des u € Soo(R™) telle que (f, ) = 0 pour tout f € Poo(R").

S’ (R™) : le dual de Soo(R™) est appelé 'espace des distribution modulo les poly-

nomes.



Introduction

Plusieurs auteurs comme G. Bourdaud en [2| et A. Youssfi [11], H. Triebel [11] et A.

Djeriou [3] ont étudiés la localisation des espaces de Sobolev /1°, Besov B, ,, Triebel-Lizorkin

F; . et Triebel-Lizorkin homogene Fpﬁq en norme de £P.
Dans ce mémoire, on a basée sur le travail du A. Djeriou [5]. Qu'il a prouvé la localisation
des espaces de type Triebel-Lizorkin généralisés /7,7, et son multiplicateur M (F};7), qui sont

défini par une fonction positive v : [0, 00) — |0, 00) satisfaisant

v
sup t7# sup (1)
0<t<1 0<p<1 U (L)

< +00.

Nous allons étudier la localisation des espaces de type Triebel-Lizorkin F}7 et les espaces
des multiplicateurs de type Triebel-Lizorkin M (F};;7) par la norme de ¢7(Z") pour v (t) = t~°.
Ce mémoire se compose en trois chapitres et d’une bibliographie avec la fagons suivantes :

Le premier chapitre est constitué des notions fondamentales sur quelques espaces fonc-
tionnels et inégalités qui seront utilisés dans les chapitres suivants.

Dans le deuxiéme chapitre on va présenter quelques définitions essentielles comme la dé-
composition de Littlewood-Paley et les espaces de Besov By  (R™), Besov homogeéne B;,q (R™),
Triebel-Lizorkin F; (R") et type Triebel-Lizorkin F;:7(R").

Dans le troisiéme chapitre, une premiére partie commence par une généralités sur la
localisation en norme de (P(Z"), et dans la deuxiéme partie on va démontrer que I'espace
Fy7(R") est localisable en norme de (P(Z") (i.e. Fy7(R") ~ (F;»’J(Rn))@)’ quil a aussi
donné que l'espace M (F;7(R")) est localisable en norme de (>(Z") (i.e. M([F;7(R")) ~
(M(F;’;(R”)))éoo ). On termine ce chapitre par la preuve que si s > nmax {i -7, % — },
ona M(IyT) = (157 ).



Chapitre 1
Préliminaires

L’objet de ce chapitre est de rappeler les notions essentielles qui seront utilisées dans la

suite de ce mémoire.

1.1 Définitions et quelques propriétés de certain espaces

Dauns cette partie, on présente quelques propriétés des espaces LP (Q2), (7, €7 et LP(Q, €5 ., ).

On commence par les espaces de Lebesgue LP ().

1.1.1 Les espaces L? ()

Définition 1.1.1 Soient 0 < p < oo et Q2 CR". On pose

LP(Q) ={f:Q — C, telle que f mesurable et |f|LP(Q)| < oo},

avec "
I @i=( [ rora) s o<p<s
et
sup ess | f(x)] si p= o0.
2€Q)

Si Q@ = R", on pose LP(R™) = LP. Les espaces P ()) sont des espaces de Banach pour
1 <p< oo



1.1. Définitions et quelques propriétés de certain espaces

1.1.2 Les espaces (*(N)

Définition 1.1.2 Soit 0 < p < co. On appelle (P I’espace de suites {fj}j>0 a valeurs réelles

ou complexes telles que

[l = (Sisr) " <o s 0<peo
Jj=0

et
| 1} ||| = sup 1] < o0.

J€No

Ces espaces sont de Banach.

Théoréme 1.1.1 5i0 < p < g < o0, alors on a P — (9,

1.1.3 Les espaces (; (N)

Définition 1.1.3 Soient s € R, r € Z,rt = max(0,r) et 0 < p < oo. On appelle 0

Uespace de suites {fj}j>0 a valeurs réelles ou complezes telles que

‘ 1/p
:<2233p]f]—\p> < 00, si 0<p<oo
it

| e 165,

et

| €3 o0 1] = 50027 115]) < o0
j2rt
Propriétés 1.1.1 Soient s1,s9 E Rir € Z et 0 < p < 00.

1.6 =1, sir€Z_et0<p<oo.

p,rt
2. £;2r+ — g;;q+, Sl S9 > S7.
€;1T+<—>€er+, si0<p<qg<oo.

1.1.4 Les espaces LF(Q, ()

Définition 1.1.4 Soient s € R ,r € Z , 0 < p,q < 00 et Q € R". On appelle L (2, £y ,+)

Uespace des suites des fonctions { f; }j>r+ qui veérifie

)| = H(Zzsfw ).,

H {/;} j>rt |LP(2, 4 ar+ ’ < +00




1.2. La fonction maximale

1.2 La fonction maximale

La fonction maximale est un outil important pour caractériser certains espaces fonction-

nel. Nous allons rappeler quelques propriétés de cette fonction.

Définition 1.2.1 Pour tout fonction [ localement intégrable, on définit la fonction maxi-

male par

1
Mg(x) :=sup ——— g(y)|dy (x€R").
= SR T Sy P (R

Sit € (0,00), alors nous définissons Mg(z) = [M|g|'] e (x) pour les x € R™.

loc

Lemme 1.2.1 Soit 1 < g <oo et 1 <w <p<oo. Si{g}ZyC Lj,(R"), alors

sup o) {Mg;}72 ILY(B(z, a),ﬁq(N))H sup ") {93720 ’Lw(B($>Q)7£q(N))H-
z€R™, a>0 z€R™, a>0
Preuve. pour la preuve voir [13]. =

1.3 Inégalités classiques

Lemme 1.3.1 57 0<6<1.

0
(Zw) <S5
7=>0 7=>0

Proposition 1.3.1 (Inégalité de Hoélder) Soient f € LP(R") et g € LP (R™), avec 1 <
p,p < oo et%}—kﬁz 1. Alors f-g € LY(R") et

1f - glLH| < IIF1L7]] flgIL¥

Proposition 1.3.2 (Inégalité de Minkowski) Soient f,g € LP(R") et 1 < p < o0.
Alors f+g € LP(R™) et
1+ gl L21l, < LAIEPI+ Qg 221

Théoréme 1.3.1 (Inégalité intégrale de Minkowski) Soient 1,0y C R™ et soit f :
Q1 x Q9 — Ry une fonction mesurable.

Si0<p<qg<oo, alors on a

(/nl (/Qz(f(%y))pdy)q/p das) " < (/92 (/Ql(f(x,y))ngg)p/q dy) 1/p



1.3. Inégalités classiques

Proposition 1.3.3 (Inégalité de Young) Soient 1 < p,q,r < oo tel que 1+ 2 =
Soient f € LP(R™) et g € LYR") alors f+g € L"(R") et

1 1
p+q'

17+ gll, < 1711, llgll, -

Lemme 1.3.2 Soient 0 < a < 1 et 0 < ¢ < 00. Pour toute suite réelle a terme positif
{1/Jj}kzr+ dans (%, les suites o, = a* Z?:w adi; et = a* Z?:ﬁ a+p; appartiennent

01 de plus, il existe une constante ¢ = c¢(a,q) > 0, telle que

H {Uk}k2r+ |£q|| + || {Mk}k2r+ |€q|| < C” {¢k}k2r+ |£q||

Preuve. Pour 1 < g < 0o, on peut écrire la suite {0} sous la forme

k
o = Z a(k—j)/qa(k—j)/q’wj.

j:7-+

Par I'inégalité de Holder, on trouve

!

k A k N\ /4
ol < < 3 a(k—w%z) ( 3 a(k—n) 7

j:r"’ j:’l'+

par conséquent

) ) s Jd
S ot < (Z@m W))(Z@z)qq'
k=r+ k=rt

j=r+t =0
Comme
[eS) k oS [eS)
S () = (X (2 w)
k=rt > j=rt k=j j=rt
- (5)(59)
1=0 j=rt
alors

Ce qui donne

1
H{Uk}k2r+ qu < 1 _ {/‘/)j}jzw Mq
1—a

Pour {p}>,+- On peut écrire yy, sous la forme

Za k)/agG—k)/a' Wb,



1.3. Inégalités classiques

Par I'inégalité de Holder, on trouve

!

s OO a/q
< < 3 a,(j—k)y,}q) < 3 a(j—m) |
=k =k

par conséquent

I

e 3 (Sura) (S0)

k=rt k=rt * j=k =0
Comme
o) o) [e'9) k
(j—k)QpQ) — ( wq) ( (j—k))
sz:"' ( JXZ; ’ ! ]Z“:‘*‘ ! ]Z“:‘*‘ ’
= (Z9)(27)
j=r+ i=0
alors

o) ) q )
(£ (29
k=r+ =0 j=rt

Ce qui donne
1
[t hsre 1] € 7= {85} 167

Pour 0 < ¢ < 1. Par le lemme 1.3.1, on trouve

j=rt
alors . . .
DS ( 3 a(k—J)qwq>
k=rt k=rt > j=rt
Comme i
3 ( 3 a(k—j)qq/}]q) _ ( 3 ¢]q_) (Z a(k—j)q)’
k=rt > j=rt j=rt k=j

alors la somme de o} pour k > r* est majorée par
oo (o)
i q
(o) (X w)
i=0 j=rt

Ce qui montre

1 1/q
{ontis, 1€7]] < (1 ~ aq) {thi}jspe WH :

10



1.4. Interpolation

Pour {41 },+, on a

j=r+t
alors . .
Sout > (L attng).
k=r+t k=rt j=rt
Comme
[e%s) k [e%S) k
S () = (X w) (X )
k=rt j=rt j=rt j=rt

alors la somme de pf pour k£ > 7 est majorée par
oo (o)
() (X w)
=0 j=rt

Ce qui donne

1 1/q
bt < (7255)  0ibore e

Par les raisonnements, on peut démontrer le cas ¢ = occ. ®

1.4 Interpolation

Théoréme 1.4.1 (théoréme de Riesz-Thorin) Soient (X, p), (Y,v) deux espaces mesu-

Tés et Do, P1, 490, q1 € [17 OO] avec po 7£ P1,490 7£ q1-
On suppose que T est un opérateur qui renvoie L (X, u) dans LO(Y,v) et LP (X, u) dans
L1 (Y,v) tel que, pour tout fonction simples f :

1T IL

< Gl fLr

(i=0,1).

Alors T renvoie [LP0, LP*|yg = LP dans [L%, L7], = L7 tels que % = 1p—_06 + il et % =104 0
(0 <0< 1) de plus
1AL < G~ CY IR

Preuve. Voir [I]|. m

11



1.4. Interpolation

Théoréme 1.4.2 Pour 0 <0 <1,1<p;,ps <00 etl<q,q <oo tels que

0 19
p_p1+p2’

_ 0 10

—q1+ q2.Al0r5

[ (L (S2)), 60 (L7 ()] = (L (), L7 (Q)]p) = (1P ().

Preuve. Voir [¢, Section 1.18.1]. m

12



Chapitre 2

Définitions et propriétés des quelques

espaces

Nous allons définir maintenant les espaces de Besov, Triebel-Lizorkin, type Besov et
type Triebel-Lizorkin, qui jouent un role important en ’analyse fonctionnelle. Pour cela, on

rappel la définition de la décomposition de Littlewood-Paley d’une distribution tempérée.

2.1 Décomposition de Littlewood-Paley

Soit ¢ € S telle que

(i) suppp C {£ € R*: 1 < [¢] < 3}.
(ii) ¢(&) >0 pour 1< [¢] < 3.

(il) Y,z 0(2778) =1 pour ¢&€R™—{0}.

On pose

) =1-) p27¢),

j>1
on obtient une fonction p € C°(R™), tel que supp¢ C {£ € R™: |£] < 3}. Alors pour tout
£EeR" ona

> w27 =1

Jj=0

13



2.2. Espace de Besov , Besov homogéne et Triebel-Lizorkin

est appellée la partition de I'unité.
A cette partition, on associe une suite d’opérateurs de convolutions A; : &" — C>°, définis
par
FANE) =927 f(), pour j=1.2,..
et
F(Daf)(&) = v(€)f(©).
Pour tout f € &', la décomposition de Littlewood-Paley de f est
=Y A
320
Remarque 2.1.1 Notre définition dépend de toute facon du choix de la couronne supp ¢ C

{€eR": 1< (€| <3}, puis de @. L’intérét d’une telle décomposition réside dans les pro-

priétés de presque-orthogonalité des opérateurs o;

2.2 Espace de Besov , Besov homogéne et Triebel-Lizorkin

2.2.1 Espace de Besov

Définition 2.2.1 Soit s € R,1 < p < o0 et 1 < q < oo. L'espace de Besov noté B, (R™)
est l’ensemble des toutes les fonctions f € S'(R") telle que :

' 1/q
1858 = (2 AP EYIF ) <00 pour a0
j=0
et
1B 1= sup (27 18, /LR < o0, pour g = o
J

2.2.2 Espace de Besov homogéne

Définition 2.2.2 Soient s € R;)1 < p < oo et 1 < q < o0. L’espace de Besov homogeéne
noté B;?Q(R”) est l’ensemble des toutes les fonctions f € S’ (R™) telle que :

| 7135,

1/q
= (ZzsquAjfpr(Rn)Hq> < oo, pour q+40o
JEZ

14



2.3. Espace de type Triebel-Lizorkin

et
7185 (RY)

= sup 2% || A fI[LP(R™)|| < 00,  pour q = oo.
JEL

Lemme 2.2.1 Sotent s e R",0 < p < o0 et 0 < q < 00, il existe une constante ¢ > 0 telle
que

|rO91B @) < ex =3 || 118 )] (2.2.1)

pour toutes A > 0 et [ € B;,OO(R”).

Pour la preuve voir |9, page 237-239).

2.2.3 Espace de Triebel-Lizorkin

Définition 2.2.3 Soient s € R;11 < p < o0 et 1 < g < 0. L'espace de Triebel-Lizorkin
noté I (R™) est l'ensemble des toutes les fonctions f € S'(R") telle que :

< 00, pour q# o0

' 1/q
el = | (S ) e

J=0

et

< 00, pour q = oo.

175 = s (21,1 ) (2

2.3 Espace de type Triebel-Lizorkin

Définition 2.3.1 Soient s,r e R, 0 < p<00,0<g< o0 et <7< o0. Lespace de type
Triebel-Lizorkin FJ7, est 'ensemble des f € S'(R") telles que

1] = sup

zern ez, | B(x, 2 Tt

o A2 g ) <o s 0<q <o

et
1/p
Il =sw (S2isr) <o siog=c.

jez
Remarque 2.3.1
1. La définition de I'espace F;:7(IR") est indépendante du choix de ¢ et 9.

2. Si 7 =0. Alors F;9(R") = F3  est I'espace de Triebel-Lizorkin usuelle.

15



2.3. Espace de type Triebel-Lizorkin

3. Les espaces By (R"), F; (R") et F7(R") sont des quasi-Banach pour 0 < p < 1 ou
0 < g <1 et des Banach pour p,q > 1.

Proposition 2.3.1

1. Soient s e R, 0 <7 <00 et 0 < p,q < oo. Alors
S(R") = F,7 — S'(R").

2. Sotent 0 <pyg<p1 <00 ,0<qg,r<ooet—00<s <sy<oo. Alors

. n n
Feom(R™) < FST(RY) i s — — = 81— —.
Po D1

3. Soient 7,5 € R et p € (0,00], si q1 < qo. Alors :
Eor (R") — Fym (R™),

4. Soient T,s € R, p € (0,00] et e € (0,00), pour tout q1,q2 € (0, 00],
FSeT(RY) < o (R™).

5. 8iT € (~00,0), alors F;7(R™) = 0.

Définition 2.3.2 On dit qu’un espace vectoriel F est une algébre si il existe une constante
C >0 telle que
1/ - glEl < CfIE| g E]

pour toutes [ et g appartiennent a F.
Remarque 2.3.2 Cette définition signifie que si f,g € E alors f-g € E au sens de norme.
Proposition 2.3.2 Soient s € R, p € (0,00), g € (0,00] et 7 € [0,1/p) tel que
b
s>nmaxq——T,—— 1.
p q
Alors I57(R™) est une algébre.

Preuve. Voir |15, corollaire 6.1]. =

16



2.4. Estimations du type de Littlewood-Paley

2.4 Estimations du type de Littlewood-Paley
Proposition 2.4.1 Soient f € C°(R") et ¢ € D(R") telles que, pour tout A >0 et R > 1
suppf C {¢: [(| < AR} et suppp C {€: [¢] < A} (24.1)
Pour t €10, 1], il existe une constante ¢ > 0 telle que
[F eh)@)] < (ARG || BI ®M[[(M 19 (), (242)
La constante ¢ peut étre prise comme fonction de | seulement.
Preuve. Pour la preuve voir [15]. m

Proposition 2.4.2 Soienty > 1, g € (0,00], p € (0,00), 7 € (0,1/p) and yo > (n/ min{p, g}—
n)y. Alors

(2.4.3)

1
<c¢ su _— e LpBIL’,Q_T,EST
B xeR“,I:GZ |B(x,277)] ” {93320 IL7(B( ) 650

(o)
> oy
=0
est vérifiée, pour toute suite des distributions tempérées {gj}j>0 vérifiant :
suppFg; C {5 eR":~471 < €] < 723}.

Remarque 2.4.1 On peut remplacer les couronnes v~ 27 < |€| < 427 par les boules || <
v27 .
Preuve. (i) On remarque que

Argi=0 si j=2k+ Ny ou j<k— Ny, (2.4.4)

ou N; = [log, 27] et Ny = [log,(2)]. Alors nous avons

k+No

Zg] Z AkQJ;

Jj=k—N1

Mainteneant par la proposition 2.4.1 nous trouvons

[Argi(@)] < 26V |27 B [M gl (@).

17



2.4. Estimations du type de Littlewood-Paley

Puisque [[p(25 )| BYI(R?)|| = 27+ =] |p| B (R?)]| (voir [9]), on a
2% | Ag; (x)] < 207G (A1, ().

Maintenant, par le lemme 1.3.2 puisque j < k, p > (n/min{p, q} — n), et nous avons

t € (0, 1] alors nous obtenons

> ‘ 1/q > ‘ 1/q
(3 eolaw)’) ™ (X @MIglT"))
j=r+ j=r+
Cela implique que
1 = : 1/q 1/t
S — 29| Apg; q) LP(B(z, 27"
meiﬂgele(% 27 (J;( k95]) |[LP(B(z,27"))
1 > ; t11/t\q 1/q _ 1/t
(S Ml |
AT I X @ el T) et 27

En utilisant le lemme 1.2.1, on obtient

N 1 i , 1/q
| T < _— WRANE q IPB ’2—7" )
H; lhal| = Cpemnner |B(x,27) (]Z+ (27]g;1) ) |LPB(x,27")

La proposition est prouvée. m

18



Chapitre 3

La localisation des certains espaces

fonctionelles

Dans ce chapitre, on va étudier la localisation de LF, F>'7 et M (F;’qT ).

3.1 Généralités sur la localisation

On commence par la construction d’une fonction 5 € D(R"), portée par la boule |z| < R,
(R > /n), telle que
Y Bla—k)=1,  (VzeR"). (3.1.1)
kezZn
En effet, soit ¢ € D (R") une fonction positive qui vaut 1 sur le cube |z;] < 27! (i =
1,....,n). Alors la fonction G (z) = Y, 7. g (x — k) est C* sur R", bornée et G (x) > 1,
(puisque pour tout x, il existe k € Z", tel que |z; — k;| < % (pour tout i = 1, ...,1n) et donc
g(z—k)=1). Onaaussi G (z — k) =G (x), Vk € Z", Yo € R". La fonction o est O
1 \T

sur R™. Il suffit de poser

On note par

Définition 3.1.1 Soit E un sous-espace vectoriel de D'.

Si E est muni d’une norme ||-||; telle que

19



3.1. Généralités sur la localisation

(1) L’injection canonique E — D’ soit continue.
(ii) (E,||-||z) soit un espace de Banach.

On dit (I, ||-|| ) est un espace de Banach de distribution.

Nous ferons sur E les hypothéses suivantes :

1. Invariance par translation, si on note T, lopérateur T, f(t) = f(t — x), alors T, est

une tsométrie de I.
2. Invariance par localisation, pour tout f € F et tout A € D(R™), on a A\f € E.
Définition 3.1.2 Soit E un espace de Banach de distribution ( E.B.D), on dit que [ €

D'(R™) est un multiplicateur ponctuel de E, s’il existe une constante C > 0, telle que pour

tout p € C*°NE, on a
If - 6lEl < C 6| .
L’espace linéaire des multiplicateurs sera noté M(E) définie par la norme
IfIM(E)| = sup |f-olE].
llolEl=1
Remarque 3.1.1
1. St E contient C>* N E comme un sous-espace dense, on dit tout simplement, pour
tout ¢ € D(R™), on a
[-oel et |f-olE| <clolE]
2. (M(E), ||-||M(E)) est un espace de Banach.
3. SiD(R™) C M(FE) alors M(E) est une algébre (i.e., si f,g € M(FE)= f-ge€ M(E)).
4. M(E) = M(FE') tel que F' est le dual de I.
Définition 3.1.3 Soit E un espace de Banach de distribution (E.B.D). On définit (E)gw
Uensemble de [ € S'(R™), telles que
w\ 1/w .
(Ceze 1BC = BIE[") <00 si 1<w< oo
SUpezn |18 — k) f(2)|E| < o0 st w =
Définition 3.1.4 On dit que l’espace F est localisable en norme (' (1 < w < o0), s’il existe
BeAetc>1 telle que

1/w
BN < (Z 18(- - k)f\EH“’> <cfE].

kezn™

I 1(E)ew || =

8
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3.2. Localisation de LP(S)) en norme (P

3.2 Localisation de L?(f)) en norme (?

Théoréme 3.2.1 (Théoréme de Bourdaud) Soit p € [1,00], alors LP(2) = (LP(Q2))ew
Preuve. Il suffit de montrer que 'opérateur

Ts: f — (B(- = k) ez
est isomorphisme de LP(£2) sur un sous espace fermé de (LP(2))p .
pour cela, on introduit 'opérateur

s((fdkezn) = Y B-— k)i,

kEZ"

pour un choix convenable de A € D, Gg est un inverse de 7.

Puisque A est & supporte compact, alors il existe ¢ = ¢(\) > 0 tel que, pour tout x € R",

Y M-kl <e

d’ou
A @ = 3 [ =0l 321)
< i@l
d’autre part
MA@ = s e =BG 322)

< ME=EHIAL= SN

d’apres (3.2.1) et (3.2.2) et en appliquant le théoréme de Riesz- Thorin, alors T} est continue
de IP(Q2) dans (IL2(2))w
Autrement on a

1/p
(zjw«—Mﬂﬂwj <, (3.2.3)

kezn
La continuité de G de (LP(€2))» dans LP se démontre de la méme maniére

|G s((fe)rez)ILNQ)]| < Z |B(- = k) fil L] (Hélder)
< BIZ@N D || fIE|
= [BIL=E) N (fr)rl (LP(2))er ] - (3.2.4)
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3.3. Localisation de F;’qT en norme P

et
IGo(Uisezn =@ < ((sup IR ) sup (3 Iote =0 ) (29

Jusqu’ici, A et B pouvaient étre des fonction a support compacts quelconques.
Maintenant on suppose que A € A, et on choisit § de fagon que 8 = 1 sur le support de A,

alors

et la continuité Gg dans LP(2) donne

1/p
1AL @)] < ( S IAC - k)frmrp) (3.2.6)

kezm

Les inégalités (3.2.5) et (3.2.6), impliquent la localisation de LP(2) en norme de (7. m

3.3 Localisation de F]qu en norme /?

Définition 3.3.1 Pour s € R,1 <p <oo,1 < g < oo et w dans [1,00], on définit (F7) e

comme ’ensemble des fonctions [ € S'(R™) telles que

1/w
||f’FSTewH—<ZHB — k) fIF, qTH“’> <oo  si w#oo

kezn

et

91z = s <Hﬁ(~ CWfIE

|><oo ST W =00

Lemme 3.3.1 Pour tout R > 0 il existe ¢ = c¢(n, R) tel que pour tout famille (fy)rezn des

fonctions portées respectivement par les boules |v — k| < R, on ait

H Z fk|LP(Q)H ( Z | £|LP (2 Hp)l/p'

keZn kezn
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3.3. Localisation de Fps’qT en norme P

Preuve. La preuve on remarque que

Do fe=> B — ke = Ga((fe)rezn).

kezm kezn

ou 5 € D(R™) est choisie de sort que 5 = 1 sur la boule [z| < R. m

Proposition 3.3.1 Si 6 € S ne s’annule pas sur le support de 3, on a

[ul(B)er || ~ ({1750 ull g)rezn [€°]]

Théoréme 3.3.1 Soient p € (0,00),q € [0,00], 7 € (0,1/p) et s > (n/min{p,q} —n),.
Alors
Fog ~ (B )e
Preuve. On montre que
(Fpig)er = Iy
Soit f € (F};7)er
1917571 = s e {8 1B 270 £5,0) (331)

Remplagons dans (3.3.1) f par >, ;. B(- — k) f, donc

o0

(>

j=rt Nkezn

1
Tl < -
Hf| qH e?&ggez|3<$72_r)7

d’aprés Minkowski

1
sup ———————
zER" reZ |B(x 2- )

U2 180680 =0 Besn 10} 1

(B2

< sup
zeR™ reZ ‘B(l’ 2

d’aprés le lemme 3.3.1 on trouvera

sup ﬁ( 2 "

1/q
(225” A= B 1,27

2€R"reZ iz N =

< Z FST” )
ze;{ggez |B(z, 2 (kezn H

< el
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3.4. Localisation de les espaces des multiplicateurs.

Inversement montrons que
8,7 8.T
g = (}Quq)fp

soit f € I}/, en remplagant [ par Z;‘;T+ A, f, nous avons
p>

(Z |86 - wr1Fs (Z H Z A fIFS ) "
kezr keZr  j=r+

En se reportant au proposition 2.4.2, on trouve

(3 [loc - wnr]) "
kezn

<c¢ sup W<Z H < Z 2594 |3(- — K)A, f|q>1/q|Lp(B(x,2‘r))Hp> 1/p

rER" ,reZ kezn j=r+
p> 1/p

1/q
<o s (3 | —k( wqurq) 12(B(,277))

xER™ reZ kezn

et d’apres la localisation de 'espace LP(f)) en norme /* on trouve

IIEDell < cll A1

Remarque 3.3.1 Si p € (0,00),q € (0,00], 7 € (0,1/p) and s > (n/min{p,q} — n);,

nous retrouvons un théoréme de A. Djeriou [3].

3.4 Localisation de les espaces des multiplicateurs.

Dans ce section on va étudier la localisation des espaces de multiplicateurs ponctuels de

I’espace type Lizorkin-Triebel.
Théoréme 3.4.1 Soient s > (n/min{p,q} —n)., p € (0,00), ¢ € (0,00] et 7 € [0,1/p),
alors

1. Pour tout s > 0, on a

M(Fy7) = (M(F)7)) e

psq
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3.4. Localisation de les espaces des multiplicateurs.

2. Sis>nmax{i—7',5—1}, on a

M(EET) = (Fg)em

Preuve. 1. Montrons que M (F;7) < (M(Fy7)) e
Soit f € M(F;7), alors
sup ([0 = DI < e lelar )| |13 )
e n
Inversement montrons que (M (Fy7))ee < M(FT)

Soit f € M(F;7), alors pour tout g € F;;;7 on a

1/p
7ol < (Z 60— )7 gw;,gup)

kezn™

parce-que F»7 est localisable en norme de (?

17 - glEl

1/p
(S I ot - i

kezn

1/p
: (Z ot = RAMEEDIP - — k>ng;;;||”)

kezn

avec ¢ € D(R") est identiquement 1 sur le support de 9

1/p
Il < e op o = oot (3l =t

kezm

parce-que F:7 est localisable en norme de (7, donc

E

‘Lf ‘g‘};er

| < A M(FDe (g1 Fng

d’ou l'inclusion.
Alors
M(Fy7) = (M(Fy7))es

2. On démontre que

(Fod Yoo = M(FT) = (M(Fy7)) e = (Fyy )es
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3.4. Localisation de les espaces des multiplicateurs.

Soit s > nmax {i — 7',% — 1} alors 757 < M(F37), autrement dit, qu’il exist 7 > 0 tel

que
17 gl Fpdll < v ([ 1155

on a aussi (sz;;)zoo — (M(F;f,};))éw = (M<szqT))

glFll, Vfige By

p,q p,q°

Inversement, si f € M(F,7), et Vg € F'7 on a

[ =m)S - gl gl < vl = RARTI ol 7 -
D’ou
ot =t < e (s [t~ w7157 ).
donc
(M) = (B e
|

Remarque 3.4.1 Si p € (0,00),q € (0,00], 7 € (0,1/p) and s > nmax{i

nous retrouvons un théoréme de A. Djeriou [3].
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Conclusion

L’objectif de ce travail est d’étudier la localisation des espaces de Lebesgue LP(€), espaces
type Triebel-Lizorkin [ et espaces M (I;:7) par la norme de (P(Z").

Cette étude nous a permet de présenter certains resultats de a A. Djeriou [3].
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Abstract

In this memory we shall study the localization of some Triebel-Lizorkin type spaces and its
multiplier by the norm of ¢"(Z"). For p € (0,00),q € [0,0¢0], 7 € (0,1/p) and
s > (n/min{p, ¢} —n), we have :

g~ (e, M(EG7) ~ (M(Fyy))e
and if s > nmax {— — T, — 1} we present that

M(EST) = (F57) g

psq

Key words :

Besov spaces, Besov homogeneous spaces, Triebel-Lizorkin spaces, Triebel-Lizorkin type
spaces, Littlewood-Paley decomposition, localization property.

Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions la localisation des certain espaces de type Triebel-Lizorkin et
leurs multiplicateurs, par la norme de ¢"(Z"). Pour p € (0,00),q € [0,00], 7 € (0,1/p) et

s > (n/min{p,q} —n)y, on a:
g~ (Fpde, M(F;7) ~ (M(FS7))e

et si s > nmax {5 -, E — 1} nous presenté que :

M(F37) = (F)es

p.q

Mot-clés :

Espace de Besov, espace de Besov homogene, espace de Triebel-Lizorkin, espace de type
Triebel-Lizorkin, décomposition de Littlewood-Paley, propriété de la localisation.
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