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Introduction

D’une maniére générale, la modélisation des phénomenes physiques repose sur la réso-
lution d’équations aux dérivées partielles (notées abrégé EDP). Ces équations correspondent
a la traduction mathématiques des lois de la physique.

Ce mémoire présent des méthodes de résolution (analytique et numérique) de I'équation
de Klein-Gordon linéaire

Pu 0%

2, _
W_C w—FHJU—O.

Ce travail, basé sur les traveaux de Vesnitskii [9], et Khoen [4]. Les deux articles ont
comme but de donner une solution exacte du probléme dans un intervalle avec une lon-

gueur variable qui dépend de ¢,
(0,0()), L) =1+at, 0 < a <1,

ont utilisant deux techniques différents.

Ce mémoire est composé de trois chapitres. Dans le premier chapitre, on donne quelque
rappels sur la résolution de I'équation de K-G linéaire par séparation des variables dans
un intervalle fixe 0 < z < [, [ > 0, puis on définit la méthode de Frobenius, ensuite
nous présentons quelques préliminaires sur les fonctions de Bessel de premier et deuxieme
espece, et comment résoudre 1'équation de Bessel. Dans le deuxieme chapitre, on utilise
I'approche de Vesintiskii [9], ainsi que celui de Khoen [4], pour trouve la solution exact
de I'équation de K-G linéaire, sous forme d"une série de fonctions spéciales. Enfin dans le
dernier chapitre, on considere une approche numérique du probleme par différences finis.

Une conclusion et quelque références sont donné a la fin du mémoire.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous rappelons I'équation de Klein-Gordon dans un intervalle fixe, et
nous donnons la solution par séparation des variables de cette équation. Ensuite on présente
la méthode de Frobenius, et quelque résultat élémentaires sur les fonctions de Bessel.

Les définitions trouvées dans ce chapitre sont tirées de [8, 6] .
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1.1 Equation de Klein-Gordon dans un intervalle fixe

On considérant une corde, en position horizontale, et de longueur ! (dex = 0az = [)au
repos tendue avec tension constante 7', les points de cette corde peuvent se déplacer dans un
plan vertical, on note p la densité massique de la corde, que 1'on suppose est constante, on
s’intéresse aux petits déplacements verticaux des points de la corde, comme 1’aire la résis-
tance sont négliges. On note u(z,t) la déplacement vertical du point, d’abaisse x a I'instant

t, voir [1].

U
¢+ Ad
P T

|

= [

T < ' l

| ]
0 T x+ Az [

FIGURE 1.1 - La corde dans la position 0/ a l'instant ¢.

Maintenant de la figure 1.1, il est clair que la force verticale nette F; agissant sur la corde

dans l'intervalle [z,  + Ax] est:

Fy =T sin(¢p + A¢) — T sin ¢
= Tltan(¢ + A¢) — tan¢] , puisque ¢ est petit
e ou ou

Supposons aussi que la corde est soumis a une force F}, de restauration proportionnelle a u
de la forme

Fy, = —k[(z + Az) — z]u, ou k > 0.

D’apres la seconde loi de Newton de la mouvement,

masse X accélération = F; + [,
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ona

0%u ou ou
PTG = K%)M; (%)J ~ kAze,

(). (52)
aQU T Ox z+ Az 8.1’ T k

- p Az T

qui est le méme que :

Enfin, en prenant la limite comme Az — 0, on obtient alors I’équation de klein-Gordon

linéaire en dimension un suivante :

Pu ,0Pu
T
ou:c?=— et y? = E,
p p
avec les conditions aux limites
u(0,4) = u(l,t) = 0 (¢ > 0), (1.2)
et les conditions initiales
ou
u(w,0) = f(z), S (r,0) = g(o). (1.3

Remarque 1.1. L'équation (1.1) est tres importante en mécanique quantique, elle a été pro-
posé par Oskar Klein et Walter Gordon en 1926 pour décrire 1'état de certain particules ato-

miques (électron, pion,...). La constante ;. désigne la masse de la particule considéré.

1.1.1 Solution par séparation des variables

La séparation des variables consiste a chercher la solution de (1.1), (1.2), (1.3) qui
prendraient la forme :

u(z,t) = X(x)T'(t), t >0, x€]|0,]].

Si nous remplagons cette expression dans 1’'équation (1.1), nous obtenons :

AEX"(2)T(t) = X (2)T"(t) + p* X (2)T(t).
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On divise par le produit X7 :

X// T//
Cx =T A

les variables sont bien séparé . On est alors amené a résoudre les problémes suivant :
AX"(z) = AX (z) z € [0,1],
X(0)=X({)=0,
T't)=AN—p*)T(t) ¢>0.

On cherche la solution pour A < 0, (A = —a?)

1. Pour I'équation :
X" (x) +a*X(z) =0,
ona A = (2iac)® < 0, donc la solution est donné par :
X(z) = c; cos (2x) + ¢ sin (2x) .

On appliquant les condition aux limites on obtient :

nmc
01:() et CYZT,

dong,

Xn(x) = C, sin (nTﬂa:> ,n € N (1.4)

2. Pour I'équation :
T"(t) + (u® + ®)T(t) = 0,
onaA = (2iy/a? + u?)? < 0, donc la solution est donné par :

T, (t) = A, cos(d,t) + B, sin(d,t),

tels que : 6, = \/p? + .

On utilisant (1.4) et le principe de superposition des solutions on obtient la sérier :

o0

Z (A, cos(0,t) + By, sin(d,t)) sin <nT7rm> :

n=1

Calcule des coefficients A,, , B,, :

Pour calculer les coefficients A,, et B,, on utilise les condition initiales (1.3)
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1. u(x,0) = f(x), alors:

f:An sin (?z) = f(x),

En multipliant ceci par sin (%*z) et intégrer sur I'intervalle [0, /] nous obtenons :

ZA / sm( >sin (W;W ) dr = /Ol f(z) sin (?w) dx.

On peut vérifier que :

/l sin <%x> sin (?w) dr = . (1.5)
0

0 si n#m

DN =~

Donc

ZB / sm( )dx:g(x),

nm
1

ZB / On sm sm(WEW >dx = /Ol g(x) Sin(mlw )dx

et on utilisant (1.5), on obtient :

en multiplie ceci par sin (“%xz) et intégrer sur l'intervalle [0, {], nous obtenons :

9 !
B, = % i g(x) sin (nl—ﬂx> dx .

Remarque 1.2. On peut considérer d’autres conditions aux limites , i.e. des conditions de

Neumann, conditions mixtes, - - - .

1.2 Meéthode de Frobenius

La méthode de Frobenius est une technique d’obtention du développement en série en-

tiere des solutions d’une équation différentielle de la forme :

a(z)y”(z) + b(x)y (z) + c(x)y(z) =0 a(z) # 0,
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ot a, b et c sont des polynémes, ou d"une maniére équivalente,

y'(w) + pe)y' () + q(w)y(x) = 0, (1.6)
avec :
p(z) = b(x)/a(z), et q(z)=c(z)/a(z),
et permet d’obtenir au voisinage d'un point + = =z, un développement d’au moins une

solution en série entiére de la forme :

y(z) = Zan(x —x0)""" ag #0.

n=0
Points singuliers réguliers
Définition 1.1. Un point singulier de (1.6) est dit un point singulier régulier si les deux

produits (z — z) p(x), et (x — z)? ¢(z), sont analytiques a .

Autrement, on dit zy est un point singulier irrégulier.
Equation Indicielle

Définition 1.2. Si z est un point singulier régulier de (1.6), alors 1’équation indicielle pour
ce point est :

r(r—1) 4+ por + qo =0,
ou

2

Po = Mmm—mo (SL’ - xO)p('x)u do = limm—)xo (.I‘ - l’(]) Q(x),

les racines de I’équation indicielle sont appelées I’exposant (indices) de la singularité z.
1.2.1 Formulation de la méthode
Pour obtenir une solution en série sur le point singulier x, de
as()y"(x) + a1 (@)Y (x) + ap(x)y(z) =0 2 > x. (1.7)

1. On définit p(z) = a1(x)/az(x), ¢(z) = ap(x)/az(x) si les deux prouit (x — zo)p(x) et
(x —x0)?q(z) sont analytiques en x, alors z, est un point singulier régulier et les étapes

restantes s’appliquent.




1.2. METHODE DE FROBENIUS 8

2. On pose:

y(r) = (x — )" Zan (x —xo)" = Z an(x — 20)"" ag # 0, (1.8)

et en substituant (1.8) dans 1’équation (1.7) pour obtenir une équation de la forme :
Ao(ZE — I())T—H + Al(ZE - J]0>T+j+1 +...=0.

3. On exige que les coefficients Ay, Ay, ... égaux a zéro . [remarquez que 'équation Ay = 0

est juste un multiple constant de 1’équation indicielle (r — 1) + por + go = 0].

4. On utilise le systéme des équations :
Ag=0, A1 =0, ... JAx =0,

et en trouve une relation de récurrence impliquant ay, et ag, a1, ... ax_1.

5. On prend r = r; , la racine de I'équation indicielle , et on utilise la relation obtenue a

I'étape 4 pour déterminer ay, as,... de maniere récursive en termes de a, et de r;.

6. Une expansion en série d"une solution a (1.7) est :

y(r) = (z — 20)" Zan(fﬁ —x9)", T > wp, (1.9)

ol a est arbitraire et les a,, sont définis en termes de q et ;.

Théoréme de Frobenius
Une question important qui reste concerne le rayon de convergence de la série entiere

apparaissant en (1.9). Le théoreme suivant contient une réponse.

Théoreme 1.1. Si z est un point singulier régulier de I'équation (1.7) , il existe alors au moins une
solution en série de la forme (1.8) , oit r = ry est la racine de I'équation indicielle associée. De plus ,
cette série converge pour tout x tel que 0 < = — xy < R, oit R est la distance de x a I'autre point

singulier le plus proche (réel ou complexe) de (1.7).

Démonstration. Voir [3]. ]
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1.3 Fonctions de Bessel

1.3.1 Fonctions de Bessel d’indice entier

Définition 1.3. Soit £ € N, la fonction de Bessel J; de premiére espece et d'indice k est

définie par :

Ji(x) = ni; % (g)zwk,

la fonction Jj, est entiere et de méme parité que k.

Remarque 1.3. Pour un indice négatif —k, on pose
Joi(@) = (~DF (). (1.10)
1.3.2 Fonctions de Bessel d’indice non entier

Définition 1.4. Soit v € C, on définit la fonction de Bessel .J, de premiere espéce et d’indice

v par:

° —1)" T\ 2n+v
Tulw) = Z n! F(<1 +)I/ +n) (5) ' (111)

n=0

Ou I'(z) est la fonction Gamma, satisfaisant :
+oo
r(z) = / exp(—t)t L dt, Re(z) > 0,
0
c’est une généralisation de la factorielle car elle satisfait la relation
['(z+1) = 2I'(2).
Quelque relations de récurrence

Il existe plusieurs relations de récurrence utiles impliquant des fonctions de Bessel, par

exemple :
d 14 _ 14
e [z" J,(x)] = 2" J,_1(x), (R.1)
L g@)] =~ Juala), (R2)
Toa(w) = Za(a) ~ Jya (), (R3)

Jo(x) = J,1(x) — 2J (2). (R.4)
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07T

05T

05T

05T

FIGURE 1.2 — Fonction de Bessel J,(x), v = 0, 1, 2, 3, 4.

1.3.3 Equation de Bessel

On considere I'équation différentielle de second ordre linéaire dans le champ complexe,

dite équation de Bessel d’indice v :

2.1

22y (z) + xy + (2 — )y = 0. (1.12)

Ou v est un parametre fixé, cette équation a un point singulier régulier & + = 0 et pas
d’autres points singuliers dans le plan complexe.
C’est pourquoi une solution en série pour (1.12) obtenue par la méthode de Frobenius,

convergera pour 0 < z < oo.

Théoréme 1.2. Dans le cas ot v n’est pas entier, les fonctions .J, et J_,, sont linéairement indépen-

dantes et forment une base de I'espace des solutions de I'équation (1.12).
Démonstration. L'équation indicielle de (1.12) est :
r(r—1)+r—v=(@—-v)(r+v),

nous donne les racinesr = vetr = —v.

Grace a v n’est pas entier, alors la méthode de Frobenius donne deux solutions linéairement
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indépendants, données par :

yl(l') = Qo ZO 5n n('zll):_ I/)nngn-&—u? (113)
w() = b ZO " n(!zll)i e (1.14)

Ou(l+v), = 1+v)Ql+v+1)(1+v+2)..(v+n) etcommel'(1+2) = 2I'(2), alors :

I'l+v+n) I'l—v+n)
1 S S 1 - )y = — 2710
v ==y U=V = =55
En prenant
1 et, by = L
“©WEorary) 7 T 2 —wy

et en utilisant (1.11), on voit que :

]

Remarque 1.4. En effet, la fonction I' ne prend des valeurs infinies que pour des valeurs
entieres négative, et lorsqu’on fait tendre z vers 0, .J, tend vers 0 (a cause du terme (z/2))

alors que la fonction J_, tend vers l'infini (a cause du terme (z/2)7")).

Notation 1.1. La solution générale de (1.12) est notée Z,(x), qui est appelée fonction cylin-

drique, donnée par :

ou A et B sont des constantes arbitraires.

1.3.4 Fonctions de Bessel de deuxiéme espece

Pour v n’est pas un entier, on peut prendre des combinaisons linéaires de J, (x) et J_,(x)

pour obtenir d’autres solutions a (1.12). En particulier , laissez

Y,(z) = COS(WT)J,”(:E) — J_,,(x)7 v n’est pas un entier. (1.15)
sin(vm)

Définition 1.5. Pour > 0. La fonction (1.15) s’appelle la fonction de Bessel du second es-

pece d’indice v et, comme on peut le vérifier J, (z) et Y, (z) sont linéairement indépendantes.
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y 17
0.57
5 ¢ 10
0 l l I
0.57
-1
-1.57
2T
2.5

FIGURE 1.3 — Fonction de Bessel Y, (z), v = 0, 1, 2, 3, 4.

Remarquez que lorsque v est un entier, le dénominateur dans (1.15) est Zéro, mais dans
la formule (1.10), le numérateur 'est aussi! par conséquent, il est raisonnable d’espérer que,
dans un sens limitatif, la formule (1.15) ait encore un sens.

En fait, en utilisant la regle de 1'Hopital, il est possible de montrer que pour k un entier non

négatif, la fonction définie par :

cos(vm)J,(x) — J_,(x) '

sin(vm)

Pour x > 0 est une solution a (1.12) avec v = k.

De plus, Ji(z) et Y (x) sont linéairement indépendant.




CHAPITRE 2

EQUATION DE KLEIN-GORDON DANS UN
INTERVALLE AVEC UNE LONGUEUR
VARIABLE

Dans ce chapitre, nous allons étudier 1’'équation de Klein-Gordon dans un intervalle avec

une longueur variables, c-a-d, 0 < = < ((t), par deux méthodes.

13
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2.1 Enoncé du probleme

Considérons 1'équation de Klein-Gordon linéaire :
Pu  Pu
— = — 0t 2.1
8t2 axQ lu‘ u? O <z < ( )7 ( )

avec les conditions aux bords

u(0,t) = u(l(t),t) = 0. (2.2)
et les conditions initiales
u(r,0) = f(2), o(w,0) = gla), 0 <z < (0), 3)

ou f et g sont des fonctions réguliéres.

Dans ce cas, il est difficile de résoudre ce probléme, car la méthode de séparation des
variables utilise dans le chapitre 1, ne marche plus. Pour contourner cette difficulté on va
changer les variables, pour retrouver un probléme dans un intervalle fixe a variables sépa-

rées.

2.2 Solution du probleme par changement de variables I

Pour résoudre I'équation (2.1), il est plus pratique de passer a de nouvelles variables
qui varie dans un intervalle fixe et indépendantes. En se limite au cas ol les frontieres se

déplacent a vitesse constant, nous supposons que :
0(t) = ap(1l + at),
ol q est la longueur initiale et « est la vitesse de 1'extrémité droit de 1'intervalle, vérifiant :
0 <a<l (2.4)
Une nouvelle variable peut étre alors écrite sous la forme :

nous choisirons la deuxiéme variable de maniere a pouvoir séparer I’équation différentielle
(2.1), écrite dans les nouvelles variables. Pour cela, on définit :

),

t= 52 —z”. (2.6)
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aa : .
O § = — et comme ¢ = 1, donc 8 = aqq est le rapport entre la vitesse de déplacement de
C

la limite et la vitesse de propagation de 1'onde.

2.2.1 FEquations a variables séparées

2 2

En remplacant 8—2 et % dans (2.1) en termes de dérivées de p(z,1) = u(z,t), par rap-
X

port aux nouvelles variables, on a :

@ 10p dp
oz tor ot

8_u B 204a08_<,0 B xaaoﬁ_gp
ot p2 oot 2 oz’
donc,
0*u 10% _Op oAt P
i N Yt T Sl Yl
o~ 2o Coi owwr L oe
P®u _ do’ajl? o dratajl? ¢ 20%aidp | 20°aiz dp | a’agr® Py
ot? pr o ot? B2 otz B ot 2 oz 2 0z
On obtient :
1—B%220% Oy P o o AP\ O%p [l grroe
S el A s A el 437 — — ) 2L pap 2 2P TP 2,
e o ‘o o ( . 52) or oz e oz MYTY
2
on multiplie cette derniere expression par ¢, (t i i‘2€2> , on trouve :
1 - 37° 4 22\ P B’z 4 20\ Op 0 0% 27
Lo ) (=2 = 2 (B2 (= 22 ) 2 i AP — Plp =
( Iz )(52 v )8:1:2 62)(62 ’ )ax ot op e =0
finalement, on obtient 1’équation suivante :
(8%7° = 1) PPp —(A2-2 d¢ 0p 0% 27
2 — )= =4—=+4t*—= t
G ag T — Dgn = g HAE G + ity 2.7)

Pour résoudre 'équation (2.7), on peut utilise la méthode de séparation des variables. On

cherche des solutions particulieres de la forme :

p(z,1) = h(Z)k(L).
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Ce qui revient a trouver une constante \ telle que :
(52‘@2 _ 1)2

52
ALK (t) + 4t (1) + p2th(t) = Mk(1).

W'\(Z) + 2Z(6%72 — 1)I(Z) = Mh(Z),

Dans ce cas, les conditions aux bords peuvent étre écrites sous la forme :

On cherche la solution pour A < 0, (A = —d?). On obtient les équations suivantes :

26257 @2612 L
(5222 — 1) @ -1y =0 (2.8)
h(0) = h(1) = 0,

W'(z) + W (z) +

et

K'(F) + %_k;’(f) + 411 <‘_l_2 + %) k(f) = 0. (2.9)

2.2.2 Détermination de la fonction A

Ecrire I'équation (2.8) comme :

Lo 2@
=0 (2.10)

ou:
~ 2 52 T ~ 52 d2
p(z) = B —1) et ¢(z)= 1)
On cherche une transformation £ = ¢(z), qui transformera (2.10) en une équation du second

ordre a coefficients constants.

En remplagant :

oh
h/ — - /
aé-g )
" oh " th "2

Ot les primes désignent des dérivées par rapport a x. L'équation (2.10) devient :

(¢)? *h  g" + pg Oh
s geth=0 2.11)
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Nous exigeons que :

(¢)° = aq, (2.12)

J"+pgd = caq. (2.13)

Ou ¢ et ¢y sont des constantes. Donc d’apres (2.12) :

( /)2 _ ﬁ2d2
N
ainsi :

g = —f3d arctanh(87),

tandis que de (2.11), on obtient :

9%h
8—52+h—0,

ce qui conduit a la solution :

h(z) = C sin(§) + D cos(§),

= (' sin(fd arctanh(f8z)) + Dcos(f d arctanh(5z)).

Et comme :
arctanh(fz) = %m (1 i_ g;) ,
alors :
h(z) = C sin [%d In G * g;)] + Dcos [% In G fg;)} . (2.14)

Ici C et D sont des constantes arbitraires.

Il résulte des conditions aux limites dans (2.8) que :
h(0)=0 = D =0,

et

h(l)=0 = C=0 ou %lln(ii—gi) = nm,

donc, pour ne pas avoir une solution nulle, on a

2nm
D=0, d:dnzﬁln[(l—i—ﬂ)/(l—ﬁ)]’<n€N>' (2.15)
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2.2.3 Détermination de la fonction £
Pour résoudre I'équation (2.9), on peut utilisant deux méthodes :
¢ On utilise la méthode de Frobenius

Puisque :

| =

p(t) =

42 4t

et q(f)=(d2 +“2)

On remarque que ¢ = 0 est un point singulier régulier. En d’autre part, on a:

_ d?
po=limip(t) =1 , qo =lim*¢(t) = 2.
t—0 t—0 4

Donc I'équation indicielle est :

d? d?
—1 (. =
r(r )+ 7+ 1 , T 1
id,,
avec des racines : r = 17

Cherchons les solutions particulieres de 1’équation (2.9) sous la forme :

k(f) = Zanf””, ag # 0,
n=0

donc
k’(f) — Z(r + n)anfr+n—1 et k//(f) — Z(r +n— 1)(7” + n)anfr+n—2.
n=0 n=0

Substituant ces expressions k, k', k” dans (2.9). On obtient :

S 2, dn tn—2 e pron—1 _
T;{(wrn) + 4} ol ZZ
qui peut étre réécrit comme :
d? d,% . 2 & n
(r + )aotr 2+Z { _} a, fHm 2+%Z:1an—1tr+" 2_(
Comme ay # 0, doit avoir "équation indicielle :
d2
2 n
L C—
rT+ 1 ,

et, pour n > 1 la relation de récurrence :

[(r+n)” + Fan + ana.
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La méthode de Frobenius donnera deux solutions linéairement indépendantes :

id
-Avecr =1, = +7", on trouve :

k() = fj A (B (2.16)
m=0
et pour m > 1, on a la relation de récurrence :
dm(m +id,) Ay + 2 Ay, = 0.
-Avecr =ry = —%, on trouve :

idn

ka(B) =Y Bi(#) =%, (2.17)
=0
et pour j > 1, on a la relation de récurrence :
4](] + Zdn>Bj + ,UQBJ',1 =0.
Par conséquent, la solution générale de 1’équation (2.9), s’écrit :

id idn

e + Z Bj(i)j_T’
=0

k(t) = Z Am(ﬂm+

m=0

on multiplie et divise par ( B—) , On obtient :

2
ag
fo'e) /Bgt— m-i-idn/? (o) 621‘;_ j—idn/Q

Kt =Y An (a—% +) B, e . (2.18)
m=0 j=0

Ou A,, et B, sont déterminés a partir des relations récurrentes suivantes :

2

dm(m + idy) Ay, + (‘%") Appr = 0, (2.18-a)
2

4j(j —id,) B; + (%) Bj_, =0. (2.18-b)

Et A, et By sont des constantes arbitraires.
Les deux séries (2.16) et (2.17) sont convergentes pour toutes les valeurs de 1’argument ¢,
(voir le théoreme 1.1).

Solution avec les variables originales
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Revenir aux anciennes variables, en utilisant les équations (2.5), (2.6), et (2.14)-(2.18), on
peut écrire I’équation de Klein-Gordon avec les variables originales (z, t) et qui satisfait (2.1)

et (2.2):

. 6d, (+ 5 > 62_52 2\ mtidn/2

m=0

e On convertie une équation (2.9) a I’équation de Bessel

On pose :
=t et — 1P =d>,
ona:
Ok _ _n Ok
ot 2y/t0x’

Ok _ i Ok 0%
o2 gp2\/TO0x 4t Ox?’
On substituant dans (2.9), on obtient :

2Pk xdk 1, .,
Tas tam T @ k=0
i.e.
0%k ok
2 2 2 _
@‘i‘.ﬁﬂa——*—(ﬂf —I/)k’—o

Et cette derniere est une équation de Bessel d’indice v.

Donc la solution de I'équation (2.9) est :
k(D) = CiJia(pV't) + CoYia, (uV'7) (2.20)

Solution avec les variables originales
Revenir aux anciennes variables, en utilisant les équations (2.5), (2.6), et (2.14), (2.15) et

(2.20), on obtient

2 Q2,2
up(7,t) = Gy sin {ﬁg” In (ijgi)} Jia, M\/@

+Yiaq, | 1

£2 _ 62532

= (2.21)
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Remarques 2.1.
1. On peut démontre que la formule (2.19) et (2.21) sont égaux (a une constante pres).

2. par le principe de superposition, la série

+oo
u(z,t) = ZCnun(x,t),
n=1

est aussi solution de (2.19) et (2.21). Les C,, sont choisi pour satisfaire les conditions

initiales (2.3).
Le cas ;. = 0 (Equation d’onde)

Si nous posons maintenant ;i = 0, alors, comme on peut le voir a partir de (2.18-a) et
(2.18-b), tous les coefficients A,, et B;, aussi A et By, seront nuls. On obtient la méme solu-
tion donné par [2], on a:

id, 02 _ 322
k(t) = C,exp {:i:% In (%)} :

et

- sen (2] o ()]

Ou ¢, et ¢y sont des constantes arbitraires. Dans ce cas

. 2] r. 2
i%"ln(“m) + D, exp :l:%ln(g_ﬁw)].

Up(z,t) = Cp exp 5 5

Ainsi :

un(x,t) = Cp exp [:I:idn In (£ —i—ﬁﬁx)_ + D, exp -:I:idn In (6 —ﬁﬁl’>] )

()l [ ()]
exp |In| — ) |exp|—In|— )|,
Qo ag

on déduire que :

un(z,t) = Cy exp {iidn In (E—Fﬁl’)} + D, exp {ﬂ:idn In (ﬁ — ﬁx)} .

Qo Qo

on multiplie par :
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2.3 Solution du probleme par changement de variables II

On peut utilise une transformation hyperbolique qui fournit de maniére simple la solu-
tion générales de 1’équation de K-G linéaire. On utilise ici 'approche de Koehn [4].
Premiérement on prend comme temps initiale ¢, > 0. Le probleme que nous étudions

dans ce cas est décrit par :

( 62 82

8_151;:8_;;_M2u’ 0 < z< ), t >t

w(0,8) = u(l(t),t) = 0, (2.22)
0

ule,to) = f(2), Gy (w.to) = g(x). 0 < @ < (lto),

avec la fonction de longueur

ou « satisfait toujours :

0 <a<l1.

Ensuite, on considere la changement de variable hyperbolique.

Explicitement, la changement est donnée par :

t=pyn et 1= pv, (2.23)
soumis a la contrainte
(7)? = (m)* = L. (2.24)
Ce qui implique que
P =t — 2% (2.25)

Puisque les coordonnées ~; et -, décrit un hyperbole, on peut aussi les définir par un

parametre v en posant :

V=" + Vo (2.26)

Dans ces coordonnées hyperboliques, nous pouvons trouver un ensemble complet des solu-

tions exactes si nous exigeons comme étape intermédiaire que :

l
ty = =,
o
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Apres la transformation en espace hyperbolique, la limite droite dépend uniquement de
la vitesse constante. En employant (2.26), nous pouvons déterminer la position de la limite

droite dans l’espace hyperbolique. On a :

t+x
v = ,
P
donc
2
)2 (t+ x)
t2 _ IQ )
finalement, on obtient :
t+
o= z (2.27)

Pour z = ot, sur I'extrémité variable dans les coordonnées (x,t) dans les coordonnées hy-

U:\/t+at:\/1—l—a:A(a)‘
t— at 1 —«

2.3.1 Equations a variables séparées

perbolique, on a :

2 2
En remplagant 8—1; et a_tg dans I'équation de K-G en termes de dérivées de u(v,p) =
T

u(x,t), par rapport aux nouvelles variables.
Ou:

0%u t? ou 2 0*u xt 0*u at *u  x*0u 2% 0%*u

022 V3 (t—x)t v N V2t —2) o2 pu(t—x)20vp  pu(t — )2 dup * P Op N P2 0p?
et

Pu _ t?Ju N 2 0%u at  Pu wt u N a?  du N w2 0
o2 pddp  p2op:  pu(t—x)20vp  pu(t—x)20vp V3t —x)tOv  vA(t—x)t Ov?

On obtient I'équation :

2 — 22 0*u  t* —2*0u t? —x* 0*u  t*—2x* Ou
2 st T3 5, T 152 T8 19, HW (2.28)
p?  Op p> Op  VA(t—x)t o V3t —x)t v
ou:
t?—a® t? — 22 _ 1
v3(t — )4 o2 (t—l—m) (t— 2)f v(t — x)?’
t—x
et comme :
2_(t—|—x)2_p2
(t—I) - ! _57




2.3. SOLUTION DU PROBLEME PAR CHANGEMENT DE VARIABLES II 24

donc

et on déduire que :
2 _ o2 02
vt —x)t 2
En remplagant dans (2.28), et en multipliant la résultat par p?, on obtient I’équation suivante :

0*u ou 9*u ou
2 2.2 2
P 0p? +'0(9p T = ov? +v(%' (229)

Pour résoudre cette derniere équation, on utilise la méthode de séparation des variables, on

pose :
u(v,p) = V(v) ®(p).
En injectant formellement cette formule dans 'équation (2.29). Ensuite, nous continuons

comme avant. On obtient les équations suivantes :
v*V"(v) + oV (v) + E*V (v) = 0,
PP (p) + pP'(p) + (1*p* + k)@ (p) = 0,

ou k est la constante de séparation.

2.3.2 Détermination de la fonction V
On pose V(v) = v", donc
Vi=r™ b et Vi=r(r—1)0"%

Si en substituant ces expressions V, V', V" dans 'équation et apres la simplification, on ob-

tient I'’équation indicielle suivante :
r? 4+ k2 =0.

Dong,

V(v) = C} cos(k Inv) + Cy sin(k Inv), (2.30)

ou : C; et (5 sont des constantes.

On appliquant les condition aux limites :

siz=0=v=1=C(C; =0,
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02:07
siz ={(t) =at=v = Ala) = { ou
kIn(v) = nm,n €N

Donc, pour ne pas avoire une solution nulle, on a

nim

C, =0, k =k, = A" €N (2.31)
2.3.3 Détermination de la fonction ¢
Sionpose:z?=pu*p* et —1v?=k%Ona:
b Ok 2 0%
- Hor et Fr Wooa
en substituant dans 1'équation de ¢ :
@) ) L+ o+ () = 0

On obtient I'équation de Bessel d’indice v suivante :

0% 0D
2 2 _ NG —
x el +x—ax + (2 —1v9)® = 0.

Alors

®(p) = DyJig, (1p) + DoYir, (11p).

Ou : D, et Dy sont des constantes.
Solution avec les variables originales
En revenant aux anciennes variables et en utilisant les équations (2.25) et (2.27), on ob-

tient :

2 t—x

wn(z, 1) = C, sin (k—" In (t il x)) <D1 i (Mm) 4 Dy Yy, (M\/W)) . (232)

Remarque 2.1. Pour ay = 1 dans le premier changement de variable, dans ce cas 5 = « et

d, = k,, et on peut vérifier que solution (2.21) et (2.32) ont la méme forme.




CHAPITRE 3

SOLUTION AVEC DIFFERENCES FINIES

Dans ce chapitre, on introduit un schéma de différences finies explicite pour I'équation

de Klein-Gordon, et quelque exemples numérique sont présenté.

26
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3.1 Le probleme avec longueur variable
On considere le probleme (2.1), (2.2) et (2.3), pour fixé la longueur
() =1+at, 0 < a <1,

en faisant le changement de variable :

_ v
2u  O%u .. ) P
et en remplagant 92 et e dans I'équation (2.1) en termes de dérivées de u(y,t) = u(z,1),
par rapport aux nouvelles variables, ot :
Pu 10
ox2 2 9y?’
Pu  Qu N yl" Ou B yl' 0*u n yl"? 0*u
oz ot 2 Oy ¢ otdy 02 Oy
On obtient le probléeme suivant :
( 0?u 0*u 0*u du
— t) 5 + by, t t)o— 4+ pPu =0 0 1
at2+a(u7y? )ay2+ (y7 )atay+c(y7 )ay—i_luu ? <z< ’
u(0,t) = u(1,t) = 0, (3.1)
ou
\U(SL’,O):f(.’L'), E(%O):g(l’) 0 <z<1,
ou:
ya — 1 -2y« 2902
aly,t) = —z— blyt)=— et c(y.t) = —5—

3.2 Différences finies

La méthode des différences finies consiste a remplacer les dérivées exactes par des déri-

vées approchées discrétes au moyen de la formule de Taylor.
Discrétisation du domaine

Le domaine [0, 7] temporel est représenté par un nombre fini de points du maillage

0:t0<t1<t2<...<tNt_1<tNt:T,
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de méme, le domaine [0, 1] spatial est remplacé par un ensemble de points du maillage
() = Zl() < Z/l < 1/2 < ... < Z/J\fy-—-l < Z/}vy = 1.

On peut voir le maillage comme bidimensionnel dans le plan y, ¢, constitué de points (y;, t,,),
aveci =0, ..., Nyetn=0, ..., Ny
Pour les points du maillage uniformément distribués, nous avons introduire les espace-

ment du maillage constants Ay et At. Nous avons cela

yi=1Ayi=0,....N,, t,=nAtn=0,...,N,.

VY

Nous avons aussique Ay =y, —y;i—1 i =1, ... Nyet At =t, —t,_.1n=1,... N;.
la figure 3.1, déplace un maillage dans le plan y, t avec V; = 5N, = 5, et des espacements

du maillage constants.

index n

©]
OO0
G]

0 1 2 3 4 5
index i

FIGURE 3.1 — Maillage dans l'espace et le temps, les cercles indiquent les points connectés
dans I'équation aux différences finies.

La solution discréte

La solution u(y, t) est recherchée aux points du maillage. Nous introduisons la fonction
u?, qui se rapproche de la solution exacte au point de maillage (y; , t,) pouri =0, ... N, et
n=20,...N;.

En utilisant la méthode des différences finies, nous allons développer une équation algé-

brique pour calculer la fonction du maillage.

3.2.1 Discrétisation du probléeme

On approche :
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02
1. 8—;; (yi , t,,) par une différence finie centrée d’ordre 2 en temps
0*u ultt — 20l ot
_(yl ) tn) ~
ot? At?
2. a_u (y: , t,) par une différence finie centrée d’ordre 1 en espace
Y
9, Uiy — u
Py, )~ it — Tt
dy 2Ay
0%u ees . T
3. W(yi , t,) par une différence finie centrée d’ordre 2 en espace
Y
@(y ¢ ) ~ uZnJrl B 2”? + ulnfl
ayQ 7y "N Ay2 N
2
+. par une différence finie centrée d’ordre 2
oty
*u (s, £) ~ U?lel —ut i - U?Jr_ll
otoy 7' " 4AyAt

Donc on peut approcher le probleme linéaire (3.1), par le probleme discrétisé ci-dessous :

r on+1 n n—1 n _ n n n+l _  n+l n—-1_  n—1
u; = 2w+ g it 2ui + u _i_bnui—&-l Uy T Uy — Uiy
At? ! Ay? ! 4AyAt

n n
n i+l T %i—1 2.n
P SN
Ci :U’ U’i — Y

2Ay
uy = u; = 0,
(ui = f(y:), up = g + At g(ys).

al = a(iAy,nAt), b =b(iAy,nAt) et ' = c(iAy,nAt).

At
Sion prend 8 = A, on obtient I’ équation explicite suivante :
Y

ultt + gb?uﬁll — gb?u?_ﬂl = [2 +2B3%a) — /LQAtQ} uy — [62(1? + gAtC?] (T
+ [—ﬁ%? + gAtc’f} ul | —ul Tt + gb?u?+11 — gb?u?_f.
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Exemple 3.1. On prend o = 0.7, et les conditions initiales :

f(z) = sin(2mx)x

11, g(@) =0,
[7272}

et on choisit trois différents valeurs de 4, on obtient les graphes suivants :

time t =0.00 timet=1.49 time t =3.27
1 1 1
0.5 0.5 0.5
o . -
-0. -0.5 -0.5
- -1 -1
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
time t = 4.60 time t =5.64 timet=6.74
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 0 0
—0.5_'\\/ —0.5\_/\/ —0.5\_/\
-1 -1 -1
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
timet=7.81 timet=8.91 timet=9.98
1 1 1
0.5 0.5 0.5 /\.——
° \/\ o 0
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8

FIGURE 3.2 — Solution pour p = 0.1.
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time t = 0.00 timet=1.49 timet =3.27
1 1 1
0.5 {\_ 0.5 0.5
0 0 "1\/\' 0 --‘-”1\jr
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1l -1l
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
time t = 4.60 timet=5.64 time t=6.74
1 1 1
0.5 0.5 _/\-/\ 0.5
0 -—\_/\, 0 0 "\\/‘
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
timet=7.81 timet=28.91 timet=9.98
1 1 1
0.5 0.5 NVJ\ 0.5
o~._,—-"""’—\\\l 0 o-\__,_______h_\\\uj//\
-0.5 -0.5 -0.5
1 -1 -1
0 2 4 6 8 0 2 4 6 0 2 4 6 8

FIGURE 3.3 — Solution pour p = 2.

time t =0.00 timet=1.49 timet =3.27
1 ‘ ‘ ‘ 1 1 ‘ ! !
0.5 r\_ 0.5 0.5
0 o\J/\/k 0-—‘\~/\/\
-0.5 -0.5 -0.5
—1l -1 -1
o 2 4 6 0o 2 4 6 o 2 4 & s
time t = 4.60 timet=5.64 timet=6.74
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0’_'\/\/\, 0""\/\/\/‘ Oh/\/\/\,
-0.5 -0.5 -0.5
-1 ‘ ‘ ‘ -1 : ‘ : -1 : ‘ ‘
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
timet=7.81 timet=8.91 time t =9.98
1 1 1
0.5 0.5 1 0.5
o___,./\/\/\/- 0—;—/\/\/\/\,— 0—/—‘\/\/\/\/'
-0.5 : -0.5 1 -0.5
_l il -1
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8 0

FIGURE 3.4 - Solution pour p = 5.
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Exemple 3.2. On prend ;1 = 3, et les conditions initiales :

flz) = SiH(QWJ)X[f%’%], g(x) =0,

et on choisit trois différents valeurs de «, on obtient les graphes suivants :

time t =0.00 timet = 1.49 timet =3.27
1 1 1
os|/ 05 ‘\/\ 05
; ° ° /\/
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2 0 05 1 15 2
time t = 4.60 timet=5.64 timet=6.74
1 1 1
0.5 05 05 /\-’—_—
0 V ~———"\ 0 /\/ 0
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
0 05 1 15 2 0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2
timet=7.81 timet=28.91 timet=9.98
1 1 1
0.5 05 05
P~ o \//\ —
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
0 0.5 1 15 2 0 05 1 15 2 0 0.5 1 15 2

FIGURE 3.5 — Solution pour o = 0.1.
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timet=0.00 timet=1.49 timet =3.27
1 1 1
0.5 {\_ 0.5 0.5
0 0 /\/\ 0 f\[
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
time t =4.60 timet=5.64 timet=6.74
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 _/A 0 \__\/_-/ o /\’-ul-\
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
timet=7.81 timet=28.91 timet=9.98
1 1 1
0.5 0.5 0.5
0 \/—\__\/ 0 M N~
-0.5 -0.5 -0.5
-1 -1 -1
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
FIGURE 3.6 — Solution pour @ = 0.5.
time t =0.00 timet=1.49 timet =3.27
1 1 Tt AR
0.5 {1 o5 { 05 : :
0 1 o/v\- 1 o#\f»
-0. { -o05 { -o5
_ ‘ ‘ ‘ ‘ 1 _al ‘ ‘ ‘ ‘ | A ‘ ‘ ‘ ]
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
timet =4.60 timet=>5.64 timet=6.74
1 : : : 1 ] 1
0.5 05 {1 o5
0 _/\N 0 -——\/\/\[v — 0 —/'\/\/\[\‘
-0.5 -0.5 {1 -o05
-1 -1 i
o 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0o 2 4 6 8 10
timet=7.81 timet=28.91 timet =9.98
1 1 1 ]
0.5 0.5 1 0.5 1
0-——\/\/\/\,\» 0~——’\/\/\/\1~ ] o—ﬁ/\/\/\/\r
~05 -0.5 { -ofg 1
-1 -1 -1 1
0 2 4 6 5 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

FIGURE 3.7 — Solution pour a = 0.9.




Conclusion générale

Dans ce travail, on a étudié 1’équation de Klein-Gordon en dimension un suivante

(0*u  O%u )
W_@_N% 0 < xz< ),
u(0,t) = u(l(t),t) = 0,
ou
u(z,ty) = f(x), E(m,to) =g(z) 0 < z< L),

ou 'extrémité ((¢) dépends du temps. On a obtenu la solution exacte, sous forme d’une série

de fonctions spéciales, et nous avons aussi pu résoudre cette équation par différences finies.
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Résumé

Dans ce mémoire, nous avons étudié les vibrations d"une corde tendue de longueur va-
riable avec une vitesse constante. Le modele mathématique considéré est une équation de
Klein-Goron linéaire. Le but de ce travail c’est pour trouver la solution exacte du probleme,
sous forme d’une série de fonctions spéciales. On a aussi donné une approche numérique

par différences finies.

Mots-Clés : Equation de Klein-Gordon linéaire, méthode de Frobenius , fonction de Bessel,
solution sous forme de série, différences finies.

Abstract

In this work, we study the vibrations of a stretched string of variable lenght with a
constant speed. The mathematical model considered is a linear Klein-Gordon equation. The
goal of this work is to find the exact solution of the problem, in the form of a series of some

special functions. We also give a numerical approach by finite differences.

Keywords : Linear Klein-Gordon equation, Frobenius method, Bessel equation, solution in the
form of a series, finite differences.
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