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Notations

e Pour a e N" |a| = a3 + ag + .... + ay,.
e La dérivée partielle % est notée 0* f.
n
e Pour z,£ € R, alors z- £ = > x;§; est le produit scalaire usuel sur R™.

i=1
e Soient A; et Ay deux espaces, on dit que A; — A, §'il existe ¢ > 0, telle que

1Flla, < cllflla,» (VF € Ar).

e p/ est 'exposant conjugué de p ou % + z% =1

eB(xz,r), la boule de centre = et de rayon r; définit par
B(z,r)={yeR" : |ly—z|<r}.

OBk = B(O, Qk) y Rk = Bk \ Bk,1 et Xk = XRk y k € Z.
e Si f:R"— C,supp f est le support de f, telle que

supp f ={z € R,  f(z)# 0}.

e F' est I'espace dual de F.

e Soit 0 < p < oo, LP 'espace des fonctions mesurables f, telle que

W = ([ i) <o

e Soient Q C R",0 < p < oo, on définit LY () par

Lp

loc

(Q) := {f muserabe : f € LP(K) pour tout K C 2, K compact} .

e Nous utilisons ¢ pour différentes constantes positives, c¢’est-a-dire une constante dont la

valeur peut varier d’'une apparence a l'autre.
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Notations

e On définit la transformée de Fourier d’une fonction f € L'(R") par

F(f)(€) = (2m) " / i F (1) dar

n

Son inverse est notéF !, F et F ! sont étendus a I'espace de Schwartz S(R") de la maniére
habituelle.

e (7 : est 'espace des suites {ay}, . , telle que

H{ak}keN”eq = (Z |ak|q) q < 0.

k=0
e Soient 0 < p < 00, 0 < ¢ < 00, alors £9(LP) est I'espace des suites { fi},cy C S’ (R"), telle

que

q

K fedkenllainy = (Zufk(:c)ug) < 0.
k=0

e S(R") : 'espace des fonctions C*°(R") & décroissances rapides .
e S’'(R™) : l'espace des distributions tempérées.

e Soit F un ensemble, on définit

1, si zek

Xg (%) = .
0, si x¢ FE

e < : Inférieure ou équivalente (< ou =~).

o H3(R") est 'espace de potentiel de Bessel définit par
HyR") = {f € S®): |fl gy = |0+ o P)EFF 1o < 00}

o)V (Espace de Sobolev ) est I'espace des fonctions f € LP (R")

[l = 32 10°fll, <00 (1<p<oo,m=123.)

laf<m

iii



Introduction

Les espaces fonctionnels ont une longue histoire. Ils jouent un réle important dans les
mathématiques classiques et modernes. Les espaces dont les éléments sont des fonctions con-
tinues ou différentiables ou p-intégrables sont intéressants en eux-mémes. Ce sont également
des outils utiles pour ’étude des équations différentielles ordinaires et partielles. Depuis les
années trente, les espaces fonctionnels ont été utilisés dans la théorie des équations aux
dérivées partielles, par exemple les espaces de Sobolev. En les années cinquante et soixante

de nombreux nouveaux espaces ont été créés, e. g. Espaces de Besov, Lizorkin-Triebel,

Ce mémoire constitu une introduction a trois espaces fondamentaux de I’analyse fonc-
tionnelle, d'une part ’espace de Herz, deuxiéme part, espace de Lizorkin-Triebel et troisiéme
part ’espace Herz-type Lizorkin-Triebel.

L’histoire du premier espace remonte aux auteurs Beurling et Herz dans les années
soixante du siécle dernier. En 1964, Beurling introduisit pour la premiére fois une forme
fondamentale d’espaces de Herz pour étudier les algébres de convolution qui sont maintenant
appelées les algebres de Beurling. Plus tard en 1968, Herz généralisa ces espaces pour étudier
la convergence absolue des transformées de Fourier. Ces espaces de fonctions généralisés ne
sont que le prototype des espaces de Herz. Depuis lors, la théorie de ces espaces a connu un
développement remarquable, en partie du fait de son utilité dans des applications & d’autres
domaines des mathématiques appliquées.

Le deuxiéme type est les espaces de Lizorkin-Triebel I (et de Besov Bj ) définis sur

R"™ ou bien sur les domaines ou les parametres s, p et ¢ nombres définis par

seR0<p<ooetl<qg<oo.



Notations

Ces espaces ont été introduits entre 1959 et 1975. Ils couvrent de nombreux espaces de
fonctionnelles en analyse classiques bien connus ayant leur propre histoire ( comme les LP).

Le troisiéme type est espaces mixtes (Herz-type Lizorkin-Triebel), ces espaces fonction-
nelles atturés plusieur auteurs au cours des trois derniéres décennies. En fait, de nombreux
résultats dans les espaces classiques ont été généralisés aux ces espaces.

Ce mémoire est organisé en trois chapitres.

En le premier et le deuxiéme chapitre, on s’intéresse principalement aux définitions,
quelques propriétés fondamentaux et les notations essentielles des espaces de Herz et de
Lizorkin-Triebel respectivement ot nous donnons aussi quelques résultats en ces espaces.

Le troisiéme chapitre, on rappel quelques définitions et notations essentielles de I’espace

Herz-type Lizorkin-Triebel avec quelques propriétes de base (injections, densité...).



Chapitre 1

Espaces de Herz

L’objet de ce chapitre est de rappeler quelques définitions et notations essentielles des

espaces de Herz classiques avec quelques propriétés principales.

1.1 Définitions

Nous commencons par une définition de ’espace de Herz homogéne et non homogéne.

Pour simplifier I’écriture, on a la notation suivante

Byi=B(0,2"), Ry=Bi\Bi1 et x,=Xg,, keZ

Définition 1.1.1 Soit a € R,0 < p,q < o0

(i) On définit l’espace de Herz homogéne par

Ko (R = {f € Ll R\ {0}) : | gy, qany < 0}

avec

1
+o00 q
||f||f<gq(Rn) = ( Z gked ||ka||Z) < 0.

k=—00

(11) On définit l’espace de Herz non homogéne par
Ky y(R") = {f € LB < 1 fllgg g < 00}
avec

||fHKqu(]Rn) = ”fHLP(R") + ||f‘|kqu(Rn) :

Avec les modifications lorsque p = oo et /ou q = 0.



1.2. Quleques résultas dans ’espace de Herz

1.2 Quleques résultas dans ’espace de Herz

Dans cette section, nous présentons quelques résultats dans I’espace de Herz.

1.2.1 Inclusions et quelques remarques

Dans cette partie, nous présentons quelques remarques et inclusions dans ’espace de Herz

classique.
Proposition 1.2.1 ([1]) Soient 0 < p < oo, € R et q,0 € ]0,00]. Si ¢ > 0, alors
Go(R") — Kp (R").
Preuve. L’injection précédente est une conséquence simple de I'injection
0% (LP) — (7 (LP).
|

Remarque 1.2.1 Les espaces K;fq(R”)et Ky (R") sont des espaces quasi-Banach
et st min(p,q) > 1, alors Kgfq(R”)et Ky (R") sont des espaces de Banach.

La relation entre Herz homogéne et non homogéne est donnée par
K, (R") = K;q(]R”) N LP(R™), pour tout a € R et 0 < ¢ < o0 et 0 < p < 0.

La proposition suivante est sa preuve dans [1], lorsque I’exposent p est constant.

1

Proposition 1.2.2 Soient a € R,0 < pg,p1 < 00 et g € (0,00]. Si po < py et pio -

alors
n _ n
.+t 70

P1 o
Kpi 4 — K,

Po,q°

.o
3 ro P1
Preuve. Soit f € K, 4

1

+o00 q
1l , = (Z 2o IIkaH;ZO> ,

k=—o00



1.2. Quleques résultas dans ’espace de Herz

et par inégalité de Holder dans L,,(R"), on a I'estimation suivante

400 %
_ k q
_— (z qukanm)

1]
k=00
+ 1
00 1 1 1 1
< 2k:ozq fX q Y q avee L= L 41
(k:Zoo X1y el =g
+o0 1
a+n/po—n q
< c ( Z ||2k( +n/po /Pl)kaHm) — HfHK”%‘%
k:_oo P1-.9 .

1.2.2 Décomposition atomique des espaces de Herz classiques

La décomposition atomique joue un réle fondamental dans ’analyse harmonique, c¢’est un
outil puissant pour traiter les théorémes de dualité, les théorémes d’interpolation et certaines
inégalités fondamentales dans I’analyse harmonique.

La décomposition atomique est I'une des méthodes les plus importantes pour étudier la
bornitude de certains opérateurs sur les espaces de Herz.

Tout d’abord, nous présentons la notation de base de la décomposition atomique.

Définition 1.2.1 Soient 0 < a < 00,5 > 0, p € [1,00[. Une fonction a est dite («, p)-atome
central, si

(i) suppa C B(0,7) = {z € R" : |z| < r},7 > 0.

(it) |all, < [B(0,7)[~*/,

(iii) [on ¥Pa(z)dz =0, |B] <s.

Pour montrer quelques résultats dans ce mémoire, Nous avons besoin le lemme de Hardy

suivant.

Lemme 1.2.1 ([3]) Soient 0 < a <1 et 0 < q < 0o. Soit {e}},c, une suite des nombres
réelles positifs, tels que

H{gk}kezneq =1 < oo



1.2. Quleques résultas dans ’espace de Herz

Alors la suite {5k D0k = Dk ak_jej} et {nk Me = ik aj_kej} appartient a (7, et
= kez = kez
{0k ezl + [H{mdrezll < 1.

avec ¢ > 0 dépendant uniquement par a et q.

Maintenant, nous établissons la caractérisation des espaces K, (R™) en termes de décom-
positions atomiques centrales, ce qui permet d’étudier la bornitude de quelques opérateurs

sSur ces espaces.

Théoréme 1.2.1 ([6]) Soient 0 < o < 00, 0 < p < o0, et q € ]0,400[. Alors les deux
assertions suivante sont équivalentes
(i)- f € Kp  (R")

(i1)- f peut représenter par

= > g (), (1.2.1)

k=—o00

ot les séries sont convergentes au sens de distributions, A\ > 0, chaque ay est un (o, p)-

atome central de support Contenu dans By, et

<Z IAk\q> < Clfll g, @y -

k=—o00

De plus, les normes Hf||Ka (rny €t inf( e PYAL )(11 sont équivalentes ou le minimum pris

dans toutes les décompositions de f comme dans (1.2.1).

Preuve. Notre preuve utilise partiellement certaines techniques de décomposition déja
utilisées dans [10]. Nous prouvons premiérement (i) implique (ii). Pour toute f € K, (R"),

on écrit

fla) = > fl@) (@)

k=—o00
_ Z 2 | fl, L2 () M f Z Axa (@
k=—o00

ol N\ = szankaet ay (1) = ;,fj|)|+;” Il est clair que suppay C By, et

lall, = 27"



1.2. Quleques résultas dans ’espace de Herz

Ainsi, chacun a; est un (o, p)-atome central avec le support inclu dans By et

(f W); - (f Hﬁakaui);

k=—00 k=—o00

= g, e -

—+o00

e o Ak () une décomposition de

Nous montrons que (ii) implique (i). Soit f(x) = >
f qui satisfait I'hypothése (ii) du théoreme 1.2.1. Pour chaque j € Z, par I'inégalité de
Minkowski

151, < D Pl llaxll, - (1.2.2)
k=j

En utilisant la formule (1.2.2), on trouve

+oo q %
1y, ) = (Z (2% ||ka||p)>

k=—0o0
+00 +00 a\ 3
< C(Z 2k Z|/\j|||aj||p) )
k=—o00 =k
+00 400 a\ 3
< o 32 (Smimosre) )
k=—o00 =k
+00 +00 ' a\ 7
< o[ S (Snirer) )
k=—00 =k
+00 -1 q %
< c(Z <Z|Aj|2<fk>a>> .
k=—oco \j=k

Et comme 0 < a < 00, donc par le lemme de Hardy avec 0 < a = 27% < 1, nous avons

+oo -1 q % +00 é
( > ( |)\j|2_(j_k)a> ) sc ( > |>\j|q> :
k=—oco \j=k k=—o00

+oo %
1£ 1l kg oy Sc<2 |Ak|q) :

k=—0o0

Conclusion

La preuve est déterminée. m



1.2. Quleques résultas dans ’espace de Herz

1.2.3 Opérateurs intégraux du type Caldéron-Zygmund

Dans cette section, on va étudier la continuité des opérateurs intégraux du type Caldéron-

Zygmund sur les espaces de Herz.

Définitions

Premiérement, on donne la définition d’'un opérateur intégraux du type Caldéron-Zygmund,

puis on donne quelques résultats dans espaces de Herz classiques.

Définition 1.2.2 Un opérateur est dit opérateur de Caldéron-Zygmund de noyau K s’il est

borné dans L? et

Tf(x)= | K(x—y)f(y)dy.

Rn
Soit T" un opérateur de Calderén-Zygmund de noyan K (z) € C* loin de l'origine, satisfait
1- |K(z)] < clz[ ™", siz #0,
I . N
2- aa? (K(I’—y) —K(l'))‘ S Cﬁmn—'k% S1 |ZL‘| Z 2|y|7 ou B = (61762"'aﬂn) est un

multi-indice.

Définition 1.2.3 Un opérateur T est dit sous-linéaire s’il satisfait la condition

mwls [

R ’l’ - ?J’n

dy, ¢ supp f (1.2.3)

pour toute fonction intégrable f de support compact.

Le théoréme suivant présente la continuité d’un opérateur sous-linéaire T sur les espaces

de Herz classiques.

Remarque 1.2.2 La condition (1.2.3) est satisfaite par plusieurs opérateurs classiques dans
l’analyse Harmonique, comme [’opérateur de Calderdn-Zygmund, [’opérateur maximal de
Carleson et l’opérateur mazimal de Hardy-Littlewood. Alors on conclut que les opérateurs

de Calderén-Zygmund sont des opérateurs bornés sur les espaces de Herz.
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Continuité des opérateurs de type Caldéron-Zygmund sur l’espaces de Herz

classiques

On présente dans cette section la continuité des opérateurs T satisfait la condition (1.2.3) (en

particulier les opérateurs de type Caldéron-Zygmund) sur les espaces de Herz non homogene.

Théoréme 1.2.2 ([1]) Soient 0 < g <00, 1 <p<00,0<a< o0

n 1

——<a<n(l—-). (1.2.4)
p p

Chaque opérateur sous-linéaire T satisfait la condition (1.2.3). Si T est un opérateur borné

sur LP(R"), alorsT est aussi borné sur K (R").

Preuve. Notre preuve utilise partiellement certaines techniques de décomposition déja
utilisées dans [1].

lorsque p est un exposent fixé. Nous divisons I'operateur en

TH@] S IT (Fxs) @1+ 1T (Frs, s ) @1+ 1T (1xz,) @1+ T (s, ) @

avec

Ry = {z eR" : 2k=2 < |x|<2k+2},k€N

¢ Estimation de ’I(fXB%) .

Pour = € Ry et y € B_5, nous avons |z — y| > |z| — |y| > 272, alors

T(frp,) @] S27 / @)l dy,

B_»2

Par I'inégalité de Holder, la derniére estimation est majorée par

T @] £ 27 s, e

S 27 x|

P

P T € Ry

avec une constante indépendante de k et x, en prenant la norme LP, on obtient

2 T (Fs) |, S 2507 sl
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ol nous avons utilise
1T (Pxs) |, ~ 1Rl P~ 27,

en prenant maintenant la quasi-norme £? et en observant que

1xs 0, < (1 xsll, -

on obtient .\

(ZQk“q||XkI(fxB H) < collFxall, < collfls,

k>1
avec

= 3 halents) < oo

k>1
En tenant compte de I'hypotheése (1.2.4).

e Estimation de T(fXBk_Q\B_2> .
Soient £ € N et x € Ry, alors

(P £ [ el @l
By _2\B-2

- ¥ /|:c—y| (v)|dy.

—1<j<k-2

Pour estimer la derniére intégrale nous notons que |z — y| > |z|—|y| > %, siz € R,y € Rj,

d’ol nous arrivons a I'inégalité

2ka

T(fasans) @) s 3 260 [ f ) )dy, a € R

~1<j<k—2

L’inégalité de Holder implique que
[ 1wl @y <2, I,
Rn
Prendre la norme L (par rapport a = ) dans l’estimation précédente, on a

D S T

—1<j<k—2

2ka

T (Fo_ss) o el

1 1
~ Rt [l = [R[7

”Xj »

10



1.2. Quleques résultas dans ’espace de Herz

Donc pour chaque k£ € N, on a

2ka

WT (Poes)| 5 5 269520 |y,

P igi<k—2

Notons que 6 = a —n + %, et en prenant maintenant le quasi-norme /%, on obtient

{Z okaq Xi T (fXBk,Z\B_2> ;}
k>1

E>1 \—1<j<k—2

q
S ] R P T R W LY R

k>1 —1<<k—2

Puisque « est fixé et x_;, xo < Xxp,, la coté droite de la derniére inégalité est bornée par

o Fral {z ( S oy fojup) } |

E>1 \1<j<k

Avec ¢l = 2k < 400, par hypothése (1.2.4), le lemme de Hardy est donne
0 k>1

Xi T (fXBK,Q\B,g)

s vl {2

j>1
= 1fllg, -

-

k>1

e Estimation de T(fXRk) .

Puisque T est borné¢ sur L? (R") et x5 = 25271 Xkt j»

2
T x) xell, S N7 ) xall, S 10X S D2 1

j=—1

P 9

11



1.2. Quleques résultas dans ’espace de Herz

en prenant la quasi-norme, on obtient

-

q

T (fxz,) xkllf,}

k>1
1
T T ]
k>1 —1<j<2
1
q
S {HonHZJrZZ(k1)“q||ka1||f,+ > D> 2 foiug}
k>2 0<j<2 i>1
1
q
S foBoHp+{Z?l“qnfxiug}
1>1

= [ fllg, -

e Estimation de T(fXWL\BkH) )
Soient k € N et z € R,

(P @5 [ s @ld= 3 [ el @l

j>k+3

Notons que |z —y| > 2/7® pour € Ry et y € R;, nous appliquons 'inégalité de Holder

pour obtenir I'estimation

2ka

Xi T <fX]Rn\BK+2> Hp < Z 2(k—j)(a+i)2ja HfXJ'HP'
j>k+3

Comme o + % > 0 par (1.2.4), nous appliquons le lemme de Hardy, on obtient

{5 (saoepon g, ) |

1
gkaa ||y T e
Z Xk 4 fXJRn\Bk+2
k>1 p

k>1 \j>1
1
q
< {Zwaqnmug}
i>1
S s,

Rappellent la définition de ||f|| ;. , il reste de montrer que !
p,q

(T5) xaol, < 1 llicg,» pOUX

compléter la preuve

Tf(2)] <

T (fxs,) (@)] +|T(fx1) ()| +

T (fX]R"\B1> (x)} .

12



1.2. Quleques résultas dans ’espace de Herz

Par I'hypothése T est borné sur L” (R™), on sépare les trois termes, telles que
||i,F (fXO) XBO||p N ||i,F (fXBO) Hp S HfXBOHP S ||f||Kgq )

1T () X, S 1T D, S 25 1l < 11, -

pour le terme reste nous notons que |xr — y| > 282 1 € By,y € R;

T (fxemm) (@) D27 y)l dy,
k>2
appliquant I'inégalité de Holder, on trouve

|T(fXR"\Bl)(x)‘ S 22 Qka”kaH

k>2

< e ,
S csup 1, -
telle que

01_22 a+f

k>2

comme « + % > 0, alors

T (Fxemm) xsoll S 2 (£, s l,
< g, -

Ce qui termine la preuve. m

13



Chapitre 2

Espaces de Lizorkin-Triebel

L’objet de ce chapitre est de rappeler quelques définitions et notations essentielles des espaces
de Lizorkin-Triebel classiques avec quelques propriétés principales.
Nous commencerons par rappeler la définition de la décomposition de Littlewood-Paley

d’une distribution tempérée.

2.1 Décomposition de Littlewood-Paley

Nous allons rappeler la définition de la décomposition de Lettlewood-Paley d’une distribu-

tion tempérée .

Soit ¢ € S(R"), telle que

(i) suppp C{£ e R": 1 < |¢] < 3}.
(i) ¢(€) > 0 pour 1 < |¢ <3,

(i) Tp(279€) = 1 pour £ € R"\ {0}

jez
On pose ¢(&) = 1 — >_¢(277€), on obtient une fonction ¢ € C*°(R™), portée par la boule
Jj=1
€] < 3.

Dans tout ce qui suite, on fixe la partition de 'unité qui résulte.

(&) + 290(2_36) =1 pour toute £ € R".

Jj=1

14



2.1. Décomposition de Littlewood-Paley

A cette partition, on associe une suite d’opérateurs de convolution A; : S'(R") — C®(R"),

définis par

F(AS)(E) = 927" Ff(€), powr k>1
et

F(Bof) (&) = d(E)Ff(&).

On définit de méme les opérateurs (); par

F(Q;f)(€) = ¢(277€)Ff(€) pour j > 1.

Pour toute f € S'(R"), la décompositon de Littlewood-Paley de f est alors I'identité
F=Y Af. (2.1.1)
j=0

La série (2.1.1) converge au sens des distributions tempérées. (2.1.1) peut s’écrire aussi sous

la forme

F=Quf+ > Af (2.1.2)

j>k+1

valable pour toute f € S'(R") et k € N .
Ici on donne un autre exemple sur la décomposition de I'unité.

Exemple 2.1.1 Soit ¢ une fonction dans S(R™), telle que 0 < (z) < 1,et

1 pour |z|<1

(z) =
0 pour |x|>3/2

On définit le systeme {goj(~)}j>0 par

eola) = (o)
pil@) = ¥(3) - vl

SOj(x) = 901(217%)7

15



2.2. Espaces de Lizorkin-Triebel

on trouve
M T
Zgoj(a:) = w(Q—M) pour M =0,1,2....
j=0

et

S ey(a) = w(0) = 1.

2.2 Espaces de Lizorkin-Triebel

L’espace de Lizorkin-Triebel est une généralisation des epaces de petontiel de Bessel. on

commence cette section par la définition de ces espaces.

Définition 2.2.1 Soient s € R,p € ]0,00[ et q € ]0.00]. F; est I’ensemble des f € S'(R"),

telles que

(ZZqu|Ajf|q)% < oo pour q# o0

J=0

4

1£llgy, =
sup(29 A, f))

320

<00 pour @ =00

l

2.3 Quleques résultas dans I’espaces de Lizorkin-Triebel

p

Dans cette section, nous donnons quelques résultats sur espaces de Lizorkin-Triebel .

Remarque 2.3.1 ([7]) Outre l’égalité triviale lorsque p = q, alors l'espace de Lizorkin-
Triebel coincide sur l’espace de Besov. Nous avons toujours la diversité. Plus exactement,
il tient

Fov = F%2  gmplique que S = So,p1 = po et q1 = qo.

p1,91 P2,92

2.3.1 Inclusions

Dans cette sous-section, nous rappelons quelques égalités et inclusions au sens des normes

dans l'espace F; (R").

16



2.3. Quleques résultas dans ’espaces de Lizorkin-Triebel

Proposition 2.3.1 On a les propriétés suivantes :

- F)y (R*) = LP (R*),1 <p<oo (Iespace de Lebesgue),

-FBRY) =W (RY), 1 <p<oo etme N (’espace de Sobolev ),
(R =B (R"),1<p<oo etseR (’espace de Besov ),
-, (R")=Hy(R"),1<p<oo etseR (Uespace de potentiel de Bessel ).

Preuve. Voir le livre de Hans- Triebel [7]. =

Proposition 2.3.2 Soit € > 0 et supposons qy < q1. Alors
1-
Fygo (R") — F7 . (R™),

y2r p,q1

Fy (B7) — By, (B
3- Soient py < ps et 51 — pﬂl = 859 — pﬂz, alors
Fr (R") — F>2 (R").

P1,9 p2,q9

Preuve. L’injection (i) c’est une consequence simple de l-injection suivante dans ¢4
00— fu,

Pour l'injection (ii), on a

(29 A, f)h

Jj=0

P

= Qe A

Jj>0 p
< s (S oy
7>0 >0 »
< |lsup(2¢F9 A fD)|| car £ — ¢
Jj=0 P
= ez -

De méme pour (iii) m

17



2.3. Quleques résultas dans ’espaces de Lizorkin-Triebel

Proposition 2.3.3 Pour s € R,0<g<o0 et 0<p < o0, alors
S(R") — F;, — S (R"),

et plus S (R™) est dense dans F? _ si q < oo.

p.q

Définition 2.3.1 On dit que l'espace de Lizorkin-Triebel F; (R") est une Algébre s’il

existe une constant C' > 0, telle que

I.f-9]

sz, < Clf

s gl Fs
Fq 9 g0

pour toutes [ et g appartiennent a F;, (R™).
Proposition 2.3.4 Pour sc R,0 < p < 00,0 < q <00, on a
(1) = (2)=06)

telle que
(1) Fy,

(2) F}, = Loo,

(3)s>23 ou s=7 et0<p<1

est algébre,

2.3.2 Interpolation (compléxe)

Un espace d’interpolation ou espace interpolé est un espace qui se trouve entre deux autres
espaces. qui sert comme un outil pour étudier certaine proprietes des opérateurs. dans cette
section on présente quelques résultats connus sur 'interpolation des espaces de Lizorkin-

triebel.

Définition 2.3.2 Soient Ay, A: deux espace de Banach 0 < 6 < 1.

On dit que a € A = (Ao, Av), si et seulement s’il existe une fonction f = f(z), ou
z = x + 1y, telle que

1- f(z) est analytique sur la bande 0 < x < 1 et a valeur dans Ay + Ai, continue et
bornée sur la bonde {z € C:0 <z <1}.

2- f (iy) est continue et bornée sur Ay.

18



2.3. Quleques résultas dans ’espaces de Lizorkin-Triebel

3- f(1+iy) est continue et bornée sur A;.

4- f tend vers 0 si |y| — oo.
5-a=f(0).

On muni Ajg par la norme

lalligy = inf max (sup [|£ (i) |lag, sup [|f (1 + i) [la,)
Remarque 2.3.2 Ay est dit un espace d’interpolation de l’espace de Banach.

Théoréme 2.3.1 Soit —0co < sp < s1 < +00,0 < qo,q1,9 < 00, et 0 < 0 < 1.51 0 <

Do, P1 < 0O etsz'5:(1—0)50—1-931,%:1]);09—#1%,%zlq;oe—l—(%. Alors

(Fonao (R, Fl gy (R)), = By (RT).

Pp1,91
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Chapitre 3

Espaces de Herz-type Lizorkin-Triebel

Dans ce chapitre, nous présentons les espaces Herz type Lizorkin-Triebel ot nous donnons
certaines propriétés de base dans ces espaces. En particulier, nous présentons quelques

résultats de D. Drihem dans [2].

3.1 Définitions des espaces de Herz-type Lizorkin-Triebel

Nous allons commencer & donner la définition des espaces de Herz-type Lizorkin-Triebel

et nous présentons quelques propriétés sur ces espaces.

Définition 3.1.1 Soient a,s € R et 0 < p,q,5 < oo. L’espace de Herz-type Lizorkin-
Triebel Kgng (R™) est I’ensemble des fonctions f € S’'(R™).
(i) On définit l’espace de Herz homogéne type Lizorkin-Triebel par

/1

. )
_ j B
Kg, FiRn) = (ZO 277 |0 | ) < o0,
J:

Kz?,q (Rn)

(i) On définit l’espace de Herz non homogéne type Lizorkin-Triebel par

_ js B
KgoF5(R") — (Z()?J 712 f] ) < 00,
J:

K}?,q (Rn)

[

/]

Avec la modification évidente si § = oo.

20



3.1. Définitions des espaces de Herz-type Lizorkin-Triebel

Remarque 3.1.1 (i) Pour s c R0 <g<ooet0< <00, 0na
K9 Fj(R") = K F (R") = F 5 (R").

(ii) Les espaces de Herz type Lizorkin-Triebel K gl sont des espace quasi-Banach et sont

Banach sip,q,3 > 1.

Le résultat suivant présente que les espaces de Herz-type Lizorkin-Triebel sont indépen-
dent du choix de la décomposition de 1'unité, c-a-dire si {goj }jZO’ {wj }jZO deux décompo-

sitions de 'unité avec o + 2 > 0, alors
q )

Théoréme 3.1.1 ([13]) Soient ¢ = {cpj };0 et p = {1/)] };‘;0 deuz décompositions de
Punités. Sis e R,0< <00,0<q¢<00,0<p<o0 eta—|—§>0 alors

y w y 5 y (e S n
(i) “f”gog’ng(R") et || f]I o F3(n) sont des quasi normes équivalentes sur K F3 (R"),

. Qp ’lz) . z N (8% n
Y . et . sont des quasi normes équivalentes sur K F R
Pour la démonstration du théoréme nous avons besoin le lemme suivant

Lemme 3.1.1 ([13]) Soient 0 < 8 < 00,0 < p,q < oo et Q@ = {Q;},, une suite de
sous-ensembles compacts de R" et f; € LP(§);) pour j € Ny. soit d; le diametre de ;. Si

Q + >0 et p> %+ max(a+n/q, alors il existe une constante c, telle que

mln,Bq )’

H (F 1M 5 £5) 5

<161,

. i), .
K, (t9) i)z K (09)

Pour tout (Mj),-, € H% et tout (f;) -, € Kﬁq(ﬂﬁ).

Preuve du théoréme. 3.1.1 Concernant (i). Il est facile de voir que | f H}'}ﬁq F3(®n) et

J20

HfHﬁa JF5(E) sont deux quasi-normes.
Pour (ii). Il est suffisant de montrer que pour tout f € K7 Fj (R"), telle que ”wa Fi®n)
est finie, on a
® <c 1/)
10y < Mg
avec ¢ > 0. Par le changement de roles de 1 et ¢ on obteint le résultat. St ¢_, =0, on a

k=1
901; = 901; Z wv+k7

k=—1
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3.1. Définitions des espaces de Herz-type Lizorkin-Triebel

pour tout v € Ny. Par la proprietes de la transformée de Fourier

k=1
Flogef=3 Flo«F W, *f.
k=—1
Fizons 0 < r < min(q, 3), tel que
—-n (1 1)
—<a<n(---),
q r q
et on choisit ausst
S
=3

Si on remplace f; et M; dans le lemme précédent, on obtient

|F e e F i 1) g

K. (¢9) <c|e. (Qv')vonH% [ fvEUHKqu(eﬁ)'

Et comme (¢,),>, une décomposition de l'unité, alors

H(Pv <2U')v20||H% < 400,

1l existe une constante positive ¢ sachant que pour tout r = —1,0,+1, on a

|F e e P 1)

g, (69) <[l F o x fvonK&M) '

On utilise le lemme précédent, on trouve

1
Hf”ipgz’ng(Rn) = <Z 2‘78/8 |A.7f|ﬁ>
=0
’ K (e9)
— 2v3f71 *
( ()OU f)’l)ZO Kg,q(eﬁ)
k=1
= (2”8 > F ok F T # f)
k=-—1 v>0 Kﬁq(zﬁ)
vs ——1 —1
< e @ F e F e Dol
vs ——1
< cf2nF ¢v+k*fv20Hkgq(eﬁ)
<

Y
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3.2. Inclusions

3.2 Inclusions

Le théoréme suivant donne quelques résultats congernant les injections dans les espaces de

Herz type Lizorkin-Triebel .

Théoréme 3.2.1 ([2]) Sotent s € R,0 <p,g< o0 eta+ >0
(1) Si 0 < By < By < 00, alors
K;qugl (R") — quFEQ (R™).
(17) Si0 < 81,85 <00 et e >0, alors
Ko 5P (R") — K¢ Fj, (R").
(13i) S1 0 < p; < py < 00, alors
Ky, oF5 (RY) — K, 15 (RY).

() Si0 < q < g < o0, alors

Ko F3(R") — K] F5(R").

p,q2 p:q1

our:a—n(qil—q%).

Preuve. (i)-

L’injection (i) ¢’est une conséquence de l'injection
gﬁl (SN £132'

(ii)- Soit f € K¢, F5™ (R")

I llicg, e, = (|2 F 00 f) 15
- H (2U5f_190v * f)vZO

-l

Kg o (072)

5 .
P2 K,

v>01| g2 Kgq

IN

csup || (26T F T, x f

>0 )HKgq

VAN

C

@O0 )

> ) .
’U_O eﬁ2 (Kg,q)
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3.2. Inclusions

(iii)- La troisiéme injection est une consequence de l'injection

Koc

(Rn) - KI?; q

(R").

P1,9

(iv)- Soit f € Kl‘j% F§ (R"). Si en appliquant I'inégalité de Bernstein dans I'espace de Herz,

on trouve
[ F o, %
alors
||f||K;’q1F§
[]

il

<o) H]—“flgpv * f||

B BY) Kg gy (B)
2" F 6,5 f) |
( )’UZO Kg,ql (ZB)
<2v(a—n(ﬁ—é))f—lspv * f) -
20N kg, (69)
2 F 0, f) o,
( )1)20 Kqu (Z*B)

HfHKg’QZFBS'

Théoréme 3.2.2 ([13]) Soient s € R,0 < p,q,3 < 00, et o + 7> 0. Alors on a

S(R™) — K2 F5 — S'(R).

(3.2.1)

Preuve. Soit f € S(R") et p = {goj}oozo une décomposition de I'unité.

J

On rappel que la transformation de Fourier est une bijection définie sur S (R™) dans

lui-méme, en particulier la topologie de S (R") engendrée par Py (Fp) avec N € N . Si L,

M et N sont des nombres naturels suffisamment grands, alors

1%, n = |sup| 27, Ff|
e J g,
| 1
< supll| 2 (L4 |2*) F o, F f e ||z
j (1+ |z|%) ks,

< esup2® [|[FH (L4 (—A)) 9, F f]

J
< esup 2 [|(1+ (=A)°) Ff|,,

J
< o+ 2™ (14 (=A%) ¢, Ff |l < epn (FF).
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3.2. Inclusions

On rappel que si a — 4L—|—§ < 0,o0n a

Sl

1 +oo 14
_ = okpa / ——dx
2\ 2L Z 2Lq
k)l L Ve +r DR
0 12Y %
< ghva / S
k:zoo Ok 1+| | 22k J
2\ 3

{r Lt

k=1

1 1
0 P —+o00 P
= { 3 2kp(a—4ﬂ+z>} + {Z 2kp<a—4L+Z>}
k=—oo k=0
< ¢ < oo.

La preuve de la deuxiéme injection est similaire a celle de 1’étape 5 dans [7, Page 49] =
Le lemme suivant est la version de 'inégalité de Plancherel-Polya-Nikolskij en Kgq (In-

égalité de Berntein) peut étre trouvée dans [2].

Lemme 3.2.1 Soient aj, a5 € R et 0 < s,p,q,r < 0o. On suppose que a; +n/s > 0,0 <
g < s<oo etay>ar. Alors il existe une constante positive ¢ > 0 independente de R, telle

que pour tout f € Kl‘iz NS'(R") de supp Ff € B(0,R), on a
||f||K?$ < ¢ RM/an/stea—a ||f||K§"fI 7

ot
r 8t Qg = Qj
=

P St Qg > Q.

Le lemme suivant aussi joue un roéle essentiel dans la preuve du théoréme suivant.
Lemme 3.2.2 ([2]) Soient les nombres réelles s; < so donnés, et o €]|0;1[. Pour
0<qg< 400
il existe ¢ > 0, tel que

| {2t} i< {2995} 10 10 {200 s, |61

valable pour toute suite {2507 aj}en, dans £
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3.2. Inclusions

Théoréme 3.2.3 ([2]) Soient a1, as,51,82 € R0 < s,p,q,1,8 < 00,00 +n/s > 0 et

as +n/q > 0. Supposons que

s1—n/s—a; < ss—n/qg— as. (3.2.2)
tel que
as+n/g = ap+n/s, 0<s<g<o ou bien
as+n/qg > a;+n/s, max(0,a; +n/s) < as < (a1 +n/s) % - Z,
alors

K2F2 — KOFs
s,T :

0,q" o

Preuve. Soit f € Kg“zFoso? Le cas as +n/q = a1 +n/s et s < ¢ peuvent étre trouvés

dans [13]. L’aidé de deuxiéme cas est de [4].

Soit so = sg —n/q — ay puisque as + n/q > a; +n/s, il existe o € ]0, 1] pour que
o(n/q+ az) = a3 +n/s.
Par conséquent

oss+(1—0)sgy = osa+(1—0)(s2—n/qg— as)
> s1—n/s—a;+o(n/qg+a)

= S1.
Le lemme 3.2.2 donne pour tout k£ € Z et x € R;.

|| {ZSlejf (x)}jzo ”f‘x’
< {20 (@)} o el {27705 f (2)} 150 =7 -

D’aprés le lemme 3.2.1, nous abtenons pour tout z € R™", as > 0 et 0 < p,q < o0,
. Jj(a2+n/q) . o
| Ajf () [< O8O A f (2) [l o -

Donc

{278, f (@)} o, le=< C Nl f llgazre -
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3.2. Inclusions

puisque 1/os=1/q+ (g —ay/0) /n et as > a;1/o, et 'inégalite de Holder donne

2 {28} e i
24 |1 {2921} lew X 1%

< gkoaz ||H {2S2jAjf}j€N0 Heoo Xk ||Z :

Par 'injection Kgfl — Kgg’q (car p(az +n/q) < r(a; +n/s)), la derniére expression en

/,-norme est bornée par

I {2 A0} ey Nz,
el {278 f } ey el o

<
< el f e pe -

Remarque 3.2.1 Sia; = ay; =0, p = q et r = s, le théoréme précédent se réduit o un

résultat connu sur F; . Aussi sous l'hypothése de ce théoréme, nous avons s, < Ss.

Théoréme 3.2.4 ([2]) Soient a,s1,82 € R,0 < s,p,q < 00,81 —n/s < s —n/qg— « et
0< 8 <o0.

Si0<s,pg<ooeta>0,telquen/s—n/qg<a<n/p—n/q, alors

K F52 s oL

p,g— o0

Preuve. Pour montrer le théoréme 3.2.4 il suffit de poser a; = 0 et r = s dans le
théoreme 3.2.3 car K F3'(R") = F,,(R"). m
Soit § = max(1,¢). En utilisant les théorémes précédents, nous avons la conséquence

suivante.

Proposition 3.2.1 ([2]) Soient 0 < o < n(é — é),() < 8,pqg < o0 et < f < oo Si

(s>n/g—n+aetd < qg<1) ou (s> aetl < q<o0). Alors

K F3(R") — LI(R").
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Conclusion

L’objectif de ce travail est d’étudier les espaces de Herz type Lizorkin-Triebel. Comme
ces espaces (Herz, Lizorkin-Triebel et Herz type Lizorkin-Triebel) sont des généralisations
des espaces de Lebesgue classiques.La théorie de ces espaces joue un réle important dans
I’analyse fonctionnelle, la théorie de équations aux dérivées partielles et mécanique des
fluides. En fait,la plusieur de propriétés dans les espaces classiques de Lebesgue ont été

généralisées aux ces espaces.
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Résume :

Dans ce mémoire, nous avons étudié les espaces de Herz et de
ou nous avons donné certaines propriétés de Lizorkine-Triebel classiques,
base de ces espaces .

Finalement, nous avons étudié les espaces de Herz —type Lizorkine-
Triebel.

Mots clés : Espaces de Herz, Espaces de Lizorkine-Triebel, Espaces de Herz
type de Lizorkine-Triebel.

Abstract :

In this memory, we studied Herz and Lizorkine-Triebel spaces classic
where we mentioned some basic properties of these spaces.
Finally, we studied Herz-type Lizorkine-Triebel spaces.

Key words: Herz spaces, Lizorkine-Triebel spaces, Herz-type Lizorkine-
Triebel.
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