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Notations

� Pour � 2 Nn; j�j = �1 + �2 + ::::+ �n:

� La dérivée partielle @j�jf
@�1x1:::::@�nxn

est notée @�f:

� Pour x; � 2 Rn, alors x � � =
nP
i=1

xi�i est le produit scalaire usuel sur Rn:

� Soient A1 et A2 deux espaces, on dit que A1 ,! A2 s�il existe c > 0; telle que

kfkA2 � c kfkA1 ; (8f 2 A1) :

� p0 est l�exposant conjugué de p où 1
p
+ 1

p0 = 1:

�B(x; r); la boule de centre x et de rayon r; dé�nit par

B(x; r) = fy 2 Rn : jy � xj � rg :

�Bk := B(0; 2k) ; Rk := Bk nBk�1 et �k = �Rk ; k 2 Z:
� Si f : Rn 7! C; supp f est le support de f; telle que

supp f = fx 2 R; f (x) 6= 0g:

� E 0 est l�espace dual de E:
� Soit 0 < p <1; Lp l�espace des fonctions mesurables f; telle que

kfkLp =
�Z

Rn
jf(x)jp dx

� 1
p

<1:

� Soient 
 � Rn; 0 < p � 1 , on dé�nit Lploc (
) par

Lploc (
) := ff muserabe : f 2 Lp (K) pour tout K � 
, K compactg :

� Nous utilisons c pour di¤érentes constantes positives, c�est-à-dire une constante dont la
valeur peut varier d�une apparence à l�autre.
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Notations

� On dé�nit la transformée de Fourier d�une fonction f 2 L1(Rn) par

F(f)(�) = (2�)�n=2
Z
Rn
e�ix��f(x)dx:

Son inverse est notéF�1; F et F�1 sont étendus à l�espace de Schwartz S(Rn) de la manière
habituelle.

� `q : est l�espace des suites fakgk2N ; telle que



fakgk2N

`q =
 1X
k=0

jakjq
! 1

q

<1:

� Soient 0 < p � 1; 0 < q <1; alors `q(Lp) est l�espace des suites ffkgk2N � S 0 (Rn) ; telle
que 

ffkgk2N

`q(Lp) =

 1X
k=0

kfk(x)kqp

! 1
q

<1:

� S(Rn) : l�espace des fonctions C1(Rn) à décroissances rapides .
� S 0(Rn) : l�espace des distributions tempérées.
� Soit E un ensemble, on dé�nit

�E (x) =

8<: 1; si x 2 E
0; si x =2 E

:

� . : Inférieure ou équivalente (< ou �) :
� Hs

2(Rn) est l�espace de potentiel de Bessel dé�nit par

Hs
2(Rn) =

n
f 2 S 0(Rn) : kfkHs

2
=


(1 + jxj2) s2Ff



L2
< +1

o
:

�Wn
p (Espace de Sobolev ) est l�espace des fonctions f 2 Lp (Rn)

kfkWn
p
=
X
j�j�m

k@�fkp <1 (1 � p � 1;m = 1; 2; 3:::)
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Introduction

Les espaces fonctionnels ont une longue histoire. Ils jouent un rôle important dans les

mathématiques classiques et modernes. Les espaces dont les éléments sont des fonctions con-

tinues ou di¤érentiables ou p-intégrables sont intéressants en eux-mêmes. Ce sont également

des outils utiles pour l�étude des équations di¤érentielles ordinaires et partielles. Depuis les

années trente, les espaces fonctionnels ont été utilisés dans la théorie des équations aux

dérivées partielles, par exemple les espaces de Sobolev. En les années cinquante et soixante

de nombreux nouveaux espaces ont été créés, e. g. Espaces de Besov, Lizorkin-Triebel,

Herz.....

Ce mémoire constitu une introduction à trois espaces fondamentaux de l�analyse fonc-

tionnelle, d�une part l�espace de Herz, deuxième part, espace de Lizorkin-Triebel et troisième

part l�espace Herz-type Lizorkin-Triebel.

L�histoire du premier espace remonte aux auteurs Beurling et Herz dans les années

soixante du siècle dernier. En 1964, Beurling introduisit pour la première fois une forme

fondamentale d�espaces de Herz pour étudier les algèbres de convolution qui sont maintenant

appelées les algèbres de Beurling. Plus tard en 1968, Herz généralisa ces espaces pour étudier

la convergence absolue des transformées de Fourier. Ces espaces de fonctions généralisés ne

sont que le prototype des espaces de Herz. Depuis lors, la théorie de ces espaces a connu un

développement remarquable, en partie du fait de son utilité dans des applications à d�autres

domaines des mathématiques appliquées.

Le deuxième type est les espaces de Lizorkin-Triebel F s
p;q( et de Besov B

s
p;q) dé�nis sur

Rn ou bien sur les domaines où les paramètres s, p et q nombres dé�nis par

s 2 R; 0 < p <1 et 0 < q <1:
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Notations

Ces espaces ont été introduits entre 1959 et 1975. Ils couvrent de nombreux espaces de

fonctionnelles en analyse classiques bien connus ayant leur propre histoire ( comme les Lp).

Le troisième type est espaces mixtes (Herz-type Lizorkin-Triebel), ces espaces fonction-

nelles atturés plusieur auteurs au cours des trois dernières décennies. En fait, de nombreux

résultats dans les espaces classiques ont été généralisés aux ces espaces.

Ce mémoire est organisé en trois chapitres.

En le premier et le deuxième chapitre, on s�intéresse principalement aux dé�nitions,

quelques propriétés fondamentaux et les notations essentielles des espaces de Herz et de

Lizorkin-Triebel respectivement où nous donnons aussi quelques résultats en ces espaces.

Le troisième chapitre, on rappel quelques dé�nitions et notations essentielles de l�espace

Herz-type Lizorkin-Triebel avec quelques propriétes de base (injections, densité...).

2



Chapitre 1

Espaces de Herz

L�objet de ce chapitre est de rappeler quelques dé�nitions et notations essentielles des

espaces de Herz classiques avec quelques propriétés principales.

1.1 Dé�nitions

Nous commençons par une dé�nition de l�espace de Herz homogène et non homogène.

Pour simpli�er l�écriture, on a la notation suivante

Bk := B(0; 2k) ; Rk := Bk nBk�1 et �k = �Rk ; k 2 Z:

Dé�nition 1.1.1 Soit � 2 R; 0 < p; q � 1
(i) On dé�nit l�espace de Herz homogène par

_K�
p;q(Rn) =

n
f 2 Lploc(Rnn f0g) : kfk _K�

p;q(Rn)
<1

o
;

avec

kfk _K�
p;q(Rn)

=

 
+1X

k=�1

2k�q kf�kk
q
p

! 1
q

<1:

(ii) On dé�nit l�espace de Herz non homogène par

K�
p;q(Rn) =

n
f 2 Lploc(Rn) : kfkK�

p;q(Rn)
<1

o
;

avec

kfkK�
p;q(Rn)

= kfkLp(Rn) + kfk _K�
p;q(Rn)

:

Avec les modi�cations lorsque p =1 et /ou q =1:
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1.2. Quleques résultas dans l�espace de Herz

1.2 Quleques résultas dans l�espace de Herz

Dans cette section, nous présentons quelques résultats dans l�espace de Herz.

1.2.1 Inclusions et quelques remarques

Dans cette partie, nous présentons quelques remarques et inclusions dans l�espace de Herz

classique.

Proposition 1.2.1 ([1]) Soient 0 < p <1; � 2 R et q; � 2 ]0;1]. Si q � �, alors

_K�
p;�(Rn) ,! _K�

p;q(Rn):

Preuve. L�injection précédente est une conséquence simple de l�injection

`� (Lp) ,! `p (Lp) :

Remarque 1.2.1 Les espaces _K�
p;q(Rn)et K�

p;q(Rn) sont des espaces quasi-Banach

et si min(p; q) � 1, alors _K�
p;q(Rn)et K�

p;q(Rn) sont des espaces de Banach.

La relation entre Herz homogène et non homogène est donnée par

K�
p;q(Rn) = _K�

p;q(Rn) \ Lp(Rn), pour tout � 2 R et 0 < q � 1 et 0 < p <1:

La proposition suivante est sa preuve dans [1], lorsque l�exposent p est constant.

Proposition 1.2.2 Soient � 2 R; 0 < p0; p1 < 1 et q 2 (0;1]. Si p0 � p1 et 1
p0
� 1

p1
,

alors

_K
�+ n

p0
� n
p1

p1;q ,! _K�
p0;q

:

Preuve. Soit f 2 _K
�+ n

p0
� n
p1

p1;q

kfk _K�
p0;q

=

 
+1X

k=�1

2k�q kf�kk
q
p0

! 1
q

;
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1.2. Quleques résultas dans l�espace de Herz

et par inégalité de Hölder dans Lp0(Rn); on a l�estimation suivante

kfk _K�
p0;q

=

 
+1X

k=�1

2k�q kf�kk
q
p0

! 1
q

�
 

+1X
k=�1

2k�q kf�kk
q
p1
k�kk

q
t

! 1
q

avec
1

p0
=
1

p1
+
1

t

� c

 
+1X

k=�1



2k(�+n=p0�n=p1)f�k

qp1
! 1

q

= kfk
_K
�+ n

p0
� n
p1

p1;q
:

1.2.2 Décomposition atomique des espaces de Herz classiques

La décomposition atomique joue un rôle fondamental dans l�analyse harmonique, c�est un

outil puissant pour traiter les théorèmes de dualité, les théorèmes d�interpolation et certaines

inégalités fondamentales dans l�analyse harmonique.

La décomposition atomique est l�une des méthodes les plus importantes pour étudier la

bornitude de certains opérateurs sur les espaces de Herz.

Tout d�abord, nous présentons la notation de base de la décomposition atomique.

Dé�nition 1.2.1 Soient 0 < � <1,s > 0; p 2 [1;1[ : Une fonction a est dite (�; p)-atome
central, si

(i) suppa � B(0; r) = fx 2 Rn : jxj � rg; r > 0:
(ii) kakp � jB(0; r)j��=n;
(iii)

R
Rn x

�a(x)dx = 0; j�j � s:

Pour montrer quelques résultats dans ce mémoire, Nous avons besoin le lemme de Hardy

suivant.

Lemme 1.2.1 ([3]) Soient 0 < a < 1 et 0 < q � 1. Soit f"kgk2Z une suite des nombres
réelles positifs, tels que 

f"kgk2Z

`q = I <1:

5



1.2. Quleques résultas dans l�espace de Herz

Alors la suite
n
�k : �k =

P
j�k a

k�j"j

o
k2Z

et
n
�k : �k =

P
j�k a

j�k"j

o
k2Z

appartient à `q, et

f�kgk2Z

`q + 

f�kgk2Z

`q � c I;

avec c > 0 dépendant uniquement par a et q:

Maintenant, nous établissons la caractérisation des espaces _K�
p;q (Rn) en termes de décom-

positions atomiques centrales, ce qui permet d�étudier la bornitude de quelques opérateurs

sur ces espaces.

Théorème 1.2.1 ([6]) Soient 0 < � < 1, 0 < p < 1; et q 2 ]0;+1[. Alors les deux

assertions suivante sont équivalentes

(i)- f 2 _K�
p;q (Rn)

(ii)- f peut représenter par

f (x) =
+1X

k=�1

�kak (x) ; (1.2.1)

où les séries sont convergentes au sens de distributions, �k � 0; chaque ak est un (�; p)-

atome central de support Contenu dans Bk et 
+1X

k=�1

j�kjq
! 1

q

� C kfk _K�
p;q(Rn)

:

De plus, les normes kfk _K�
p;q(Rn)

et inf(
P+1

k=�1 j�kj
q)

1
q sont équivalentes où le minimum pris

dans toutes les décompositions de f comme dans (1.2.1).

Preuve. Notre preuve utilise partiellement certaines techniques de décomposition déjà

utilisées dans [10]. Nous prouvons premièrement (i) implique (ii). Pour toute f 2 _K�
p;q (Rn),

on écrit

f (x) =

+1X
k=�1

f (x)�k (x)

=

+1X
k=�1

2k� kf�kkp
f (x)�k (x)

2k� kf�kkp
=

+1X
k=�1

�kak (x) ;

où �k =


2k�f�k

pet ak (x) = f(x)�k(x)

2k�kf�kkp
. Il est clair que suppak � Bk et

kakkp = 2�k�:

6



1.2. Quleques résultas dans l�espace de Herz

Ainsi, chacun ak est un (�; p)-atome central avec le support inclu dans Bk et 
+1X

k=�1

j�kjq
! 1

q

=

 
+1X

k=�1



2k�f�k

qp
! 1

q

= kfk _K�
p;q(Rn)

:

Nous montrons que (ii) implique (i). Soit f(x) =
P+1

k=�1 �kak (x) une décomposition de

f qui satisfait l�hypothèse (ii) du théoreme 1.2.1. Pour chaque j 2 Z, par l�inégalité de
Minkowski 

f�j

p � 1X

k=j

j�kj kakkp : (1.2.2)

En utilisant la formule (1.2.2), on trouve

kfk _K�
p;q(Rn)

=

 
+1X

k=�1

�
2k� kf�kkp

�q! 1
q

� c

 
+1X

k=�1

2k�q

 
+1X
j=k

j�jj kajkp

!q! 1
q

� c

 
+1X

k=�1

2k�q

 
+1X
j=k

j�jj jB(0; 2k)j��=n
!q! 1

q

� c

 
+1X

k=�1

2k�q

 
+1X
j=k

j�jj 2��j=n
!q! 1

q

� c

 
+1X

k=�1

 �1X
j=k

j�jj 2�(j�k)�
!q! 1

q

:

Et comme 0 < � <1, donc par le lemme de Hardy avec 0 < a = 2�� < 1, nous avons 
+1X

k=�1

 �1X
j=k

j�jj 2�(j�k)�
!q! 1

q

� c

 
+1X

k=�1

j�jjq
! 1

q

:

Conclusion

kfk _K�
p;q(Rn)

� c

 
+1X

k=�1

j�kjq
! 1

q

:

La preuve est déterminée.
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1.2. Quleques résultas dans l�espace de Herz

1.2.3 Opérateurs intégraux du type Caldéron-Zygmund

Dans cette section, on va étudier la continuité des opérateurs intégraux du type Caldéron-

Zygmund sur les espaces de Herz.

Dé�nitions

Premièrement, on donne la dé�nition d�un opérateur intégraux du type Caldéron-Zygmund,

puis on donne quelques résultats dans espaces de Herz classiques.

Dé�nition 1.2.2 Un opérateur est dit opérateur de Caldéron-Zygmund de noyau K s�il est

borné dans L2 et

Tf(x) =

Z
Rn
K(x� y)f(y)dy:

Soit T un opérateur de Calderón-Zygmund de noyanK(x) 2 C1 loin de l�origine, satisfait
1- jK(x)j � c jxj�n, si x 6= 0,
2-
��� @�@x� (K(x� y)�K(x))

��� � c�
jyj

jxjn+j�j+1
si jxj � 2 jyj, où � = (�1; �2:::; �n) est un

multi-indice.

Dé�nition 1.2.3 Un opérateur Ţ est dit sous-linéaire s�il satisfait la condition

jŢf(x)j .
Z
Rn

jf(y)j
jx� yjn dy; x =2 supp f (1.2.3)

pour toute fonction intégrable f de support compact:

Le théorème suivant présente la continuité d�un opérateur sous-linéaire Ţ sur les espaces

de Herz classiques.

Remarque 1.2.2 La condition (1.2.3) est satisfaite par plusieurs opérateurs classiques dans

l�analyse Harmonique, comme l�opérateur de Calderón-Zygmund, l�opérateur maximal de

Carleson et l�opérateur maximal de Hardy-Littlewood. Alors on conclut que les opérateurs

de Calderón-Zygmund sont des opérateurs bornés sur les espaces de Herz.

8



1.2. Quleques résultas dans l�espace de Herz

Continuité des opérateurs de type Caldéron-Zygmund sur l�espaces de Herz

classiques

On présente dans cette section la continuité des opérateurs Ţ satisfait la condition (1.2.3) (en

particulier les opérateurs de type Caldéron-Zygmund) sur les espaces de Herz non homogène.

Théorème 1.2.2 ([1]) Soient 0 < q � 1; 1 < p <1; 0 < � <1

�n
p
< � < n(1� 1

p
): (1.2.4)

Chaque opérateur sous-linéaire Ţ satisfait la condition (1.2.3). Si Ţ est un opérateur borné

sur Lp(Rn); alorsŢ est aussi borné sur K�
p;q(Rn):

Preuve. Notre preuve utilise partiellement certaines techniques de décomposition déjà

utilisées dans [1].

lorsque p est un exposent �xé. Nous divisons l�operateur en

jŢf(x)j � jŢ
�
f�B�2

�
(x) j+ jŢ

�
f�Bk�2nB�2

�
(x) j+ jŢ

�
f� ~Rk

�
(x) j+ jŢ

�
f�RnnBk+2

�
(x) j;

avec

~Rk :=
�
x 2 Rn : 2k�2 � jxj < 2k+2

	
; k 2 N

� Estimation de Ţ
�
f�B�2

�
:

Pour x 2 Rk et y 2 B�2; nous avons jx� yj � jxj � jyj > 2k�2, alors

��Ţ �f�B�2� (x)�� . 2�kn Z
B�2

jf (y)j dy;

Par l�inégalité de Hölder, la dernière estimation est majorée par

��Ţ �f�B�2� (x)�� . 2�kn


f�B�2

p 

�B�2

p0 :

. 2�kn


f�B�2

p ; x 2 Rk

avec une constante indépendante de k et x, en prenant la norme Lp, on obtient

2k�


�kŢ �f�B�2�

p . 2k(��n+n

p )


f�B�2

p ;

9



1.2. Quleques résultas dans l�espace de Herz

où nous avons utilise 

�kŢ �f�B�2�

p � jRkj
1
p � 2

kn
p ;

en prenant maintenant la quasi-norme `q et en observant que

f�B�2

p � 

f�B0

p ;
on obtient  X

k�1

2k�q


�kŢ �f�B�2�

qp

! 1
q

. c0


f�B0

p � c0 kfkK�

p;q
;

avec

cq0 =
X
k�1

2kq(��n+
n
p ) <1:

En tenant compte de l�hypothèse (1.2.4).

� Estimation de Ţ
�
f�Bk�2nB�2

�
:

Soient k 2 N et x 2 Rk, alors

���Ţ�f�Bk�2nB�2���� .
Z
Bk�2nB�2

jx� yj�n jf (y)j dy

=
X

�1�j�k�2

Z
Rj

jx� yj�n jf (y)j dy:

Pour estimer la dernière intégrale nous notons que jx� yj � jxj�jyj > 2k

4
, si x 2 Rk; y 2 Rj;

d�où nous arrivons à l�inégalité

2k�
���Ţ�f�Bk�2nB�2� (x)��� . X

�1�j�k�2

2(k�j)��kn2j�
Z
Rn
jf (y)j�j (y) dy; x 2 Rk:

L�inégalité de Hölder implique queZ
Rn
jf (y)j�j (y) dy � 2



f�j

p 

�j

p0 :
Prendre la norme Lp (par rapport à x ) dans l�estimation précédente, on a

2k�



�kŢ�f�Bk�2nB�2�




p
.

X
�1�j�k�2

2(k�j)��kn2j�


f�j

p 

�j

p0 k�kkp :

On a 

�j

p0 � jRjj
1
p0 et k�kkp = jRjj

1
p :

10



1.2. Quleques résultas dans l�espace de Herz

Donc pour chaque k 2 N, on a

2k�



�kŢ�f�Bk�2nB�2�




p
.

X
�1�j�k�2

2(k�j)�2j�


f�j

p :

Notons que � = �� n+ n
p
; et en prenant maintenant le quasi-norme `q; on obtient

(X
k�1

2k�q



�kŢ�f�Bk�2nB�2�


q

p

) 1
q

.
(X
k�1

 X
�1�j�k�2

2(k�j)�2j�


f�j

p

!q) 1
q

.
X
k�1

 
2(k+1)�2��



f��1

p + 2k� kf�0kp + X
�1�j�k�2

2(k�j)�2j�


f�j

p

!q

:

Puisque � est �xé et ��1; �0 � �B0, la côté droite de la dernière inégalité est bornée par

c0


f�B0

p +

(X
k�1

 X
1�j�k

2(k�j)�2j�


f�j

p

!q) 1
q

:

Avec cq0 =
P

k�1 2
k�q < +1; par hypothèse (1.2.4), le lemme de Hardy est donne(X

k�1

2k�q



�kŢ�f�BK�2nB�2�


q

p

) 1
q

.


f�B0

p +

(X
j�1

2j�q


f�j

qp

) 1
q

= kfkK�
p;q
:

� Estimation de Ţ
�
f� ~Rk

�
:

Puisque Ţ est borné sur Lp (Rn) et � ~Rk =
P2

j=�1 �k+j;



Ţ �f� ~Rk��k

p . 

Ţ �f� ~Rk��k

p . 

f� ~Rk

p . 2X
j=�1



f�k+j

p ;
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1.2. Quleques résultas dans l�espace de Herz

en prenant la quasi-norme, on obtient(X
k�1

2k�q


Ţ �f� ~Rk��k

qp

) 1
q

.
(X
k�1

X
�1�j�2

2(k+j)�q


f�k+j

qp

) 1
q

.
(
kf�0k

q
p +

X
k�2

2(k�1)�q


f�k�1

qp + X

0�j�2

X
i�1
2i�q kf�ik

q
p

) 1
q

.


f�B0

p +

(X
i�1
2i�q kf�ik

q
p

) 1
q

= kfkK�
p;q
:

� Estimation de Ţ
�
f�RnnBk+2

�
:

Soient k 2 N et x 2 Rk���Ţ�f�RnnBk+2� (x)��� . Z
RnnBk+2

jx� yj�n jf (y)j dy =
X
j�k+3

Z
Rj

jx� yj�n jf (y)j dy:

Notons que jx� yj > 2j�3 pour x 2 Rk et y 2 Rj, nous appliquons l�inégalité de Hölder

pour obtenir l�estimation

2k�



�kŢ�f�RnnBK+2�




p
.
X
j�k+3

2(k�j)(�+
n
p1 )2j�



f�j

p :
Comme �+ n

p
> 0 par (1.2.4), nous appliquons le lemme de Hardy, on obtient

(X
k�1

2k�q



�kŢ�f�RnnBk+2�


q

p

) 1
q

.
(X
k�1

 X
j�1

2(k�j)(�+
n
p )2j�



f�j

p
!q) 1

q

.
(X
j�1

2j�q


f�j

qp

) 1
q

. kfkK�
p;q
:

Rappellent la dé�nition de kfkK�
p;q
, il reste de montrer que



�Ţf��B0

p . kfkK�
p;q
, pour

compléter la preuve��Ţf (x)�� � ��Ţ �f�B0� (x)��+ ��Ţ (f�1) (x)��+ ��Ţ �f�RnnB1� (x)�� :
12



1.2. Quleques résultas dans l�espace de Herz

Par l�hypothèse Ţ est borné sur Lp (Rn), on sépare les trois termes, telles que



Ţ �f�
0

�
�B0



p
.


Ţ �f�B0�

p . 

f�B0

p . kfkK�

p;q
;



Ţ (f�1)�B0

p . 

Ţ (f�1)

p . 2� kf�1kp . kfkK�
p;q
;

pour le terme reste nous notons que jx� yj � 2k�2; x 2 B0; y 2 Rj��Ţ �f�RnnB1� (x)�� .X
k�2

2�kn
Z
Rk

jf (y)j dy;

appliquant l�inégalité de Hölder, on trouve

��Ţ �f�RnnB1� (x)�� .
X
k�2

2�k(�+
n
p1 )2k� kf�kkp

. c1 sup
j2N

2j�


f�j

p ;

telle que

c1 =
X
k�2

2�k(�+
n
p1 ) <1;

comme �+ n
p
> 0, alors



Ţ �f�RnnB1��B0

 . 2j�


f�j

p 

�B0

p

. kfkK�
p;q
:

Ce qui termine la preuve.
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Chapitre 2

Espaces de Lizorkin-Triebel

L�objet de ce chapitre est de rappeler quelques dé�nitions et notations essentielles des espaces

de Lizorkin-Triebel classiques avec quelques propriétés principales.

Nous commencerons par rappeler la dé�nition de la décomposition de Littlewood-Paley

d�une distribution tempérée.

2.1 Décomposition de Littlewood-Paley

Nous allons rappeler la dé�nition de la décomposition de Lettlewood-Paley d�une distribu-

tion tempérée .

Soit ' 2 S(Rn); telle que
(i) supp' � f� 2 Rn : 1 � j�j � 3g :
(ii) '(�) > 0 pour 1 � j�j � 3:
(iii)

P
j2Z
'(2�j�) = 1 pour � 2 Rnn f0g :

On pose �(�) = 1 �
P
j�1
'(2�j�), on obtient une fonction � 2 C1(Rn), portée par la boule

j�j < 3.
Dans tout ce qui suite, on �xe la partition de l�unité qui résulte.

�(�) +
X
j�1

'(2�j�) = 1 pour toute � 2 Rn:
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2.1. Décomposition de Littlewood-Paley

A cette partition, on associe une suite d�opérateurs de convolution �j : S
0
(Rn)! C1(Rn),

dé�nis par

F(�kf)(�) = '(2�k�)Ff(�); pour k � 1

et

F(�0f)(�) = �(�)Ff(�):

On dé�nit de même les opérateurs Qj par

F(Qjf)(�) = �(2�j�)Ff(�) pour j � 1:

Pour toute f 2 S 0
(Rn), la décompositon de Littlewood-Paley de f est alors l�identité

f =
X
j�0
�jf: (2.1.1)

La série (2.1.1) converge au sens des distributions tempérées. (2.1.1) peut s�écrire aussi sous

la forme

f = Qkf +
X
j�k+1

�jf (2.1.2)

valable pour toute f 2 S 0
(Rn) et k 2 N .

Ici on donne un autre exemple sur la décomposition de l�unité.

Exemple 2.1.1 Soit  une fonction dans S(Rn); telle que 0 �  (x) � 1;et

 (x) =

8<: 1 pour jxj � 1
0 pour jxj � 3=2

:

On dé�nit le systeme
�
'j(�)

	
j�0 par

'0(x) =  (x)

'1(x) =  (
x

2
)�  (x)

'j(x) = '1(2
1�jx);

15



2.2. Espaces de Lizorkin-Triebel

on trouve

MX
j=0

'j(x) =  (
x

2M
) pour M = 0; 1; 2....

et
1X
j=0

'j(x)!  (0) = 1.

2.2 Espaces de Lizorkin-Triebel

L�espace de Lizorkin-Triebel est une généralisation des epaces de petontiel de Bessel. on

commence cette section par la dé�nition de ces espaces.

Dé�nition 2.2.1 Soient s 2 R; p 2 ]0;1[ et q 2 ]0:1]. F s
p;q est l�ensemble des f 2 S

0
(Rn);

telles que

kfkF sp;q =

8>>>><>>>>:






(Pj�02sjq j�jf jq)
1
q







p

<1 pour q 6=1



 sup
j�0

(2sj j�jf j)





p

<1 pour q =1
:

2.3 Quleques résultas dans l�espaces de Lizorkin-Triebel

Dans cette section, nous donnons quelques résultats sur espaces de Lizorkin-Triebel .

Remarque 2.3.1 ([7]) Outre l�égalité triviale lorsque p = q, alors l�espace de Lizorkin-

Triebel coincide sur l�espace de Besov. Nous avons toujours la diversité. Plus exactement,

il tient

F s1
p1;q1

= F s2
p2;q2

implique que s1 = s2; p1 = p2 et q1 = q2:

2.3.1 Inclusions

Dans cette sous-section, nous rappelons quelques égalités et inclusions au sens des normes

dans l�espace F s
p;q (Rn) :
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2.3. Quleques résultas dans l�espaces de Lizorkin-Triebel

Proposition 2.3.1 On a les propriétés suivantes :

- F 0p;2 (Rn) = Lp (Rn) ; 1 < p <1 (l�espace de Lebesgue),

- Fm
p;2 (Rn) =Wm

p (Rn) ; 1 < p < 1 et m 2 N� (l�espace de Sobolev ),

- F s
p;p (Rn) = Bs

p;p (Rn) ; 1 < p < 1 et s 2 R (l�espace de Besov ),

- F s
p;2 (Rn) = Hs

p (Rn) ; 1 < p < 1 et s 2 R (l�espace de potentiel de Bessel ).

Preuve. Voir le livre de Hans- Triebel [7].

Proposition 2.3.2 Soit " > 0 et supposons q0 < q1. Alors

1-

F s
p;q0
(Rn) ,! F s

p;q1
(Rn) ;

2-

F s+"
p;1 (Rn) ,! F s

p;q1
(Rn) ;

3- Soient p1 � p2 et s1 � n
p1
= s2 � n

p2
; alors

F s1
p1;q
(Rn) ,! F s2

p2;q
(Rn) :

Preuve. L�injection (i) c�est une consequence simple de l-injection suivante dans `q

`q0 ,! `q1 :

Pour l�injection (ii), on a

kfkF sp;q1 (Rn) =






(X
j�0
2sjq1 j�jf jq1)

1
q1







p

=






(X
j�0
2(s+"�")jq1 j�jf jq1)

1
q1







p

� sup
j�0
2�"jq1






(X
j�0
2(s+"�")jq1 j�jf jq1)

1
q1







p

�




sup
j�0
(2(s+")j j�jf j)






p

car `q1 ,! `q1

= kfkF s+"p;1(Rn) :

De même pour (iii)
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2.3. Quleques résultas dans l�espaces de Lizorkin-Triebel

Proposition 2.3.3 Pour s 2 R; 0 < q � 1 et 0 < p <1, alors

S (Rn) ,! F s
p;q ,! S 0 (Rn) ;

et plus S (Rn) est dense dans F s
p;q si q <1.

Dé�nition 2.3.1 On dit que l�espace de Lizorkin-Triebel F s
p;q (Rn) est une Algébre s�il

existe une constant C > 0; telle que

kf:gkF sp;q � CkfkF sp;qkgkF sp;q ;

pour toutes f et g appartiennent à F s
p;q (Rn) :

Proposition 2.3.4 Pour s2 R; 0 < p <1; 0 < q � 1; on a

(1), (2), (3)

telle que

(1) F s
p;q est algèbre,

(2) F s
p;q ,! L1;

(3) s > n
p
ou s = n

p
et 0 < p � 1:

2.3.2 Interpolation (complèxe)

Un espace d�interpolation ou espace interpolé est un espace qui se trouve entre deux autres

espaces. qui sert comme un outil pour étudier certaine proprietes des opérateurs. dans cette

section on présente quelques résultats connus sur l�interpolation des espaces de Lizorkin-

triebel.

Dé�nition 2.3.2 Soient A0; A1 deux espace de Banach 0 < � < 1:

On dit que a 2 A[�] = (A0; A1)� si et seulement s�il existe une fonction f = f (z) ; où

z = x+ iy, telle que

1- f (z) est analytique sur la bande 0 < x < 1 et à valeur dans A0 + A1; continue et

bornée sur la bonde fz 2 C : 0 � x � 1g :
2- f (iy) est continue et bornée sur A0:
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2.3. Quleques résultas dans l�espaces de Lizorkin-Triebel

3- f (1 + iy) est continue et bornée sur A1:

4- f tend vers 0 si jyj ! 1:

5- a = f (�) :

On muni A[�] par la norme

kak[�] = inf
f
max (sup kf (iy) kA0 ; sup kf (1 + iy) kA1) :

Remarque 2.3.2 A[�] est dit un espace d�interpolation de l�espace de Banach.

Théorème 2.3.1 Soit �1 < s0 < s1 < +1; 0 < q0; q1; q < 1; et 0 < � < 1.Si 0 <

p0; p1 <1 et si s = (1� �)s0 + �s1;
1
p
= 1��

p0
+ �

p1
; 1
q
= 1��

q0
+ �

q1
. Alors

�
F s0
p0;q0

(Rn) ; F s1
p1;q1

(Rn)
�
�
= F s

p;q (Rn) :
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Chapitre 3

Espaces de Herz-type Lizorkin-Triebel

Dans ce chapitre, nous présentons les espaces Herz type Lizorkin-Triebel où nous donnons

certaines propriétés de base dans ces espaces. En particulier, nous présentons quelques

résultats de D. Drihem dans [2].

3.1 Dé�nitions des espaces de Herz-type Lizorkin-Triebel

Nous allons commencer à donner la dé�nition des espaces de Herz-type Lizorkin-Triebel

et nous présentons quelques propriétés sur ces espaces.

Dé�nition 3.1.1 Soient �; s 2 R et 0 < p; q; � � 1. L�espace de Herz-type Lizorkin-
Triebel _K�

p;qF
s
� (Rn) est l�ensemble des fonctions f 2 S 0(Rn):

(i) On dé�nit l�espace de Herz homogène type Lizorkin-Triebel par

kfk _K�
p;qF

s
� (Rn)

=








 1X
j=0

2js� j�jf j�
! 1

�








_K�
p;q(Rn)

<1:

(ii) On dé�nit l�espace de Herz non homogène type Lizorkin-Triebel par

kfkK�
p;qF

s
� (Rn)

=








 1X
j=0

2js� j�jf j�
! 1

�








K�
p;q(Rn)

<1:

Avec la modi�cation évidente si � =1:
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3.1. Dé�nitions des espaces de Herz-type Lizorkin-Triebel

Remarque 3.1.1 (i) Pour s 2 R; 0 < q � 1 et 0 < � � 1; on a

K0
q:qF

s
� (Rn) = _K0

q;qF
s
� (Rn) = F s

q;� (Rn) :

(ii) Les espaces de Herz type Lizorkin-Triebel _K�
p;qF

s
� sont des espace quasi-Banach et sont

Banach si p; q; � � 1:

Le résultat suivant présente que les espaces de Herz-type Lizorkin-Triebel sont indépen-

dent du choix de la décomposition de l�unité, c-à-dire si
�
'j
	
j�0,

�
 j
	
j�0 deux décompo-

sitions de l�unité avec �+ n
q
> 0, alors

kfk'_K�
p;qF

s
� (Rn)

� kfk _K�
p;qF

s
� (Rn)

:

Théorème 3.1.1 ([13]) Soient ' =
�
'j
	1
j=0

et  =
�
 j
	1
j=0

deux décompositions de

l�unités. Si s 2 R; 0 < � � 1; 0 < q <1; 0 < p <1 et �+ n
q
> 0 alors

(i) kfk'K�
p;qF

s
� (Rn)

et kfk K�
p;qF

s
� (Rn)

sont des quasi normes équivalentes sur K�
p;qF

s
� (Rn) ;

(ii) kfk'_K�
p;qF

s
� (Rn)

et kfk _K�
p;qF

s
� (Rn)

sont des quasi normes équivalentes sur _K�
p;qF

s
� (Rn) :

Pour la démonstration du théorème nous avons besoin le lemme suivant

Lemme 3.1.1 ([13]) Soient 0 < � � 1; 0 < p; q < 1 et 
 = f
jgj�0 une suite de
sous-ensembles compacts de Rn et fj 2 Lp(
j) pour j 2 N0: soit dj le diametre de 
j. Si
�+ n

q
> 0 et � > n

2
+max(�+ n=q; n

min(�;q)
); alors il existe une constante c; telle que


�F�1Mj � fj

�
v�0





_K�
p;q(`

�)
� csup

j




Mj (dj �)v�0




H
�
2




(fj)v�0


 _K�
p;q(`

�)
:

Pour tout (Mj)j�0 2 H
�
2 et tout (fj)j�0 2 _K�

p;q(`
�).

Preuve du théorème. 3.1.1 Concernant (i). Il est facile de voir que kfk'K�
p;qF

s
� (Rn)

et

kfk K�
p;qF

s
� (Rn)

sont deux quasi-normes.

Pour (ii). Il est su¢ sant de montrer que pour tout f 2 _K�
p;qF

s
� (Rn) ; telle que kfk

 
_K�
p;qF

s
� (Rn)

est �nie, on a

kfk'_K�
p;qF

s
� (Rn)

� c kfk _K�
p;qF

s
� (Rn)

;

avec c > 0. Par le changement de roles de  et ' on obteint le résultat. Si '�1 = 0; on a

'v = 'v

k=1X
k=�1

 v+k;
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3.1. Dé�nitions des espaces de Herz-type Lizorkin-Triebel

pour tout v 2 N0. Par la proprietes de la transformée de Fourier

F�1'v � f =
k=1X
k=�1

F�1'v � F�1 v+k � f:

Fixons 0 < r < min(q; �); tel que

�n
q

< � < n

�
1

r
� 1
q

�
;

et on choisit aussi

� >
n

2
+
n

r
:

Si on remplace fj et Mj dans le lemme précédent, on obtient


�F�1'v � F�1 v+k � f
�
v�0





_K�
p;q(`

�)
� c



'v (2v�)v�0

H �
2



F�1 v+k � fv�0



_K�
p;q(`

�)
:

Et comme ('v)v�0 une décomposition de l�unité, alors

'v (2v�)v�0

H �
2
< +1;

il existe une constante positive c sachant que pour tout r = �1; 0;+1; on a


�F�1'v � F�1 v+k � f
�
v�0





_K�
p;q(`

�)
� c



F�1 v+k � fv�0



_K�
p;q(`

�)
:

On utilise le lemme précédent, on trouve

kfk'_K�
p;qF

s
� (Rn)

=








 1X
j=0

2js� j�jf j�
! 1

�








_K�p;q(`

�)

=



�2vsF�1'v � f

�
v�0





_K�
p;q(`

�)

=








 
2vs

k=1X
k=�1

F�1'v � F�1 v+k � f
!
v�0








_K�
p;q(`

�)

� c



�2vsF�1'v � F�1 v+k � f

�
v�0





_K�
p;q(`

�)

� c


2vsF�1 v+k � fv�0




_K�
p;q(`

�)

� c kfk _K�
p;qF

s
� (Rn)

:
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3.2. Inclusions

3.2 Inclusions

Le théorème suivant donne quelques résultats conçernant les injections dans les espaces de

Herz type Lizorkin-Triebel .

Théorème 3.2.1 ([2]) Soient s 2 R; 0 < p; q � 1 et �+ n
q
> 0

(i) Si 0 < �1 � �2 � 1; alors

_K�
p;qF

s
�1
(Rn) ,! _K�

p;qF
s
�2
(Rn) :

(ii) Si 0 < �1; �2 � 1 et " > 0; alors

_K�
p;qF

s+"
�1

(Rn) ,! _K�
p;qF

s
�2
(Rn) :

(iii) Si 0 < p1 � p2 � 1, alors

_K�
p1;q

F s
� (Rn) ,! _K�

p2;q
F s
� (Rn) :

(iv) Si 0 < q1 � q2 � 1, alors

_K�
p;q2
F s
� (Rn) ,! _Kr

p;q1
F s
� (Rn) :

où r = �� n( 1
q1
� 1

q2
):

Preuve. (i)-

L�injection (i) c�est une conséquence de l�injection

`�1 ,! `�2 :

(ii)- Soit f 2 _K�
p;qF

s+"
�1

(Rn)

kfk _K�
p;qF

s
�2

=



�2vsF�1'v � f

�
v�0





_K�
p;q(`

�2 )

=






�2vsF�1'v � f

�
v�0





`�2





_K�
p;q

=






�2�v"2v(s+")F�1'v � f

�
v�0





`�2





_K�
p;q

� c sup
v�0



�2v(s+")F�1'v � f
�



_K�
p;q

� c



�2v(s+")F�1'v � f

�
v�0





`�2 ( _K�

p;q)
:
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3.2. Inclusions

(iii)- La troisième injection est une consequence de l�injection

_K�
p1;q
(Rn) ,! _K�

p2;q
(Rn) :

(iv)- Soit f 2 _K�
p;q2
F s
� (Rn). Si en appliquant l�inégalité de Bernstein dans l�espace de Herz,

on trouve 

F�1'v � f




_K�p;q1
(Rn)

� c2
v( n
q1
� n
q2
) 

F�1'v � f




_K�p;q2

(Rn)

alors

kfk _Kr
p;q1

F s�
=




�2vrF�1'v � f
�
v�0





_K�
p;q1

(`�)

=





�2v(��n( 1q1� 1
q2
))F�1'v � f

�
v�0






_K�
p;q2

(`�)

�



�2v�F�1'v � f

�
v�0





_K�
p;q2

(`�)

= kfk _K�
p;q2

F s�
:

Théorème 3.2.2 ([13]) Soient s 2 R; 0 < p; q; � <1; et �+ n
q
> 0. Alors on a

S(Rn) ,! _K�
p;qF

s
� ,! S 0(Rn): (3.2.1)

Preuve. Soit f 2 S (Rn) et ' =
�
'j
	1
j=0

une décomposition de l�unité.

On rappel que la transformation de Fourier est une bijection dé�nie sur S (Rn) dans
lui-mème, en particulier la topologie de S (Rn) engendrée par PN (F') avec N 2 N . Si L,
M et N sont des nombres naturels su¢ samment grands, alors

kfk'_K�
p;qF

s
1

=





sup
j
j 2js'jFf j






_K�
p;q

� sup
j



j 2js �1 + jxj2�F�1'jFf jL1







 1�

1 + jxj2
�2L






_K�
p;q

� c sup
j
2js


F�1 �1 + (��)2�'jFf

L1

� c sup
j
2js


�1 + (��)2�Ff



L1

� ck (1 + jxj)M
�
1 + (��)2

�
'jFf kL1� cpN (Ff) :
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3.2. Inclusions

On rappel que si �� 4L+ n
q
< 0, on a






 1�
1 + jxj2

�2L






_K�
p;q

=

8<:
+1X

k=�1

2kp�

"Z
CK

1�
1 + jxj2

�2Lq dx
# p
q

9=;
1
p

�

8<:
0X

k=�1

2kp�

"Z
CK

1�
1 + jxj2

�2Lq dx
# p
q

9=;
1
p

+

8<:
+1X
k=1

2kp�

"Z
CK

1�
1 + jxj2

�2Lq dx
# p
q

9=;
1
p

=

(
0X

k=�1

2kp(��4L+
n
q )

) 1
p

+

(
+1X
k=0

2kp(��4L+
n
q )

) 1
p

� c <1:

La preuve de la deuxième injection est similaire à celle de l�étape 5 dans [7, Page 49]

Le lemme suivant est la version de l�inégalité de Plancherel-Polya-Nikolskij en _K�
p;q (In-

égalité de Berntein) peut être trouvée dans [2].

Lemme 3.2.1 Soient �1; �2 2 R et 0 < s; p; q; r � 1. On suppose que �1 + n=s > 0; 0 <

q � s � 1 et �2 � �1. Alors il existe une constante positive c > 0 independente de R; telle

que pour tout f 2 _K�2
p;q \ S 0(Rn) de supp Ff � B(0; R), on a

kfk _K�1
s;r
� c Rn=q�n=s+�2��1 kfk _K�2

�;q
;

où

� =

8<: r si �2 = �1

p si �2 > �1:
:

Le lemme suivant aussi joue un rôle essentiel dans la preuve du théorème suivant.

Lemme 3.2.2 ([2]) Soient les nombres réelles s1 < s0 donnés, et � 2]0; 1[. Pour

0 < q � +1

il existe c > 0; tel que

k
�
2(�s0+(1��)s1)jaj

	
j2N0

j `q k�k
�
2s0jaj

	
j2N0

j `1 k�k
�
2s1jaj

	
j2N0

j `1 k1��

valable pour toute suite f2s0jajgj2N0 dans `
1:
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3.2. Inclusions

Théorème 3.2.3 ([2]) Soient �1; �2; s1; s2 2 R; 0 < s; p; q; r; � < 1; �1 + n=s > 0 et

�2 + n=q > 0. Supposons que

s1 � n=s� �1 � s2 � n=q � �2: (3.2.2)

tel que

�2 + n=q = �1 + n=s; 0 < s � q <1 ou bien

�2 + n=q > �1 + n=s; max(0; �1 + n=s) � �2 � (�1 + n=s)
r

p
� n

q
;

alors

_K�2
�;qF

s2
1 ,! _K�1

s;rF
s1
� :

Preuve. Soit f 2 _K�2
�;qF

s2
1 . Le cas �2 + n=q = �1 + n=s et s � q peuvent ètre trouvés

dans [13]. L�aidé de deuxiéme cas est de [4].

Soit s0 = s2 � n=q � �2 puisque �2 + n=q > �1 + n=s; il existe � 2 ]0; 1[ pour que

� (n=q + �2) = �1 + n=s:

Par conséquent

�s2 + (1� �) s0 = �s2 + (1� �) (s2 � n=q � �2)

� s1 � n=s� �1 + � (n=q + �2)

= s1:

Le lemme 3.2.2 donne pour tout k 2 Z et x 2 Rk:

k
�
2s1j�jf (x)

	
j�0 k`1

� k
�
2s2j�jf (x)

	
j�0 k

�
`1k

�
2s0j�jf (x)

	
j�0 k

1��
`1 :

D�aprés le lemme 3.2.1, nous abtenons pour tout x 2 Rn; �2 � 0 et 0 < p; q � 1;

j �jf (x) j� C2j(�2+n=q) k �jf (x) k _K�2
p;q
:

Donc

k
�
2s0j�jf (x)

	
j2N0

k`1� C k f k _K�2
p;qF

s21
:

26



3.2. Inclusions

puisque 1=�s = 1=q + (�2 � �1=�) =n et �2 � �1=�; et l�inégalite de Hölder donne

2k�1 k k
�
2s2j�jf

	
j2N0

k`1 �k ks

= 2k�1 kk
�
2s2j�jf

	
j2N0

k`1 �k k��s
� 2k��2 kk

�
2s2j�jf

	
j2N0

k`1 �k k�q :

Par l�injection _K�2
p;q ,! _K�2

�r;q (car p (�2 + n=q) � r (�1 + n=s)), la dernière expression en

`r-norme est bornée par

k k
�
2s2j�jf

	
j2N0

k`1k�_K�2
�r;q

� c kk
�
2s2j�jf

	
j2N0

k`1k�_K�2
p;q

� c k f k�_K�2
p;qF

s21
:

Remarque 3.2.1 Si �1 = �2 = 0, p = q et r = s, le théorème précédent se réduit à un

résultat connu sur F s
p;q. Aussi sous l�hypothèse de ce théorème, nous avons s1 � s2.

Théorème 3.2.4 ([2]) Soient �; s1; s2 2 R; 0 < s; p; q � 1; s1 � n=s � s2 � n=q � � et

0 < � � 1.
Si 0 < s; p; q <1 et � � 0; tel que n=s� n=q < � � n=p� n=q, alors

_K�
p;qF

s2
1 ,! F s1

s;�:

Preuve. Pour montrer le théorème 3.2.4 il su¢ t de poser �1 = 0 et r = s dans le

théorème 3.2.3 car _K0
s;sF

s1
� (Rn) = F s1

s;�(Rn):

Soit q = max(1; q). En utilisant les théorèmes précédents, nous avons la conséquence

suivante.

Proposition 3.2.1 ([2]) Soient 0 < � � n(1
p
� 1

q
); 0 < s; p; q < 1 et 0 < � � 1. Si

(s > n=q � n+ �et0 < q � 1) ou (s � �et1 < q <1). Alors

_K�
p;qF

s
�(Rn) ,! Lq(Rn):
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Conclusion

L�objectif de ce travail est d�étudier les espaces de Herz type Lizorkin-Triebel. Comme

ces espaces (Herz, Lizorkin-Triebel et Herz type Lizorkin-Triebel) sont des généralisations

des espaces de Lebesgue classiques.La théorie de ces espaces joue un rôle important dans

l�analyse fonctionnelle, la théorie de équations aux dérivées partielles et mécanique des

�uides. En fait,la plusieur de propriétés dans les espaces classiques de Lebesgue ont été

généralisées aux ces espaces.
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 : ملخص

 

ین قمنا بتبیان بعض أ الكلاسكیة  تریبیال"" لزوركان و فضاءات  " زي ھذه المذكرة درسنا فضاءات "ھارف     
   الخصائص الاساسیة.

  .ذكرنا بعض الخصائص الاساسیة  تریبیال" حیث -نوع لزوركان"ھارز  فضاءاتقمنا بدراسة   في الأخیر 

  تریبیال"  -"ھارز نوع لزوركان فضاءات ,فضاءات" لزوركان تریبیال" ,فضاءات "ھارز" :المفتاحیة الكلمات

 

 
Résumé :  
 
       Dans ce mémoire, nous avons étudié les espaces de Herz et de 

Lizorkine-Triebel classiques, où nous avons donné certaines propriétés de 
base de ces espaces . 

Finalement, nous avons étudié les espaces de Herz –type Lizorkine-
Triebel. 
 
Mots clés : Espaces de Herz, Espaces de Lizorkine-Triebel, Espaces de Herz 
type de Lizorkine-Triebel. 
 

 
Abstract  :  
 
       In this memory, we studied Herz and Lizorkine-Triebel spaces classic  
where  we  mentioned  some basic properties of these spaces.  
Finally, we studied Herz-type Lizorkine-Triebel spaces. 
 
Key words: Herz spaces, Lizorkine-Triebel spaces, Herz-type Lizorkine-
Triebel. 

 

 


	page de garde MASTER  2018-2019-2.pdf
	page de garde MASTER 22 2018-2019.docx
	bensadouk - Heraiz-final 22-06-2019.pdf



