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Introduction générale

Le calcul fractionnaire est un champ d’étude mathématique qui sort du traditionnel défi-
nitions des opérateurs intégrales et dérivées : définir 1'intégrale fractionnaire comme simple
généralisation de l'intégrale d’ordre entier, et la dérivée fractionnaire comme 1'opération in-
verse ; c’est un sujet presque aussi ancien que le calcul différentiel classique connu aujourd’hui.

En 1695 L'Hopital a posé la question quant a la signification de 2 sin = 1 c’est "et sin
est fractionnaire ?"; Leibniz a répondu que"d%x sera égal a zv/dv + 2". Cet événement a été
aujourd’hui considéré comme le début de 1'émergence et le développement de ce branche,
et le fait que la question posée spécifiquement pour n = 3 c’est-a-dire une fraction (nombre
rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette partie des mathématiques.Des recherches
ultérieures et d’autres développements, entre autres, ont conduit Riemann a la construction
de l'opérateur intégral fractionnaire Riemann-Liouville, basé sur l'intégrale qui a été la pierre
angulaire précieuse dans le calcul fractionnaire depuis lors. Avant Liouville et Riemann, Euler
a fait le premier pas quand il a étudié le cas simple d’intégrales fractionnaires des mondmes
d’ordre réel arbitraire dans le mode heuristique de I'époque. Aujourd’hui il existe de nom-
breuses formes d’opérateurs intégraux fractionnaires, mais l'opérateur de Riemann-Liouville
est toujours le plus fréquemment utilisé.

On pourrait penser que cette recherche de dérivation fractionnaire est une question de
mathématiques pures sans applications aux autre domaines, pourtant un exemple simple de
mécanique de fluides montre comment la dérivée d’ordre un demi apparait tout naturellement
quand on veut expliciter un flux de chaleur sortant latéralement d’un écoulement fluide en
fonction de l’évolution temporelle de la source interne.

Dans ce travail on ce propose d’étudier numériquement 1’approximation des opérateurs
intégraux fractionnaire, on va approximer l'intégrale de Riemann-Liouville et les dérivées de

Caputo en utilisant les méthodes numériques basées sur l'interpolation polynomiale .



Ce mémoire est composé de trois chapitres organisés comme suit :

Le premier chapitre sera consacré aux notions de base et des résultats fondamentaux re-
latives au calcul fractionnaire, un rappel et quelques concepts préliminaires seront introduits
comme la fonction Gamma , la fonction Béta et les définitions de la dérivation et I'intégration
fractionnaire au sens Riemann-Liouville et Caputo.

Dans le second chapitre, on traite les méthodes numériques basées sur 'interpolation po-
lynomiale pour obtenir des approximations de l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
et la dérivée de Caputo en utilisant la méthode des rectangles, méthode de Trapéeze et méthode
de Simpson .

Dans le troiseme chapitre de notre travail, on donne des exemples numérique pour com-
parer les valeurs exactes avec les valeurs approchées obtenues par les méthode numériques
étudiées pour 'approximations de l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville et la dérivée

de Caputo.
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CHAPITRE 1

CALCUL FRACTIONNAIRE

ans ce chapitre, nous pésentons les définitions et les résultats fondamentales du calcul

fractionnaire, nous présentons d’abord deux fonctions importantes dans la théorie du

calcul fractionnaire (fonction Gamma, fonction Béta), on definit ensuite la dérivation et 1'inté-
gration au sens de Riemann-Liouville et Caputo et leur propriétés.

1.1 Fonctions spéciales

1.1.1 Fonction Gamma d’Euler

En mathématique , la fonction Gamma est une fonction complexe elle prolonge la fonction

factorielle a 'ensemble des nombres complexe.

Définition 1.1.1. la fonction Gamma I'(z) est définie par :
+o00
['(z) = / t*te7'dt, (z € C, Re(z) > 0). (1.1.1)
0

Exemples 1.1.1.

1. Pour z=1,0na

2. Soit z = 1, pour calculer I'(1) on utilise une changement de variable on pose que s = v/,

1
2



1.1. FONCTIONS SPECIALES 9

on obtient

e
— [
o Vi
+o0 )
=2 / e *ds
0
=2 g) (d'aprés lintégrale de Gauss)

preuve.

1. Représentons I'(z + 1) par I'intégrale d"Euler et intégrons par parties

+o0
F(z+1) = / t*e tdt
0

2, —t]1To0 e z—1_—t
= [-tPe"], " + 2 e tdt
0

= zI'(2).

2. 1l suffit de poser dans le lemme (|1.1.1{(1) z =n — 1

I'(n+1) =nl(n)
= (n)(n = HI'(n - 2)
=nn—1)(n—-2)...T'(1)

=nl.

@n)l/7

4np!

3. Nous allons démontré la formule I'(n + 1) =

par récurrence pour n € N.

— Pourn =0,0ona

s - O

Univ de M’sila Approximation numériques des opérateurs intégraux fractionnaires



1.1. FONCTIONS SPECIALES 10

— Supposons que la formule est vérifiée pou (n-1).

c-a-d supposons que I'((n — 1) + 1) = % , est vérifié. Alors

I+ %) — (n-— %)F(n _ %)
_ 1 er-1)Vr
== )T o)
2n—1\ (2n —2)y/7
( 2 ) 4n=1(n —1)!
(2_n) (2n—1) (2n —2)Iy/7
2n 4n=1(n — 1)!
_ (2T
ar(n)!

C.QED

1.1.2 Fonction Béta
Définition 1.1.2. La fonction Béta est un type d’intégrale d’Euler définie par
1
B(p,q) = / =1 (1 —t)?Ydt, (p,q € C, Re(p) > 0, Re(q) > 0). (1.1.2)
0

Proposition 1.1.1. La fonction Beta est exprimée la I'aide de la fonction Gamma par la relation suivante :

L'(p)L'(q)

B(p,q) = ot

(1.1.3)

preuve.

Soit D = (0, +0o0) x (0,400) ,0ona

I'(p)T'(q) = ( / . xdm) ( / - y e ydy)
// P (y) e ") da dy

En utilisant un changement de variables

{u:x+y {x:uv
z =
v=5 y=u(l—v)

Univ de M’sila Approximation numériques des opérateurs intégraux fractionnaires




1.2. INTEGRALE FRACTIONNAIRE 11

Le domaine correspondant a D dans les cordonnées u , v est

D' = {(u,v)/u>0,0<v <1}

// 2Pyt @) gy — // (w0~} (4 — wv)?~ e~y du d
D D'
= // uPT P (1 — ) e du du
D/
+oo 1
= / / uPT P (1 — ) e du dv
0 0
+oo 1
— </ up”le“du) (/ T v)qldv)
0 0

=T(p+q)B(p,q)

Alors

Par conséquent

Propriétés 1.1.1.
1. B(p,q) = B(q,p), (symétrique).
2. B(p,1) =

SHE

1.2 L’intégrale fractionnaire

1.2.1 L’intégrale fractionnaire sur un intervalle [a, b]

Définition 1.2.1. Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur l'intervalle [a, b] .

Notons par (Z.. f) la primitive de f qui s’annule en a :

Vit € [a,b]; ( /f

et (Z2 f) est la primitive seconde de f :

@i - [ ([ soie)

_ / (t— ) f(r)dr

a

En générale la n'“" prémitive de f pour n € N* peut s’écrire :

(T2 () = ﬁ / (t — 7y f(r)dr.

Univ de M’sila Approximation numériques des opérateurs intégraux fractionnaires




1.2. INTEGRALE FRACTIONNAIRE 12

1.2.2 L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

Définition 1.2.2. L'integrale fractionnaire de Riemann-Liouville a gauche d’ordre a > 0 d'une

fonction f est définie par :

o 1 ' a—1
e ot (T N0 = Fos / (t— )91 f(7) dr. (12.1)
Définition 1.2.3. L'integrale fractionnaire de Riemann-Liouville a droite d’ordre o > 0 d’une
fonction f
est définie par :
1 b
vVt € la,bl; (T2 f)(t ——/ T =) f(r) dr. 1.2.2
0,0 (TN =y | (T =07 (1.2.2)

Proposition 1.2.1. Poura > 0,3 >0ona:
1. Ing (If+f(t)) = szﬁf(t)‘

2. (22 (t = a)’™) (1) = madlys (t — a)orP=.

preuve.

1. Ona

 (200) = s [ (1 [ s ) ar

—; e — 1) (7 — 8%t f(s)ds dr
- TG / / (t— 7)1 (7 — 571 f(s)ds d
! £(s) / (t — 1) (7 — 5)° dr ds

e

Onpose 7= (t—s)u+s = dr = (t—s)du
Alors

 (T00) = e [ -9 ) [0t s

_ t — )Pl f(s o s
_F(a)F(ﬁ)/a(t )+ f( )B( 7/8)d

R YONG) L et .
= T(@)T(B)T(a + 5) / (t=8)™7 fle)d
__ t — 5)*P1 £(s) ds
- Tt /a“ JeHi f(s) d

=T f(t)

Univ de M’sila Approximation numériques des opérateurs intégraux fractionnaires



1.3. DERIVEES FRACTIONNAIRES 13

2. Ona:
1

Tt = 0™ (0= gy [ =7 =) e

Onpose T =s(t —a)+a = dr = (t — a)ds.

Alors
“ (t—a)t :L — q)otst tsﬁ_l —5)* 1t ds
(Tt = @) () = gyt =)™ [ 0=t
_L aa-i—ﬁ—l a
_TB) s
arp — 97

1.3 Dérivées fractionnaires

1.3.1 Dérivées fractionnaires de type Riemann-Liouville

Définition 1.3.1. Soient « > 0 et n = [a] + 1 . La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville a gauche d’ordre o d"une fonction f est definie par :

Vt € [a,b]; (D% f)(t) = (%)nozgf (1) = F; (57) / t(t—T)H*l F(r)dr.  (13.1)

(n —a)
Définition 1.3.2. Soient @ > 0 et n = [a] + 1 . La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville a droite d’ordre o d"une fonction f est definie par :

vt € [a,b]: (DO f)(t) = (%)n o T f (1) = % (%) /t (e ) dr. (132)

Remarque 1.3.1.
1. Pour a = 0,n =1, (DY f)(t) = f(1).

2. Pour a = n,n € N*. L'opérateur D* donne le méme résultat que la dérivée usuelle pour

les ordres entiers :

{ Dy f(t) = (1)
Dy-f(t) = (=1)"f"(t)
1.3.2 Dérivées fractionnaires de type Caputo

Définition 1.3.3. Soient & > 0 et n = [a] + 1 . La dérivée fractionnaire au sens de Caputo a

gauche d’ordre a d"une fonction f est definie par :

Vt € [a,b]; (‘Do f)(t) =TI %o (%)n ft) = ﬁ / (t — 7)o f Oy dr.  (1.3.3)

n—uo

Univ de M’sila Approximation numériques des opérateurs intégraux fractionnaires



1.3. DERIVEES FRACTIONNAIRES 14

Définition 1.3.4. Soient & > 0 et n = [a]+1 . La dérivée fractionnaire au sens de Caputo a droite

d’ordre o d"une fonction f definie par :

Vt € a,b]; (D f)(t) = Ty o (%) f(t) = —Fégl_y;) /t (1= )" () dr. (1.34)

Proposition 1.3.1. Poura > 0,3 >0ona:

(D2t =0 ™) () = o st — 0

preuve.

Posons f(t) = (t — a)’°~!, d’aprés la définition (1.3.3|) on a

(DenO =T o () 10 = ot [ dr

d’ou

(“Dgs f)(t) = (F-1=-2B=n / (t — 7)1 —a)’ " dr, posons T —a = s(t — a)

I'(n—a)
_ (/6 — 1)(ﬁ - 2) e (ﬁ — n) —a B—a—1 ! _ s nfaflsﬁfnfl S
- oyt ) d
_B=DB=2)-B-n),  saipm_ 0 f_n

LB BP0l =n) ey
I'in—a)l'(B — )

— F(ﬁ) (t _ a)/ﬁfafl'

Univ de M’sila Approximation numériques des opérateurs intégraux fractionnaires



CHAPITRE 2

APPROXIMATION NUMERIQUES DES
OPERATEURS INTEGRAUX
FRACTIONNAIRES

ans ce chapitre, on va traiter des methodes numériques pour obtenir des approximations

numériques des opérateurs d’ordre fractionnaires basées sur 1'interpolation polynémiale

2.1 Méthodes numériques basées sur l'interpolation polyno-
miale

Il s’agit d’'une maniere générale de déterminer une valeur approchée de linté-
grale fab f(x)dz.
ou a et b sont des réels. Lorsque la fonction f n’a pas de primitive explicite connue, Nous
recourons a des méthodes numériques, parmis ces méthodes, les méthodes d’interpolation po-
lynémiale, parceque les primitives de ces fonctions polynémes sont faciles a calculer.
Différentes fonctions d’interpolation polynomiale conduisent a des formules distinctes. Ceux
qui sont fréquemment utilisés dans les applications sont donnés comme suit. On note a = zy <
1 < ... < z, = bune subdivision ordonnée de l'intervalle [a, b] en n sous intervalles [z;, x;.1]
de méme longueur h = b_T“, etx; =a+ihpouri=0,1,...,n.

L’objectif est de calculer I'intégrale suivante :

10 = [ st

On a alors :

1=  fla)de = g / f(@)da

15



2.2. APPROXIMATIONS DES INTEGRALES FRACTIONNAIRES 16

2.1.1 Méthode des rectangles

Si f(z) est approximé par une fonction constante par morceaux,
fla) = f(z) = f(@:),x € [&;, i1
alors

b n—1
= / f(z)dx =~ hz f(z;)dx
@ i=0

De méme, lorsque f(z) est approché par la fonction constante par morceaux,

fz) ~ N("E) f(xz—&-l) T G]JZH‘TH-I}

/ f(x f($i+1)dif

2.1.2 Méthode de Trapeze

Dans la méthode de Trapeéze, la fonction f est remplacée sur chaque intervalle [z;, z;.1] par

la droite joignant les points (z;, f(z;)) et (i1, f(xit1)).

/a ’ f(a)ds ~

2.1.3 Méthode de Simpson

La méthode s’écrit :

,_\

n—

D F) + Fan)].

I§
o

7

Dans cette méthode , la fonction f est remplacée sur chaque intervalle [z;,z;1] par

un polynéomes du second degré définissant un arc de parabole passant par les points

(w3, f(21)) , (P52, F(PE55) et (wirn, flTig1).

La méthode s’écrit sous la forme :

/abfu:

2.2 Approximations des intégrales fractionnaires

n—1

=0

5 )+ f(wia) ]

1

L'opérateur intégrale fractionnaire joue un role trés important dans le calcul fractionnaire. Il
faut donc étudier les méthodes numériques pour approximer les intégrales fractionnaire.
Supposons que f € C([0,T]), soit h = £, et notons tj, = kh ,aveck =0,1,...,n
On va étudier comment calculer numériquement l'itegrale suivante :

B0 =5 [ =9 ) ds (221)

Univ de M’sila Approximation numériques des opérateurs intégraux fractionnaires




2.2. APPROXIMATIONS DES INTEGRALES FRACTIONNAIRES 17

Une facon de calculer 1} consiste & approximer f(s) par une certaine fonction f(s) afin que
(2.2.1) peut étre calculer exactement.

Nous pensons a l'approximation de f(s) sur l'intervalle [0, 7]. Théoriquement peut étre
calculé exactement si f(s) est un polynome .

Pourt=t,,n €N, s’écrit sous la forme :

ﬂﬁ@h%=§54%%—W“ﬂ$%

1 nolooatg ol
ﬁ@;émﬂ>mw

221 Méthode des rectangles pour l’approximation de l'intégrale de
Riemann-Liouville

Dans cette méthode, on approxime f(s) par le polyndéme de dégré zéro (constante) sur

chaque sous intervalle [t;, tx11] par

f(s)’[tkvtlﬁtl] ~ f(s)’[tk,tk+1] = f<tk)7

dans ce cas I'équation (2.2.1) s’écrit

Par conséquent, nous obtenons la formule rectangulaire fractionnaire gauche

T3 £ Oy, ~ [T70] =3 buscs (1), 222)
k=0

t=tn

ot les coefficients sont donnés par by,

«

by = ———
" I(a+1)

[(k+1)* — k“] (2.2.3)
De méme, lorsque f(z) est approché par la fonction constante par morceaux

f(3)|[tk,tk+ﬂ = f(3)|[tk,tk+ﬂ - f(xk-i-l)a

Univ de M’sila Approximation numériques des opérateurs intégraux fractionnaires



2.2. APPROXIMATIONS DES INTEGRALES FRACTIONNAIRES 18

alors on obtient la formule rectangulaire droite

Z5 £ O, ~ |Z5F0)]

t=tn

n—1
=S bupr fltes) (22.4)
k=0

d’apres la formule rectangulaire gauche (2.2.2) et la formule rectangulaire droite (2.2.4), la for-

mule rectangulaire fractionnaire pondérée est donneé par

25 £ O, ~ |Z5F0)]

t=tn

= ibn—k—l [0f(te) + (1= 0)f(tes1)], 0501 (2.2.5)
k=0

ou la formule similaire

n—1

T5 S Dy, ~ [T 7] =D busaf e+ (1= 0)0), 00 <1 (2.2.6)
k=0

t=tn

2.2.2 Méthode de Trapeze pour 1'approximation l'intégrale de Riemann-
Liouville

Dans cette Méthode, f(s) est approximée par le polynome de dégré 1 sur chaque sous inter-

valle [tg, tri1],

= lky1 — S s —1g
f(s)’[tk,tkﬂ} ~ f(‘g)’[tk,tkﬂ} = — f(tk) + _
tpy1 — tk tpy1 — t

J(tes)

[(e) o  th b1 — Uk b1 — tk
1 t 1— S 1 —1p
F(Oé) \/to ( ) tl - tOf( 0) to ( ) tl — tof( 1)
to L tQ to . tl
[ B s [ ) S s
t1 t2 - tl t1 2 tl
th—1 tn—1
by o
[ s [ = s
tn—2 tn_l - tn_2 tn—2 tn—l tn—2
t t
" tn " _ b
[ T s+ [ = S )
tn_1 tn - tn—l tn—1 tn - tn—l
= apn f(tr)
k=0

Univ de M’sila Approximation numériques des opérateurs intégraux fractionnaires



2.2. APPROXIMATIONS DES INTEGRALES FRACTIONNAIRES
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avec

r t
t1 —
/ S (t, — s)* 'ds,
t

o t1—to

1 s —ty bet1 ¢ g
Apy = —— / #(tn _ S)a—lds +/ L(tn _ S)a_lds,
7 I'(a) tey Uk~ tho1 4, e+l —tk

t
"S =t
/ 2 nt (t, —s)* 'ds,
tn—1 tn - tn—l

\

Pour k=0, on a:

%, F(Oé) [ tl — to( S) §

0

:hna%/(h_ﬁxm_SW1%

to

Alors

1 arpa+l a+1 "
- ahl'(a) {n A {044—1(% s) LO}
ha a-+1 «
:F(a+2) [(n 1) —n(n—a—l)}

Pourl1<k<n-—1,ona:

o —
" Ta)

te—1

B gy — b —ty
th lpt1 — t tr — th_1

= hT' () / (5 = th1)(tn — s)aflds —I—/ (tppr — 8)(tn — 8)a71d5

te—1 22

. 7 \

J/

-~ ~"

I 12
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On a .
k
L = / (s — th1)(tn — 8)* ds
tk—1
on pose
u=(s—tp1)=>u =1
=ty —5)""' 0= —"(t, —5)"
(b0 = 5" = 0= (1~ )
Alors
173 1 tr
11:|: S—tkl t—S):| +—/ (tn—g)ads
o th—1 o te—1
1 +1 +1 &
i . aha - a
a { 1(t ) :|t
k—1
_ [—(a+1)(n—k)* = (n—k)* + (n—k+1)*""]
ala+1)
Et
tet+1
I, = / (tegr — 8)(t, — 8)* tds
173
on pose
U= (tpy1 —8) =>u' =—1
r_ - a—1 _ - to— g)
v =(t, — 3) =0 - (t, — s)
Alors
Iy = | —(tge1 — 8)(t, — 8)° ——/ t, — s)%ds
2 o (k1 . ol
1 1 b1
— (n . k)aha+1 + (tn o S)a—i—l
o a+1 t
_ ha+1 [( + 1)( o /{:)a . ( i /{:)a+1 _|_( k- 1)a+1]
N ala+1) @ " " "
Donc
App = m [ + ]
hOé
- _ 1a+1 _ _1a+1_2 o a+1
Fagy ke 4=k 1) (n = k)**']
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etpourk=n,ona:

1 g —t,_
Apn = / -l (tn — S)Oé_ldS
tn_1 Zfn - Zfnfl

on pose
u=(s—t,1)=u =1
—1
:tn_ a—1 :_tn_ «
(1= 5" = 0= (1~ 5)
Alors
1 —1 tn 1 [t
= N _tn— tn_ ¢ — tn— “d
hNa)Ha(S R A }
n—1 n—1
1 —1 fn
— tn_ a+1
hr(a+1)[@+1( s) L_l
MNa+2)
Donc
(n—1)" —n%n —a—1), k=0.
hOé
= — — k4 1)t — k=1t —2(n — k)ot! 1<k<n-1.
1 k=n.

Y

2.2.3 Méthode de Simpson pour I'approximation 1'intégrale de Riemann-
Liouville

Méthode de Simpson consiste a approximer f(s) par le polyndme de dégré 2 sur chaque

intervalle [y, t5i1]
f<5>|[tk,tk+ﬂ % |[tk iy Z Lk z tk+z
i€S

tel que {Ly.i(s)} polyndmes de Lagrange définé par

—t
Lia(s) = [ —2H-ies.

S Ui — thtj
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avec S ={0,3,1}, et 1 = ettt
Alors
(s = tpp1)(s — ti) (s — ti)(s — tir1)
(tr) + St
tr =ty 1) (te — tieta) (o2 = ) (Fpr — trsn)
(s —tpp1)(s —tn) )
(e =t )t =)

Donc l'intégrale (2.2.1) devient

f(s)htkvtk-‘—l] ~ f(s)’[tkatk—o—l] = ( )

1
2

_|_

T8 F O, ~ [T5T O]
tet § = Ly 1 )(8 = tp
I R [ T 1L

te — tk_,_%)(tk — trt1)
(s — tk+%)(3 — tx)
(tk+1 - tk+%)(tk+1 - tk)

2 t a1
= W2 (a) {/to (tn — s) [(5 - t%)(s — 1) f(to) —2(s —to)(s — 1) f(t

1)+

S

f(tk+1)] ds

)

1
2

s = ty)(s — o) f(1)] ds + /tQ (10— ) [(s = 13)(s — 1) f (1)

t1

—2(s = tn1)(s = ta) f(tuo1) + (s = t,_1)(s — tn_l)f(tn)] ds}

n n—1
= ch,n f(tk) + Z ék,n f(tk+%)
k=0 k=0

avec -
/ (s — t%)(s —t1)(t, — 8)* ds, k= 0.
to
tr
5 / (s — tk_%)(s —tp_1)(t, — 8)* ds
— te—1
Ck,n — 719 trpi1
PPl(a) +/ (s—tk+%)(s—tk+1)(tn—s)a’lds, 1<k<n-1
tr
tn
/ (5= ty1)(s —tut)(tu — 5" ds,  k=n.
\ tn—1
et
o —4 et a—1
Ck’n:hzf—(a)/tk (s —te)(s — thp1)(tn — ) ds, 0<k<n-—1.
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Pourk =0,0ona

2 f
n= oo —t1)(s —t)(t, — 5)* ds.
o= gty [, (6= 13)(s = 00— s

on utilise I'intégration par partie, on pose :

u:(s—t%)(s—tl):>u'22s—t%—tl.

[ a1 o __1 _ a
V= (t, —9) :U*a(tn s)%.
Alors
2 b )
Co,n:mr—@/to (8-25%)(8—151)(25”—8) ds
2 o t1 t1 o 2 d
= —hQF(a—i—l) {[—(tn—b“) (S—t;)(S-IH)LO +/t0 (tn — $)( S—t% —t1) S}
= neht — 2 — _ _ o\atl h " _ e)atl
T D(a+1) h(a+2) {[(23 2 t1)(tn — s) LO + Q/to (t, — )" ds
hO{

T(a+3) {402 — (n—1)°7%] — (@ +2) [3n°" + (n — 1] + (a + 1)(a + 2)n°} .

Pourl1<k<n-1

2 b kg1
n = —t —tp_1)(t, — 8)*d —t — ) (t, — 8)* 7N
“, h2T () \/tk1<s k—%)(s k=) 5) i+\/tk (s k+$)(3 k1) ( s) Li
Is A
Ona .
k
I3 = / (s =t 1)(5s —tp1)(tn — 5)* 'ds.
te—1 ?
On pose
u=(s—t_1)(s = tp) = u' = 2s— b1 — tro1.
—1
/:tn_ a—1 = :_tn_ o
v =( s) v ” ( s)
Univ de M’sila
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2.2. APPROXIMATIONS DES INTEGRALES FRACTIONNAIRES 24

Alors
1 o]t t’“ a
_ha+2(n _ k)a 1 s tr
_ — 2s —t, 1 —tp_1)(t, — s)*! 2/ tn — s)*"d
o NEEE) [( § =1 —tg 1)( s) ]tkl + tk_l( s) s
ha+2

- Dy et Da+dn -k =3a+n - k)™

—(a+2)(n—k+ 1) —4(n— k)T +4(n — k+1)*"?] .

Et
trt1 )
I = / (5 = tys2 ) (s — tsa) (bn — )7~ ds.
tg
On, pose
u=(s—tp1)(s —tis1) = u' =25 =t 1 — iy
—1
v = (t, —s)** =v=—"_t, — 5)"

a

Alors

tet1

Iy = m { [_(5 - tk+%)<5 — b)) (tn — S)Q} + /ttk+l(25 — Uyl — trsr) (tn — S)st}

ha+2 — k) 1 thet1 tht1
_ (= k) {[(QS—tk_% —tk_l)(tn—s)a“} g / (tn—s)a“ds}
tg

2 Cala+1) th
B ha+2
- 2a(a+1)(a+2)
—(a+2)(n—k—=1)"" —4(n—k - 1) +4(n — k)**?].

tg

[(a+ D)o+ 2)(n — k)* = 3(a +2)(n — k)*+!

Donc

ck,n:]3+l4

ha
- I 2 — k+ 1)t — k— 1)t — k)ett
F(a+3){(a+)[(n + 1)+ (n )2+ 6(n — k)*H]

+4[(n—k+1)**" - (n—k—1)""]}.

Pourk =n .
2 " a—1
o = gy 6 o)l o =)

On pose
w=(s—t,_1)(s —tu-1) = u = 2s — b1 = tn-1.

I tn_ a—1 = :_tn_ o
V' =t —5) V= (t )
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2.2. APPROXIMATIONS DES INTEGRALES FRACTIONNAIRES 25

Alors

%mzﬁﬁ%%:ﬁ{f4s—%%xs—%4xm—@wﬁz?+/%(%—¢W;—%4x%—sw@}

tn—1
2 [—(25 —t, 1 —tp1)(tn — S)OH_I} " +2 /tn (t, — 5)**tds
heT'(a + 2) nmy e tn-1 oy

2 —hot? 2 r
= - (t, —s)*t2
heT (o + 2) 2 a+2

tn—1
ha

= m@ —a).

Etpour0 <k <n-—1,0ona

. 4 tht1 .
Chm = 72(a) /tk (s —tr)(s — toy1)(tn, — 5) " ds.
On pose
u=(s—tp)(s —tpy1) = u' =28 — t) — tys1.
—1
I _ a—1 — _ e
vV =(t, —9) = a(tn s)%.
Alors
~ 4 altk+1 et o
Con = T (@) (s = te)(s — tiyr)a(tn — )]0 — /tk (28 =t — tpyr)(tn — 8)%ds
B 4 2 at1trs 2 tot1 a+1d
= ) [(2s =tk — tyrr)au(ty — s) ]tk -2 (t, — 5)*Tds
— 4h” _ \at+l . 1\at+l] _ \at+2 L. 1\at2
—F<&+3>{(a+2)[(n k) + (n—k =1 —2[(n—k) (n—k—1)""]}.
Donc
(4 = (= 104 — (a+2) 30+ (o — 1)
+(a+ 1) (a+2)n%, k= 0.
Chn = Fh—g ¢ —(a+2)[(n—Fk+ 1)+ (n—k—1)*" +6(n — k)**]
(@+3) | gn— b+ 1)272 = (n— k — 1)o+2] l<k<n-—1.
2 —q, k=n.

etpour0 <k <n-1

4h”

gy (o2 [0 =B 4 k= )™ =2 (0= k) = (0= k= 1)}

Ckn =
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2.3 Approximations de la dérivée fractionnaires au sens de Ca-
puto

Dans cette partie, on va présenter des approches numériques similaires utilisées dan la sec-
tion précédente pour approcher les dérivées fractionnaires d’ordre o > 0 au sens de Caputo .
Pour f € C([0,T1), soit h le pas avec h = %, etnotons t, = kh ,telque k =0,1,...,n

Ensuite, nous étudions numériquement les valeurs de 'integrale suivante avec m = [a] + 1 :

DO F(t) = —— | /0 (t = 5y F0m) () ds. (231)

I'im—«

Pour t = t,,n € N, nous réécrivons [*Dg f(t)],_, sous la forme :

(DG f ()] 1=, = m /0 ' (tn, — S)W_O‘_lf(m)(s) ds
1 n—1 that
_ _ gym—a-l (m) s) ds.
—P(m_@;/tk (1o — 5™ [(5) d

2.3.1 Méthode des rectangles pour 1’approximation des dérivées fraction-
naires au sens de Caputo

Sur chaque sous intervalle [ty, t411], on approxime f(™(s) par le polynome de dégré zéro :
F (S twtnn) = 90 it = S ()
Dans ce cas 'équation (2 s’écrit
DG f (O izs,, = PG 9(1)] 1,

n—1 tht1
- Z/ (tn — )™ 1M (1,)ds

I(m—a) = J,

Par conséquent, nous obtenons la formule rectangulaire fractionnaire gauche

D f ()]s, = [*DEa(t) Zvn e f (), (23.2)

avec )
k+1 ol hm—a - -

= — 5y« = " - gme 2.3.3

Uk /tk (tp — ) ds Tm—at1) [(k+1) K" (2.3.3)
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De méme, si f(™(s) est approché par la fonction constante par morceaux

f(m)(8)|[tk7tk+1] ~ g<s)|[tk,tk+1} - f(M) (tk—I—l)y

Alors on obtient la formule rectangulaire droite

[“DG f(t)],—, = [‘DGg(t) Zvn ket FO () (2.3.4)

d’apres la formule rectangulaire gauche (2.3.2) et la formule rectangulaire droite (2.3.4), la for-

mule rectangulaire fractionnaire pondérée est donneé par

DG f ()], = [DGg(t)],—y. = Y Vn—p—1 [0f (tr) + (1 = 0) f(tea)], 0<0 <1 (2.3.5)
0

3
-

B
Il

ou la formule similaire

[“DG f(t)],—, = [‘DGg(t) Zvn v f (1 —0)h), 0<0<1 (2.3.6)

2.3.2 Méthode de Trapeze pour I’'approximation des dérivées fractionnaires
de Caputo

Sur chaque sous-intervalle [ty, 4.1, g(s) est 'interpolation linéaire par morceaux pour f™

avec degré d’ordre 1.

m thrl m m
f( )(S)|[tk7tk+1] ~ g(s)“tkikﬂ] f( )( ) f( )(tk+1)
tht1 — tk tk—i—l — tk
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Alors

[cpgf(t)]t:tn ~ [CDgQ(t)]t:tn

n—1 t
1 / kt1 —a—1 |:tk+]_ — S (m) S — tk
S £y — syt | LTS pomy gy o ST ey g

T(m — OZ) /., ( ) tk+1 — tk ( ) tk+1 — tk: ( +1>

S S Y L R PR
T L O =

+ [ (tn— )™ s —to) f™ (t1)ds

—

to

+ / Q(tn — §)™ Yty — ) fU (ty)ds + / 2(tn — 5)™ (s — 1) f (ty)ds + - - -

t1 t1

tn—1
+/ (ty — 8)" Mty — s)f(m) (tn_2)ds
b
oo

+ (t, —8)" s — tn_g)f(m) (tn—1)ds

e

tn—2
tn

+
T

n—1

= wen [T (1)
0

3

B
Il

avec

r t
t —_
/ I—S(tn — 5)™m s, k=0.
to tl - tO
tr o t
. 1 tyy Tk — k-1

Wi.n =

- — lkt1 t _
['(m — «) +/ L‘S(tn —s)" s, 1<k<n-—1.
PR 7 R 77

¢
nos—t,
/ ;(tn — s5)™ s, k=n.
\ Ytn—1 tn - tn—l
Pour k=0, on a:
1 nogy —
wo’n = / ! 5 (tn — S)m_a_lds
F(m — Oz) to tl — t()
1

= ) /t (tr — 8)(tn — )™ Lds

(tn — 8)™ Lty — 8) f™ (tn_1)ds + /tn (tn — )" s — to_q) f™(t,)ds
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En utilusant l'intégration par partie, posons
u=(t; —s)=>u =-1

V= (t, =) == p— a(tn —s)me

Alors

Wopn = 7= <m1_ 5 { {m__la(tl —5)(t — s)m—a} " é /t:l(tn — s)m—ads}

to

1 1 i
- A R Al B () K
hI'(m —a +1) m—a+1

to
hmfa

F(m—a—l—Z)[

(n—1)" " —n™%n—m+a—1)]

Pourl1<k<n-1,0ona:

1 N s —ty
Whp = =———— / Tht1 75 (t, —s)"* ds + / Sl (t, —s)™ * tds
Lim—a) | Jy,  ter —t te — 1

tk—1

Lt [ ettt [ - 9t - syt
=— S —tp_1)(t, — )" s+/ tiyr — 8)(tn, — 8)" % ds
hT'(m — «) Ju, o du -
g T

On a .
k
Jp = / (5 —tp_1)(t, — )" tds

te—1
on pose

u=(s—t_1)=u =1

r_ tn _ ym—a-1 -y = - tn _ \ym—a
v =t 5) v=—(t, )

Alors

-1 23 1 [t
J| = s —tp_1)(t, — s m_‘"} + — / t, —s)" Yds
1 {m T S e N A

— 1 _(n o k)mfahmfa+1 _ ;(t o S)mfaJrl &
m—a m—-—a+1""

lp—1
hmfonrl

= G ag D et DR (= R (= k]
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Et
tet1
J2 = / (tkpr — ) (tn — s)™ " ds
122
on pose
U= (th1 —s) =>u = -1
-1
V= (b= 97 S 0= i — gy

Alors

—1 tht1 1 tet1

J = t — tn _ m—ao - tn B mad
2 |:m—a(k+1 s)( s) Lk m—@/tk ( 5)"ds
1 m—ajm—a+l 1 a1 tet1
_ (n—k)™" “h + | —————(th —s)
m—« m— a1 .
hm—a+1 ) 1
= (m — a)(m —a—+ 1) [(m — o+ 1)(” - k)m,a _ (TL — k)mfa+ + (TL —k— 1)mfa+ ]
Donc
Wk, hD(m — a) [J1 + Jo]
- m [(n —k+ 1)m—a+1 + (TL — k- 1)m—a+1 _ 2(7’L _ k.)m—a—f—l} '

etpour k =n,ona:
1 tn S — tn—l
Wpp = =— — " (t, — s)™ > s
" T(m - ) /tn—l tn — tn_l( " )

1 tn
= —typ 1) (tn — 8)™
hT'(m — «) /tn_1<s 1) ) 5

on pose

u=(s—t,_1)=>u =1

V=(t,—8)" =0 = (t, —s)™ ¢

== ] Iy A
wn’n_hf(m—a) m_q o in TS m—af, " ° °

tn—1
tn

1 -1
— tn _ J\m—a+l
hI'(m —a+1) [m—a—irl( 2 1

tn—1

Univ de M’sila Approximation numériques des opérateurs intégraux fractionnaires



2.3. APPROXIMATIONS DE LA DERIVEE FRACTIONNAIRES AU SENS DE CAPUTO 31

Donc
(n—1)m=oFl —pm=%(n —m+a —1), k=0.

hm—a

_ — k4 1)m-att — k= 1)ymotl —9(p — f)ym-att 1<k<n-1.
ey | (AT k) (- ket 1<k <n

Wg.n =

1, k=n.

2.3.3 Méthode de Simpson pour l'approximation des dérivées fraction-
naires de Caputo

Dans cette méthode, on va approximer f(™(s) par un polynéme de dégré 2 sur chaque sous

intervalle [tx, tg11],

(s = tpr1)(s = trs)
(te =ty 1)tk — Lrsa)
(s —tpp1)(s —ty)

+ 2 ") (1),
(s — e (i — 1) ()

Donc l'intégrale (2.3.1) devient

(s —tr)(s —tri1)
(tk+% - tk)(tm% - 75l~c+1)

f(m)<s)|[tk,tk+1] ~ f(s)|[tk7tk+l] - f(m) (tk) + f(m)<tk+%>

[cDgf(t)]t:tn ~ [Cpgg(t)]t:t,L

LS [ e
= ty — s)"O"
L(m—a) &=/,

(s —tr)(s — try1)
<tk+§ - tk)(tm% — tp1)
- m {/t 1<tn - S>mia71 |:(S — t%)(s — tl)f(m)<t0)
=25 = t0)(s = 1)/ 1) + (5 = 1) (5~ 10) /(1) ds

.+/7m—SWW*[@—@xw4»ﬂm&n

t1

(s =ty 1)(s — teta)

(te = ey 1) (b — Lrsn)
(s — tk+%>(5 — tr)

(1 =ty 1) (Ersr — B)

£ ()

fom (ter1) + Fom (%H)] ds

—2(s = t1)(s = ta2) [ (ts) + (s — t3)(s — m)f""’(@)] ds + -
[ = 5= )= )
=25 — tt)(5 = £a) FO (1) o+ (5t 1)(s — tyg) f (tn)] ds}

—Zek F™ () +Zekn tk+
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avec

r t
/ (s — t%)(s — 1) (t, — 5)™ > s, k= 0.

to

tg
/ (s — tk_%)(s —ti1)(tn — )™ s
te—1

tkt+1
+/ (s — tk+%)(s —tpa)(ty —8)" s, 1<k<n-—1

173

tn
/ (s =ty )5 — tur)(ta — 8)"°"Uds,  k=n.
\ tn—l

et

. —4 tht1 I

ekm:m/ (s —te)(s — thp1)(tn — )™ “ds, 0<k<n-—1.
Pourk =0,0ona

2

; / (s = ty)(s — )t — 5y" " 1ds,

€on = 5o ——

O 7 2D (m — « to

on utilise I'intégration par partie,on pose :
u=(s—t1)(s —t1) :>u':2s—t% — 1.

—1

m—«

V= (t,—8)" ! == (t, — )™

Alors

2 )/l(s—té)(s—tl)(tn—s)m“1ds

“om = R2T'(m — «) J,
2
- R2T(m —a+1)
nmTeRm T 2 t

h™me m—a+2 m—a+2 m—a+1 _ 1\ym—a+l
= ety BT - D e [ (- 1]

+(m—a+1)(m—a+2)n™ }.

t1

+ /tl (tn — 5" (25 — s — tl)ds}

to

{9t = 15— )

to

Pourl1<k<n-1

—2 i m—a—1
Ckn = hzl—‘(m _ a) /t 1(5 - tk—%)(s - tk—l)(tn - 3) ds
Js
—2 s m—a—1
pA
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Ona .
k
J3 = / (s —t,_ 1)(s —tp_1)(tn — )™ tds.
tk—1 2
On pose
u=(s—ty_1)(s —ty-1) = u = 2s — b1 — ti1.
—1
I tn_ m—a—1 = — tn_ m-—a
v = (1 5) v= ()
Alors
J ! . ! d
- (s —t, 1)(s—tp 1)t — m—a] (2 —t_,—t_)tn— m—a
= e e et ] [ (et =) s

T (m- &)(Tiz —a+1) { [QS — o1 = 1)t = 8)’”“”“]2:_1 +2 /ttk (tn — s)m—aﬂds}

hm—et2(n — k)™
2(m — «)

hm—a+2

= = m —at a2 [—(m—a+1)(m—a+2)(n—k)"™ " =3a+2)(n—km"
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Alors
bh = o [(5 = 8)(5 — tia)m — alty — o))"
k},?’l hQF(m _ a) k‘ ki+1 n tk
4 te+1 ~
_m/tk (25 —tg — thyr)(tn — 8)" " “ds
- . [(2 —tp — tpp1)m — at, — )m_aﬂ}tkH -2 /tkﬂ(t — )m_a“d
" h20(m — a) § =tk = lk+1)M — Qlln — S t . n—=§ 5
= ﬂ {(m —a+ 2) [(n _ k,)m—a-i—l + (n ok 1)m—o¢+1}
I'(m—a+3)
-9 [(n - k)mfa+2 o (n — k= 1)mfa+2} } )
Donc
(4 [nm—a+2 _ (n _ 1)m—a+2]
_(m —a+ 2) [SnmfaJrl + (n o 1)mfa+1]
+(m—a+1)(m—a+2)n™m k= 0.
h}mfa
ehn=——- —(m—a+2)[(n—k+1)m ot
[(m—a+3) + (n—k—1)""t 4 6(n — k)"t
+4[(n—k+1)" P2 —(n—k—-1)m"°", 1<k<n-1
[ 2—-m+a, k=n.
etpour0 <k <n-1
4hm—a

Chn = 7 {m—a+2) [(n— k)" + (= k= 1]

I'(m—a+3
—2[(n—k)" " —(n—k—1)""]}.

Univ de M’sila Approximation numériques des opérateurs intégraux fractionnaires



CHAPITRE 3

RESULTATS NUMERIQUES

ﬂ) ans ce chapitre, on donne des exemples numériques pour comparer les résultas exactes
avec les résultas approchées obtenus par la méthode des rectangles, la méthode de
Trapeze et la méthode de Simpson pour approximer l'intégrale fractionnaire de Riemann-

Liouville et la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

3.1 Exemples sur I'approximation de l'intégrale de Riemann-
Liouville

Exemple 3.1.1. Soit I'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0 d"une fonction

f:

7o (1) = ﬁ /0 (= $)7 L1 (s) ds. (3.1.1)

Considérer la fonction f(t) = t°, t € [0, 1]. L'intégrale de de Riemann-Liouville de f est donnée
par:
F(ﬁ + 1) tor‘r/g

Ia+6+1) ’
En utilisant les méthodes numériques précédentes pour trouver des apporoximation numé-

TotP = f>—1, a>0. (3.1.2)

rique de l'intégrale de Riemann-Liouville de f pour 8 =35, a = 2.
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3.1. EXEMPLES SUR I’ APPROXIMATION DE L'INTEGRALE DE RIEMANN-LIOUVILLE 37

1= On applique la méthode des rectangles et on obtient les résultats suivantes :

n t Val.exact | Val.app Erreur

1 | 0.000 | 0.000000 | 0.000000 0.000000

2 | 0.100 | 0.000001 | 0.000008 | 6.553217x10~°
3 | 0.200 | 0.000031 | 0.000099 | 6.784414x10°°
4 | 0300 | 0.000236 | 0.000525 | 2.896758x10~*
5 | 0.400 | 0.000993 | 0.001829 | 8.361424x10~*
6 | 0.500 | 0.003029 | 0.004959 [ 1.929581x10°3
7 | 0.600 | 0.007537 | 0.011388 [ 3.850548x10*
8 | 0.700 | 0.016291 | 0.023229 | 6.937801x1073
9 | 0800 | 0.031762 | 0.043351 | 1.158829x1072
10 | 0.900 | 0.057237 | 0.075494 | 1.825716x10~2

TABLE 3.1 — Comparaision entre les résultats exactes et les résultatss approchées obtenus par la
méthode des rectangles de (Z;-° t3°).

0.08 T T T T T T T T T

Sol.Ezxacte
0.07 - # Sol.Approzx. i

0.06

0.05

6f(t)

0.04

0.03

0.02

0.01

0 0.1 0.2 0.3

FIGURE 3.1 — Comparaison graphique des résultats exactes et numériques obtenus par la mé-
thode des rectangles de (Z;° t°).
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1= ]a méthode de Trapeze donne les résultats dans le tableau suivant :

n t Vall.exact | Val.app Err oo = 2

1 0.000 0.000000 0.000000 0.000000

2 0.100 0.000001 0.000000 | 9.693107 x10~7
3 | 0.200 0.000031 0.000045 | 1.402865 x107°
4 | 0.300 0.000236 0.000281 | 4.553736 x1075
5 1 0.400 0.000993 0.001099 | 1.062296 x10~4
6 0.500 0.003029 0.003235 | 2.057828 x10~4
7 | 0.600 0.007537 0.007891 | 3.538798 x10~*
8 | 0.700 0.016291 0.016851 | 5.602063 x10~*
9 0.800 0.031762 0.032597 | 8.344500 x10~4
10 | 0.900 0.057237 0.058423 | 1.186299x10~3
11 | 1.000 0.096931 0.098557 | 1.625444x1073

TABLE 3.2 — Comparaision entre les résultats exactes et les résultats approchées obtenus par la
méthode de Trapeze de (Z5° t39).

01 T T T T T T T T T
Sol.Exacte
# Sol.Approzx.

FIGURE 3.2 — Comparaison graphique des résultats exactes et numériques obtenus par la mé-
thode de Trapeze de (Z;° t3°).
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1= Par la méthode de Simpson on obtient :

n t Vall.exact | Val.app Err o = 2

1 0.000 0.000000 0.000000 0.000000

2 0.100 0.000001 0.000000 | 5.133767x10~7
3 | 0.200 0.000031 0.000031 | 1.899137x10~"°
4 | 0.300 0.000236 0.000235 | 2.996659x10~7
5 0.400 0.000993 0.000992 4.111822x 107
6 | 0.500 0.003029 0.003029 | 5.238315x107"
7 | 0.600 0.007537 0.007537 | 6.372882x107
8 0.700 0.016291 0.016290 | 7.513581x10~"7
9 0.800 0.031762 0.031762 | 8.659146x 107
10 | 0.900 0.057237 0.057236 | 9.808692 x10~7
11 | 1.000 0.096931 0.096930 | 1.096158x10°°

TABLE 3.3 — Comparaision entre les résultats exactes et les résultats approchées obtenus par la
méthode de Simpson de (Z;5 t39).

01 T T T T T T T T T
Sol.FExacte
# Sol.Approzx.
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 3.3 — Comparaison graphique des exactes et numériques obtenus par la méthode de
Simpson de (Z35 t39).
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3.2 Exemples sur les approximation des dérivées fractinnaire
de Caputo

Exemple 3.2.1. Soit dérivées fractinnaire de Caputo d’ordre oo > 0 de f:

DO F(t) = — | /O (£ — 5y F0m) () ds. (32.1)

I'(m—«
Considérer la fonction f(t) = t°, t € [0, 1]. L'intégrale de de Riemann-Liouville de f est donnée

par:

I'(f—a+1) ’
Nous utilisons les méthodes numériques précédentes, nous trouvons les résultats d’approxi-

“ps 1P = f>—1, a>0. (3.2.2)

mation de la dérivée fractinnaire au sens de Caputo de f pour 5 = 3.5, a = % listés dans les

tableaux suivant.

iz Par la méthode des rectangle on obtient les résultats suivantes :

n t Val.exact | Val.app Erreur

1 | 0.000 | 0.000000 | 0.000000 0.000000

2 | 0.100 | 0.058159 | 0.098733 4.057454 x1072
3 | 0.200 | 0.232635 | 0.320156 8.752165x 102
4 | 0300 | 0.523428 | 0.660087 1.366591x 1071
5 | 0.400 | 0.930538 | 1.117585 1.870468x 107!
6 | 0500 | 1.453966 | 1.692239 2.382734x107!
7 | 0.600 | 2.093711 | 2.383825 2.901138x107*
8 0.700 | 2.849773 | 3.192202 3.424288x 1071
9 | 0.800 | 3.722153 | 4.117278 3.951251x 107!
10 | 0.900 | 4.710850 | 5.158986 | 4.481364e-001 x10~*

TABLE 3.4 — Comparaision entre les résultats exactes et les résultats approchées obtenus par la
méthode des rectangle de (“D}5 t39).
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Sol.Fzxacte
# Sol.Approzx.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 3.4 — Comparaison graphique des résultats exactes et numériques obtenus par la mé-
thode des rectangle de (“D} t39).

1= ]la méthode de Trapeze donne les résultats suivantes :

n t Vall.exact | Val.app Err o = 2

1 0.000 0.000000 0.000000 0.000000

2 0.100 0.058159 0.000000 | 5.815864x 102
3 0.200 0.232635 0.240702 | 8.067324x1073
4 0.300 0.523428 0.531750 | 8.322545x1073
5 0.400 0.930538 0.939026 | 8.488060x10~3
6 0.500 1.453966 1.462572 | 8.605679x1073
7 | 0.600 2.093711 2.102406 | 8.694617x1073
8 0.700 2.849773 2.858538 | 8.764857x1073
9 [ 0.800 3.722153 3.730975 | 8.822130x 1073
10 | 0.900 4.710850 4.719720 | 8.869980x10~3
11 | 1.000 5.815864 5.824775 | 8.910734x1073

TABLE 3.5 — Comparaision entre les résultats exactes et les résultats approchées obtenus par la
méthode de Trapeze de (“Dj° ¢3°).
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Sol.Fzxacte
# Sol.Approzx.

0.7 0.8 0.9

FIGURE 3.5 — Comparaison graphique des résultats exactes et numériques obtenus par la mé-
thode de Trapeze de (“D}° ¢39).

1= Par la méthode de Simpsonona:

n t Vall.exact | Val.app Err o = 2

1 0.000 0.000000 0.000000 0.000000

2 0.100 0.058159 0.018617 | 3.954134x10~2
3 | 0.200 0.232635 0.232673 | 3.833954x107°
4 0.300 0.523428 0.523473 | 4.530507x107°
5 0.400 0.930538 0.930583 | 4.495969x10~°
6 | 0.500 1.453966 1.454009 | 4.321822x107°
7 | 0.600 2.093711 2.093752 | 4.126128x107°
8 0.700 2.849773 2.849813 | 3.938883x107°
9 0.800 3.722153 3.722191 | 3.767508x107°
10 | 0.900 4.710850 4.710886 | 3.612743x107°
11 | 1.000 5.815864 5.815899 | 3.473324 x107°

TABLE 3.6 — Comparaision entre les résultats exactes et les résultats approchées obtenus par la
méthode de Simpson de (“D}*° t3°).
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“Dy f(t)

Sol.Exacte
# Sol.Approzx.
0’7 1 1 1 1 1 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIGURE 3.6 — Comparaison graphique des résultats exactes et numériques obtenus par la mé-
thode de Simpson de (“D§° t39)..
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Conclusion générale

Dans ce mémoire on a traité les méthodes numériques basées sur l'interpolation polynomiale
pour trouver des approximations de 1'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville et la
dérivée de la dérivée au sens Caputo a savoir, méthode des Rectangle, méthode de Trapeze et
méthode de Simpson. Cette étude est illustrée a la fin de ce mémoire par des exemples

numérique.
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Résumé :
l'objectif de ce mémoire est d’étudier numériquement les opérateurs intégraux d’ordre fractionnaires
en utilisant des méthodes basées sur l'interpolation polynomiale pour obtenir des solutions approxima-

tives de l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville et la dérivée au sens de Caputo, en utilisant la
méthode des rectangle, la méthode de Trapeze et La méthode de Simpson. Enfin, les résultats obtenus

sont accompagnés par des exemples numériques illustratifs.

Mots-Clés : intégral fractionnaire de Riemann-Liouville, Dérivée fractionnaire de Caputo,
approximation numérique, Méthode des rectangles, Méthode de Trapéze, Méthode de Simpson

Abstract :

The objective of this memory is to study the fractional order integral operators using numerical methods

based on the polynomial interpolation to obtain the approximate values of Riemann-Liouville fractional

integral and Caputo fractional derivative using the rectangular method , the Tzapezoidal method , and

Simpson’s method. Finally, the results obtained are accompanied by illustrative numerical examples

Keywords : Riemann-Liouville fractional integral, Caputo fractional derivative, Numerical

approximations,rectangular method, Tzapezoidal method, Simpson’s method
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