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Abstract

In this memory, we study the topologic properties, including the continuity of linear
operator and special case the continuity of integral oprators on functional spaces of the

Orlicz type.

Keywords :

Orlicz space ,continuity ,linear operators , integral operators ,functional spaces.

Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions une propriété topologique, notamment la continuité des
opérateurs linéaires et particulierement la continuité des opérateurs intégraux sur les espaces
fonctionnels de type Orlicz.

Mots-clés :
Espaces d’Orlicz, continuité, opérateurs linéaires, opérateurs intégraux, espaces fonctio-

nels.



List of symbols

: norme in L7 (Q;R") , [, = (Jo lo (@) dx)l/p.

|'|p

|E| mesure de l’ensemble E.

RY espace euclidien réel de dimension n.

P-P presque partout.

supp(f) support de la fonction f

L’espace d’Orlicz L#(Q) = {u . fonction mesurable sur Q| 3IX >0 : [, (%) dz < —i—oo}.
la norme de Luxemburg ||ul|, = [Jul|1p) = inf {/\ >0 ‘ pr(%) dr < 1}

S(p,r) La sphére unité.

B(p,r) La boule unité

v



Introduction

les propriétés topologiques sont importantes dans la recherche et les études sur les opé-
rateurs linéaires définis sur un espace fonctionnel de sorte que nous étudions cette notion
importante, i.e., la propriété de la continuité appliquée aux opérateurs linéaires, en particu-
lier appliquée aux opérateurs intégraux sur les espaces fonctionnels dits de Lebesgue (LP) et
d’Orlicz (L¥) .

Dans cette mémoire de recherche on partagé le travail en deux chapitres, ils sont respec-
tivement

Dans le premier chapitre, on parle sur la structure topologique de cet espace noté ’espace
d’Orlicz L¥ qui généralise I'espace de Lebesgue LP, espace linéaire, espace vectoriel, espace
convexe, les normes gssociées et leurs équivalences, les inégalités...etc.

Dans le dernier chapitre, on essaye d’appliquer la notion continuité sur les opérateurs
linéaire définis sur un espace d’Orlicz & valeurs dans lui méme, plus particuliérement sur les

opérateurs intégraux non linéqgires de type Urysohn.



Chapitre 1
Espace d’Orlicz

Les espaces d’Orlicz ont été présentés la premiére fois en 1931 par le mathématicien
polonais W. Orlicz et plus tard a été baptisé du nom de lui.

Dans cette section on expose les propriétés générales.

1.1 N-fonction

Une généralisation de la fonction définie par p(u) = |ul’, est donnée par la classe des

fonctions suivantes.

Definition 1.1. soit ¢ : R — R une fonction telle que :
1-pest paire ,conveze et continue.
2NVt > s> 0 ,p(t) > p(x) >0
3-

lim@ =0et lim #()
s—0 8 s——+400 S

= —|—OO
La fonction ¢ est appelée fonction de Young ou N-fonction

Theorem 1.2. Chaque fonction conveze o(u), qui vérifiée la condition ¢(a) = 0, peut étre

représentée sous la forme

ot p(t) est une fonction continue croissante. De méme nous avons ¢'(u) = p4(u)

Definition 1.3. (définition équivalente)

Une fonction p(u)s’appelle N-fonction s’elle admette la représentation
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ot la fonction p(t) est continue pour t > 0, positive pour t > 0 et non décroissante qui

vérifiée les conditions
p(0) = 0, p(c0) = lim p(t) = oco. (1.2)

t—o0
Example 1.4. Les fonctions suivantes sont N-fonctions :
o(t) =t 1 < p < 400
o(t) = eltl — [t — 1
o(t) =l —1,1 < p < 400
p(t) = (14 [¢]) In (1 + [¢]) — ¢]

1.2 Espace fonctionnel de Banach

Soit (€2, 1) espace mesuré et soit M™ un cone des fonctions p-mesurables sur € dont les

valeurs dans [0, o0]

Definition 1.5. Soit l'application p suivante p : M+ — [0, o0].

On appelle une norme fonctionnelle de Banach ['application p, s’elle vérifiée les propriétés
sutvantes

Si pour tout f,g et f,(n=1,2,...) dans M™ et pour A >0

1. p(f)=0& f=0, p—pp.
p(Af) = Ap(f)-
p(f +9) < p(f) + plg).
2.0<g<f n—pp=p(f)<plg)
3.0< ful fo m—pp = p(fa) T p(f)
4. p(E) <00 = p(xp) < oo.
5. W(E) < oo = [, fdu < Cpp(f) ou la constante Cp dépend seulement de E.

Definition 1.6. Soit p une norme fonctionnelle de Banach, X = X (p) 'ensemble de toute
les fonctions f dans M avec p(|f|) < oo, s’appelle espace fonctionnel de Banach (EFB),
pour toute f € X, on définit

1f[1x = p(LfD)- (1.3)

Theorem 1.7. Soit p norme fonctionnelle de Banach et soit (X , ||.|x)alors sous les opéra-
tions naturelles de l’espace vectoriel, 'espace (X, ||.||x) est un espace vectoriel linéaire normé,
avec les inclusion suivantes

SCX — My (1.4)

sont vérifiant, ou S est l’ensemble des fonctions p-simple dans R™.
En particulier, si f, — f dans X, alors f, — f par mesure dans les ensembles de mesure

finie, et par conséquent les sous-suites convergent ponctuellement vers f p-p.p.
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1.3 Espace modulaire

Definition 1.8. Soit X un espace vectoriel sur le corps K. La fonction p : X — [0, 00] est
dite semimodulaire dans X, si les propriétés suivantes sont satisfaisantes :

(i) p(0) = o0.

(ii) p(Ax) = p(x), Vo € X, X € K, avec |\| = 1.

(iii) p est continue & gauche.

(iv) p(Ax) = 0,V > 0 implique x = 0.

le semimodulaire p est dit continu si,

(v) Uapplication A\ — p(A\x) est continue dans (0, 00|, pour x € X.

Remark 1.9. 1- Le semimodulaire est toujours convezxe.

2- Le semimodulaire est dit modulaire si, p(x) = 0 implique = = 0.

Example 1.10. 571 < p < oo et 2 C R"”, alors

() = / (@) Pz

définir un modulaire continu sur L°().

Definition 1.11. Si p est un semimodulaire ou modulaire dans X, alors
X, = {x € X;/l\in(l)p()\x) = 0}
est appelé espace semimodulaire ou espace modulaire (respectivement).

Remark 1.12. Puisque p(Ax) = p(|\|z) requis a iir% p(Az), avec A € (0,00], on peut définir
X, par :
X, ={x € X, p(Ax) < oo; pour A > 0}.

Theorem 1.13. Soit p un semimodulaire dans X, alors X, est un espace vectoriel normé

sur le corps K, ot la norme définie par

1
||z]|, = inf {/\ >0,p (Xx) < 1}

Démonstration. e X, est un espace vectoriel.

- Il est claire que 0 € X,.

- Soit u,v € X, et a € K\ {0}, par la définition de X, et p(au) = p(Ja|u) il est claire que
au € X,.

- Par la convexité de la fonction p, on peut 'estimer

1 1 1 1

et par conséquent, on a u +v € X,,.

Donc X, est un espace vectoriel.
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e X, est un espace normé.

- Il est claire que |Jul|, < oo, pour tout u € X, et ||0[[, =0, Va € K.

. au
laull, = inf{A>0;p (7) <1}
u
la|inf{\ > 0 ; p(}\) <1}

= ladllull,.

- Soit u,v € X et x > [lul|, y > [|v]|, alors

p<g>§1etp(g)§1
x Yy

et par conséquent de la convexité de p, on a
u+v T u Yy v
P = P -+ -
Tty r+yr TH+Yy

T U Y v
< p<—>+ pl-] <1
r+y x r+y Y

lu+vll, < llull, +vll,

alors |lu+ v, <z +y, dou

- Si ||lul|, = 0 alors p(au) < 1,Ya > 0, donc

pMMSBP(%)s5wA>0dﬂem¢

d’apres les propriétés de p, alors p(Au) =0, VA > 0 et que u = 0. O

Lemma 1.14. Soit p un semimodulaire sur X, alors ||z||, <1 et p(x) < 1 sont équivalent.
Si p est continu, alors aussi ||z||, < 1 et p(x) < 1 sont équivalents, comme ||z|, = 1 et
p(z) =1.

Soient p un semimodulaire sur X et x, € X,, alors x, — 0 pour k — oo si et seulement si

klim p(Azg) = 0 pour tout X > 0.

Démonstration. Si p(x) <1, alors ||z]|, < 1 par la définition de ||.||,, d’une part si ||z]|, < 1,
alors p(§) < 1 pour tout A > 1. Puisque p est continu a gauche, il suit p(z) < 1.
Soit p est continu, si ||x]|, < 1, alors il existe A < 1 avec p(§) < 1, par conséquent et par les
relations

p(Az) = p([Alz) < [Alp(x), pourtout |A] <1 (1.5)

et
p(Ax) = p(|A|x) > |A|p(x), pourtout |A| > 1, (1.6)

on peut voir
pla) < Mp(5) S A< L.
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D’une part si, p(z) < 1 alors par la continuité de p, il existe v > 0 ou p(yx) < 1, puisque
1
Iyzl, < 1et ||z, < S < 1.

L’équivalence de ||z|[, = 1 et ||z]|, = 1 est immédiate.
Soit [|zg||, — 0 et A > 0, alors || K Azk|, < 1 pour tout K > 1 et pour une large valeur de k,
ainsi p(KAzxy) < 1, par conséquent

1 1
p(Axg) < EP(K)\%) <%

Corollary 1.15. Soit p un semimodulaire sur X et x € X,, alors
1-Si ||z||, < 1, alors p(z) < ||z,

2-Si ||z||, > 1, alors ||z||, < p(x).

8|zl < plx) + 1.

Démonstration. 1- Pour x = 0 (évidente).

z_) < 1 puisque ||z]|, <1

Soit 0 < [|z]|, < 1, par le lemme précédent et |||, = 1, on a p(r) <

et par l'inégalités ( 1.5) et ( 1.6), on a

p()
]I,

<1

2-Soit [|z[|, > 1, alors p(§) > 1 pour 1 < A < ||z||, et par (1.5) et (1.6), on a

P(;) > 1, puisque X est arbitraire p(x) > ||z||,.

3-Elle est immédiatement par (2). O
Fonction complémentaire de N-fonction

Definition 1.16. Soit la fonction positive p(t), t > 0, continue & droite pour t > 0, crois-

sante est satisfaite la condition (1.2). On définit la fonction q(s), (s > 0) par l’égalité

q(s) = sup t. (1.7)
p(t)<s

La fonction q est dite fonction conjuguée de la fonction p.
Definition 1.17. Si ¢ est une N-fonction , alors la fonction conjuguée (duale) 1 : [0, 00] —
[0, 00] est définie par

¥ = sup{zy — ¢(x)}.

Theorem 1.18. Soit ¢ une fonction de Young (N-fonction) et 1) la fonction conjuguée, alors

1 aussi est une fonction de Young
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Démonstration. 1- Pour tout y, la relation xy — p(z) =0, si z = 0 i.e.,xp(y) > 0, donc il est
trivial que ¥(0) = 0.
2- 51 0 < y; < 9o, alors

zys — p(z) > 2y — (), pour tout

implique () > (1), alors 1 1.
Par définition, il existe un nombre 0 < xy < 00, tel que p(zg) < oo, ainsi

V(y) > 2oy — p(x0) pour tout y

tend vers oo, si y — oo.

Puisque ¢ est convexe et ¢(0) = 0, la fonction @ croissante vers une valeur positive, lorsque
x tend vers l'infini.

On note par m la limite de cette fonction et on suppose que 0 < y < m, alors
xy — (x) = —00, Si T — 00

implique que ¥ (y) est finie.
3- 1 est convexe, si 0 <y <yo <00 et 0 <A <1, alors

z( Ay + (1= Nya) —o(x) = Ay + xy2 — Azys — o(x) (1.8)
= AMayr — ¢(@) + (1 = A)(zy2 — »(2))
< Mp(yn) + (1= A)h(ye), Vo > 0. (1.9)

On prend le sup sur le membre & gauche, on trouve

Ay + (1= ANyz) < Mp(yr) + (1 = N (y2)
O

Remark 1.19. [l est facilement de vu que la fonction q posséde les mémes propriétés que la
fonction p, elle est positive pour s > 0, continue a droite pour s > 0, croissante et vérifiée

les conditions

q(0) =0, lim g(s) = o0 (1.10)

§—00

Example 1.20. Soient M, et My deux N-fonctions

L Mi(u) = M5 0 >0, oupi(t) = Mi(t) = 7%, (t > 0), donc qu(s) = "1 (s >

a ) -

0) avec é + % = 1. Alors la fonction conjuguée est

ol ol
Ni(v) = /0 q1(s)ds = %
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!

2. My(u) = el —|u| =1, ot pa(t) = My(t) = et —1 (t > 0) donc q2(s) = In(s+1), (s > 0).

Alors la fonction conjuguée est

|v]
Ny(v) = /0 q2(s)ds = (1 + |v]) In(1 + |v]) — |v].

Remark 1.21. 1- Il est imposable dans beaucoup des cas trouvé une formule explicite pour
déterminer le complémentaire de N-fonction, par exemple, le N-fonction M (u) = et -1,
ot p(t) = M (t) = 2tet2, nous ne pouvons pas exprimer q sous la forme explicite.

2- Pour tout o € [0,1], 2om) — Mf:l), on passe a la limite si « — 0 = contredit de (7?)

auy

ainsi : M(au) < aM(u), 0 < a <1, u#0.

Cette inégalité augmente strictement pour des valeurs positives de u

,0<ul<u

! f—

On note par M~1(v), (0 < v < c0) l'inverse de la N-fonction M (u).

Cette fonction est convexe puisque,
M av, + (1 — a)vy) > aM vy + (1 — )M (vy), pour vi,ve >0

La monotonicité de la dérivée droite p(u) pour N-fonction M (u) implique l'inégalité
|ul ]
M(u)+M(v) = / p(t)dt—l—/ p(t)dt (1.11)
0 0
|ul u+v]
< / p(t)dt + / p(t)dt
0 |

ul

u|+|v|
:/ p(O)dt = M [[u] + |v]] . (1.12)

ul

On suppose que a = M(u),b = M(v) sont des nombres non négatifs arbitraires, d’apres la
relation (1.10), on a
MY a+b) < M~ Ya)+ ML(b).

1.4 Condition A,

Definition 1.22. On dit que la N-fonction M (u) satisfaite la condition As, s’il existe une
constante k > 0 ,telle que
M(2u) < kM (u), (u > up) (1.13)

pour une valeur positive de uq.

Remark 1.23. On le voit facilement que nous avons toujours k > 2 on a

M (2u) > 2M (u) pour u # 0.
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Example 1.24. 1- La fonction M(s) = |s|In(|s|+ 1) est satisfaite la condition Ay. En effet,
on peut vérifier aisément que M est une N-fonction et on a : k = 4.
2- On a aussi, la fonction M(s) = %|s|p, pour p > 1 est vérifiée la condition Ay. En effet,

onak=2
Definition 1.25. Soit ¢ : R — R, une fonction de Young.
On dit qu’une fonction de Young satisfaite la condition Vy, noté ¢ € Vs, st

1
p@) < rp(@), w2 a0 20,

pour | > 1.

Definition 1.26. Soit ¢ : R — R, une fonction de Younyg.
1- On dit qu’une fonction de Young satisfaite la condition A', noté ¢ € A', s’il existe une

constante ¢ > 0, telle que

p(zy) < cp(z)e(y), z,y > 20 > 0.

2- On dit qu’une fonction de Young satisfaite la condition V/, noté p € V,, sl existe une

constante b > 0, telle que

o(x)p(y) < p(bzy), x,y > yo > 0.

1.5 les classes des espaces d’Orlicz

Nous d’abord présenterons et étudierons la structure des espaces d’Orlicz sur un espace
de mesure arbitraire, et nous spécialisons ensuite pour obtenir des résultats particuliers.

Soit I’espace mesuré (€2, 3, 1) o 2 un certain ensemble de points et X est un o-algebre.

Remark 1.27. 1- Soit ® : R — R, une fonction de Young, ou la fonction de Young
permette de que, pour un certain xo € R, si la fonction f : Q — R est measurable, alors
d(f) =: Q — R, est measurable.

2- D’apreés la définition de la fonction de Young, c’est une extension de la fonction réelle de
Borel.

Definition 1.28. L’ensemble de toutes les fonctions mesurables f : Q — R, telles que
[ 2D < o
Q

est noté par L?(j1).

Remark 1.29. I- Z“"(u) l’ensemble des classes des espaces d’Orlicz.

2- Les classes d’Orlicz L¥ ne sont pas des espaces vectoriels.
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Example 1.30. On considere Q =]0,1[ et ¢(t) = €', alors la fonction u(z) = —3Inz
appartient & L¥, mais la fonction v(z) = 2u(x) = —Inx, n’appartient pas.
Theorem 1.31. 1. L’espace L¥(y) est absolument conveze. i.e., si f,g € L?(p) et o, 3
des scalaires, tels que
la| + 15| <1, alors
of + Bg € Lf(p).
Aussi si h € L9(p) et | f| < |h|, telle que f est measurable, alors f € L¥(p)
2. L'espace L? (1) est linéaire (i.e., espace vectoriel) si® € Ay, globalement quand () =

oo et localement si p(2) < oo.

Démonstration. 1.Soit f, g € z“"(,u).

Alors par monotonicité et convexité de ®, pour 0 < v = |a| + || < 1, on obtient

O(laf + Bgl) < @(allfI+18ll9]) < 7@(%|f|+@lg|) (1.14)
< [el®([f]) + B (g]), (1.15)

de méme le membre droit est intégrable. Par conséquent af + Bg € z“"(,u).

Le deuxiéme rapport est clair, puisque ®(|f|) < ®(|h]). O

2.Pour la linéarité, il suffit de vérifier que f € L#(u), 2f € L#(u), puis nf € L (1) pour
tout nombre entier n et par conséquent aussi pour a > 0, af € Z”(ﬂ).

Par la derniére partie de , on a
a b ~
afi+bfs = ’Y(;fl + ;fz) € L?(u),y = la| + [b] > 0,

pour tout f; € E“"(,u), i=1,2, par .
Ainsi nous devons montrer seulement 2f € Z*"(u) pour toute f € E‘P(u). Si ¢ est satisfaite

la condition Ay, on trouve p() = +o0,
(2 f]) < k(|f]), k>0,

par conséquent 2f € Z“O(,u) avec [ € Eﬂo(,u).
Le cas u(2) < oo, alors ®(2z) < k®(z), pour > xy > 0.

Maintenant soit
fa |f| S T
|

0, autre

On pose fo = f — fi, alors f = f1 + fo et
D(2[f]) = 2(2[f1]) + (2| f2]) < P(2|f1]) + k(] f2])-

Par conséquent

/Q (2 f)dp < (2eo)u(Q) + k / ()i < oo

Q

donc 2f € Z“"(u), ceci montre que E‘P(u) est un espace linéaire.
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Definition 1.32. Soit E‘P(p,) I’ensemble, sur un espace de mesure arbitraire (2, %, ). Alors
espace L?(1) de toute fonctions mesurables f : Q — R, telle que af € Z“”(u) pour a > 0,

s’appelle ’espace d’Orlicz. Autrement dit
L?(u) = {f : Q@ — R, measurable; / O(af)du < oo pour a > 0} (1.16)
Q
Nous inclurons maintenant deux propriétés supplémentaires liées aux espaces classiques
de Lebesgue L'(u) et L>°(11), dépendant la détermination de la théorie de I'espace d’Orlicz.
Proposition 1.33. 1. Soit

(a) L' = U{L#(y1) : ® portée sur toute N-fonctions},
(b) L® = N{L?(n) : ® portée sur toute N-fonctions}.

2. 5i (2,2, 1) un espace mesuré et (®, V) couple de N-fonctions complémentaire, alors
L'(p) =LY L?ou L?. LY = {f.g: f € L?(n), g € L*}. (1.17)

Remark 1.34. La théorie classique de LP indique que la partie (a) de la proposition ci-dessus

ne se tient plus, si les fonctions ® de Young sont restrictions a ¢(x) = |zP, 1 < p < oc.

Dans le reste de cette thése, {2 est un ensemble borné, fermé dans ’espace euclidien de
dimension fini, nous considérons la mesure de Lebesgue habituel. Nous notons que la majorité
des assertions et les constructions présentées ci-dessous, leur validité pour le cas quand nous

considérons un ensemble abstrait borné est fini.

Definition 1.35. Soit ®(u) une N-fonction. On note par L?(Q) la classe de ces fonctions

a valeurs réelles, définie sur §2, par

p(u; @) = / Blu(o)]dy < oo.

Remark 1.36. 1- Les fonctions qui est différentes seulement sur un ensemble de la mesure
zéro, noteront soient considérées distinct.

2- La classe L#(Q) s’appelle classe d’Orlicz, nous écrirons L? au lieu de L#(S).

3- Toutes les fonctions bornées, mais non toutes les fonctions sommables, appartiennent a
L?.

4- On le voit facilement que chaque fonction dans la classe L¥ est sommable.

Proposition 1.37. Chaque fonction u(x) qui est sommable sur €2 appartenir ¢ une certaine

classe d’Orlicz

Démonstration. On considérons les ensembles €2, = Q{n — 1 < |u(z)| < n}. Il est clair que

Zn mes Q, < / |u(z)|dz + mes Q < 0.
Q

n=1
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Comme est connu, on peut construire une suite croissante «,, telle que, nous avons

Zann mes Q, < 00. (1.18)

n=0

tsi0<t<l
p(t) =

On pose

ap, sin<t<n+1lln=12..)

La fonction p(t) posséde toutes les propriétés, pour que

|ul
@(u)z/o p(t)dt

est une N-fonction. Puisque

, nous avons, en vertu a ’équation (1.13), on a

/Q Olu(x))de = i@ / Ofu(a)dz

< Z ®(n) mes §,
n=0
< Zann mes €1, < 0.
n=0
ce que montre que u(z) € L¥ O]

1.5.1 Comparaison de classes

Les Classes d’Orlicz L#1 et L#2, qui sont déterminées par des N-fonctions distincte ¢, (1)

et y(u), est généralement distincte.
Theorem 1.38. L’inclusion suivant
LA C L*2, (1.19)
est vérifié si et seulement si, s’il existe des constantes positives ugy et a telles que
Pa(u) < apy(u), (u = uo) (1.20)

Démonstration. La condition suffisante de (1.17) est évidente pour une fonction arbitraire

u(z) € L#, alors on a
p(uspy) = /Q%[U(@“)]dfv

< @y(ug) mes Q+ /Qgpl[u(x)]d:v < 00.
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On suppose que la condition (1.17) n’est pas vérifiée, alors on identifier une suite de nombres

u, croissante, on peut trouver telle que

o) > 2" (un), n=1,2,...

On subdivisé I’ensemble €2 en des sous ensembles disjoints §2,,, tels que

cpl(un)mes Q
270 (un)

ul() = { up(z), si x € Q,

0, st x € UL, Q,

mes Q, ,n=12 .. (1.21)

et on pose

Donc la fonction u(x) est dans L¥, puisque

/901( Z/ o1 (u

ngl up)mes Qp,

n=1

un mes
-yt

mais u € L'phisy, et en vertu (1.18), on a

[ st = i [ ertutanas

= Z 0o (uy)mes €,

n=1
> Z 1 (uy)mes @ = 0.
n=1

]

Remark 1.39. En déduit de théoréme ci-dessus que les deux fonctions ¢, et ¢, déterminer
la méme classe d’Orlicz, si et seulement si, s’il existe des constantes positives a, b et ug

telles que
apy(u) < ¢y (u) < bpy(u), (u> up)

1.6 Structure de l’espace d’Orlicz L ()

D’aprés l'inégalité de Jensen la classe d’Orlicz L% est un ensemble convexe, toutes les
fois que la classe L¥ contient les deux fonctions uy(z) et up(z) puis il contient également le
segmentent entier

Ua(z) = aup(z) + (1 — a)uz(z) (0 <a<1).
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En effet, si uy(z), uy(z) € L#, alors

plug; @) = /Q<I>[Ozu1(x) + (1 — @)ug(z))dx

< ap(u; @) + (1 — a)p(ug; @) < oo.

1.6.1 Norme d’Orlicz

Definition 1.40. Soit (2, %, 0) un espace mesureé.
Soient u : 2 — R une fonction mesurable et (p,1)) couple complémentaire, de N-fonctions,

alors on définit la norme d’Orlicz ||.||, : u — ||ul|,, par

ol =2 =sup{ [ Juolde: [ (o) <1}

Les assertions juste prouvées nous permettrons de présenter la norme d’Orlicz dans I’en-

semble L¥ a I’aide de ’égalité suivante

. (1.22)

/Qu(a:)v(a:)dx

lull, = sup
p(vY)<1
D’apres la définition la norme ci-dessus, est que satisfaite les axiomes habituels :
1— Jlull, = 0 ssi u(z) = 0 pp:
2= |laull, = allully;
3= [lur + wally < flullp + [lualle

[’ensemble L¥ devient un espace linéaire normé qui s’appel 1’espace d’Orlicz.
Proposition 1.41. La formule (1.19) définie une norme dans L¥.

Démonstration. e Soit ||ull, = 0 et soit 2 un sous ensemble de 2, tel que 0 < () < oo.

Soit 1 une fonction de Young (N-fonction), alors lim v (¢) = 0 et par conséquent il existe
1

k > 0, tel que ¢(l€) < m

On définit la fonction v par

x, six €y
v(xr) = .
0, si x € O\

Alors
pmwzéwwwmaé b(k)dz < 1,

et par la définition da la norme d’Orlicz, on a
fully > | u(@)lote)ds =k [ fu(o)lda

et ||ul| = 0 implique u(z) = 0 pour presque tout x € ;. Puisque ©; C Q était arbitraire,
u(z) = 0 pour presque tout x € Q.
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Soit u, w € L¥(Q) i.e., ||ull, < oo, [|lw], < oo et soit ¢ € C, alors

slleully = sup [ Jeu@o@ids = Ielsup [ ju(ey(o)lds

= elllull, < o0

o+ wl, =sup [ (ut w)@pu(o)dr

= sup [ fu(o) + w(o)lfo(o)lds

(2

< s / u(@)llo(e)de + sup / () Jo(@))dz

= lully + [lwlle-

Lemma 1.42. Soit ¢ une fonction de Young et soit u € L¥, telle que |lul|, # 0, alors

|uz] )
% ( dr <1
fe (o
Démonstration. Si u € L¥, alors

u(z)v(z)|de = ullg, si p(v,9) <1
/Q| e { lull,p(v, ), si p(v,¢) > 1. (1.23)

La premiére partie de I'égalité ci-dessus est immédiatement de la définition de la norme
d’Orlicz.

Pour la deuxiéme partie nous utilisons la définition de N-fonction, nous avons

W(at) < ar)(t), pour t > 0 et a € (0,1)

Posons maintenant, ¢t = |v(z)|, @ = 1/p(v, 1) et on intégre sur €2, on obtient

et par la définition de la norme d’Orlicz, on a

[l (2195) aw <,

ce qui démontre la deuxiéme partie de I'inégalité.

Theorem 1.43. On suppose que u(x) € L¥, alors

sup |(u,v)| = sup < 00.

p(viy)<1 p(vih)<1

/Q u(@)o(z)dz
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Démonstration. On suppose que cette assertion n’est vraie, alors on peut trouver une fonc-
tion ug(z) € L¥ et une suite de fonctions v, (x) € L?, p(v,,1) < 1, telle que

/ up(z)vp(x)de > 2", n=1,2, .. (1.24)
Q

On considére la suite de fonctions est croissante
=1
gn(x) = Z Q—kvn(x), n=12..
n=1

En vertu de la convexité de la N-fonction ¢ (u), on a

n

p(gns V) < D plvn, ) <1,
et en vertu de (1.24), alors

/Quo(x)gn(:c) >n, n=12,.. (1.25)

la suite de fonctions g,(z) est monotone ainsi converge presque par tout sur ) vers la

fonction

Puisque la suite de fonctions (g, (z)) et aussi croissante, on passe a la limite et en vertu du

théoréme de Levi®, alors

n—oo

/ vlala)de = lim [ 0(g, (@) <1

alors la fonction g(x) € LY.
La monotonicité de la suite de fonctions sommables uy(x)g,(x) convergent presque par tout

vers la fonction ug(z)g(z), donc en vertu du théoréme de Levi et (1.25), on obtient

/Quo(x)g(x)dx = lim [ wo(z)g,(x)dr = .

n— Jq
Contradiction, puisque ug(x) € L. ]
Remark 1.44. Une propriété évidente de la norme. St
uy (), ug(z) € L? et |ui(x)| < |ug(z)
presque partout sur Q, alors |u1ll, < [|uz|,-

Considérons le cas de ’espace L¥ déterminé par la N-fonction

o(u) = |u|/a, a > 1.
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La N-fonction complémentaire de ¢ est,

Y(v) = [v]?/B, avecl/a+1/8=1

]| = (/Q \ullo‘d:z;)a ~1. (1.26)

En vertu du I'inégalité du Holder, pour une fonction arbitraire v(z) € LY satisfaite la condi-

< (/ﬂ ]ul(x)]adw)l/a (/Q |v(x)\5dx> s,

/Q w (2)o(z)dz

Soit ui(x) € L¥, alors

tion p(v;1) < 1, on trouve

/Q uy (z)v(z)de

de sorte que

us]|, = sup < pr. (1.27)

p(v;)

D’une part, pour la fonction vo(z) = Y% |uy|*'sgnuy(z), ce qui satisfaite la condition

p(v;1) =1, on trouve
/ uy (z)vg(x)dx = 51/6/ luy (2)|*dx = BY/5.
Q Q

De ceci et (1.24) si on regarder que |us|, = 37
Maintenant on suppose que u(z) est une fonction arbitraire dans L¢, la condition (1.23) est

vérifiée pour la fonction u;(x) = u(zx)/||ul/. Donc

1/a
l|lw|lp = BYe (/ |u|°‘d:v> )
Q

Ainsi, la norme d’Orlicz définie dans I'espace L¥ est différente de la norme habituelle dans

I’espace L™ par une constante multiplicateur.

1.6.2 Norme de Luxemburg

L’ensemble LY peut étre transformé en espace de Banach & ’aide des normes distinctes
de la norme présentée ci-dessus.

Considérerons une telle norme qui a été étudiée en détail par Luxembourg .

Definition 1.45. Soient ¢ une fonction de Young et u une fonction mesurable définie sur

1
lels = flull = inf {k ~o [ (E!uxﬂ) iy < 1}
Q

est appelé la norme de Luremburg de wu.

Q, le nombre
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Remark 1.46. On peut noter, par
|ul|; = inf &, (1.28)

ou le minimum est sur tout k > 0, tel que

p(%;so) = /Qso {@] dr < 1.

1.6.3 normes équivalentes :isomorphisme et isométrie des espaces

nous avons utilisé 1’énoncé suivant a plusieurs reprises : une norme (semi-norme) est
équivalente & une autre ;nous allons maintenant approfondir et préciser & nouveau ce concept
,s0it X un espace linéaire avec deux normes B-normes ou F-normes (semi-norme) |||, et |||l
.on dit que

une norme |||, n’est pas plus faible que |||, si

(+) |z, — x0ll, — 0 implique ||z, — zo||;, = 0

deux normes sont dites équivalentes si |||, n’est pas plus faible que ||||, et ||||; n’est pas
plus faible que ||||, c’est-a-dire autre que (4) nous avons

(++) |z, — x0ll; = 0  implique ||z, — x|, — 0

la relation (+) est équivalente a la suivante :

@) all, — 0 implique [z, — 0

donc I'équivalence des deux normes signifie que ||z,||, — 0 implique ||z,||, — 0 et vice
versa. en particulier, lorsque les deux ||||, et |||, sont homogénes ,il est facile de démontrer :

afin que les normes ||||, et |||, sont équivalents ,il faut suffisamment que
E )y < llzll, <K'z, for tout &', &” >0

1.6.4 Extension de l’inégalité de Holder

Theorem 1.47. Soit (¢, 1) le couple complémentaires de fonctions de Young.
Siu e LP(Q) et v e LY(Q), alors uv € LY(Q) et

| @@l < ful ol (1.29)

Démonstration. Si ||v]|, = 0, I'inégalité (1.29) est évidente.

p (L;w) <1,
[[0]]2s

et par la définition de la norme d’Orlicz de u, on a

/ uap@ids < Joly [ futa)

< llullelvlly-

si||v|ly # 0, on trouve

v(x)

dx
V]l
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Remark 1.48. L’inégalité (1.29) peut étre vue comme prolongation de l'inégalité de Holder,
mais il convient noter que l'inégalité habituelle de Holder n’est pas cas particulier de (1.29).
En effet, si nous traitons les espaces de Lebesgue LP(SY) et L9(€2) comme des espaces d’Orlicz
L?(Q) et L¥(Q), avec

oty =" ety =1, ps1, i Loy,
p q p q

alors U'inégalité (1.29) est de la forme

1 1
/Q u(z)o(@)|dr < prgilull ol

1.7 Inégalité de Jensen

Theorem 1.49. Soit (A, , 1) wun espace de mesure fini avec n(A) = 1, si f est une
fonction réelle dans L' (A, ), a < f(x) < b pour tout x € A et si ¢ est fonction convexe

w(/Afdu) S/Asszdu-

sur (a,b) ,alors



Chapitre 2

Continuité des opérateurs linéaires

dans Orlicz

2.1 Opérateurs linéaires

Soient E et F' deux espaces normés , un opérateur A défini sur £ dans F est dit linéaire
s’il vérifie les conditions suivantes

-condition additive

Vi, € E sona A(py +¢,) = Alpy) + A(p,)
-condition homogeéne

Voe E,Aek=(RouC), onaA(lp) =AA(p)

2.2 Continuité des opérateurs linéaires

Soient E et F' deux espaces normés ,un opérateur linéaire A défini sur un sous ensemble
G C FE dans F est dit continu au point zy de G si ,on a la propriété suivante pour toute

suite x,, de G converge vers x ,la suit A(x,)converge vers A (xg), c’est a dire

lim A(z,)=A ( lim xn> = A (x9)

n—oo n—~oo

Remark 2.1. l'opérateur linéaire A est dit continu sur G , s’il est continu en chaque point
de l’ensemble G .

Theorem 2.2. Soit E et F' deux espace normés ,un opérateur linéaire A défini sur un sous

ensemble G C E dans F', est dit continu partout sur G s’il est continu en point o de G .

Démonstration. Soit x, une suite convergente vers x , alors cette suite peut s’écrire comme

suit

T, = |xo+ (v, — )]+ (x — z0)
= yn+(x_$0)

20
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Il est clair que la suite y,, est une suite convergente vers I’élément xg
limy, = lim [zq + (2, — z)] = o
la composition des deux membres par 'opérateur A , donne

A(z,) = A(zo+ (z, — ) + Az — x0)
= A(yn) + Az — o)
lopérateur A étant continu au point xq alors ,il vient
lim A(z,) = lim A(y,) + A(z — xo)
A(zo) + A(x) — A(o)
= Alz)

2.2.1 Opérateurs bornés

Un opérateur linéaire A défini sur £ dans F est dit borné s’il existe une constante positive
C > 0 telle que
[A@)[|p < Cllzllp, Vo € E (2.1)

Proposition 2.3. la plus petite des constantes C vérifiant la relation (2.1) est appelée norme

de A notée ||A|| et donnée par

| A2)]|
|A]| = sup +———F = sup [|[A(2)||p = sup [A®@)|p
w0 |7l lzl=1 ]| <120

Démonstration. En effet, de la relation (2.1) les constantes C' s’écrivent

MSO Nre FE x#0

d’ou il est simple de voir que la plus petite des constantes C' notée || A|| s’écrit comme suit

A
w20 |l2llg
De plus, on a aussi
A
w20 |l2llg
TA)
= sup|—A(x
270 || 12]l g F
x
— sup|[A(—)
w20 || lzllg |l g
= sup [|A(z)|p

llzfl=1
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D’ou la deuxiéme égalité
[All = sup [JA(2)[[p

[[#]|<1Lx7#0

Pour la troisieme égalité, il est clair que 1'on a la relation

sup [[A(z)||p < sup  [[A(2)]|p
[|lz][=1 ||| <1,25£0

De plus ,pour tout z € F tel que ||z|| <1 et x # 0 ,on écrit

T

[A@) = [zl m)

Sl 1A@) -

A(

F

ou encore
[A@) || < sup [|A(2)]p -

[lzf|=1

Passons au superimum sur la boule fermée B(0, 1) des deux membres, on obtient

sup  [|A(z)|p < sup [|A(@)[|F -
[lz[|<1,z7#1 |lz||=1

Des deux inégalités précédentes ,on tire la relation suivante

sup [A(z)][p = sup (A -
[|z||=1 [|z||<1,2#£0

D’ou la troisieme égalité

A= sup  [JA(z)[|p -

[[#]|<L,x70

O

Proposition 2.4. la norme ||A|| = sup ||A(x)|| sur la boule unité est toujours finie pour

tout opérateur linéaire continu

Démonstration. supposons que la norme ||A|| n’est pas finie ,cela veut dire que I'on peut

trouver un élément x de E ,tel que
2| <1et supl||A(z)|p =00,

ou encore il existe une suite x,, de E telle que

[zl < Tet [[Alzn)] = an

avec

lim «, = 0.

Définissons la suite v,, par
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il est a noter que cette suite converge vers I'élément 0 ,c’est & dire limy, = 0 d’ou ,on
obtient

. o1
lm [[A(yn)l[p = lim — [[A(zn)][
Oy
o
= lim—=1.
an,
Contradiction avec le fait que A est un opérateur linéaire continu, car on doit avoir la
relation de la continuité

lim y, = 0 = lim || A(y,)]|, = 0.

ce qui affirme que la constante C' = ||A|| est finie pour tout opérateur A linéaire et

continu. n

Theorem 2.5. un opérateur linéaire A est continu, si et seulement si ,il est borné

2.3 convergence inconditionnelle et absolue de séries
d’éléments

Apres avoir introduit quelques concepts généraux sur ’analyse fonctionnelle linéaire ;nous
passons maintenant au quelques problémes concrets ,nous limitons aux espaces de B—norme
et F'—norme nous discutons des séries vectorielles dans de tels espaces .

Dans 'espace (X, ||||) ,la norme ||| induit, la convergence en norme bien connue (conver-
gence forte) :||x,, — xo|| — 0(noté x, — x) cette convergence a diverses propriétés facilement
prouvées et ces propriétés découlent de ce que suit énoncé :la convergence en norme est une

N

sorte de convergence métrique lorsque 1’on considére les séries a valeurs vectorielles ,nous

[e.9]
sommes confrontés a une nouvelle situation intéressante ,si x, € (X;||||) ,alors la série > x,
v=1

m
a- : converges si » . x, — T,
v=1

o0
b- :converges absolument si Y ||z,] < +o0 .
v=1
Si (X;|lll) est complet ,alors la convergence absolue implique la convergence normale

mais comme il est bien connu , la réciproque n’est pas vérifiée .la combinaison linéaire
de deux séries convergentes est toujours une série convergente et sa somme est égale a la
combinaison linéaire correspondante des deux séries la combinaison linéaire de deux séries
absolument convergentes est encore absolument convergente mais cela n’est vrai que sous
certaines conditions sur la norme :pour B—norme et pour F'—norme monotone ,c’est-a-dire
i |£)] < [foalors ||tz < [|ta]

il est intéressant que nous puissions introduire un troisiéme concept de convergence dans

un espace normé elle n’est pas significative pour les séries numériques mais elle I’est pour les

séries & valeurs vectorielles
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2.4 Divers théorémes sur la continuité des suites des

opérateurs

Du point de vue de ’application de ’analyse fonctionnelle aux séries orthogonales, som-
mabilité, etc.., certains théorémes sur les suites des opérateurs jouent un roéle important.
Nous allons considérer les problémes suivants. Soit X un SCL (X réel),§ désigne une

fonctionnelle linéaire sur [ X, T] et Zl 'espace linéaire de tous ces &.

Theorem 2.6. sous [’hypothése que le théoréme A’ est vrai pour un espace X de
1€, (2)| < ¢y pourn=1,2,...,x € X
il s’ensuite que la suite &, est équi-continue en 0
c’est -a-dire que pour tout € > 0 il existe un voisinage U, ,de l'origine tel que
1€, ()| <€ pour n=1,2,...z €U,
pour le prouver ,on remarque que
1€, (x)] < ¢ pour n=1,2,...,x € U
donc quand kx € U pour x € v etle k présent tel que
c/k € €, on avoir
€, (kx)| < e, [&,(z)] <c/k <€ pour n=1,2,..

Theorem 2.7. supposons que le théoréme A’ soit vrai pour un certain X ,alors de
1€, (2)] < e pourn=1,2,...,x € X
il s’ensuite que l’ensemble C' des points x auzquels &, (x) converge est fermé dans [ X, T]
.en particulier ,lorsque C' est dense dans[X,T| alors C et X coincident
Soit xoun point d’accumulation dans l’ensemble C et x* un point dans C tel que x*—x¢ €
U. ot U, désigne un voisinage de l’origine , nous avons
1€, (m0) — &, (%) <€ pour n=1,2 ...
puisque
1€, (%) = &, (2%)] < € pour n,m suffisamment grands ,on a l’inégalité

1€, (70) — &,y (0)] < 3e

Theorem 2.8. Soient X un F*—espace ,et en des fonctionnelles sous-linéaires sur X
Soit B l’ensemble des x tel que & (x) soit borné. Si B est de la deuziéme catégorie ,alors
il existe des constantes ¢ > 0,p > 0 wvérifiant les propriétés suivantes :
¢, () <c chaque fois que ||z|| < p,n=1,2,...
de plus ,B et X coincident pour prouver ,on pose

Bpm ={x:§,(r) <m quand 0 >n}, n,m=12,..

comme By, , est fermé, B= |J By , et B est de la deuriéme catégorie ,parmi les
n,m=1

ensembles By, il y a un certain By, m, qui contenant une boule K (o, p') Donc

3
&
IN

mo quand ||z —xzol| < p, n=mng+1,...,

gn (l’) < gn (.’13' + 330) +€n (—1’0) < 27710 pour H.flf” < plan =ng + 17
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de plus ,puisque pour suffisamment petit p < p'

sup £, () < mo
Jall <pan<no

alors on obtient 'inégalité
&, () <ce  lorsque ||z|| < p,n=1,2,...c=2myg

si x est arbitraire ,alors ||x/m|| < p pour m suffisamment grand .ainsi par (o) on a

£, (x) =¢&, (m%) <mé, <%> < mec

d’ot nous obtenons x € B

Theorem 2.9. Si X est un F*—espace &, les opérateurs sous-linéaires sur X telles que
lensemble Cyde x pour lequel €, x) — 0,est de deuxiéme catégorie,alors Cy et X coincident

.en outre , £ ysont équi-continues a l’origine ,c’est-a-dire que pour tout € > 0 il existe p > 0
tel que

€, (x) <e lorsque ||z|| < p,n=1,2,..

I’équi-continuité découle d’un argument similaire au précédent pour prouver Cy = X, on
précise que Cy est dense danse dans une boule K(xg, p)
six € K(xg,p), T € CoNK(xg,p) puis de (a),(B) il s’ensuite que

€, (x) <&, (T)+E,(x—T) <e+e€ pour ||z—T| < p/2 et pour presque tout n

D’ou K (x9,p) C Cy

SI z est arbitraire ,alors pour les grands entiers m, (v/m + o) € K (¢, p)

3N (mix) < mg, (2)
m m
< m§, (% + $0> +mé&,, (x9) — 0 comme n — oo

énongons maintenant quelques théorémes classiques que sont des conséquences faciles des
théoréemes E et F .d’abord ,nous soulignons ce que suit :

pour qu’un opérateur distributif U soit continu d’un espace B—normé X a un autre
espace Y de norme B , il faut et il suffit que

|U @)[ <kl pour z € X

pour U continu ,on définit |U|| = inf k et on appelle cela constante la norme de l’opérateur
U
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Theorem 2.10. Soit X un B*—espace de la deuxiéme catégorie (en particulier ,un B — espace),U,
opérateurs linéaires de X dans un B—espace Y, sous I’hypothése ci-dessus ,le suivantes sont
vrais :
a-l’ensemble C'de x auquel U, () converge et [’ensemble Bde x auquel U, (z) est borné sont
soit de la premiére catégorie ,soit identiques a X
b- pour que B = X il faut et il suffit que ||U,| soit borné
c-s la suit ||U,|| est borné,alors C est fermé ,et donc si C est dense en X alors

X =C ( le théoréme de Banach-Steinhaus ,(b) a été prouvé par Hahn indépendamment)

Theorem 2.11. soit X un F*—espace de deuziéme catégorie ( en particulier ,un espace de
Fréchet) U,des opérateurs linéaires appliquant X dans un F—espace sous ces hypothéses
Lon a :

a-D’apreés le théoreme G ,pour que B = X il faut et suffisamment que U, , soient
équi-continus a l’origine

b-si U, sont équi-continus a l'origine alors C est fermé; donc en particulier on a
X =C s C estdense dans X

Theorem 2.12. soit [ X, |||, ||I"] un espace de Saks ,que vérifie la condition () ,(€,,)fonctionnelles
linéaire sur [Xs, |||, ||[|I"] et C l'ensemble des points de convergence de la suite &, (x)

a-si pu = 0, alors C' est fermé et soit il n'est nulle part dense en [X,, |||, ||||"] soit il
coincide avec X

b- si p > 0,alors il existe wun résidu Ddans [X,, |||, |IlI"] tel que w(z) > u/2 quand
reD

c- si &, () — & (x)partout ,alors p = 0Donc £, sont équi-continues & l'origine et la fonc-

tionnelle limite est Elinéaire sur [ Xy, |[||, |[|I"]

2.5 continuité des opérateurs intégraux dans 1’espace
d’Orlicz

Soit LM [a,b] un espace d’Orlicz avec M satisfaisant la condition (Ay) .A un opérateur

linéaire borné sur LM [a, b

£(z) = / sOyBdt e LM [a,)

oty € LV [a,b] et N est la fonction complémentaire de M ,pour étre asymétrique ,on
considére des normes différentes mais équivalentes dans 'espace L [a, b] et son espace conju-
gué LV [a,b] En d’autres termes le conjugué espace de [LM [a,b];|[|] est [LV [a,b]; ||||°]
ot |||| est la norme de Luxembourg et ||||’la norme d’Orlicz en 1960 , Ando a donné pour la
premiére fois la représentation des fonctionnelles linéaires bornées sur L [a, b] et la relation
entre les normes sans M (u) satisfaisant la condition (A,) la présentation étant assez longue

,hous ne donnons ici que son résultat principal
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Theorem 2.13. (a) toute fonctionnelle linéaire sur [L* [a,b], || ||0] peut toujours se décom-

poser de maniére unique sous la forme

E=[f+0¢
ot f € [LN [a,b], ||[|]] et ¢ est une fonctionnelle singuliére <1e¢(x) =0sik>0cet fabM (k |z (t)])d

(b) écrire ||€]” = sup& (z) / [|=]|, alors 1€ = | F1I° + [|6]°
(c) écrire ||&|| = sup&(z)/ ||ac||O ,alors

b 1
Jell = int(k >0 [ NSO Ryt + ol < 1)

en particulier ||E[| = || f[| et [I€]] = [|o]]
(d) ¢ est un fonction singuliere si et seulement si ||¢|° = ||¢||
dans cette section ,nous allons illustrer lutilisation du théoréme A a travers la discussion

sur la régularité des espaces d’Orlicz .

tout d’abord ,rappelons un corollaire du théoréme d’extension de Hahn-Banach qui stipule
que pour un B-espace X et xo € X il doit exister une fonctionnelle linéaire bornée {sur
X telle que & (o) = ||zol| et ||€]| = 1 qui ce £ soit unique importe beaucoup 'étude de
géométrie des espaces de Banach . on appelle x¢ dans X un point lisse si celui-ci £est unique
de plus ,nous appelons cela la fonctionnelle support de xg .si tout point de X est lisse, alors
X est dit lisse .en fait ,pour la régularité ,il nous suffit de ne considérer que les points de X

pour lesquels ||z|| = 1
Lemma 2.14. si z € LM [a, 0],z # 0,alors ||z|° > ||z||

Lemma 2.15. soit & = f + ¢une fonctionnelle linéaire bornée sur LM [a, b]telle que donnée
dans le théoreme A avec ||€]| <1 s%il yaunz € LM[a,b] ,||z|° = 1tel que & (z) = ||z|° = 1

alors nous devons avoir

[ N as@ha+ o) =1

Theorem 2.16. supposons que le graphe de N(v) ne contient pas de segment de ligne si

x € [LM[a,b]; ||||0} ;o # 0 et il existe une fonction support mnon singuliére pour fo €
(LN [a,b]; ||[]] alors z est un point lisse de [LM [a,b]; H||O}
Theorem 2.17. l’espace [L™M [a, b]; HHO} est lisse si et seulement si le graphe de N(v) ne

contient pas de segment de droite et M (u) satisfait la condition (As)

application : Dans cette section on va montrer la continuité de certains opérateurs inté-
graux .

On consideére l'opérateur intégral
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Theorem 2.18. Pour tout k(s,t) € LY ([c,d] x [a,b]) ,l'opérateur intégral U tel que défini
dans () qui défini de L [a,b] dans LM [a, ] est continu ,il faut et il suffit qu’il existe des

nombres positifs a, 3 tels que
O (auv) < My (u) Ny (v),u,v > 3 (2.3)
ou ®etV, Miet N1, My et Ny sont trois paires de fonctions complémentaires

Démonstration. Nécessité

il existe des suites croissantes {a,}, {b, }telles que a,, — 00, b, — 0, et

b
® (aZnn) > Ml (an> N2 (bn); n = 1,2,

Notes que lorsque u > 0 nous avons
O (W)U (u) > u

En effet il est facile de voir que @ (v) = v (®(v)/v) > ¥ (P (v) /v) soit P(v) = u on

obtient alors I'inégalité ci-dessus .par conséquent nous avons -
- Ml((ln)N2<bn)
U (M (an)Na(by)) >
(Mi(an)N2(0n)) > G AL (@) Na (b))
4”M1(an)N2(bn)
anbn
4" M Ny (b
\I/( 1(anb) o n)) < Mi(an)Na(b,) n=1,2..
a’?’L n

On suppose
My (a1) (b—a) > 1, Na(bi)(d—c) > 1
encore une fois ,prenons une suite {F,} d’intervalles non superposés dans [a,b] et une
suite {G,, }d’intervalles non superposés dans [c, d]tels que
1 1
FTL = A as 7N 9 Gn - —7
mes (0] mes AT

définissons une fonction sur [c,d] X [a, b] comme suit

n=12,..

ko(s.t) =Y 4" My (a,)Na(bn)

anbn 'XGnXFn(S,t)

n=1

ou Y ci-dessus désigne la fonction caractéristique de G,, x F}, alors puisque

Kl%%WﬁWW“fﬁ(wm@f“@vmm@xm>

a/nn

n=1
_ =1 1
4n 3

n=1
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donc ko (s,t) € LY ([e,d] X [a,b])

soit

=D X, (), 0 (s) = D buxa, (5

Alors il est facile de voir que

b d
/ M1 (ZEO (t))dt: 1, / N2 (yo (S))dS: 1

cest-a-dire , zg (t) € LM [a,b] ,yo (s) € L™ [c, d]
Nous allons maintenant montrer que I'opérateur intégral Uy tel que donné par (x) avec
k(s,t) remplacé par ko(s,t) n’est pas un opérateur continu de LM [a,b] dans L2 [a, ]

. .. 0 ,
,d’ott une contradiction .En effet , [|xo||,, < 2 par conséquent

1Uoll = sup{||TUo (@)l ; =], <1}
1
> §HU0($0)HM2
1 d
> /Uo (0) () yo (5) ds
>

//k:g s,t) xo () yo (s) dsdt

SENE

Suffisance suffit de montrer qu’il existe un nombre positif ¢ tel que

lz@®)y()llg < Cllz Ollag, Iy ()1, (2.4)

pour x(t) € LM [a,b] et y(s) € L [c,d] .En effet ;nous pouvons supposer ||95H?\/[1 > 0

,||y||?\,2 > 0 donc si on pose

o= {telab]: a0/ lally, < B}, Fo=la,0]\F.
Gi = {seled:lys)/ vy, <8} Ga=led\G .

Alors par ’hypothése ,le théoréme de Fubini ,on obtient affine
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az(t)y(s) z(t)y(s) dsd
Iz ]l%, 191, o 1+{//G’1><F1 //Gleg //szpl //ngFg} <HxHM1 HZJHNQ) t
< 1+® (aﬂQ) mes G mes Fy + Ny () mesGl/ M, (%) dt
y(s)] ly(s)| |2(t)]
M (B)meskE; Ny o ds Ny 5 ds M, o d
+M(mesk | (HyHM,) o, (nyuN) J, <ungl> t
< 24 D) (d— ) (b—a) + Ny (8) (d— ) + My(B)(b— a)
en posant

al =2+ ®(af®)(d—c)(b—a) + Nao(B)(d — c) + My(B)(b — a)
D’ou le résultat

Theorem 2.19. pour que ['opérateur intégral singulier

Se(2)(s) = i,/rﬁdt.

™ s—t

soit continu sur LM (T') il faut et il suffit que M (u) et sa fonction complémentaire N (v)

satisfassent toutes deux la condition (Asg)

Lemma 2.20. soient k(t)et x(t) des fonctions périodiques de période ¢ ,si k(t) est intégrable
sur (0,0) et z(t) € LM 0,4] ,alors la convolution

h(t) = /Oék(t — s)x(s)ds € LM 0, /)

de plus

Y/
I < 2 / k(D)) dt. [l2]]°

¢
Ikl = [ Ikar.
alors par 'inégalité de Jensen et le fait que les fonctions intégrables sont périodiques ,on
obtient
z —_
(LY (/ Kt (o))
1Kl [|] o &l ll=l
. ( RPN
1Kl [|]

fo |/€ )| ds /KM(‘SU(H I )‘) |k(s)| ds

Démonstration. Soit
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En intégrant les deux cotés ,on obtient
¢
[ (LY
0 &[]l
1 ¢ ¢ i
E—/ (/ M(M> dt> k(s)| ds
[ k() ds Jo \Jo [z
¢
- / M <—|m(t)|) dt<1.
0 ]l

Puisque les deux normes dans I’espace d’Orlicz LM [0, /] sont équivalentes

en utilisant le inégalités liées ,nous avons
0 0
[R[]" < 2{|p]l < 2[K]ly [le]l < 2[£[] l]

Theorem 2.21. si pour tout x(t) € L [a,b] on a

=0

Mo

Xn(s) /abk(saw(t))xp(t)dt'

lim ‘

ot la limite est prise sur mes D — 0,mes E — 0 avec D, E C [a,b] et xp désigne la

fonction caractéristique de F' alors lopérateur l'intégral Urysohn

b
K(fL‘)(S):/ k(s,t,x(t))dt

qui transforme L [a,b] enL™2 [a,b] est continue ou k(s,t,r) :
[a,b] X [a,b] x R* — R est continue en (s,r) pour presque tout t € [a,b] et mesurable en

t pour chaque (s,7) € [a,b] X R' , c’est -a-dire qu’il satisfait a la condition de Carathéodory

O

Démonstration. nous ne prouvons ici que le fait que de ’hypothése on peut déduire pour
tout z(t) € LM [a, b]

lim
mes D—0
DcCla,b]

/abk(s’t’ﬂc(t))XD(t)dtH _ 0

Mo

En fait ,étant donné € > 0 et x € L™ [a, b] soit

3

D, = € la,b]: - -
o €.t 2T

/a bk(s,t,m(t))XD(t)dt' <

1
quand D C [a,b],mesD < —}
n

n =1,2,... ,alors il est facile de voir que Dy C Dy C ... Remarquons que d’aprés ’hypo-
these il existe dg > 0 tel que chaque fois D, E C [a,b] avec mes D < dg ,mes E < §

1

o | bk(s,t,x<t>>xD<t>dtH <1

Mo
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Partition [a, b] en k sous-intervalles I3,ls, ..., [ de longueurs toutes inférieures a g tels

e
K@i, = | [ bk(s,t,x@))dt)%

< 3 ot [ kst o]

< 2

Autrement dit ,K (x) € L2 [a,b] .ainsi K (x)(s) est fini pour presque tout s € [a,b] .Etant

donné la continuité absolue de l'intégrale
b
/ k(s t,z(t))dt

o0
on obtient que pour presque tout s € [a,bl on a s € |J D,, soit
n=1

lim mes D, =b—a

n—oo

D’aprés ’hypothése il y a § > 0 tel que chaque fois D, E C [a, b], mes D < ¢, mes E < don

Si on choisit ng tel que 1/ng < d,mes ([a,b] \D,,) < ¢ alors chaque fois que D C [a,b] et
mes D < 1/,ng

€
< —

Xz (5) /ab k(s t, %’(t))xp(t)dt‘ 5

Mo

/ab k(s,t, m(t))XD(t)dt’

Mo

< o [ sstsooa]| +[xuno, @) [ Ko tawpon|

M2 M2

€

€
T + = <e
2 [Xta |, 2

Mo

< |[Xp, (s)

ce qui prouve ce qu’il faut. n



Conclution

Le travaille qu’'on a fait dans ce mémoire c’est I'etude de la notion de continuité des
opérateurs linéaires dans les espaces fonctionnels, ces espaces souvent sont de dimensions
infinis, utilisons les techniques et les inégalités pour prouvé ou estimer les temes sus le signe

intégrale.
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