UNIVERSITE DE M’SILA

FACULTE DES MATHEMATIQUES ET DE I’INFORMATIQUE
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

MEMOIRE DE FIN D’ETUDE
Présenté pour 'obtention du diplome de
MASTER
Domaine : Mathématiques et Informatique
Filiere : Mathématiques

.....

Spécialité : Analyse fonctionnelle

Par

BENRAMACHE SALAH

Sujet

Sur les espaces b-métriques

Promotion:2018/2019

MERCLI.



Remerciements

Malgré tout le soin apporté a la rédaction de ce mémoire, il est possible que quelques erreurs
sotent toujours en présentées dans ce travail.

A terme de cette étude, j’ai le plaisir et le devoir de remercier en premier lieu le bon
diew ALLAH, le tout puissant de nous avoir donné la volonté et le courage pour accomplir
cette tache.

Avec une immense estimation, j’exprime mes plus grands remerciements o Monsieur
A. TALLAB, qui m’a encadrée d’une maniére exemplaire: de compétence et de disponibilité
a mon égard.

Je tiens a exprimer tous mes respects o mes parents, mes fréres et mes seeurs qui m’ont
toujours encouragée.

Mes remerciements a tous les professeurs du département de Mathématiques.

Je ne saurais aussi oublier mes amis et mes collégues qui ont participé de loin ou de prés

et qui m’ont aidée a l’élaboration de ce mémoire.

MERCL



Table des matiéres

Introduction

1 Espaces b-métriques
1.1 Propriétés topologiques et métrisabilité . . . . . . . ... ... ... ... ..
1.1.1 Notions d’équivalence pour la b-métrique . . . . . . . ... ... ...
1.2 Les espaces b-métriques forts et la complétion d’un espace b-métrique . . . .
1.2.1 Les espaces b-métriques forts . . . . . .. ...

1.2.2 La complétion d’un espace b-métrique . . . . . . . . ... ... ...

2 Espaces b—métriques généralisés
2.1 Préliminaires . . . . . . . ..
2.2 La complétion d’un espace b-métrique généralisé . . . . . . .. .. ... ...

2.3 Espaces Sp-métriques . . . . . ...

3 Quelques théorémes de point fixe
3.0.1 Point fixe sur les espaces b-métriques . . . . . . . ... ... ...
3.0.2 Point fixe sur les espace Sp-métrique . . . . .. ...

3.0.3 Point fixe sur les espaces b-métriques généralisés . . . . . . . .. . ..

i

10
10
12

14
14
15
17



Introduction

Dans de nombreux domaines de la science, de I’économie, de I'informatique, de I'ingénierie
et du développement de ’analyse non linéaire, la théorie des points fixes est I'un des outils
les plus importants. En 1989, Backhtin a introduit le concept d’espace b-métrique. En
1993, Czerwik [8] a étendu les résultats des espaces b-métriques. En utilisant cette idée,
de nombreux chercheurs ont présenté la généralisation du célébre théoréme des points fixes
de Banach dans ’espace b-métrique. Mehmet Kir [19], Boriceanu [4], Czerwik, [§], Bota
[3] , Pacurar [22] ont étendu le théoréme des points fixes dans I'espace b-métrique. Dans
ce mémoire on présente le traitement des espaces b-métriques et de b-métrique généralisés
que sont introduit par [7], en insistant sur leurs propriétés topologiques. Aussi la preuve de
'existence du complété d’un espace b-métrique et b-métrique généralisée (voir [7]). Ainsi que,
on introduit le concept d’espace S,-métrique en tant que généralisation d’espaces métriques
et d’espaces S-métriques a été introduit récemment dans [19], en donnant certaines rela-
tions entre Sp-métrique et d’autres métriques qui sont étudie dans.[28] Finalement, certains
résultats en points fixes sont prouvés dans ([7],[28]) pour les espaces b-métriques, b-métrique
généralisés et Sp-métriques.

Notre travail est réparti en trois chapitres:

Dans le premier chapitre,on donne un apergu général sur les espaces b—métriques en
donnant quelqes leurs propriétés topologiques, aussi la complétion d’un espace b-métrique
et les espaces b-métriques forts .

Le deuxiéme chapitre, on va introduire, la notion des espaces b-métrique généralisés et
leurs complétés. Aussi les espaces Sy-métriques et quelque relations ente Spy-métriques et

d’autres métriques.



Introduction

Dans le troisiéme chapitre, on va donner quelques théorémes de point fixe pour les espaces

b-métriques, b-métrique généralisés et Sp-métriques.



Chapitre 1

Espaces b-métriques

1.1 Propriétés topologiques et métrisabilité

Définition 1.1.1 (Espace b-métrique) [7] Une b-métrique sur un ensemble non vide X

est une application d : X x X — [0,00) satisfaite les conditions suivantes,

(i) dzy) =0=x=y
(15) d(z,y) =d(y,x) (1.1.1)
(#1) d(v,y) <sld(z,z)+d(2y)]

pour tous x,y,z € X et s > 1. Le couple (X,d) est appelé un espace b-métrique.
Si s = 1 on trouve le cas d'un espace métrique. La condition (iii) s’appelle 'inégalité

triangulaire s-relaxé.

Exemple 1.1.1 [7] 1) Si (X,d) un espace métrique et 3 > 1, alors d° (z,y) est une

b-metrique, car

d(z,y) < d(z,2)+d(zy)
_—
[d(z,2) +d (2,9)]" < 2° [max(d(, 2),d(z,))]’
y)]

< 20[d° (z,2) + d° (=,

d’ (x,y)

IN



1.1. Propriétés topologiques et métrisabilité

+00
2) Soit X =1, (R) avec 0 < p < 1 telle que [, (R) = {{xn} CR: > |z,P < +oo}. On
n=1
définie d: X x X — R* par

+o0 %
I(oy) = (Zm . w)
n=1

telles que = = {x,},y = {yn}, alors d est b-métrique avec s = 9.

Définition 1.1.2 (linégalité polygonale s-relaxé) [7] Soient xo,x1, 1z, € X, pour tout

n €N et s > 1. On definie l"inégalité polygonale s-relaxé par

d(zo, xn) < s[d(xo,x1) +d(x1,22) + ... + d(Tp_1;2,)] (1.1.2)
Remarque 1.1.1 [7] 1) L’inégalité triangulaire s-relazé implique
d(z0.1,) < sd (o) + $°d (z, 23) + ... + 8"d (T0-1,1,)

car on a pour tout n € N et xg,...,x, € X. En effet pour s > 1, on obtient

d(xo,xn) < sd(xo,21)+ sd(xq,z,)

IN

sd (zo, x1) + s%d (w1, 22) + $%d(z9; 1)
< sd(zo,x1) + 83d (w1, 22) + ... + 8"d(xp_1;7,),

2)L’inégalité (iii) dans la définition 1.1.1 est appelée l'inégalité triangulaire s-relaxé, et aussi

elle est considéré comme l’inégalite polygonale s-relaxé suivante
d(zo,x,) < s[d(xo,z1) + d (21, 29) + ... + d(xp—1;20)],
et pour n = 2 on obtinet ['inégalité triangulaire s-relaxé.
Le théoréeme suivant montre que l'inverse n’est pas vraie.

Théoréme 1.1.1 [7] Ils existent des b-métriques qui ne satisfaitent pas l'inégalite polygo-

nale s-relazé.



1.1. Propriétés topologiques et métrisabilité

Preuve. Soit X = [0,1] et d(z,y) = (z —y)* telle ques 2,y € X, alors d est une
métrique 2-relaxé sur X qui n’est pas polygonale s-relaxé.

Effectivement, pour tout s > 1. En effet, il est facile de vérifier que d satisfaite I'inégalité
trianglaire 2—relax§. On suppose que pour s > 1, d satisfaite I'inégalité polygonale s-relaxé.
En prenant x; = %, 1 < i< n—1, on obtient

1 1 1\* 1
5= ;d(O,l) <d(0,z1) +d(z1,22) + ... +d(Tp-1,1) =n (—) =
donc pour tout n € N ce qui est impossible m
Définition 1.1.3 [7] Soient x,y,z € X et A € N. L’espace b-ultrametrique est un espace

b-métrique (X, d) vérifie l'inégalité suivante,
d(z,y) < Amax{d(x,z),d(z,y)}. (1.1.3)

Définition 1.1.4 (Les boules, les ensembles ouverts) [7/

Soit (X, d) un espace b-métrique,

1) La boule ouverte note par B (x,r) de centre x € X et de rayon r > 0 donné par
B(z,r)={ye X :d(z,y) <r}.

2) Un sous ensebmle Y de X est appelé ouvert si pour chaque x € Y il existe r, > 0
telle que B (x,r,) CY et on dénote par 74 ou 7 (d) la famille de touts les sous ensemble

ouverts de X.

Théoréme 1.1.2 [7] L’ensemble 7,4 satisfait aux aziomes d’une topologie. Cette topologie

est dériwe de Uy sur X ayant comme base les ensembles,
U ={(z,y) € X x X :d(z,y) <e},Ve>0.

Théoréme 1.1.3 ([10] [27])Si (X, d) est un espace b-ultramétrique pour 1 < X\ < 2, alors
la fonction p définie par p (x,y) = inf {> "7  d(z;_1,7;)} est une métrique sur X satisfaisant

1
les inégalités —d < p < d.
es inégalités o d < p <

V.Schroeder [27] a aussi montre que chaque € > 0 il existe une b-métrique avec s = 1+¢
telle que la fonction p défine par p (z,y) = inf {d>""  d(z;_1,2;)} n’est pas métrique.
Des résultats généraux de la métrisabilité ont été obtenus dans [27] and [21] par une

modification de la méthode de technique de Frink.



1.1. Propriétés topologiques et métrisabilité

Théoréme 1.1.4 [7] Soit (X, d) un espace b-métrique. Pour 0 < p < 1 on définie

pp (€, y) = inf {Zd(xkl,xk)p} (1.1.4)

pour tout n € N et chaque x = xg, x1, ..., 2, =y. La fonction p défine par 1.1.4 satisfaisant
les conditions

(1) pp(z,y) = pp(y,2)

(2) pp(z,y) < pp(x.2)+p, (2,9)

(8) d"(z,y) < p,(2,9),
pour tout x,y,z € X.

Théoréme 1.1.5 ([21])Soit (X, d) un espace b-métrique sur un ensemble non vide X sat-
isfaisant linégalite triangulaire s-relaxé pour s > 1. Sip € [0,1] est donné par l’équation
(25)” = 2, alors la fonction p, : X x X — [0, +00) définie par 1.1.4 est une métriquue sur

X satisfisant les inégalités
pp(@,y) < d” (2,y) < 2p, (z,y) (1.1.5)
pour tout x,y € X

Remarque 1.1.2 [7] Si d est une b-ultramétrique pour X > 2. Dans ce cas 0 < p < 1

donné par N’ = 2 et la métrique p,, satisfisant les inégalités
pp (@,y) < d” (z,y) < 4p, (z,y) (1.1.6)
pour tout x,y € X.
L’inégalité 1.1.5 nous donne les conséquences suivantes.

Corollaire 1.1.1 [7] Sans les hypothéses du Théoréme 1.1.5 74 = 7,, i.e., la topologie de
tout espace b-métrique est métrisable et la convergence des suites par rapport a T4 est car-

actérisé de la facon suivante,

T, —% v <= d(v,1,) — 0

pour toute suite (x,), dans X et x € X.



1.1. Propriétés topologiques et métrisabilité

Définition 1.1.5 [7] Soit (X, d) un espace b-métrique, une b-métrique s’appelle

1) Continue si

d(z, ,z) — Oetd (yn, ,y) — 0 = d(v, ,yn) — d(x,y) (1.1.7)

(2) Séparément continue si la fonction d (x,.) continue sur X pour tout x € X, i.e:,

dyn ,y) — 0 = d(z ,y,) — d(z,y) (1.1.8)

pour tout (x,), (y,) dans X et Vr,y € X.

Remarque 1.1.3 [7] Soit (X, d) un espace b-métrique et x € X,
B (z,r) est Tq—ouvert pour chaque r > 0 <= d(x,.) est semi-continue supérieur sur X,
par conséquent si le b-métrique est séparément continue sur X, alors les boules B (z,1) sont

Tq—ouvertes et [’équvalence découle de [’énigalité

B (z,r) =d(x, .)_1 ((—o0, 7)) .

Nous présentons maintenant un exemple d’espace b-métrique ol les boules ne sont pas

nécessairement ouvertes.

Exemple 1.1.2 (/21])Considérons € > 0 pour X = Ny{0,1,....;} et d: X x X — [0, +00)
défine par

d0,1)=1 d(0,m)=1+4+¢ pourm > 2
d0,m)==< dn,m)=L+2L1 pourn>2

et étendu a X x X par d(n,n) =0 et symétrie. Alors

d(n,m) < (1+e)[d(nk)+ d(k,m)]

pour tout m,n,k € X ,B (O, 1+ %) = {0,1} et la boule B(1,r) contient une infiné de
terms pour chaque r > o i.e: pour tout: 1 € B (O, 1+ %) ,B(1,r) ¢ B (0, 1+ %) pour tout

r > 0,montrant que la boule B (O, 1+ %) n est pas Tq4— ouverte.



1.1. Propriétés topologiques et métrisabilité

Remarque 1.1.4 [7] Si pour tout 0 < p < 1. Une b-métrique d sur un ensamble X satis-

faite linégalite
d(z,y)’ <d(z,2)" +d(z,y)" (1.1.9)

pour tout x,y,z € X. Alors les boules corespandant a d sont T,—ouvert et de plus la b-
métrique d est continue par la Remarque 1.1.3 la b-métrique p = ph corespondant & la
métrique p, construite dans le Théorme 1.1.5 satisfaite l'inégalité 1.1.9.

En effet, B (x,7) une boule sur (X,d) ety € B (x,r) nous avons montré que il existe r > 0

telle que B (y, 7"') C B(z,r), onprendr := (r? —d(z, y)p)% > 0 alors d (y,z) < implique

que
d(z,2)" < d(z,y)" +d(y,2)"
< d(x,y)P +r" =P,
i.e., d(z,y) <r la continuité de la b-métrique d dans la forme l'inégalité

d (@0, yn)" — d(2,9)"| < d(xn, )’ +d(yn,y)" -

1.1.1 Notions d’équivalence pour la b-métrique

Dans le raccordement au metrisabilité des espaces b-métriques, nous mentionnons les notions

suivantes de I’équivalence des b-métriques.

Définition 1.1.6 [7/ Soient dy,dy deux b-métriques sur le méme ensemble X, alors dy,ds
sont appelés,

1) Topologiquement équivalent si g4, = Ta,.

2) Uniformément équivalent si l’indentité Ix sur X est uniformément continus de (X, dy)

a (X,dy) ainsi que de (X,ds) a (X,dy), i.e

Ve > 0,30 () >0 telle que dy(x,y) <o(e) = dy(z,y) <e¢

Ve > 0,30 (¢) >0 telle que dy(z,y) <o(e) = dy(z,y) <e¢



1.1. Propriétés topologiques et métrisabilité

3) Lipschitziennes equivalent, s’il existe ¢y, co > 0 tels que

crds (z,y) < dy (x,y) < cadsy (2,9)

pour tout x,y € X.

~ 1
Remarque 1.1.5 [7] 1)1l s’ensuit que p(z,y) = (p, (x,y))? pour tout x,y € X est une

b-métrique sur X Lipschitziennes equivalent a d et satisfaite l'inegalité

p(x,y) <p(x,2)"+p(zy).

Pour tout x,y,z € X. C’est un fait bien connu dans la théorie des espaces quasi normés,

ot une quasi-norme ||.|| satisfaisant l’inégalité
||z +yll” < {[z][” +[ly]]”

pour tout 0 < p <1 est appelée p-norme.

2) Naturellement, les defnitions ci-dessus s’applique & la métrique aussi bien, en tant que
cas particuliers de la b-métrique.

3) 1l est évident qu’en général

équivalence topologique =—> équivalence uniformement = équivalence lipschitzien.

Théoréme 1.1.6 ([11], [14, théorémel2.9]) Soit (X,d) un espace b-métrique, alors d est
lipschitzien équivalent o une métrique, si est seulement, si d satisfaite l'inégalite polygonale

s-relaxé pour tout s > 1.



1.2. Les espaces b-métriques forts et la complétion d’un espace b-métrique

1.2 Les espaces b-métriques forts et la complétion d’un

espace b-métrique

1.2.1 Les espaces b-métriques forts

Définition 1.2.1 (espace b-métrique fort) [7/ Une application d : X x X — [0,00)
satisfaite les conditions suivantes,
(B)d(z,y) = O<==z=y
(v)d(z,y) = d(y,z) (1.2.1)
(i1d)d (z,y) < d(z,z)+sd(z,y)
est appelée une b-métrique forte (sb-métique) pour s > 1 et pour touts x,y,z € X. Le couple

(X,d) s’appelle un espace b-métrique fort ( sb-métique).

Proposition 1.2.1 Le couple (X,d) est un espace b-métrique fort ( sb-métique) si seule-

ment s’il existe s > 1 et pour touts x,y,z,t € X, on a

Preuve. Suppose que (X,d) est un espace b-métrique fort ( sb-métique) avec s > 1.

Alors il existe s > 1 telle que pour tout x,y,z,t € X

d(z,y) < d(z,z)+sd(y,z)
< d(z,t)+ sd(z,t) + sd(y, 2)

a partir duquel

d(z,y) —d(t,z) < sld(z,t)+d(y,2)].

Un argument similaire montre que

par conséquent

|d(2,y) = d(t,2)| <sld(z,2) +d(y, )],

Donc,un espace b-métrique forte satisfait1.2.2. L’inverse est triviale. ®

10



1.2. Les espaces b-métriques forts et la complétion d’un espace b-métrique

Remarque 1.2.1 [7] 1) L’inégalité 1.2.1 la condition (iii) est équivalente
d(z,y) < min{sd(z,2) +d(y,2),d(z,2) + sd(y,2)}

pour tout x,y, z € X.

2) On a 1.2.1 implique l'inégalité triangulaire s-relaxé.
Proposition 1.2.2 [7] Soit (X, d) un espace b-métrique on a si,
d(z, ,z) — 0 et d(y,,y) — 0,
alors

d(xn ayn> —>d<$,y) n—>—|—oo,

1.€., la continuté de la b-métrique.

Preuve. Soit (X, d) un espace b-métrique et soit B (z,r) la boule ouverte dans X.

Effectivement, si y € B (x,r), alors

d(y,z) < d(z,y) +sd(y,z) <e,

, / —d
implique sd (y, 2) < e —d(z,y), donc B (y,r) C B(z,r)our = (e S(%y))'

Aussi l'inégalité suivante

d(z,y) —d(zy) | < sld(z,2") +d(y.y) ],

vérifie pour tout z,y,2 ,y € X, en impliquant la continuité de la b-métrique, si

d(z,z) — 0 et d(y,,y) — 0,

on a
[d (@) = d(2,9) | < s[d (@0 @) +d (a, )] — 0,

d’ou

d(Tn,yn) — d(z,y) n — +o0.

11



1.2. Les espaces b-métriques forts et la complétion d’un espace b-métrique

Proposition 1.2.3 [7] Tout espace b-métrique fort satisfait l’inégalité s— polygonale.

Preuve. En effet,
d(xg, )

< sd(zg,x1) +d(x1,2,)
< sd(xg, 1) + sd (21, 22) + d (12, 1,) < ...
< slsd(xo,x1) + sd (1, 22) + ... +d(xp_1,2,)],

la preuve est terminée. m

1.2.2 La complétion d’un espace b-métrique

Définition 1.2.2 (Suite de Cauchy) [7] Soit (X, d) un espace b—métrique et soit (,,),
telle que liril d(zy,y) = 0. On appelle (), est un suite de Cauchy dans un espace
b-métrique (X, d) si

d(zn,xy) < sld(x,,z)+d(x,z,)].
Proposition 1.2.4 [7] Toues suites convergente dans un espace b-métrique est de Cauchy.

Définition 1.2.3 [7/ Un espace b-métrique (X,d) est complet si toute suite de Cauchy

convergente vers x € X, | lim x, =2x ).
n—-+00

Définition 1.2.4 [7] Les espaces b-métriques (X1, dy),(Xo, ds) sont isometriques, s’il existe
une application [ : X1, — Xy telle que dy (f (x), f (y)) = dy (x,y) , pour touts x,y € X;.

Une question posé dans [17], est ce que tout espace sb-métique admit un complété? Cette

question a re¢u une réponse dans [16].

Théoréme 1.2.1 [7] Soit (X, d) un espace b-métrique fort,

1)1 exist un espace b-métrique fort complet <)~(, ci) qui est le completé de (X, d) .

2) Le completé est unique isométriquement, i.e., si (Xi,d1),(Xa,dy) sont des espace b-
métriques forts,qui sont des complétés de (X, d), alors (X1,d1),(Xz,ds) sont isométriques.

Preuve. On utilise méme idée pour les espaces métriques, sur la famille C (X) de toutes
les suites de Cauchy dans X,

on considére la relation d’équivalence

12



1.2. Les espaces b-métriques forts et la complétion d’un espace b-métrique

(xn) ~ (yn) < lim d($n>yn) =0,

n—-+4o0o

on a sur lespace quotient X = C (X)) / ~ on défine d par d (€,n) = Lm (2, ,yn),

n—-+00

ot (x,) € & et (y,) € n et on montre que <)~(,02> est un espace b-métrique complet

contenant X isométriquement comme un sous-ensemble dense. ®

13



Chapitre 2

Espaces b—métriques généralisés

2.1 Préliminaires

Nous passons maintenant au concept d’espace métrique généralisé introduit par A. Branciari

dans [2].

Définition 2.1.1 (/2]) Soit X un ensemble non vide et soit d : X x X — [0,00) une
application telle que pour tous x,y € X et tous les points distincts u,v € X, chacun distinct

de x ety, on a
(1) d(z,y) =0 <= xz=y

(2) d(z,y) =d(y,)
(3) d(z,y) <d(z,u)+d(u,v)+d(v,y)
alors (X, d) est appelé un espace métrique généralisé (e.m.g).

On considére ici la notion d’'un espace b-métrique généralisée sur un ensemble non vide

X.

Définition 2.1.2 (/24] [25] [15]) Soit X un ensemble non vide, s > 1 et soitd : X x X —
[0,00) une application telle que pour tous x,y € X et tous les points distincts u,v € X,
chacun distinct de x et y, on a

(1) d(z,y) =0 < z=y

(2) d(z,y) =d(y,z)

(3) d(z,y) < sld(z,u)+d(u,v)+d(v,y)],
alors (X, d) est appelé un espace métrique b-généralisé (e.m.b-g).

14



2.2. La complétion d’un espace b-métrique généralisé

Comme dans [13] on a la définition suivante.

Définition 2.1.3 (décomposition canonique) [7/

Soit (X, d) un espace b-métrique généralisé, il s’ensuit que

est une relation d’équivalence sur X. Désignant par X;,i € I les classes d’équivalence
correspondant o ~ et mettre d; = d|x,xx,,t € I, alors (X;,d;) est un espace b-métrique
(un espace b-métrique fort si (X, d) est un espace b-métrige fort généralisé) pour tout i €
I, donc X peut étre décomposé uniquement en classes d’équivalence X;,1 € I. Appelé la

décomposition canonique de X.

Théoréme 2.1.1 [13] Soit (X, d) un espace b-métrique généralisé et X;,i € I la décompo-
sitton canonique de X, alors

1) L’espace (X, d) est complet si et seulment si (X;,d;) est complet pour tout i € I

2) Si (Y;,d;),i € I sont des espace b-métrique et Y; NY; = ® pour tout i,j € I et i # j,
alors

d(ry) = di (z,y) st v,yeY,iel (2.12)
+00 st xeYyetyeY; i,j €l aveci #j
est un espace b-métrique généralisé sur'Y = Zgj}/;,cwec {Y; i €1} la famille des classes

d’équivalence correspondante a la relation d’équivalence 2.1.1.

2.2 La complétion d’un espace b-métrique généralisé

L’éxistence du complété d’un espace métrique généralisé a été preuvé par S. Czerwik and
K. Krol dans [23]. Dans cette section on donne I’etude de l'existence d’un espace b-métrique

généralisé fort introduit par [7]. On a besoin le lemme suivant.

Lemme 2.2.1 [7/Soit (X,d) un espace b-métrique généralisé, (Z, D) un espace b-métrique
généralisé complet, avec d, D sont continues et Y un ensemble dense dans X. Alors pour

chaque injection isometrque f :' Y — Z il existe une unique injection isométrique I : X — Z
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2.2. La complétion d’un espace b-métrique généralisé

telle que F|Y = f. Si en plus X est complet et f(Y') est dense dans Z, alors F' est bijective

(i.e., F' est une isométrie de X dans Z ).

Définition 2.2.1 ([23]) Soit (X, d) un espace b-métrique généralisé avec s > 1 et soit {x,,}
une suite de Cauchy dans X telle que x,, # x,, pour tout n # m, alors {x,} peut converger

vers au plus un point.

Lemme 2.2.2 ([23]) Soit (X,d) un espace métrique b-généralisé avec s > 1,

(a) Suppose que les suites {x,} et {y,} dans X telle que x, — x et y, — y comme
n — oo avec v # vy ,et r, #x y, #y pourn € N alors on a

2d(z,y) < nh_>nolo infd (z,,y,) < nll_{glo supd (zp,yn) < sd(z,y).

(b) Siy e X et {x,} est une suite de Cauchy dans X avec x,, # y, pour tout n,m € N
N # m convergent vers x %y, alors

2d(z,y) < lim infd(z,,y) < lim supd (z,,y) < sd(z,y).

Théoréme 2.2.1 Suppose que {y,} un suite de Cauchy dans un espace métrique général-
isé X (i.e., b = 1) et suppose que limd(y,,y) = 0. Alors limd(z,y,) = d(z,y). En
n—oo n—oo

particulier,{y,} ne converge pas vers x si x % y.

Preuve. Si y, = = pour n assez grand, ce doit étre le cas que = = vy, il est inclu le cas
T = y,. Aussi éventuellement y,, # y sinon le résultat est trivial. Donc en passant a une
sous-suite nous pouvons supposer que vy, #* Ym €t Y, # ym F# T pour tout n,m € N avec

n # m, alors comme d est métrique généralisé, donc

d<$,y) S d<x7yn) + d(yrwyn-i—l) + d(yn—i—lay)

et
d ($7 yn) S d (.CE, y) + d (ya yn-i—l) + d (yn-i-la yn)

puisque {y,} est une suite de Cauchy , lim d (y,,, y,) = 0. Donc
lim supd (z,y,) < d(z,y) < liminfd (z,y,) .

n—00 n—00

La preuve est terminée. m
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2.3. Espaces S,-métriques

2.3 Espaces S,-métriques

Dans cette section, nous rappelons la notion d’espace Sp,-métrique et étudions quelques

propriétés de cet espace.

Définition 2.3.1 (/25])Soient X un ensemble non vide et S : X x X x X — [0, +00) est
une application satisfisant les conditions suivantes pour tout x,y,z,a € X.

S1) S (z,y,2z) =0 si et selment si x =y = 2.

S2) S (z,y,2z) < S(x,z,a)+ S (y,y,a) + S (2,2,a).

Alors Uapplication S est appelé S—métrique sur X et le couple (X,S) est appelé un

espace S—métrique.
Nous allons utiliser le lemme suivant dans les sous-sections suivantes.

Lemme 2.3.1 (/25]) Soit (X, S) un espace S—métrique, alors on a

S(%%?J) :S(yayax)

Définition 2.3.2 ([28/)Soient X un ensemble non vide et b > 1. Une application Sy :
X x X x X — [0,+00) est dite Sy-métrique si pour tout x,y,z,a € X, les conditions
sutvantes sont satisfaites.

(Spl) Sy (z,y,2) =0 si et seulment si x =y = z.

(Sp2) Sy (z,y,2) < b[Sy(x,2,a) + S (y,y,a) + Sy (z,2,a)].

Le couple (X, S,) est appelé un espace S,-métrique

Remarque 2.3.1 [28] Nous notons que les espaces Sy-métriques sont des généralisations
des espaces S-métriques puisque chaque S-métrique est une S,-métrique avec b = 1. Mais
la déclaration inverse n'est pas toujours vraie (voir [26] pour plus de détails). Dans ce qui

suit, nous donnons un autre exemple d’une Sy-métrique qui n’est pas une S-métrique sur X .
Exemple 2.8.1 [28] Soit X =R et la fonction S, définie par

Sy (2,y,2) = &= (| —y| + |y — 2| + |z — 2[)°,
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2.3. Espaces S,-métriques

alors la fonction S, est une Sy-métrique avec b = 4, mais ce n'est pas S-métrique, car

pour x =4,y =6,z =28 et a =5, on obtinet
Sp(4,6,8) = 4,5, (4,4,5) = %,Sb (6,6,5) = ;ll,Sb (8,8,5) = %,
par conséquent nous avons
Sp(4,6,8) =4 < 5,(4,4,5) + 9, (6,6,5) + 5, (8,8,5) =1 + 1 + 2 =1L,
donc on a la contradiction.

Définition 2.3.3 [28] Soient (X,S,) un espace Sy-métrique et b > 1. On appelle S, est
symétrique si

St (:L‘,:C,y) = Sp (y,y,:c) ((1))

pour tout x,y € X.

Ezxzemple 2.3.2 [28] Soit (X,d) un espace métrique et lapplication S, : X x X x X —
[0, 4+00), définie par

Sy (,y,2) = ld(2,y) +d(y,2) + d(z,2)]",
pour tout x,y,z € X et p > 1, alors Sy est symétrique.

Exzemple 2.3.3 [28] Soit X =R et Uapplication S, : X x X x X — [0, +00) défine par

Sy(0,0,1) =
Sp(1,1,0) =
Spy(r,y,2) =0 siz=y==z
Sp(x,y,2) =1 autrement,

pour tous x,y,z € R, alors la fonction S, est une Sy-métrique avec b > 2 qui n’est pas

symétrique.

Définition 2.3.4 [28] Soit (X, Sy) un espace Sy-métrique, x € X et A, B C X,
1)On définit la distance entre les ensembles A et B par

Sy (A, A, B) =inf {Sy (z,2,y) :x € A,y € B}
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2.3. Espaces S,-métriques

2)On définit la distance du point x o [ ensemble A par

Sp(x,z, A) =inf {Sy (x,z,y) : y € A}

3)On définit le diamétre de A par
6 (A) =sup{S (z,2,y) 1 z,y € A}

Définition 2.3.5 ([26]) Soit (X, Sy) un espace Sy-métrique, la boule ouverte B® (x,r) et la

boule ferme BY [z, 7] avec le center x et de rayon r sont défint par
B (z,r) ={y € X : Sy (y,y, ) <1}

et
Bblz,rl={ye X :S(y,y,x) <r},

pourr >0,z € X.

Exzemple 2.3.4 [28] Soit (X,S,) un espace Sy-métrique telle que X = R et la fonction S,
définit par

pour tout x,y, z € R, alors on obtinet

BY(0,2) ={y e R: Sy (y,4,0) < 2} = (—2v2,2V2)

et
BY0,2) ={y eR: Sy (y,y,0) <2} = [-2v2,2V2].

Définition 2.3.6 [28] Soit (X, Sy) un espace Sy—métrique et X' C X

1) S’il existe v > 0 telle que B® (x,1) C X' pour tout x € X, alors X' est appelé un
sous-ensemble ouvert de X.

2) Soit T [ ensemble de tous X' C X avec x € X' telle qu’il eviste r > 0 satisfaisant
Bl (z,r)C X " alors T est appelée la topologie induite par S,—métrique.

3) Lensemble X' est appelé Sy-borné s’il existe v > 0 telle que Sy (x,z,y) < r pour tout

z,y € X'. Si X est Sy-borné, alors nous écrirons 6 (X/) < 00.
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2.3. Espaces S,-métriques

Définition 2.3.7 ([26]) Soit (X,S,) un espace S,-métrique

1) La suite {x,} dans X converge vers x si et seulement si Sy (xp, x,,x) — 0, comme
n — +00, pour tout € > 0 il existe ng € N telle que pour tout n > ng, Sy (x,, Tn,x) < €. 1l
est noté par ngrfmxn =z.

2) La suite {x,} dans X est appelée une suite de Cauchy, si pour tout € > 0 il existe

no € N telle que Sy (T, Tpn, Tm) < € pour chaque n,m > ny.

3) L’espace Sy-métrique (X, Sy) est dit complet si chaque suite de Cauchy est convergente.

Nous donnons maintenant certaines relations entre Sy-metric et une autre métrique qui

sont données dans [7] comme suit.

Lemme 2.3.2 ([12]) Soit (X, d) un espace métrique alors les propriétés suivantes sont sat-
1sfaites
1)Sy (z,y,2) =d(z,2) + d(y,z) pour tout z,y,z € X est un S—métrique en X.
2) x, — x dans (X, d) si et seulement si x, — x dans (X,S}) .
3) {x,} est de cauchy dans (X,d) si et seulement si {z,} est de cauchy dans (X,S}) .
4) (X, d) est complet si et seulement si (X,S,) est complet.

Dans le lemme suivant montre que la relation entre S,—métrique et b—métrique.

Lemme 2.3.3 [28/Soit (X, Sy) un espace S,—métrique, Sy, est symétrique S,—métrique avec

b>1 et lapplication d : X x X — [0,400) définie par
d (.CE, y) = Sb (.Z', z, y)
pour tout x,y € X alors d est un b—métrique sur X.

Preuve. En utilisant I'inégalité (5,2) on a

d(l‘:y) = Sb(l',l‘,y) Sb[QSb(IL‘,JT,Z)—FSb(’y,y,Z)}
= 2bSb (33’,33,2) +bSb (y>y7 Z)
et

d([)’},y) = Sb(’y,y,i’)Sb[QSb(y,y,Z)+Sb(ZE,.’L',Z)]
= QbSb(y,y,z)—l—bSb(:U,m,z)
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2.3. Espaces S,-métriques

par conséquent, on obtinet

d(z,y) < Zld(x,2)+d(y,2)]

pour tout x,y € X alors d est b—métrique sur X avec 371’ [

Lemme 2.3.4 [28/Soit (X, Sy) un espace Sy,—métrique avec b > 1 et lapplication Sy, : X X
X x X — [0, +00) défine par

Sb(x,y,z) = d(xaz) +d(y72)7
pour tout x,y,z € X alors Sy, est S,—métrique sur X

Preuve. Il peut étre facilement vérifier que le condition (S,1) est satisfaite, nous prou-
vons que la condition (S,2) est satisfaite en utilisant 'inégalité triangelaire b—métrique on

a

Sp (2,9, 2) d(z,2) +d(y,2)

bld(z,a)+d(a,z)] +bld(y,a)+d(a,z)]
bd (x,a) + 2bd (a, z) + bd (y, a)

20d (z,a) + 2bd (y, a) + 2bd (a, 2)

= b[Sy(z,x,a) + S (y,y,a) + S, (2, 2,0)]

I IA

IN

pour tout x,y,z € X alors S, est S,—métrique sur X avec b. m
Exemple 2.3.5 [28] Soit X =R et Uapplication S, : X x X x X — [0,400) définie par
So(@,y,2) =b(lz —2[ + |z + 2 —2y|),

pour tout x,y,z € R oub > 1, alors (R, Sy) est un espace Sp,—métrique, maintenant nous
montrons que il n’existe pas tout b—métrique d que génére cette S,—métrique.a l'inverse,

supposons qu’il existe un b—métrique d telle que

Sy (z,y,2) =d(x,2) +d(y,2)

pour tout x,y, z € R, alors on obtien

Sp(x,2,2) =2d(x,2) = 2blx — 2| et d(z,2) = blz — 2|,
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et

pour tout x,y,z € R donc on obtient
b(lx — 2|+ |x + 2 — 2y|) = blz — 2| + bly — =],

ce qui est une contradiction ,par conséquent la S,—métrique ne peut pas étre généré par

tout b—métrique.
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Chapitre 3

Quelques théorémes de point fixe

Dans ce chapitre nous donnerons quelques résultats en points fixes sur les espaces b-métriques

et des espaces b-métriques généralisés, aussi sur les espaces S,—métriques.

3.0.1 Point fixe sur les espaces b-métriques

Théoréme 3.0.1 [6] Soit (X,d) un espace b—métrique complet avec s > 1 et on suppose

que Uapplication f: X — X satisfaite

d(f (), f(y) <¢(d(z,y))

pour tout x,y € X et ¢ : [0,00) — [0,00) est croissante et satisfaite

lim " (t) =0

t—0t

pour tout t > 0, alors f admais un point five unique x* € X et lim f" (x) = =* pour

n—oo
tout v € X.
Preuve. D’abord nous observons que les hypothéses sur ¢ implique que

lim p (t) =0,

t—0t

alors [ est continue. Soit © € X et soit € > 0. Pour n € N tel que " (¢) < On

€
2s°

pose que g = f™ et pour tout m € N on met que x,, = g" (x). Alors

d(Tmi1, Tm) = d (g™ (gz), g™ (x)) < "™ (d (g (z), 1)),
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ainst lim d (41, ) = 0.
m—0o0

on prend m € N tel que d (Tpi1,Tm) < 5; et s0it u € B (1, €).

Alors
d(g(u),g(@m) <" (d(u,r,) <" () < 5

et

€

d (g (xm) axm) =d (merl? xm) < 3

par l'inégalité triangelaire relaxé on a

d(g(u),zm) < sld(g(u),g(@m))+d(g(@m),zm)]
< slg+il-c

donc g : B (xp;€) — B (xy,;¢€) il s’ensuit que si j,t > m,

d(zy,xj) < sld(xy,xm) + d(Tm, x;)]
< 2se.

Done {x,,} est un suite de Cauchy, alors il existe x* € X telle que lim z,, = z*. Aussi,

m—00

la continuité de f implique continuité de g, alors
z* = lim z,, = lim x,,41 = limg (z,,) = g (z¥)

m—0o0 m—oo

puisque

d(g(x*),9(y")) <" (d (2", y%)) < d(x*,y)

st x* # y*, il est clair que g a exactement un point fixe unique. Aussi, puisque

d(a*, g™ (x)) = d(g™ (¢7), g™ (x)) < "™ (d (2", 2)) — 2" ,m — 0

{g™ (x)} converge vers x* pour tout x € X, par la continuité de f,

fa*) = Jim f(2,) = lim f (g™ (2)) = lim g" (f (2)) = 2°

m—00 m—0o0

donc x* est un point fixe unique de f.
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Alors pour toute x € X etr € {0,1,....n— 1},
fnerr (ZE) — gm (fr (ZE)) — M — 00
il s’ensuit que lim f™(x) =z*. =
Théoréme 3.0.2 [9] Soit (X, d) un espace b—métrique complet et 0 < o < 1. Si f : X —

X une application satisfaite ["inégalité

d(f (z), [ (y) < ad(z,y),

pour tout x,y € X. Alors f admis un point five unique z et la suite (f" (z)),cy converge

vers z pour tout v € X.

3.0.2 Point fixe sur les espace S;-métrique
On a besoin le lemme suivant.

Lemme 3.0.5 .(/26]) Soit (X, Sy) un espace S,—métrique avec b > 1, alors ona

Sb (33, L, y) < bSb (ya Y, .fE) et Sb (yv Y, .Qf) < bSb (.CL', Z, y)
Théoréme 3.0.3 [28] Soit (X, Sy) un espace S,—métrique complet avecb > 1 etT : X —
X un application satisfaisant

Sy (Tx, Tz, Ty) < hSy (z,x,y), (3.0.1)

pour tout z,y,z € X ot 0 < h < biz alors T a un point fire v dans X.
Preuve. Soit T satisfait l'inégalité 3.0.1 et xy € X, alors on définie la suite {x,} par

xn, = T"xy en utilisant linégalité 3.0.1, nous obtenons

Sy (T, Ty 1) < WSy (20, o, 1) (3.0.2)

depuis la condition (Sp2) et 3.0.2 sont satisfaites pour tout n,m € N avec m < n en

utilisant le lemme 3.0.5, on a

Sh (xm T,y xm) < b [2Sb (In, Tn, xn—i-l) + Sp (Im7 L, xn—&-l)]
2bh™
S 1_thSb (x07l‘07x1)7
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puisque h € [0, 35) otb > 1 prendre la limite pour n — oo, alors on obtient Sy (T, Tp, Tpy) —

0 et donc {x,} est un suite de Cauchy, puisque X est un espace S,—métrique complet il

existe v € X avec lim z, = x.

n—oo

Suppose que Tx # x en utilisant linégalité 3.0.1 on a
Sb (T[L‘, Tl', xn—l—l) < th (QT, z, xn) )

st nous prenons la limite pour n — oo nous obtenons une contradiction comme suite

Sb (T.CC,TﬁC,l’) S th (%,ZC,QZ) )

par conséquent T'x = x. Maintenant nous montrons que le point fize x est unique, on

suppose que Tx = x, Ty =y et x # y en utilisant linégalité 3.0.1 on a

Sy (Tx, Tx, Ty) = Sy (z,2,y) < hS, (z,2,y),

on obtient x = y puisque h € [0, biz) par conséquent x est un point fixe unique de

lapplicasion T.

Corollaire 3.0.1 [28]Soit (X, Sy) un espace S,—métrique complet avec b > 1 S, est symétrique
et T : X — X est une application satisfaisant linégalité 3.0.1 pour tout x,y,z € X ou

0<h< %, alors T a un point five x dans X.

Ezxzemple 3.0.6 [28]Soit X =R on considére la Sp,—métrique définie par
Sy (,,2) = 75 (Jo —y| + |y — 2| + |z = 2])7,
pour tout x,y, 2z € R avec b =4 si on définit la fonction T de R comme

Tx =

=]

pour tout x € R alors T satisfait le condition du Banach’s principe de contraction. On

effet,

Sy (T, T, Ty) = "5 < hSy (x.2.y) = P4,

pour tout x € R et h = % par conséquent T a un point fixe unique v = 0 dans R.
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Théoréme 3.0.4 [28]Soit (X,S,) un espace S,—métrique complet avec b > 1 et T est
une application sur X satisfaisant la condition suivante, il existe un numbres réels oy, ao

satisfaisant oy + (202 4+ b) g < 1 avec oy, ay > 0 telle que

Sy (Tx, Tx, Ty) < Sy (z,z,y) + aymax{S, (Tx,Tz,x)

(3.0.3)
Sb (va T.Z', y) ’ Sb (Ty7 Ty> y) ) Sb (Ty7 Tya .Z')}
pour tout x,y € X alors T a un point fize unique x dans X.
[ ]
Preuve. Soit xy € X et la suite {x,} est définit comme suit
Tryg=x1,Tr1 =29,....,TT, = Tpy1,...
on Suppose que T, # T,y1 pour tout n en utilisant la condition 3.0.3 ona
Sb (fL’n, L,y xn-l—l) - Sb (Txn—la Txn—ly Txn) S alsb (xn—la Tp—1, xn)
—|—Oé2 maX{Sb ($n> Ty xn—l) 5 Sb (fna o xn)
Sb (xn+1> Tpt1, xn) ) Sb (xn+17 Tnii, xnfl)} (304>
= 1Sy (Tp—1, Tn-1, Tn) + o max{Sy (@, T, Tp_1)
Sb (:En-f—h Tn+1, J]n) 3 Sb ($n+17 Tn+1, mn—l)}a
par la condition (Sy2), on obtient
Sb (xn+17 Tn+41, xnfl) S b [QSb (l'nJrla Tn+1, xn) + Sb (xnfla Tn—1, xn)] ) (305)

en utilisant la condition 3.0.4,3.0.5 et lemme 3.0.5 on obtient

IA

S (T, Ty Tpy1) 15 (Tn—1, Tn—1, Tn) + o max{Sy (n, Tn, Tpn_1)

Sb (xn-l—la Tn+1, xn) ) 2bSb (:En+17 Tn+1, xn) + bSb (xn—la Tp—1, xn)

IN

Oé18b (xn—h Tn-1, an) + ZbOQSb (In-&-l? Tn41, xn)

+b0523b (xnfla Tn-1, xn)

et donc

(1 - 2b2@2> Sb (m’nn T, $n+1) S (al + bCVQ) Sb (xnfla Tn—1, xn)
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ce qui implique

Sb ('Tnv Tn, anrl) S 104_1;)[;(222 Sb (xnfla Tn—1, xn) (306)

soit d = % alors d < 1 puisque oy + (2b* +b) < 1 telle que 1 — 20%as # 0 puisque

1

0 < g < 735,

répéte maintenant ce processus dans l'inégalité 3.0.6 on a ,

Sy (Tny Ty Tngr) < d"Sp (w0, To, 1) (3.0.7)

on montre que la suite {x,} est de Cauchy, alors pour tout n,m € N m > n en utilisant

la condition 3.0.7 et (5,2) on obtient

Sp (X, T,y T) < %Sb (w0, 0, 21)

on a Um Sy (2, T, X)) = 0 par Uinégalité ci-dessus et ainsi {x,} est un suite de Cauchy,

n—oo

par le complété il existe x € X telle que {x,} converge vers x, suppose que Tx # x, alors

Sp (X, Tn, Tx) = Sy (Trn1,TTy1,2)
S O41*S(b (xn—ly Tp—1, l’) + a2 maX{Sb (l'na o wn—l) )

Sb ($n7 Tn, (E) 7Sb (T{L‘, T:L’, $> >Sb (Tl’, Tl’, -fnfl)}

et donc prendre limite pour n — oo et en utilisant lemme 3.0.5 on obtient

Sp (T, T, Tx) < Sy (T, T, x) < aghSy (T, T, x)

ce qui implique Sy (T'x, Tx,x) =0 et Tax = x puisque 0 < ag < ST
Enfin on montre que le point fixe x est unique, pour ce faire on suppose que x # y telle

que Tx =z et Ty =y en utilisant linégalité 3.0.3 et lemme 3.0.5 on a,

Sy (T, Tz, Ty) = Sp(z,2,y) < a1 (z,2,y) + agmax{S, (z,z,z),
Sb (I‘,I, y) ) Sb (y7y7 y) 9 Sb (y7y7 I’)}

et donc x = y puisque oy + bas < 1, alors la preuve est terminée.

Corollaire 3.0.2 [28] Soit (X,S,) un espace S,—métrique complet avec b > 1, S, est

symétrique et T est une application sur X satisfaisant la condition suivante, il existe deux
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nombres réels ay, an satisfaisant oy + 3bas < 1 avec aq, g > 0 telle que

Sy (Tx, Tz, Ty) < 1Sy (z,x,y) + aemax{S, (Txz, Tz, z)
Sb (Tl', TZL', y) ) Sb (Tya Tya y) ’ Sb (Ty7 Ty7 ZE)},

pour tout x,y € X alors T a un point fize unique x dans X.
Ezxzemple 3.0.7 [28] On considére 'espace S—métrique (R, S) avec
S(z,y,2) =z —z|+|v+ 2 — 2y|
pour tout x,y, z € R et Uapplication T définie par

r+50 sijr—1]=1
45  sijlr—1]#1

Ty =

pour tout x € R depuis chaque espace S—métrique est un espace S,—métrique,(R,S)
est un espace Sp,—métrique avec b = 1, alors l'inégalité 3.0.3 est satisfaite pour oy = 0 et
g = %, alors T a un point fixe unique x = 45 par le théoréme 3.0.4 mais T ne satisfait pas

a la condition de la principe de contraction Banach, depuis pour x =1,y = 0 ona

S(Tz, Tx,Ty) =10 < hS (z,z,y) = 2h

ce qui est une contradiction avec h < 1.

3.0.3 Point fixe sur les espaces b-métriques généralisés

Le théoréme suivant est démontré par S. COBZAS dans [7] comme une extention du

Théoréme 3.0.1.

Théoréme 3.0.5 [7] Soit (X,d) espace b-métrique généralisé complet. On suppose que
Uapplication f: X — X telle que

d(f (), f(y) <¢d(zy))
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pour tout x,y € X avec d(x,y) < oo, ou la fonction ¢ : R, — Ry est croissante et

t
¢ (t) < —. On considére pour x € X la suite approximations successives (" (z)) Alors

s
(A) d(f*(z), fF(z)) = +oo pour tout k € Ny,

ou

n€eNp *

(B) la suite (f"(x)),cy est convergente vers un point five de f.

Preuve. Soit X = 'UIXi la décomposition canonique de X correspondant a la relation
1€
d’equivalence 2.1.1. On suppose que (A) n'est pas vrai. Alors

d(f™(z), f" (x)) < +o0

pour tout m € Ng. Sii € I telle que f™ (z), f™* (z) € X;, alors

d(fm (@), [ (@) S @ (d(f™ (), [ (@) < oo,
implique que f™2(z) € X; et par induction mathématique f™ (x) € X; pour tout
k € Np.
Puisque
ze€X;, < d(z, f"(z)) < 0.
L’inégalité
d(f (2), ™+ (2) < @ (d(z, f™ (2))) < o0,

montre que la restriction f; = f|x, de f a X; est une application de X; a X; satisfaisant

pout tout x,y € X;
Par le théoréme [?] X; est complet, donc par le théoréme 3.0.1 (f™** (I))keNo est con-

vergent vers un point five de f;, quel est un point fixe pour f. m

Corollaire 3.0.3 Soit (X;d) un espace b—métrique complet, ou d satisfaites l'inégalité tri-
anglaire s-relaxé et soit 0 < o < % Alors, pour toute application f : X — X satisfaite
["inégalité

d(f(z); f(y)) < ad(z;y);

ot x;y € X avec d(z;y) < 0o, tel que
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(A,) d(f*(z), f* (x)) = +oo pour tout k € Ny,
ou

(B,) la suite (f"(x)),cy est convergente vers un point five de f.
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