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Introduction

Dans de nombreux domaines de la science, de l�économie, de l�informatique, de l�ingénierie

et du développement de l�analyse non linéaire, la théorie des points �xes est l�un des outils

les plus importants. En 1989, Backhtin a introduit le concept d�espace b-métrique. En

1993, Czerwik [8] a étendu les résultats des espaces b-métriques. En utilisant cette idée,

de nombreux chercheurs ont présenté la généralisation du célèbre théorème des points �xes

de Banach dans l�espace b-métrique. Mehmet Kir [19], Boriceanu [4], Czerwik, [8], Bota

[3] , Pacurar [22] ont étendu le théorème des points �xes dans l�espace b-métrique. Dans

ce mémoire on présente le traitement des espaces b-métriques et de b-métrique généralisés

que sont introduit par [7], en insistant sur leurs propriétés topologiques. Aussi la preuve de

l�existence du complété d�un espace b-métrique et b-métrique généralisée (voir [7]). Ainsi que,

on introduit le concept d�espace Sb-métrique en tant que généralisation d�espaces métriques

et d�espaces S-métriques a été introduit récemment dans [19], en donnant certaines rela-

tions entre Sb-métrique et d�autres métriques qui sont étudie dans.[28] Finalement, certains

résultats en points �xes sont prouvés dans ([7],[28]) pour les espaces b-métriques, b-métrique

généralisés et Sb-métriques.

Notre travail est réparti en trois chapitres:

Dans le premier chapitre,on donne un aperçu général sur les espaces b�métriques en
donnant quelqes leurs propriétés topologiques, aussi la complétion d�un espace b-métrique

et les espaces b-métriques forts :

Le deuxième chapitre, on va introduire, la notion des espaces b-métrique généralisés et

leurs complétés. Aussi les espaces Sb-métriques et quelque relations ente Sb-métriques et

d�autres métriques.
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Introduction

Dans le troisième chapitre, on va donner quelques théorèmes de point �xe pour les espaces

b-métriques, b-métrique généralisés et Sb-métriques.
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Chapitre 1

Espaces b-métriques

1.1 Propriétés topologiques et métrisabilité

Dé�nition 1.1.1 (Espace b-métrique) [7] Une b-métrique sur un ensemble non vide X

est une application d : X � X �! [0;1) satisfaite les conditions suivantes,

(i) d (x; y) = 0() x = y

(ii) d (x; y) = d(y; x)

(iii) d (x; y) � s [d (x; z) + d (z; y)]

(1.1.1)

pour tous x; y; z 2 X et s � 1. Le couple (X; d) est appelé un espace b-métrique.

Si s = 1 on trouve le cas d�un espace métrique. La condition (iii) s�appelle l�inégalité

triangulaire s-relaxé.

Exemple 1.1.1 [7] 1) Si (X; d) un espace métrique et � � 1, alors d� (x; y) est une

b-metrique, car

d (x; y) � d (x; z) + d (z; y)

=)
d� (x; y) � [d (x; z) + d (z; y)]� � 2� [max(d(x; z); d(z; y))]�

� 2�
�
d� (x; z) + d� (z; y)

�
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1.1. Propriétés topologiques et métrisabilité

2) Soit X = lp (R) avec 0 < p < 1 telle que lp (R) =
�
fxng � R :

+1P
n=1

jxnjp < +1
�
. On

dé�nie d : X �X �! R+ par

d (x; y) =

 
+1X
n=1

jxn � ynjp
! 1

p

telles que x = fxng ; y = fyng, alors d est b-métrique avec s = 2
1
p :

Dé�nition 1.1.2 (linégalité polygonale s-relaxé) [7] Soient x0; x1;:::;xn 2 X, pour tout
n 2 N et s � 1. On de�nie l�inégalité polygonale s-relaxé par

d (x0; xn) � s [d (x0; x1) + d (x1; x2) + :::+ d(xn�1;xn)] (1.1.2)

Remarque 1.1.1 [7] 1) L�inégalité triangulaire s-relaxé implique

d (x0;xn) � sd (x0;x1) + s2d (x1;x2) + :::+ snd (xn�1;xn) ;

car on a pour tout n 2 N et x0; :::; xn 2 X. En e¤et pour s � 1, on obtient

d (x0; xn) � sd (x0; x1) + sd (x1; xn)

� sd (x0; x1) + s
2d (x1; x2) + s

2d(x2;xn)

� sd (x0; x1) + s
2d (x1; x2) + :::+ s

nd(xn�1;xn);

2)L�inégalité (iii) dans la dé�nition 1.1.1 est appelée l�inégalité triangulaire s-relaxé, et aussi

elle est considéré comme l�inégalite polygonale s-relaxé suivante

d (x0; xn) � s [d (x0; x1) + d (x1; x2) + :::+ d(xn�1;xn)] ;

et pour n = 2 on obtinet l�inégalité triangulaire s-relaxé.

Le théorème suivant montre que l�inverse n�est pas vraie.

Théorème 1.1.1 [7] Ils existent des b-métriques qui ne satisfaitent pas l�inégalite polygo-

nale s-relaxé.
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1.1. Propriétés topologiques et métrisabilité

Preuve. Soit X = [0; 1] et d (x; y) = (x� y)2 telle ques x; y 2 X, alors d est une

métrique 2-relaxé sur X qui n�est pas polygonale s-relaxé.

E¤ectivement, pour tout s � 1. En e¤et, il est facile de véri�er que d satisfaite l�inégalité
trianglaire 2-relaxé. On suppose que pour s � 1, d satisfaite l�inégalité polygonale s-relaxé.
En prenant xi =

i

n
; 1 < i < n� 1, on obtient

1

s
=
1

s
d(0; 1) � d (0; x1) + d (x1; x2) + : : :+ d (xn�1; 1) = n

�
1

n

�2
=
1

n
;

donc pour tout n 2 N ce qui est impossible

Dé�nition 1.1.3 [7] Soient x; y; z 2 X et � 2 N. L�espace b-ultrametrique est un espace
b-métrique (X; d) véri�e l�inégalité suivante;

d (x; y) � �max fd (x; z) ; d (z; y)g : (1.1.3)

Dé�nition 1.1.4 (Les boules, les ensembles ouverts) [7]

Soit (X; d) un espace b-métrique,

1) La boule ouverte note par B (x; r) de centre x 2 X et de rayon r > 0 donné par

B (x; r) = fy 2 X : d (x; y) < rg :
2) Un sous ensebmle Y de X est appelé ouvert si pour chaque x 2 Y il existe rx > 0

telle que B (x; rx) � Y et on dénote par � d ou � (d) la famille de touts les sous ensemble

ouverts de X:

Théorème 1.1.2 [7] L�ensemble � d satisfait aux axiomes d�une topologie. Cette topologie

est dérive de Ud sur X ayant comme base les ensembles,

U� = f(x; y) 2 X �X : d (x; y) < �g ;8 � > 0:

Théorème 1.1.3 ([10] [27])Si (X; d) est un espace b-ultramétrique pour 1 � � � 2, alors
la fonction � dé�nie par � (x; y) = inf f

Pn
i=0 d(xi�1; xi)g est une métrique sur X satisfaisant

les inégalités
1

2�
d � � � d:

V.Schroeder [27] a aussi montre que chaque " > 0 il existe une b-métrique avec s = 1+ "

telle que la fonction � dé�ne par � (x; y) = inf f
Pn

i=0 d(xi�1; xi)g n�est pas métrique.
Des résultats généraux de la métrisabilité ont été obtenus dans [27] and [21] par une

modi�cation de la méthode de technique de Frink.
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1.1. Propriétés topologiques et métrisabilité

Théorème 1.1.4 [7] Soit (X; d) un espace b-métrique. Pour 0 < p < 1 on dé�nie

�p (x; y) = inf

(
nX
k=0

d (xk�1; xk)
p

)
(1.1.4)

pour tout n 2 N et chaque x = x0; x1; : : : ; xn = y. La fonction � dé�ne par 1.1.4 satisfaisant
les conditions
(1) �p (x; y) = �p (y; x)

(2) �p (x; y) � �p (x; z) + �p (z; y)

(3) dp (x; y) � �p (x; y) ;

pour tout x; y; z 2 X.

Théorème 1.1.5 ([21])Soit (X; d) un espace b-métrique sur un ensemble non vide X sat-

isfaisant l�inégalite triangulaire s-relaxé pour s � 1. Si p 2 [0; 1] est donné par l�équation
(2s)p = 2, alors la fonction �p : X �X �! [0;+1) dé�nie par 1.1.4 est une métriquue sur
X satis�sant les inégalités

�p (x; y) � dp (x; y) � 2�p (x; y) (1.1.5)

pour tout x; y 2 X

Remarque 1.1.2 [7] Si d est une b-ultramétrique pour � � 2. Dans ce cas 0 < p < 1

donné par �p = 2 et la métrique �p satis�sant les inégalités

�p (x; y) � dp (x; y) � 4�p (x; y) (1.1.6)

pour tout x; y 2 X:

L�inégalité 1.1.5 nous donne les conséquences suivantes.

Corollaire 1.1.1 [7] Sans les hypothéses du Théorème 1:1:5 � d = � �, i.e., la topologie de

tout espace b-métrique est métrisable et la convergence des suites par rapport à � d est car-

actérisé de la façon suivante,

xn
�d�! x() d (x; xn) �! 0

pour toute suite (xn)n dans X et x 2 X:
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1.1. Propriétés topologiques et métrisabilité

Dé�nition 1.1.5 [7] Soit (X; d) un espace b-métrique, une b-métrique s�appelle

1) Continue si

d (xn ; x) �! 0etd (yn ; y) �! 0 =) d (xn ; yn) �! d (x; y) (1.1.7)

(2) Séparément continue si la fonction d (x; :) continue sur X pour tout x 2 X, i.e:,

d (yn ; y) �! 0 =) d (x ; yn) �! d (x; y) (1.1.8)

pour tout (xn) ; (yn) dans X et 8x; y 2 X:

Remarque 1.1.3 [7] Soit (X; d) un espace b-métrique et x 2 X;
B (x; r) est � d�ouvert pour chaque r > 0 () d (x; :) est semi-continue supérieur sur X,

par conséquent si le b-métrique est séparément continue sur X, alors les boules B (x; r) sont

� d�ouvertes et l�équvalence découle de l�énigalité

B (x; r) = d (x; :)�1 ((�1; r)) :

Nous présentons maintenant un exemple d�espace b-métrique où les boules ne sont pas

nécessairement ouvertes.

Exemple 1.1.2 ([21])Considérons " > 0 pour X = N0 f0; 1; :::; g et d : X �X �! [0;+1)
dé�ne par

d (0; 1) = 1 d (0;m) = 1 + " pour m � 2
d (0;m) = 1

m
d (n;m) = 1

n
+ 1

m
pour n � 2

et étendu a X �X par d (n; n) = 0 et symétrie. Alors

d (n;m) � (1 + ") [ d (n; k) + d (k;m)]

pour tout m;n; k 2 X ,B
�
0; 1 + "

2

�
= f0; 1g et la boule B (1; r) contient une in�né de

terms pour chaque r > o i.e: pour tout: 1 2 B
�
0; 1 + "

2

�
; B (1; r) * B

�
0; 1 + "

2

�
pour tout

r > 0,montrant que la boule B
�
0; 1 + "

2

�
n est pas � d�ouverte.
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1.1. Propriétés topologiques et métrisabilité

Remarque 1.1.4 [7] Si pour tout 0 < p < 1. Une b-métrique d sur un ensamble X satis-

faite l�inégalite

d (x; y)p � d (x; z)p + d (z; y)p (1.1.9)

pour tout x; y; z 2 X. Alors les boules corespandant à d sont � d�ouvert et de plus la b-
métrique d est continue par la Remarque 1.1.3 la b-métrique

�
� = �pp corespondant à la

métrique �p construite dans le Théormè 1.1.5 satisfaite l�inégalité 1:1:9:

En e¤et, B (x; r) une boule sur (X; d) et y 2 B (x; r) nous avons montré que il existe r0 > 0
telle que B

�
y; r

0� � B (x; r), on prend r0 := (rp � d (x; y)p) 1p > 0 alors d (y; z) � r0 implique
que

d (x; z)p � d (x; y)p + d (y; z)p

� d (x; y)p + r
0p
= rp;

i.e., d (x; y) < r la continuité de la b-métrique d dans la forme l�inégalité

jd (xn; yn)p � d (x; y)p j � d (xn; x)p + d (yn; y)p :

1.1.1 Notions d�équivalence pour la b-métrique

Dans le raccordement au metrisabilité des espaces b-métriques, nous mentionnons les notions

suivantes de l�équivalence des b-métriques.

Dé�nition 1.1.6 [7] Soient d1; d2 deux b-métriques sur le même ensemble X, alors d1; d2

sont appelés,

1) Topologiquement équivalent si � d1 = � d2 :

2) Uniformément équivalent si l�indentité IX sur X est uniformément continus de (X; d1)

à (X; d2) ainsi que de (X; d2) à (X; d1), i.e.,

8" > 0;9� (") > 0 telle que d1 (x; y) � � (") =) d2 (x; y) � "

8" > 0;9� (") > 0 telle que d2 (x; y) � � (") =) d1 (x; y) � ":

8



1.1. Propriétés topologiques et métrisabilité

3) Lipschitziennes equivalent, s�il existe c1; c2 > 0 tels que

c1d2 (x; y) � d1 (x; y) � c2d2 (x; y)

pour tout x; y 2 X:

Remarque 1.1.5 [7] 1)Il s�ensuit que
�
� (x; y) =

�
�p (x; y)

� 1
p pour tout x; y 2 X est une

b-métrique sur X Lipschitziennes equivalent à d et satisfaite l�inegalité

�
� (x; y)p � �

� (x; z)p +
�
� (z; y)p :

Pour tout x; y; z 2 X. C�est un fait bien connu dans la théorie des espaces quasi normés,
où une quasi-norme jj:jj satisfaisant l�inégalité

jjx+ yjjp � jjxjjp + jjyjjp

pour tout 0 < p � 1 est appelée p-norme.

2) Naturellement, les defnitions ci-dessus s�applique à la métrique aussi bien, en tant que

cas particuliers de la b-métrique.

3) Il est évident qu�en général

équivalence topologique =) équivalence uniformement =) équivalence lipschitzien.

Théorème 1.1.6 ([11], [14, théorème12.9]) Soit (X; d) un espace b-métrique, alors d est

lipschitzien équivalent à une métrique, si est seulement, si d satisfaite l�inégalite polygonale

s-relaxé pour tout s � 1:
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1.2. Les espaces b-métriques forts et la complétion d�un espace b-métrique

1.2 Les espaces b-métriques forts et la complétion d�un

espace b-métrique

1.2.1 Les espaces b-métriques forts

Dé�nition 1.2.1 (espace b-métrique fort) [7] Une application d : X � X �! [0;1)
satisfaite les conditions suivantes,

(i)d (x; y) = 0() x = y

(ii)d(x; y) = d(y; x)

(iii)d (x; y) � d (x; z) + sd (z; y)

(1.2.1)

est appelée une b-métrique forte (sb-métique) pour s � 1 et pour touts x; y; z 2 X. Le couple
(X; d) s�appelle un espace b-métrique fort ( sb-métique).

Proposition 1.2.1 Le couple (X; d) est un espace b-métrique fort ( sb-métique) si seule-

ment s�il existe s � 1 et pour touts x; y; z; t 2 X, on a

jd (x; y)� d (z; t)j � s (d (x; z)� d (y; t)) (1.2.2)

Preuve. Suppose que (X; d) est un espace b-métrique fort ( sb-métique) avec s � 1.

Alors il existe s � 1 telle que pour tout x; y; z; t 2 X

d (x; y) � d (x; z) + sd (y; z)

� d (z; t) + sd (x; t) + sd (y; z)

à partir duquel

d (x; y)� d (t; z) � s [d (x; t) + d (y; z)] :

Un argument similaire montre que

d (t; z)� d (x; y) � s [d (t; x) + d (z; y)] ;

par conséquent

jd (x; y)� d (t; z)j � s [d (x; z) + d (y; t)] ;

Donc,un espace b-métrique forte satisfait1.2.2. L�inverse est triviale.

10



1.2. Les espaces b-métriques forts et la complétion d�un espace b-métrique

Remarque 1.2.1 [7] 1) L�inégalité 1.2.1 la condition (iii) est équivalente à

d (x; y) � min fsd (x; z) + d (y; z) ; d (x; z) + sd (y; z)g

pour tout x; y; z 2 X:
2) On a 1.2.1 implique l�inégalité triangulaire s-relaxé.

Proposition 1.2.2 [7] Soit (X; d) un espace b-métrique on a si,

d (xn ; x) �! 0 et d (yn ; y) �! 0;

alors

d (xn ; yn) �! d (x; y) n �! +1;

i.e., la continuté de la b-métrique.

Preuve. Soit (X; d) un espace b-métrique et soit B (x; r) la boule ouverte dans X.

E¤ectivement, si y 2 B (x; r), alors

d (y; z) � d (x; y) + sd (y; z) � ";

implique sd (y; z) � "� d (x; y), donc B
�
y; r

0� � B (x; r) où r0 = ("� d (x; y))
s

:

Aussi l�inégalité suivante

jd (x; y)� d
�
x
0
; y

0� j � sjd �x; x0�+ d �y; y0� j;
véri�e pour tout x; y; x

0
; y

0 2 X, en impliquant la continuité de la b-métrique, si

d (x ; x) �! 0 et d (yn ; y) �! 0;

on a

jd (xn; yn)� d (x; y) j � s [d (xn ; x) + d (yn; y)] �!
n!+1

0;

d�où

d (xn; yn) �! d (x; y) n! +1:

11



1.2. Les espaces b-métriques forts et la complétion d�un espace b-métrique

Proposition 1.2.3 [7] Tout espace b-métrique fort satisfait l�inégalité s�polygonale.

Preuve. En e¤et,
d (x0; xn)

� sd (x0; x1) + d (x1; xn)

� sd (x0; x1) + sd (x1; x2) + d (x2; xn) � ::::::
� s [sd (x0; x1) + sd (x1; x2) + :::+ d (xn�1; xn)] ;

la preuve est terminée.

1.2.2 La complétion d�un espace b-métrique

Dé�nition 1.2.2 (Suite de Cauchy) [7] Soit (X; d) un espace b�métrique et soit (xn)n2N
telle que lim

n!+1
d (xn; xm) = 0. On appelle (xn)n2N est un suite de Cauchy dans un espace

b-métrique (X; d) si

d (xn; xm) � s [d (xn; x) + d (x; xm)] :

Proposition 1.2.4 [7] Toues suites convergente dans un espace b-métrique est de Cauchy.

Dé�nition 1.2.3 [7] Un espace b-métrique (X; d) est complet si toute suite de Cauchy

convergente vers x 2 X;
�
lim

n!+1
xn = x

�
.

Dé�nition 1.2.4 [7] Les espaces b-métriques (X1; d1),(X2; d2) sont isometriques, s�il existe

une application f : X1 �! X2 telle que d2 (f (x) ; f (y)) = d1 (x; y) , pour touts x; y 2 X1.

Une question posé dans [17], est ce que tout espace sb-métique admit un complété? Cette

question a reçu une réponse dans [16].

Théorème 1.2.1 [7] Soit (X; d) un espace b-métrique fort,

1)Il exist un espace b-métrique fort complet
�
~X; ~d
�
qui est le completé de (X; d) :

2) Le completé est unique isométriquement, i.e., si (X1; d1),(X2; d2) sont des espace b-

métriques forts,qui sont des complétés de (X; d), alors (X1; d1),(X2; d2) sont isométriques.

Preuve. On utilise même idée pour les espaces métriques, sur la famille C (X) de toutes

les suites de Cauchy dans X,

on considère la relation d�équivalence
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1.2. Les espaces b-métriques forts et la complétion d�un espace b-métrique

(xn) � (yn) () lim
n!+1

d (xn; yn) = 0;

on a sur l�espace quotient ~X = C (X) = � on dé�ne ~d par ~d (�; �) = lim
n!+1

(xn ,yn) ;

où (xn) 2 � et (yn) 2 � et on montre que
�
~X; ~d
�
est un espace b-métrique complet

contenant X isométriquement comme un sous-ensemble dense.
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Chapitre 2

Espaces b�métriques généralisés

2.1 Préliminaires

Nous passons maintenant au concept d�espace métrique généralisé introduit par A. Branciari

dans [2].

Dé�nition 2.1.1 ([2]) Soit X un ensemble non vide et soit d : X � X �! [0;1) une
application telle que pour tous x; y 2 X et tous les points distincts u; v 2 X, chacun distinct
de x et y; on a

(1) d (x; y) = 0 () x = y

(2) d (x; y) = d (y; x)

(3) d (x; y) � d (x; u) + d (u; v) + d (v; y)
alors (X; d) est appelé un espace métrique généralisé (e.m.g).

On considère ici la notion d�un espace b-métrique généralisée sur un ensemble non vide

X.

Dé�nition 2.1.2 ([24] [23] [15]) Soit X un ensemble non vide, s � 1 et soit d : X�X �!
[0;1) une application telle que pour tous x; y 2 X et tous les points distincts u; v 2 X,
chacun distinct de x et y; on a

(1) d (x; y) = 0 () x = y

(2) d (x; y) = d (y; x)

(3) d (x; y) � s [d (x; u) + d (u; v) + d (v; y)] ;
alors (X; d) est appelé un espace métrique b-généralisé (e.m.b-g).
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2.2. La complétion d�un espace b-métrique généralisé

Comme dans [13] on a la dé�nition suivante.

Dé�nition 2.1.3 (décomposition canonique) [7]

Soit (X; d) un espace b-métrique généralisé, il s�ensuit que

x s y d() d (x; y) < +1; x; y 2 X (2.1.1)

est une relation d�équivalence sur X. Désignant par Xi; i 2 I les classes d�équivalence
correspondant à s et mettre di = djXi�Xi,i 2 I, alors (Xi; di) est un espace b-métrique

(un espace b-métrique fort si (X; d) est un espace b-métriqe fort généralisé) pour tout i 2
I; donc X peut être décomposé uniquement en classes d�équivalence Xi; i 2 I. Appelé la
décomposition canonique de X:

Théorème 2.1.1 [13] Soit (X; d) un espace b-métrique généralisé et Xi; i 2 I la décompo-
sition canonique de X, alors

1) L�espace (X; d) est complet si et seulment si (Xi; di) est complet pour tout i 2 I
2) Si (Yi; di),i 2 I sont des espace b-métrique et Yi \ Yj = � pour tout i,j 2 I et i 6= j,

alors

d (x; y) :=

8<: di (x; y) si x; y 2 Yi; i 2 I
+1 si x 2 Yi et y 2 Yi ,i; j 2 I avec i 6= j

(2.1.2)

est un espace b-métrique généralisé sur Y = [
i2I
Yi,avec fYi : i 2 Ig la famille des classes

d�équivalence correspondante à la relation d�équivalence 2.1.1.

2.2 La complétion d�un espace b-métrique généralisé

L�éxistence du complété d�un espace métrique généralisé a été preuvé par S. Czerwik and

K. Krol dans [23]. Dans cette section on donne l�etude de l�existence d�un espace b-métrique

généralisé fort introduit par [7]. On a besoin le lemme suivant.

Lemme 2.2.1 [7]Soit (X; d) un espace b-métrique généralisé, (Z;D) un espace b-métrique

généralisé complet, avec d;D sont continues et Y un ensemble dense dans X. Alors pour

chaque injection isometrque f : Y ! Z il existe une unique injection isométrique F : X ! Z
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2.2. La complétion d�un espace b-métrique généralisé

telle que F jY = f . Si en plus X est complet et f(Y ) est dense dans Z, alors F est bijective

(i.e., F est une isométrie de X dans Z).

Dé�nition 2.2.1 ([23]) Soit (X; d) un espace b-métrique généralisé avec s � 1 et soit fxng
une suite de Cauchy dans X telle que xn 6= xm pour tout n 6= m, alors fxng peut converger
vers au plus un point.

Lemme 2.2.2 ([23]) Soit (X; d) un espace métrique b-généralisé avec s � 1;
(a) Suppose que les suites fxng et fyng dans X telle que xn �! x et yn �! y comme

n!1 avec x 6= y ,et xn 6= x ,yn 6= y pour n 2 N alors on a
1
s
d (x; y) � lim

n!1
inf d (xn; yn) � lim

n!1
sup d (xn; yn) � sd (x; y) :

(b) Si y 2 X et fxng est une suite de Cauchy dans X avec xn 6= yn pour tout n;m 2 N
,n 6= m convergent vers x 6= y, alors

1
s
d (x; y) � lim

n!1
inf d (xn; y) � lim

n!1
sup d (xn; y) � sd (x; y) :

Théorème 2.2.1 Suppose que fyng un suite de Cauchy dans un espace métrique général-
isé X (i.e., b = 1) et suppose que lim

n!1
d (yn; y) = 0. Alors lim

n!1
d (x; yn) = d (x; y). En

particulier,fyng ne converge pas vers x si x 6= y:

Preuve. Si yn = x pour n assez grand, ce doit être le cas que x = y, il est inclu le cas

x = yn. Aussi éventuellement yn 6= y sinon le résultat est trivial. Donc en passant à une

sous-suite nous pouvons supposer que yn 6= ym et yn 6= ym 6= x pour tout n;m 2 N avec
n 6= m; alors comme d est métrique généralisé, donc

d (x; y) � d (x; yn) + d (yn; yn+1) + d (yn+1; y)

et

d (x; yn) � d (x; y) + d (y; yn+1) + d (yn+1; yn)

puisque fyng est une suite de Cauchy , lim
n!1

d (yn; ym) = 0: Donc

lim sup
n!1

d (x; yn) � d (x; y) � lim inf
n!1

d (x; yn) :

La preuve est terminée.
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2.3. Espaces Sb-métriques

2.3 Espaces Sb-métriques

Dans cette section, nous rappelons la notion d�espace Sb-métrique et étudions quelques

propriétés de cet espace.

Dé�nition 2.3.1 ([25])Soient X un ensemble non vide et S : X �X �X �! [0;+1) est
une application satis�sant les conditions suivantes pour tout x; y; z; a 2 X:
S1) S (x; y; z) = 0 si et selment si x = y = z:

S2) S (x; y; z) � S (x; x; a) + S (y; y; a) + S (z; z; a) :
Alors l�application S est appelé S�métrique sur X et le couple (X;S) est appelé un

espace S�métrique.

Nous allons utiliser le lemme suivant dans les sous-sections suivantes.

Lemme 2.3.1 ([25]) Soit (X;S) un espace S�métrique, alors on a

S (x; x; y) = S (y; y; x) :

Dé�nition 2.3.2 ([28])Soient X un ensemble non vide et b � 1. Une application Sb :

X � X � X �! [0;+1) est dite Sb-métrique si pour tout x; y; z; a 2 X, les conditions
suivantes sont satisfaites.

(Sb1) Sb (x; y; z) = 0 si et seulment si x = y = z:

(Sb2) Sb (x; y; z) � b [Sb (x; x; a) + Sb (y; y; a) + Sb (z; z; a)] :
Le couple (X;Sb) est appelé un espace Sb-métrique

Remarque 2.3.1 [28] Nous notons que les espaces Sb-métriques sont des généralisations

des espaces S-métriques puisque chaque S-métrique est une Sb-métrique avec b = 1. Mais

la déclaration inverse n�est pas toujours vraie (voir [26] pour plus de détails). Dans ce qui

suit, nous donnons un autre exemple d�une Sb-métrique qui n�est pas une S-métrique sur X.

Exemple 2.3.1 [28] Soit X = R et la fonction Sb dé�nie par

Sb (x; y; z) =
1
16
(jx� yj+ jy � zj+ jx� zj)2 ;
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2.3. Espaces Sb-métriques

alors la fonction Sb est une Sb-métrique avec b = 4, mais ce n�est pas S-métrique, car

pour x = 4; y = 6; z = 8 et a = 5; on obtinet

Sb (4; 6; 8) = 4; Sb (4; 4; 5) =
1
4
; Sb (6; 6; 5) =

1
4
; Sb (8; 8; 5) =

9
4
;

par conséquent nous avons

Sb (4; 6; 8) = 4 � Sb (4; 4; 5) + Sb (6; 6; 5) + Sb (8; 8; 5) = 1
4
+ 1

4
+ 9

4
= 11

4
;

donc on a la contradiction.

Dé�nition 2.3.3 [28] Soient (X;Sb) un espace Sb-métrique et b > 1. On appelle Sb est

symétrique si

Sb (x; x; y) = Sb (y; y; x) ((1))

pour tout x; y 2 X:

Exemple 2.3.2 [28] Soit (X; d) un espace métrique et lapplication Sb : X � X � X �!
[0;+1); dé�nie par

Sb (x; y; z) = [d (x; y) + d (y; z) + d (x; z)]
p ;

pour tout x; y; z 2 X et p > 1, alors Sb est symétrique.

Exemple 2.3.3 [28] Soit X = R et l�application Sb : X �X �X �! [0;+1) dé�ne par

Sb (0; 0; 1) = 2

Sb (1; 1; 0) = 4

Sb (x; y; z) = 0 si x = y = z

Sb (x; y; z) = 1 autrement,

pour tous x; y; z 2 R, alors la fonction Sb est une Sb-métrique avec b � 2 qui n�est pas
symétrique.

Dé�nition 2.3.4 [28] Soit (X;Sb) un espace Sb-métrique, x 2 X et A;B � X;
1)On dé�nit la distance entre les ensembles A et B par

Sb (A;A;B) = inf fSb (x; x; y) : x 2 A; y 2 Bg
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2.3. Espaces Sb-métriques

2)On dé�nit la distance du point x à l
0
ensemble A par

Sb (x; x;A) = inf fSb (x; x; y) : y 2 Ag

3)On dé�nit le diamètre de A par

� (A) = sup fSb (x; x; y) : x; y 2 Ag

Dé�nition 2.3.5 ([26]) Soit (X;Sb) un espace Sb-métrique, la boule ouverte Bbs (x; r) et la

boule ferme Bbs [x; r] avec le center x et de rayon r sont dé�nt par

Bbs (x; r) = fy 2 X : Sb (y; y; x) < rg

et

Bbs [x; r] = fy 2 X : Sb (y; y; x) � rg ;

pour r > 0; x 2 X.

Exemple 2.3.4 [28] Soit (X;Sb) un espace Sb-métrique telle que X = R et la fonction Sb
dé�nit par

Sb (x; y; z) =
1
16
(jx� yj+ jy � zj+ jx� zj)2 ;

pour tout x; y; z 2 R, alors on obtinet

Bbs (0; 2) = fy 2 R : Sb (y; y; 0) < 2g =
�
�2
p
2; 2
p
2
�

et

Bbs [0; 2] = fy 2 R : Sb (y; y; 0) � 2g =
�
�2
p
2; 2
p
2
�
:

Dé�nition 2.3.6 [28] Soit (X;Sb) un espace Sb�métrique et X
0 � X

1) S�il existe r > 0 telle que Bbs (x; r) � X
0
pour tout x 2 X;0 alors X 0

est appelé un

sous-ensemble ouvert de X:

2) Soit � l
0
ensemble de tous X

0 � X avec x 2 X 0
telle qu�il existe r > 0 satisfaisant

Bbs (x; r) � X
0
alors � est appelée la topologie induite par Sb�métrique.

3) Lensemble X
0
est appelé Sb-borné s�il existe r > 0 telle que Sb (x; x; y) < r pour tout

x; y 2 X 0
. Si X

0
est Sb-borné, alors nous écrirons �

�
X

0�
<1:
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2.3. Espaces Sb-métriques

Dé�nition 2.3.7 ([26]) Soit (X;Sb) un espace Sb-métrique

1) La suite fxng dans X converge vers x si et seulement si Sb (xn; xn; x) �! 0, comme

n ! +1, pour tout � > 0 il existe n0 2 N telle que pour tout n � n0, Sb (xn; xn; x) < �. Il
est noté par lim

n!+1
xn = x:

2) La suite fxng dans X est appelée une suite de Cauchy, si pour tout � > 0 il existe

n0 2 N telle que Sb (xn; xn; xm) < � pour chaque n;m � n0:
3) L�espace Sb-métrique (X;Sb) est dit complet si chaque suite de Cauchy est convergente.

Nous donnons maintenant certaines relations entre Sb-metric et une autre métrique qui

sont données dans [7] comme suit.

Lemme 2.3.2 ([12]) Soit (X; d) un espace métrique alors les propriétés suivantes sont sat-

isfaites

1)Sb (x; y; z) = d (x; z) + d (y; z) pour tout x; y; z 2 X est un S�métrique en X:
2) xn �! x dans (X; d) si et seulement si xn �! x dans (X;Sb) :

3) fxng est de cauchy dans (X; d) si et seulement si fxng est de cauchy dans (X;Sb) :
4) (X; d) est complet si et seulement si (X;Sb) est complet.

Dans le lemme suivant montre que la relation entre Sb�métrique et b�métrique.

Lemme 2.3.3 [28]Soit (X;Sb) un espace Sb�métrique, Sb est symétrique Sb�métrique avec
b � 1 et lapplication d : X �X �! [0;+1) dé�nie par

d (x; y) = Sb (x; x; y)

pour tout x; y 2 X alors d est un b�métrique sur X:

Preuve. En utilisant l�inégalité (Sb2) on a

d (x; y) = Sb (x; x; y) � b [2Sb (x; x; z) + Sb (y; y; z)]
= 2bSb (x; x; z) + bSb (y; y; z)

et

d (x; y) = Sb (y; y; x) � b [2Sb (y; y; z) + Sb (x; x; z)]
= 2bSb (y; y; z) + bSb (x; x; z)
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2.3. Espaces Sb-métriques

par conséquent, on obtinet

d (x; y) � 3b
2
[d (x; z) + d (y; z)]

pour tout x; y 2 X alors d est b�métrique sur X avec 3b
2

Lemme 2.3.4 [28]Soit (X;Sb) un espace Sb�métrique avec b � 1 et lapplication Sb : X �
X �X �! [0;+1) dé�ne par

Sb (x; y; z) = d (x; z) + d (y; z) ;

pour tout x; y; z 2 X alors Sb est Sb�métrique sur X

Preuve. Il peut étre facilement véri�er que le condition (Sb1) est satisfaite, nous prou-

vons que la condition (Sb2) est satisfaite en utilisant l�inégalité triangelaire b�métrique on
a

Sb (x; y; z) = d (x; z) + d (y; z)

� b [d (x; a) + d (a; z)] + b [d (y; a) + d (a; z)]

= bd (x; a) + 2bd (a; z) + bd (y; a)

� 2bd (x; a) + 2bd (y; a) + 2bd (a; z)

= b [Sb (x; x; a) + Sb (y; y; a) + Sb (z; z; a)] ;

pour tout x; y; z 2 X alors Sb est Sb�métrique sur X avec b:

Exemple 2.3.5 [28] Soit X = R et l�application Sb : X �X �X �! [0;+1) dé�nie par

Sb (x; y; z) = b (jx� zj+ jx+ z � 2yj) ;

pour tout x; y; z 2 R où b � 1; alors (R; Sb) est un espace Sb�métrique, maintenant nous
montrons que il n�existe pas tout b�métrique d que génére cette Sb�métrique.à l�inverse,
supposons qu�il existe un b�métrique d telle que

Sb (x; y; z) = d (x; z) + d (y; z)

pour tout x; y; z 2 R; alors on obtien

Sb (x; x; z) = 2d (x; z) = 2bjx� zj et d (x; z) = bjx� zj;
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2.3. Espaces Sb-métriques

et

Sb (y; y; z) = 2d (y; z) = 2bjy � zj et d (y; z) = bjy � zj;

pour tout x; y; z 2 R donc on obtient

b (jx� zj+ jx+ z � 2yj) = bjx� zj+ bjy � zj;

ce qui est une contradiction ,par conséquent la Sb�métrique ne peut pas étre généré par
tout b�métrique.
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Chapitre 3

Quelques théorèmes de point �xe

Dans ce chapitre nous donnerons quelques résultats en points �xes sur les espaces b-métriques

et des espaces b-métriques généralisés, aussi sur les espaces Sb�métriques.

3.0.1 Point �xe sur les espaces b-métriques

Théorème 3.0.1 [6] Soit (X; d) un espace b�métrique complet avec s > 1 et on suppose
que l�application f : X �! X satisfaite

d (f (x) ; f (y)) � ' (d (x; y))

pour tout x; y 2 X et ' : [0;1) �! [0;1) est croissante et satisfaite

lim
t!0+

'n (t) = 0

pour tout t > 0, alors f admais un point �xe unique x� 2 X et lim
n!1

fn (x) = x� pour

tout x 2 X:
Preuve. D�abord nous observons que les hypothèses sur ' implique que

lim
t!0+

' (t) = 0;

alors f est continue. Soit x 2 X et soit � > 0. Pour n 2 N tel que 'n (�) < �
2s
. On

pose que g = fn et pour tout m 2 N on met que xm = gm (x). Alors

d (xm+1; xm) = d (g
m (gx) ; gm (x)) � 'nm (d (g (x) ; x)) ;
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3. Quelques théorèmes de point �xe

ainsi lim
m!1

d (xm+1; xm) = 0:

on prend m 2 N tel que d (xm+1; xm) < �
2s
et soit u 2 B (xm; �).

Alors

d (g (u) ; g (xm)) � 'n (d (u; xm)) � 'n (�) < �
2s

et

d (g (xm) ; xm) = d (xm+1; xm) <
�
2s

par l�inégalité triangelaire relaxé on a

d (g (u) ; xm) � s [d (g (u) ; g (xm)) + d (g (xm) ; xm)]

� s
�
�
2s
+ �

2s

�
= �

donc g : B (xm; �) �! B (xm; �) il s�ensuit que si j; t � m;

d (xt; xj) � s [d (xt; xm) + d (xm; xj)]

� 2s�:

Donc fxmg est un suite de Cauchy, alors il existe x� 2 X telle que lim
m!1

xm = x
�. Aussi,

la continuité de f implique continuité de g, alors

x� = lim
m!1

xm = lim
m!1

xm+1 = lim g
m!1

(xm) = g (x
�)

puisque

d (g (x�) ; g (y�)) � 'n (d (x�; y�)) < d (x�; y�)

si x� 6= y�, il est clair que g a exactement un point �xe unique. Aussi, puisque

d (x�; gm (x)) = d (gm (x�) ; gm (x)) � 'nm (d (x�; x)) �! x� ;m!1

fgm (x)g converge vers x� pour tout x 2 X, par la continuité de f ,

f (x�) = lim
m!1

f (xm) = lim
m!1

f (gm (x)) = lim
m!1

gm (f (x)) = x�

donc x� est un point �xe unique de f:
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3. Quelques théorèmes de point �xe

Alors pour toute x 2 X et r 2 f0; 1; :::; n� 1g ;

fnm+r (x) = gm (f r (x)) �! x� ,m!1

il s�ensuit que lim
m!1

fm (x) = x�:

Théorème 3.0.2 [9] Soit (X; d) un espace b�métrique complet et 0 < � < 1. Si f : X �!
X une application satisfaite l�inégalité

d (f (x) ; f (y)) � �d (x; y) ;

pour tout x; y 2 X. Alors f admis un point �xe unique z et la suite (fn (x))n2N converge
vers z pour tout x 2 X:

3.0.2 Point �xe sur les espace Sb-métrique

On a besoin le lemme suivant.

Lemme 3.0.5 .([26]) Soit (X;Sb) un espace Sb�métrique avec b � 1, alors ona

Sb (x; x; y) � bSb (y; y; x) et Sb (y; y; x) � bSb (x; x; y)

Théorème 3.0.3 [28] Soit (X;Sb) un espace Sb�métrique complet avec b � 1 et T : X �!
X un application satisfaisant

Sb (Tx; Tx; Ty) � hSb (x; x; y) ; (3.0.1)

pour tout x; y; z 2 X où 0 � h � 1
b2
alors T a un point �xe x dans X:

Preuve. Soit T satisfait l�inégalité 3.0.1 et x0 2 X; alors on dé�nie la suite fxng par
xn = T

nx0 en utilisant linégalité 3.0.1, nous obtenons

Sb (xn; xn; xn+1) � hnSb (x0; x0; x1) (3.0.2)

depuis la condition (Sb2) et 3.0.2 sont satisfaites pour tout n;m 2 N avec m < n en

utilisant le lemme 3.0.5, on a

Sb (xn; xn; xm) � b [2Sb (xn; xn; xn+1) + Sb (xm; xm; xn+1)]

� 2bhn

1� b2hSb (x0; x0; x1) ;
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3. Quelques théorèmes de point �xe

puisque h 2 [0; 1
b2
) où b � 1 prendre la limite pour n!1; alors on obtient Sb (xn; xn; xm) �!

0 et donc fxng est un suite de Cauchy, puisque X est un espace Sb�métrique complet il
existe x 2 X avec lim

n!1
xn = x:

Suppose que Tx 6= x en utilisant linégalité 3.0.1 on a

Sb (Tx; Tx; xn+1) � hSb (x; x; xn) ;

si nous prenons la limite pour n!1 nous obtenons une contradiction comme suite

Sb (Tx; Tx; x) � hSb (x; x; x) ;

par conséquent Tx = x. Maintenant nous montrons que le point �xe x est unique, on

suppose que Tx = x; Ty = y et x 6= y en utilisant linégalité 3.0.1 on a

Sb (Tx; Tx; Ty) = Sb (x; x; y) � hSb (x; x; y) ;

on obtient x = y puisque h 2 [0; 1
b2
) par conséquent x est un point �xe unique de

l�applicasion T:

Corollaire 3.0.1 [28]Soit (X;Sb) un espace Sb�métrique complet avec b � 1 Sb est symétrique
et T : X �! X est une application satisfaisant linégalité 3.0.1 pour tout x; y; z 2 X où

0 � h < 1
b
; alors T a un point �xe x dans X:

Exemple 3.0.6 [28]Soit X = R on considére la Sb�métrique dé�nie par

Sb (x; y; z) =
1
16
(jx� yj+ jy � zj+ jx� zj)2 ;

pour tout x; y; z 2 R avec b = 4 si on dé�nit la fonction T de R comme

Tx = x
6

pour tout x 2 R alors T satisfait le condition du Banach�s principe de contraction. On
e¤et,

Sb (Tx; Tx; Ty) =
jx�yj2
144

� hSb (x; x; y) = jx�yj2
72
;

pour tout x 2 R et h = 1
18
par conséquent T a un point �xe unique x = 0 dans R:
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Théorème 3.0.4 [28]Soit (X;Sb) un espace Sb�métrique complet avec b � 1 et T est

une application sur X satisfaisant la condition suivante, il existe un numbres réels �1; �2

satisfaisant �1 + (2b2 + b)�2 < 1 avec �1; �2 � 0 telle que

Sb (Tx; Tx; Ty) � �1Sb (x; x; y) + �2maxfSb (Tx; Tx; x)
Sb (Tx; Tx; y) ; Sb (Ty; Ty; y) ; Sb (Ty; Ty; x)g

(3.0.3)

pour tout x; y 2 X alors T a un point �xe unique x dans X:

Preuve. Soit x0 2 X et la suite fxng est dé�nit comme suit

Tx0 = x1; Tx1 = x2; :::; Txn = xn+1; :::

on suppose que xn 6= xn+1 pour tout n en utilisant la condition 3.0.3 ona

Sb (xn; xn; xn+1) = Sb (Txn�1; Txn�1; Txn) � �1Sb (xn�1; xn�1; xn)
+�2maxfSb (xn; xn; xn�1) ; Sb (xn; xn; xn)
Sb (xn+1; xn+1; xn) ; Sb (xn+1; xn+1; xn�1)g

= �1Sb (xn�1; xn�1; xn) + �2maxfSb (xn; xn; xn�1)
Sb (xn+1; xn+1; xn) ; Sb (xn+1; xn+1; xn�1)g;

(3.0.4)

par la condition (Sb2) ; on obtient

Sb (xn+1; xn+1; xn�1) � b [2Sb (xn+1; xn+1; xn) + Sb (xn�1; xn�1; xn)] ; (3.0.5)

en utilisant la condition 3.0.4,3.0.5 et lemme 3.0.5 on obtient

Sb (xn; xn; xn+1) � �1Sb (xn�1; xn�1; xn) + �2maxfSb (xn; xn; xn�1)
Sb (xn+1; xn+1; xn) ; 2bSb (xn+1; xn+1; xn) + bSb (xn�1; xn�1; xn)

� �1Sb (xn�1; xn�1; xn) + 2b�2Sb (xn+1; xn+1; xn)

+b�2Sb (xn�1; xn�1; xn)

et donc

(1� 2b2�2)Sb (xn; xn; xn+1) � (�1 + b�2)Sb (xn�1; xn�1; xn)
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ce qui implique

Sb (xn; xn; xn+1) � �1+b�2
1�2b2�2Sb (xn�1; xn�1; xn)

(3.0.6)

soit d = �1+b�2
1�2b2�2 alors d < 1 puisque �1 + (2b

2 + b) < 1 telle que 1 � 2b2�2 6= 0 puisque
0 � �2 < 1

1�2b2�2 répéte maintenant ce processus dans l�inégalité 3.0.6 on a ,

Sb (xn; xn; xn+1) � dnSb (x0; x0; x1) ; (3.0.7)

on montre que la suite fxng est de Cauchy, alors pour tout n;m 2 N m > n en utilisant

la condition 3.0.7 et (Sb2) on obtient

Sb (xn; xn; xm) � 2bdn

1�b2dSb (x0; x0; x1)

on a lim
n!1

Sb (xn; xn; xm) = 0 par l�inégalité ci-dessus et ainsi fxng est un suite de Cauchy,
par le complété il existe x 2 X telle que fxng converge vers x, suppose que Tx 6= x, alors

Sb (xn; xn; Tx) = Sb (Txn�1; Txn�1; x)

� �1Sb (xn�1; xn�1; x) + �2maxfSb (xn; xn; xn�1) ;
Sb (xn; xn; x) ; Sb (Tx; Tx; x) ; Sb (Tx; Tx; xn�1)g

et donc prendre limite pour n!1 et en utilisant lemme 3.0.5 on obtient

Sb (xn; xn; Tx) � �2Sb (Tx; Tx; x) � �2bSb (Tx; Tx; x)

ce qui implique Sb (Tx; Tx; x) = 0 et Tx = x puisque 0 � �2 <
1

2b2 + b
:

En�n on montre que le point �xe x est unique, pour ce faire on suppose que x 6= y telle
que Tx = x et Ty = y en utilisant l�inégalité 3.0.3 et lemme 3.0.5 on a,

Sb (Tx; Tx; Ty) = Sb (x; x; y) � �1Sb (x; x; y) + �2maxfSb (x; x; x) ;
Sb (x; x; y) ; Sb (y; y; y) ; Sb (y; y; x)g

et donc x = y puisque �1 + b�2 < 1, alors la preuve est terminée.

Corollaire 3.0.2 [28] Soit (X;Sb) un espace Sb�métrique complet avec b � 1, Sb est

symétrique et T est une application sur X satisfaisant la condition suivante, il existe deux
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nombres réels �1; �2 satisfaisant �1 + 3b�2 < 1 avec �1; �2 � 0 telle que

Sb (Tx; Tx; Ty) � �1Sb (x; x; y) + �2maxfSb (Tx; Tx; x)
Sb (Tx; Tx; y) ; Sb (Ty; Ty; y) ; Sb (Ty; Ty; x)g;

pour tout x; y 2 X alors T a un point �xe unique x dans X:

Exemple 3.0.7 [28] On considère l�espace S�métrique (R; S) avec

S (x; y; z) = jx� zj+ jx+ z � 2yj

pour tout x; y; z 2 R et l�application T dé�nie par

Tx =

8<: x+ 50 si jx� 1j = 1
45 si jx� 1j 6= 1

pour tout x 2 R depuis chaque espace S�métrique est un espace Sb�métrique,(R; S)
est un espace Sb�métrique avec b = 1; alors l�inégalité 3.0.3 est satisfaite pour �1 = 0 et

�2 =
1
5
; alors T a un point �xe unique x = 45 par le théorème 3.0.4 mais T ne satisfait pas

à la condition de la principe de contraction Banach, depuis pour x = 1; y = 0 ona

S (Tx; Tx; Ty) = 10 � hS (x; x; y) = 2h

ce qui est une contradiction avec h < 1.

3.0.3 Point �xe sur les espaces b-métriques généralisés

Le théorème suivant est démontré par S. COBZAS¾ dans [7] comme une extention du

Théorème 3.0.1.

Théorème 3.0.5 [7] Soit (X; d) espace b-métrique généralisé complet. On suppose que

l�application f : X �! X telle que

d (f (x) ; f (y)) � ' (d (x; y))
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pour tout x; y 2 X avec d (x; y) < 1, où la fonction ' : R+ �! R+ est croissante et

' (t) � t

s
: On considère pour x 2 X la suite approximations successives (fn (x))n2N0. Alors

(A) d
�
fk (x) ; fk+1 (x)

�
= +1 pour tout k 2 N0;

ou

(B) la suite (fn (x))n2N est convergente vers un point �xe de f:

Preuve. Soit X = [
i2I
Xi la décomposition canonique de X correspondant à la relation

d�equivalence 2.1.1. On suppose que (A) n�est pas vrai. Alors

d (fm (x) ; fm+1 (x)) < +1

pour tout m 2 N0. Si i 2 I telle que fm (x) ; fm+1 (x) 2 Xi, alors

d (fm+1 (x) ; fm+2 (x)) � ' (d (fm (x) ; fm+1 (x))) <1;

implique que fm+2 (x) 2 Xi et par induction mathématique fm+k (x) 2 Xi pour tout

k 2 N0.
Puisque

z 2 Xi () d (z; fm (x)) <1:

L�inégalité

d (f (z) ; fm+1 (x)) � ' (d (z; fm (x))) <1;

montre que la restriction fi = f jXi de f à Xi est une application de Xi à Xi satisfaisant

d (fi (y) ; fi (z)) � ' (d (y; z)) ;

pout tout x; y 2 Xi

Par le théorème [?] Xi est complet, donc par le théorème 3.0.1
�
fm+k (x)

�
k2N0

est con-

vergent vers un point �xe de fi, quel est un point �xe pour f:

Corollaire 3.0.3 Soit (X; d) un espace b�métrique complet, où d satisfaites l�inégalité tri-
anglaire s-relaxé et soit 0 < � < 1

s
. Alors, pour toute application f : X �! X satisfaite

l�inégalité

d(f(x); f(y)) � �d(x; y);

où x; y 2 X avec d(x; y) <1, tel que
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(A1) d
�
fk (x) ; fk+1 (x)

�
= +1 pour tout k 2 N0;

ou

(B1) la suite (fn (x))n2N est convergente vers un point �xe de f:
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