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Introduction

La logique flou est une extention de la logique booléenne crée par
L.Zadah [1] en 1965 en se basant sur sa théorie mathématique des ensem-
bles flous, qui est une géniralisation de la théorie des ensembles classiques.
La théorie des ensembles flous a été appliquée à nombreux domaines

mathématiques. Ce travail a ouvert une nouvelle direction, nouvelle ex-
ploration, nouvelle méthode de la pensée aux mathématéciens, ingénieurs,
informaticiens et beaucoup d’autre chercheurs.

En 1971, Rosenfeld a appliqué le concept de la théorie des ensem-
bles flous sur la théorie des groupes. Ce travail [2] a été la première
fuzzification de structures algébriques. Depuis, les différentes structures
algébriques floues ont été publiées dans les articles [8] et [9]. Fang [8]
a introduit l’homomorphisme et l’isomorphisme flous entre deux groupes
flous, et étudié certain de leurs propriétés. Y.Lin Lui [9],[10] étudié les
différentes constructions de groupes quotients flous et isomorphismes flous.

Dans ce mémoire, On s’intéresse à l’étude de groupe quotient induit
par un sous groupe flou. Ce travail est composé des trois chapitres:

• Dans le premier chapitre, on rappelle quelques notions fondamentales
sur les groupes et quelques propriétés qu’on va utiliser dans la suite.

• Dans le deuxième chapitre, on étudie quelques notions et généralités
sur les ensembles flous et quelques propriétés sur les opérations flous.

• Dans le troisième chapitre, on va étudier quelques propriétés sur les
sous groupes flous et les groupes quotients
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Chapiter 01
Notions fondamentales sur les groupes

La notion de groupe joue un rôle fondamental en mathématique.
C’est l’une des principales structures algébriques, avec celles d’anneau,
de corps, modules et espace véctoriels. Dans ce chapitre on va étudier les
notions fondamentals sur les groupes comme sous groupe, homomorphisme
des groupes et groupe quotient.

1/ groupes

Définition 1.1.1 :

Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de composition interne
notée ?.
G est un groupe pour la loi ? si les trois conditions suivantes sont
satisfaites:
1) La loi ? est associative :

i.e ∀x, y, z ∈ G : x ? (y ? z) = (x ? y) ? z

2) La loi ? posséde un élément neutre e :

i.e ∀x ∈ G,∃ e ∈ G : x ? e = e ? x = x

3) Tout élément x ∈ G posséde un symétrique x′ ∈ G :

i.e ∀x ∈ G,∃ x′ ∈ G : x ? x′ = x′ ? x = e

Remarque 1.1.1 :

• Si de plus la loi ? est commutative i.e ∀x, y ∈ G on a:
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x ? y = y ? x, le groupe G est dit commutatif ou bien abélien.

• Un groupe peut être noté multiplicativement (x ? y noté xy et
le symétrique de x est l’inverset et noté x−1). Ou noté additivement
( x ? y est noté x+ y et le symétrique de x est l’opposé de x et
noté −x) .

Exemple 1.1.1 :

1- (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) sont des groupes Abéliens.
2- (Q∗,×), (R∗,×), (C∗,×) sont des groupes abéliens.
3- (N,+), (Z,−)ne sont des groupes.
4- Ensemble réduit á un seul élément e tel que e ? e = e est
appelé groupe trivial.

2/ Sous groupe d’un groupe

Définition 1.2.1 :

Soit G un groupe d’élément neutre e, et H un sous ensemble non
vide de G.
On dit que H est un sous groupe de G l’orsque H est lui -même un
groupe par la restriction à H de l’operation de G.

Proposition 1.2.1 :

Une partie non vide H de G est un sous groupe de G si et seulment
si :
a) e ∈ H.
b) H est un partie stable de G :

i.e ∀x, y ∈ H ⇒ xy ∈ H

c) pour tout x ∈ H Le symétrique x−1 de x est dans H :

i.e ∀x ∈ H ⇒ x−1 ∈ H
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Proposition 1.2.2 :

Une partie non vide H de G est un sous groupe de G si et seulment
si :

∀x, y ∈ H ⇒ x−1y ∈ H

Exemple 1.2.1 :

1) Les parties G et {e} sont des sous groupes de G.
2) (R ∗+,×) et {−1, 1} sont des sous groupes de (R∗,×).
3) Tout les sous groupes de (Z,+) sont les ensembles nZ = {nk/k ∈ Z}
evec n ∈ N.

proposition 1.2.3 :

Soit G un groupe d’élément neutre e , (Hi)i∈I une famille des sous
groupes. Alors : H = ∩i∈IHi est un sous groupe de G.

Démonstration:

1) H 6= ∅ car ∀i ∈ I on a e ∈ Hi(Hi ≤ G)⇒ e ∈ ∩i∈IHi = H.
2) Soit x, y ∈ H ⇒ x, y ∈ Hi pour tout i ∈ I ⇒ x−1y ∈ Hi ⇒
x−1y ∈ H. Alors H est un sous groupe de G.

Définition 1.2.2 :

Soit G un groupe, ∅ 6= B ⊂ G et soit F = {H sous groupe de
G,B ⊂ H}
1) On a F 6= ∅ car G ∈ F .
2) ∩H∈FH est un sous groupe de G appelé sous groupe engendré par
B, et on le note 〈B〉 tellque 〈B〉 est le plus petit sous-groupe de G
contient B.

Exemple 1.2.2 :

1) G = (Z,−), B = {3}
〈B〉 = 〈{3}〉 = 〈3〉 = {...,−9,−6,−3, 0, 3, 6, 9, ...}={3k, k ∈ Z} = 3Z.
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2) G = (Z,+), B = {3, 2}
〈B〉 = 〈{3, 2}〉 = 3Z+ 2Z.

3/ Homomorphismes de groupes

Définition 1.3.1 :

Soit (G, ?, e) et (G′,4, e′) deux groupes et soit l’application
f : G −→ G′ .
On dit que f est un morphisme de groupes de G vers G′ si ∀x, y ∈ G
on a: f(x ? y) = f(x)4 f(y).

Exemple 1.3.1 :

Pour l’application log : (R∗+,×) −→ (R,+)
On a: log(x× y) = log(x) + log(y). Donc l’application log est un mor-
phisme de groupes de (R∗+, ∗) vers (R,+).

Définition 1.3.2 :

Un homomorphisme bijectif est un isomorphisme, dans ce cas G et
G′ sont dits isomorphes.

Définition 1.3.3 :

Un homomorphisme surjective est un épimorphisme.

Remarque 1.3.1 :

Deux ensembles isomorphes ont des structures et des proprietes
transporables de l’un à l’autre.

Définition 1.3.4 :

Un isomorphisme de G sur lui même est appelé automorphisme.
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Définition 1.3.5 :

Le noyau de f est l’ensemble f−1(e′) i.e ker(f) = {x ∈ G |f(x) = e′}
est un sous groupe de G.

Remarque 1.3.2 :

1) ker f = {e} ⇐⇒ f est injectif.
2) Im(G) = G′ ⇐⇒ f est surjectif.

Démonstration

On a f injectif⇔ ∀(x, y) ∈ G×G, (f(x) = f(y))⇒ (x = y).
Si f est injectif et f(x) = e′ = f(e), alors x = e et Ker(f) = {e}.
Réciproquement, si f(x) = f(y), on a e′ = (f(x))−1f(y) = f(x−1)f(y)
= f(x−1y), d’où x−1y ∈ Ker(f). Si Ker(f) = {e}, alors x = y et f est
injective.
La deuxième assertion est évidente.

Exemple 1.3.1 :

Pour l’application f : (R∗+,×) −→ (R,+)
x −→ log(x)

telque f est injectif.
=⇒ ) On suppose que ker f = {1} et on montre que f est injectif.
f(x) = f(y) =⇒ (f(x))−1f(y) = 0 =⇒ f(x−1y) = 0 d’où x−1y ∈
ker =⇒ x−1y = 1 alors x = y et f est injectif.
⇐= ) On suppose que f est injectif et on montre que ker f = {1} .
On a ker f =

{
x ∈ R∗+; log(x) = 0

}
.

log(x) = 0 =⇒ log(x) = log(1) = 0 et comme f est injectif , alors
x = 1.
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4/ Classe modulo un sous groupe

Définition 1.4.1 :

Soit G groupe multiplicatif d’élément neutre e et H un sous groupe de
G. Sur G, on définit la relation < par :

∀x, y ∈ G : x<y ⇐⇒ x−1y ∈ H

Proposition 1.4.1 :

(i) La relation < est une relation d’équivalence.
(ii) Soit x un élément de G, sa classe d’équivalence pour la relation
< est l’ensemble xH = {xh, h ∈ H}.

Démonstration:

(i) Pour tout x de G, on a x−1x = e ∈ H, d’où x<x i.e la relation <
est réflexive.
Pour tout x et tout y dans G, on a (x−1y)−1 = y−1x, d’où si x<y alors
y<x et la relation < est symétrique.
Si x<y et y<z, alors x−1y ∈ H et y−1z ∈ H, d’où x−1yy−1z = x−1z ∈ H
et x<z i.e la relation < est transitive.
(ii) Si x<y il existe h ∈ H tel que x−1y = h, i.e y = xh.

Définition 1.4.2 :

La relation < est appelée relation d’équivalence à gauche modulo H et
xH la classe à gauche de x modulo H.
On note (G/H)g l’ensemble des classes d’équivalence des éléments de
G pour la relation à gauche modulo H.

Remarque 1.4.1 :

On définit une relation d’équivalence à droite modulo H par:
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(xRy) ⇐⇒ (xy−1 ∈ H)

et la classe à droite de x modulo H est l’ensemble:
Hx = {hx, h ∈ H} = x̄.
On note (G/H)d l’ensemble des classes d’équivalence des éléments de
G pour la relation à droit modulo H. Lorsque nous aurons à considérer
les relations à gauche et à droite modulo H, nous noterons ces deux
relations respectivement H< et <H .

Théoréme 1.4.1 :(de Lagrange)

Si G un groupe fini, H et G/H le sont aussi.
On a:

|G| = |H| × |G/H|
et l’ordre de H divise celui de G.

Définition 1.4.3 :

Soit G un groupe et H ≤ G , alors H est normal dans G et on note
H E G si:

∀x ∈ G, xH = Hx

Exemple 1.4.1 :

Soit G un groupe, alors G E G , H = {e} E G.
En effet:
1/ ∀h ∈ G,∀g ∈ G, hgh−1 ∈ G.
2/ ∀g ∈ G, on a: geg−1 = gg−1 = e ∈ {e} =⇒ {e} E G
3/ Si le groupe G est abélien et H ≤ G, on a : ∀a ∈ G, aH = Ha =⇒
H E G.

Proposition 1.4.2 :

Un sous groupe H d’un groupe G est normal dans G si et seulement
s’il vérifie l’un des conditions équivalents suivants :
1) ∀x ∈ G, xH ⊂ Hx.
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2) ∀x ∈ G, xH = Hx.
3) ∀x ∈ G, xHx−1 ⊂ H.
4) ∀x ∈ G, xHx−1 = H.
5) ∀h ∈ H,∀x ∈ G, xhx−1 ∈ H.
6) Il existe un groupe G′ et un morphisme de groupes f : G→ G′

tel que H = Ker(f).

5/ Groupe quotient

Proposition et Définition 1.5.1 :

Soit G un groupe et H E G , on note G/H l’ensemble qoutiont i.e
l’ensemble des classes d’équivalence pour < = <H =H <.
La loi interne ⊥ sur l’ensemble G/H définie par :

∀x, y ∈ G on a: x̄⊥ȳ = x ? y

muni (G/H,⊥) d’une stricture de groupe appellé groupe quotient.

Démonstration:

On montre que G/H = {xH;x ∈ G} est un groupe .
1) ∀ x̄, ȳ ∈ G/H on a : x̄⊥ȳ = xH⊥yH = x ? y = x ? yH
et comme x ? y ∈ G , alors x ? y ∈ G/H donc la ⊥ loi est interne.
2) ∀ x̄, ȳ, z̄ ∈ G/H on a : (x̄⊥ȳ)⊥ z̄ = (xH⊥yH)⊥ zH = (x ? y)H⊥
zH = (x ? y) ? zH = x ? (y ? z)H = xH⊥(yH⊥ zH).Donc la ⊥ loi
est associative.
3) ∀ x̄ ∈ G/H on a : xH⊥eH = x?eH = e?xH = xH. Donc l’élément
neutre de G/H est la classe eH.
4) Soit xH ∈ G/H, on note par yH le symétrique de xH : xH⊥yH =
eH =⇒ x ? yH = eH =⇒ x ? y = e.
Alors yH = x−1H .

Exemple 1.5.1 :

(Z/nZ ,⊕) est un groupe quotient avec G = (Z,+) et H = nZ.
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Proposition 1.5.2 :

Soit G un groupe et H un sous groupe normal de G .
Si G est abélien alors G/H est abélien.

Preuve:

Si G est abélien on a :
xH⊥yH = (x ? y)H = (y ? x)H = yH⊥xH =⇒ G/H est abélien.

Théorème 1.5.1 :

Soient G un groupe, H un sous-groupe normal de G, π : G→ G/H
la projection canonique.
1) Si K est un sous-groupe de G, alors HK est un sous groupe de G
contenant H et π(K) = HK/H.
2) Le morphisme π induit une correspondance biunivoque entre les
sous groupes (resp. sous groupes normaux) de G contenant H et les
sous groupes (resp. sous groupes normaux) de G/H.

Théorème 1.5.2 : ( passage au quotient)

Soient G et G′ deux groupes, H (resp. H′ ) un sous groupe normal
de G (resp. G′ ), π : G→ G/H (resp.π′ : G′ → G′/H′) la projection
canonique. Pour tout f ∈ Hom(G,G′) tel que f(H) ⊆ H′, il existe un
unique f̄ ∈ Hom(G/H,G′/H′) telleque f̄ ◦ π = π′ ◦ f.

Théorme 1.5.3 :(le premier théoreme d’isomorphisme)

Soit G,G′ deux groupe et f ∈ Hom(G,G′) .
Consédérons l’épimorphisme : π : G −→ G/ ker f

x −→ x̄

Alors il éxiste un unique isomorphisme :

f̄ : G/ ker f −→ Im f
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telle que f̄ ◦ π = π ◦ f.

Démonstration:

Soit π : G→ G/Ker(f) la projection canonique. Tout élément
de G/Ker(f) est la classe π(x) d’un élément x de G. Posons f(π(x)) =
f(x) et montrons que f est une application : si x′ est un autre
représentant de la classe π(x), on a xx′−1 ∈ Ker(f), d’où f(x) = f(x′)
et f est bien définie. On vérifie aisément que f est un morphisme de
groupes. Par construction, f est surjective.
D’autre part, si f(π(x)) = f(π(y)), on a f(x) = f(y), i.e. xy−1 ∈
Ker(f). D’où π(x) = π(y), donc f est injective. D’où le résultat.

Théorème 1.5.4 : (Deuxiéme théorème d’isomorphisme)

Soient G un groupe et H un sous groupe normal de G. Pour tout
sous groupe K de G, H ∩K est un sous groupe normal de K, H est
un sous groupe normal de HK, et les groupes quotients K/H ∩K et
HK/H sont isomorphes.

Démonstration:

Si le sous groupe H est normal dans G, alors il est normal dans
HK, et H ∩K est normal dans K, donc les groupes quotients
K/(H ∩K) et HK/H existent. Considérons les morphismes
canoniques π : K −→ K/(H∩K), π′ : HK −→ HK/H, i : K −→ HK.
Alors i(H ∩K) = (H ∩K) ⊆ H, et d’après le théorème (1.5.2) il existe
un unique morphisme i : K/(H ∩K) −→ HK/H tel que le diagramme
suivant soit commutatif:

K −→i HK

π ↓ ↓ π′
K/(H ∩K) −→i HK/H

On a vu au théorème (1.5.1) que π′(K) = HK/H, donc le morphisme
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π′ ◦ i = i ◦ π est surjectif, il en est donc de même du morphisme i.
D’autre part, on a [i(π(x)) = 0]⇔ [π′(i(x)) = 0]⇔ [x ∈ H ∩K]
d’où i(π(x)) = 0 équivaut à π(x) = 0 et i est injective. Par conséquent
i est un isomorphisme.

Théorème 1.5.5 :(Troisième théorème d’isomorphisme)

Soient G un groupe, H et K des sous groupes de G telle que H ⊂ K.
On suppose que H et K sont des groupes normaux de G.
Alors (K/H) E (G/H) et (G/H)/(K/H) ∼= G/K.

Démonstration:

On sait, d’après le théorème (1.5.1), que K/H est un sous groupe
normal de G/H et le groupe quotient (G/H)/(K/H) est bien défini.
Considérons les morphismes canoniques
πH : G→ G/H, πK : G→ G/K, π : G/H → (G/H)/(K/H).
Puisque πH(K) = K/H, d’après le théorème de passage au quotient, il
existe un unique morphisme φ : G/K → (G/H)/(K/H) tel que le
diagramme suivant soit commutatif :

G – – –→πH G/H
πK ↓ ↓ π
G/K – – –→φ (G/H)/(K/H)

Le morphisme π ◦ πH étant surjectif, il en est de même du morphisme
φ. D’autre part, on a: [φ(πK(x)) = 0]⇔ [πH(x) ∈ K/H]⇔ [x ∈ K],
d’où φ(πK(x)) = 0 équivaut à πK(x) = 0 et φ est injective. Par
conséquent φ est un isomorphisme.
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Chapitre 02
Généralités sur les ensembles flous

Dans la théorie des ensembles classiques, il n’y a que deux situations
acceptables pour un élément, appartenir ou ne pas appartenir à un sous-
ensemble. Le mérite de Zadeh a été de tenter de sortir de cette logique
booléenne en introduisant la notion d’appartenance pondérée : permettre
des graduations dans l’appartenance d’un élément à un sous ensemble,
c’est-à-dire d’autoriser un élément à appartenir plus moins fortement à ce
sous ensemble.

1/ Les sous ensembles flous

Définition 2.1.1 :[1, 2]

Soit X un ensemble. Un sous-ensemble flou de X est une
application µ : X −→ [0, 1].

Exemple 2.1.1 :

1) Soit X = R , µ est le sous ensemble flou de X définit par :
µ(x) = (1 + (x− 10)2)−1.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

x

y

13



2)SoitX = {France, Suisse, Belgique, Canada,Espagne, Italie, USA,Allemand}
un ensemble du pays, µ : X −→ [0, 1] est l’ensemble des pays franc-
phones définit par µ(France) = 1, µ(Belgique) = 0.5, µ(Suisse) = 0.6
µ(Canada) = 0.7, µ(Espagne) = 0, µ(Italie) = 0.2, µ(USA) = 0.5 et
µ(Allemand) = 0.

Définition 2.1.2 :[1, 9]

Le support de µ est l’ensemble des éléments de X défini par :

supp(µ) = {x ∈ X/µ(x) > 0}

Exemple 2.1.2 :

Pour l’éxemple précédent on a:
1) Le support de µ est l’ensemble {France,Belgique, Suise, Canada, Italie, USA} .

Définition 2.1.3 : [1, 9]

Le noyau de µ est l’ensemble des éléments de X appartenant
totalement à µ. Autrement dit, c’est l’ensemble :

noy(µ) = {x ∈ X/µ(x) = 1}

Par définition, noy(µ) ⊆ supp(µ).

Exsemple 2.1.3 :

Pour l’ensemble µ dans l’exemple précident on a:

noy(µ)={France}
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Définition 2.1.4 :[9]

• La cardinalité d’un sous-ensemble flou fini µ de X, noté |µ|, est
donné par :

|µ| =
∑

µ(x),∀x ∈ X

Exemble 2.1.4: [9]

Soit X = {a, b; c; d} un ensemble de référence et µ et ν deux sous
ensembles flous de X. D’oú µ : X −→ [0, 1] est défini par :
µ(a) = 0.4, µ(b) = 0.8, µ(c) = 1, µ(d) = 0.8.
Et ν : X −→ [0, 1] est défini par :ν(a) = 0, ν(b) = 0.5, ν(c) = 0.3, ν(d) =
0.9.
1) |µ| =

∑
x∈X µ(x) = 0.4 + 0.8 + 1 + 0.8 = 3.

2) |ν| =
∑

x∈X ν(x) = 0 + 0.5 + 0.3 + 0.9 = 1.7.

Définition 2.1.5 : [1, 9]

Une α-coupe d’un ensemble flou µ est le sous ensemble classique des
éléments ayant un degré d’appartenance superieur ou égal à α:

α− coupe(A) = µα = {x ∈ X/µ(x) ≥ α}

Exemple 2.1.5 :

On prend α = 0.5 Pour les ensembles µ et ν dans l’exemple précident
1) µ0.5 = {x ∈ X/ µ(x) ≥ 0.5} = {b, c, d} .
2) ν0.5 = {x ∈ X/ ν(x) ≥ 0.5} = {b, d} .

2/ Opérations sur les sous ensembles flous

Etant donné que le concept de sous-ensemble flou peut-être vu comme
une généralisation du concept d’ensemble classique, on est conduit à intro-
duire des opérations sur les sous-ensembles flous qui sont équivalentes aux
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opérations classiques de la théorie des ensembles lorsqu’on a affaire à des
fonctions d’appartenance à valeurs 0 ou 1.On présente ici, les opérations
les plus couramment utilisées.

L’inclusion:

Soient µ et ν deux sous-ensembles flous de X . On dit
que µ ⊂ ν si et seulement si :

∀x ∈ X;µ(x) ≤ ν(x).

L’intersection:

L’intersection de deux sous-ensembles flous µ et ν de X est le sous
ensemble flou constitué des éléments de X affectés du plus petit des
degrés avec lesquels ils appartiennent à µ et ν .Formellement, µ ∩ ν
est donné par :

µ ∩ ν(x) = µ(x) ∨ ν(x) = inf{µ(x), ν(x), x ∈ X}

Exemple 2.2.1 :

Soit l’ensemble X = {1,−1, i,−i} , soient les ensembles flous suivants:
µ : X −→ [0, 1] défini par : µ(1) = 0.3, µ(−1) = 0.1, µ(i) = µ(−i) = 0.
ν : X −→ [0, 1] défini par : ν(1) = 0.2, ν(−1) = 0.5, ν(i) = 1,
ν(−i) = 0.
On a µ ∩ ν(x) = inf{µ(x), ν(x), x ∈ X} alors :
µ ∩ ν(1) = 0.2, µ ∩ ν(−1) = 0.1, µ ∩ ν(i) = 0, µ ∩ ν(−i) = 0.

L’union:

L’union de deux sous-ensembles flous µ et ν de X est le sous-ensemble
flou constitué des éléments de X affectés du plus grand des degrés avec
lesquels ils appartiennent à µ et ν. Formellement, µ∪ ν est donné par :
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µ ∪ ν(x) = µ(x) ∨ ν(x) = sup{µ(x), ν(x), x ∈ X}

Exemple 2.2.2 :

Pour les ensembles µ et ν dans l’exemple précident on définit µ ∪ ν
comme suit:
µ ∪ ν(1) = 0.3, µ ∪ ν(−1) = 0.5, µ ∪ ν(i) = 1, µ ∪ ν(−i) = 0.

Le Complément:

Le complémentaire d’un sous-ensemble flou µ de X noté µ ou bien C(µ)

est défini par :

∀x ∈ X,µ(x) = 1− µ(x)

Exemple 2.2.3 :

Pour les ensembles µ et ν dans l’exemple (2.1.4) on a :
1) µ(a) = 0.6, µ(b) = 0.2, µ(c) = 0, µ(d) = 0.2.
2) ν(a) = 1, ν(b) = 0.5, ν(c) = 0.7, ν(d) = 0.1.

3/ Quelques propriétés sur ∩,∪ et le complé-
mentation

Comme les ensembles classiques les propriétés suivantes restent
vérifiées pour les ensembles flous:

1) Commutativité: µ ∪ ν = ν ∪ µ, µ ∩ ν = ν ∩ µ.
2) Associativité: (µ∪ ν)∪ η = µ∪ (ν ∪ η), (µ∩ ν)∩ η = µ∩ (ν ∩ η).
3) Idempotence: µ ∪ µ = µ, µ ∩ µ = µ.
4) C(C(µ)) = µ.
5) Si µ ⊂ ν =⇒ C(ν) ⊂ C(µ).
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6) Distributivité: µ ∪ (ν ∩ η) =(µ ∪ ν) ∩ (µ ∪ η), µ ∩ (ν ∪ η) =
(µ ∩ ν) ∪ (µ ∩ η).
7) Lois de Morgan: (µ ∪ ν) = µ ∩ ν, (µ ∩ ν) = µ ∪ ν.

Démonstration:

1) On a:
µ ∪ ν(x) = sup(µ(x), ν(x))

= sup(ν(x), µ(x))
= ν ∪ µ(x)

Donc µ ∪ ν = ν ∪ µ.

On a: µ ∩ ν(x) = inf(µ(x), ν(x))
= inf(ν(x), µ(x))
= µ ∩ ν(x)

Donc µ ∩ ν = ν ∩ µ.

2) On a:
(µ ∪ ν) ∪ η(x) = ∨(µ ∪ ν(x), η(x))

= (µ(x) ∨ ν(x)) ∨ η(x)
= µ(x) ∨ (ν(x) ∨ η(x))
= µ ∪ (ν ∪ η)(x)

Donc (µ ∪ ν) ∪ η = µ ∪ (ν ∪ η).

On a:
(µ ∩ ν) ∩ η(x) = ∧(µ ∩ ν(x), η(x))

= (µ(x) ∧ ν(x))∧ η(x)
= µ(x) ∧ (ν(x) ∧ η(x))
= µ ∩ (ν ∩ η)(x)

Donc (µ ∩ ν) ∩ η = µ ∩ (ν ∩ η).

3) On a :
µ ∩ µ(x) = inf(µ(x), µ(x))

= µ(x)
Donc µ ∩ µ = µ.
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On a:
µ ∪ µ(x) = sup(µ(x), µ(x)) = µ(x)
Donc µ ∩ µ = µ.

4) On a :
C(C(µ))(x) = 1− C(µ)(x)

= 1− (1− µ(x))
= µ(x)

Donc C(C(µ)) = µ.

5) On a :
µ ⊂ ν =⇒ µ(x) ≤ ν(x)

=⇒ 1− µ(x) ≥ 1− ν(x)
=⇒ µ(x) ≥ ν(x)

Donc ν ⊂ µ.

6) On a:
µ ∩ (ν ∪ η)(x) = inf(µ(x), sup(ν(x), η(x)))

= µ(x) ∧ (ν(x) ∨ η(x))
= (µ(x) ∧ ν(x)) ∨ (µ(x) ∧ η(x))
= (µ ∩ ν) ∪ (µ ∩ η)(x)

Donc µ ∪ (ν ∩ η) = (µ ∪ ν) ∩ (µ ∪ η).

7) On a:
C(µ ∩ ν)(x) = 1− µ ∩ ν(x)

= 1− inf(µ(x), ν(x)).
On a deux cas :
1) Si inf(µ(x), ν(x)) = µ(x) =⇒ µ(x) ≤ ν(x)

=⇒ 1− µ(x) ≥ 1− ν(x)
Donc 1− µ(x) = sup(1− µ(x), 1− ν(x))

= C(µ) ∪ C(ν)(x).
2) Si inf(µ(x), ν(x)) = ν(x) =⇒ ν(x) ≤ µ(x) =⇒ 1−ν(x) ≥ 1−µ(x)
Donc 1− ν(x) = sup(1− µ(x), 1− ν(x))

= C(µ) ∪ C(ν)(x).
de 1 et 2 on obtient C(µ ∪ ν)(x) = C(µ) ∪ C(ν)(x).
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Chapitre 03:

Sous groupe flou et groupe quotient

A-Resenfled applique le concept de la théorie des ensembles flous sur
la théorie des groupes. Les déffi rentes constructions du groupe quotient
flou et l’isomorphisme des sous groupes flous sont étudiés par plusieurs
mathématiciens [3,6,8]. Dans ce chapitre, nous étudions une méthode de
construction de groupes quotients par des sous groupes normaux flous et
nous utilisons cette construction pour l’étude des théoremes concernant les
isomorphismes des groupes.

1/ Sous groupe flou :
Définition 3.1.1:[2, 5]

Soit G un groupe, µ est un sous ensemble flou de G. On dit que
µ est un sous groupe flou de G si:
F1) µ(xy) ≥ min{µ(x), µ(y)}, ∀x, y ∈ G.
F2) µ(x−1) ≥ µ(x),∀x ∈ G.

Soit A un sous ensemble flou de G. Dans le cas classique la fonction
caractéristique χA est équivalente à µ.Dans ce cas :
1) F1 devient χA(xy) ≥ min{χA(x), χA(y)},∀x, y ∈ µ =⇒ χA(xy) ≥
min{1, 1} = 1 =⇒ χA(xy) = 1 donc xy ∈ A.
2) F2 devient χA(x−1) ≥ χA(x),∀x ∈ A =⇒ χA(x−1) ≥ 1 =⇒
χA(x−1) = 1 donc x−1 ∈ A.

Exemple 3.1.1: [10]

Soit H = {e, (12), (13), (23), (123), (132)} le groupe de permutations
d’ordre 3 avec e l’élément neutre de H, et soit µ est un sous ensemble
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flou de H. On définit :
µ : H −→ [0, 1] par : µ(e) = 1;µ((12)) = 0.5, µ(x) = 0.3 ∀x ∈
H/{e, (12)}.
F1) On montre que µ(xy) ≥ min{µ(x), µ(y)},∀x, y ∈ G :
On a µ((12)(123)) = µ((23)) = 0.3 d’autre part on a :
min{µ((12)), µ((123))} = 0.3 donc µ((12)(123)) ≥ min{µ((12)), µ((123))}.
Un raisonnement analogue pour prouver la condition F1 pour touts
x, y ∈ G.
F2) On montre que µ(x−1) ≥ µ(x),∀x ∈ G :
On a µ((123)−1) = µ((132)) = 0.3 et µ((123)) = 0.3 donc µ((123)−1) ≥
µ((123)).
Un raisonnement analogue pour prouver la condition F2 pour touts
x, y ∈ G.
F1 et F2 sont vérifiés donc µ est un sous groupe flou de H.

proposition 3.1.1:[2, 5]

Soit µ un sous groupe flou d’un groupe G; alors pour tout x, y ∈ G
on a :
1) µ(x−1) = µ(x).
2) µ(x) ≤ µ(e) .

Dans le cas classique l’assertion (1 ) devient :χA(x−1) = χA(x), ∀x ∈
A⇒ χA(x−1) = 1 donc x−1 ∈ A.
l’assertion (2 ) devient : χA(x) ≤ χA(e), ∀x ∈ A ⇒ χA(e) = 1⇒
e ∈ A .

Preuve:

On a: µ(x) = µ((x−1)−1) ≥ µ(x−1) ≥ µ(x) donc
µ(x−1) = µ(x).
µ(e) = µ(xx−1) ≥ min{µ(x), µ(x−1)} = µ(x).

Proposition 3.1.2:[5]
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Soit µ un sous groupe flou de G. pour tout x, y ∈ G on a :
µ(xy−1) = µ(e) implique µ(x) = µ(y).

Preuve:

On a µ(x) = µ((xy−1)y) ≥ min(µ(e), µ(y)) = µ(y) = µ((yx−1)x)
≥ min(µ(e), µ(x)) = µ(x) donc µ(x) = µ(y).

Proposition 3.1.3:[2, 3]

Soit µ un sous ensemble flou d’un groupe G . µ est un
sous groupe flou de G si et seulment si:

µ(xy−1) ≥ min(µ(x), µ(y)),∀x, y ∈ G.

Dans le cas classique on a χA(xy−1) ≥ min(χA(x), χA(y)),∀x, y ∈ A
⇒ χA(xy−1) ≥ min(1, 1) = 1⇒ χA(xy−1) = 1, donc xy−1 ∈ A.

Preuve:

On suppose que µ est un sous groupe flou et on montre que µ(xy−1) ≥
min(µ(x), µ(y)),∀x, y ∈ G.
On a µ(xy−1) ≥ min(µ(x), µ(y−1)) ≥ min(µ(x), µ(y)).
Inversement, On suppose que µ(xy−1) ≥ min(µ(x), µ(y)),∀x, y ∈ G et
on montre que µ est un sous groupe flou µ(xy−1) ≥ min(µ(x), µ(y)).
On pose y = x on obtient µ(e) ≥ µ(x) ∀x ∈ G donc µ(y−1) = µ(ey−1) ≥
min(µ(e), µ(y)) = µ(y). Et par suit µ(xy) = µ(x(y−1)−1) ≥ min(µ(x), µ(y)).

Définition 3.1.2:[5]

Soient G,G′ des groupes, µ est un sous groupe flou de G et ν est un
sous groupe flou de G′, soit l’application
f : G −→ G′.
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L’image de µ par f est l’ensemble flou de G′ définié par :
f(µ) : G′ −→ [0, 1]

y −→ f(µ)(y) = {supx∈f−1(y) µ(x) si f
−1(y)6=∅

0 si non

On dit que f−1(ν) est le preimage de ν et on le définit comme suit :
f−1(ν)(x) = ν(f(x)),∀x ∈ G .

Théoreme 3.1.1:[2]

Soit µ un sous groupe flou de G, on suppose que f est un homomor-
phisme de G vers G′. Alors f(µ) est un sous groupe flou de G′.

preuve:

Soit u, v ∈ G′. On suppose que u /∈ f(G) ou v /∈ f(G), alors f(u)∧
f(v) = 0 ≤ f(uv).
Maintenant on suppose que x /∈ f(G) alors x−1 /∈ f(G) donc f(µ)(x) =
0 = f(µ)(x−1).
Maintenant on suppose que u = f(x) et v = f(y) pour quelque
x, y ∈ G. Alors :
f(µ)(uv) = ∨{µ(z)| z ∈ G, f(z) = uv}

≥ ∨{µ(xy)| x, y ∈ G, f(x) = u, f(y) = v}
≥ ∨{µ(x) ∧ µ(y)| x, y ∈ G, f(x) = u, f(y) = v}
= (∨{µ(x)| x ∈ G, f(x) = u}) ∧ (∨{µ(y)| y ∈ G, f(y) = v
= f(µ)(u) ∧ f(µ)(v).

Aussi ,on a f(µ)(u−1) = ∨{µ(z)| z ∈ G, f(z) = u−1}
= ∨{µ(z−1)| z ∈ G, f(z−1) = u}
= f(µ)(u).

Alors f(µ) est un sous groupe de G′.

Théoreme 3.1.2:[2, 5]

Soit G′ un groupe et ν un sous groupe flou de G′. Soit f un
homomorphisme de G vers G′.
Alors f−1(ν) est un sous groupe flou de G.
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Preuve:

Soit x, y ∈ G, alors f−1(ν)(xy) = ν(f(xy)) = ν(f(x)f(y)) ≥
∧{ν(f(x)), ν(f(y))} = f−1(ν)(x) ∧ f−1(ν)(y).
D’autre part , f−1(ν)(x−1) = ν(f(x−1)) = ν(f(x)−1) = ν(f(x)).
Alors f−1(ν) est un sous groupe de G.

Définition 3.1.3 :

On dit q’un sous groupe flou µ est abélien s’il satisfait l’identité
suivante :

µ(xyx−1y−1) = µ(e).

Proposition-Définition 3.1.4 : [5]

Soit µ un sous groupe flou d’un groupe G, les deux conditions suivantes
sont équivalentes :
1) µ(xy) = µ(yx) ∀x, y ∈ G.
2) µ(xyx−1) = µ(y) ∀x, y ∈ G.
Dans ce cas on dit que µ est un sous groupe normal flou de G.

Dans le cas classique on a la deuxiéme condition devient χA(xyx−1) =
χA(y) ∀x, y ∈ G, pour tout x ∈ G et y ∈ A, donc χA(y) = 1 =
χA(xyx−1), alors xyx−1 ∈ A.

Preuve:

1⇒2)
µ(xyx−1) = µ((xy)x−1) = µ(x−1(xy)) = µ(x−1xy) = µ(y).
2⇒1)
Comme xy = x(yx)x−1alors µ(xy) = µ(x(yx)x−1) = µ(yx).
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Proposition 3.1.4 :[2]

Soit G un groupe , (µi)i∈I une famille de sous groupes flous.
Alors: µ = ∩i∈Iµi est un sous groupe flou de G.

preuve:

Soit µi un sous groupe flou de G.
∩µi(xy−1) = inf(µi(xy

−1)) ≥ inf(min(µi(x);µi(y))) ≥ min(inf µi(x); inf µi(y))
≥ min(∩µi(x),∩µi(y)).

Définition 3.1.5 :[2]

Soit µ un sous ensemble flou de G . Soit 〈µ〉 = ∩{ν/ µ ⊆ ν, ν est un
sous groupe flou de G}. Alors 〈µ〉 est appelé sous groupe flou de
G engendré par µ telque 〈µ〉 est le plus petit sous groupe flou contient
µ.

proposition 3.1.5 :[2]

Un sous ensemble flou µ d’un groupe G est un sous-groupe (normal)
flou de G ssi ∀α ∈ [0, 1] on a µα est soit vide ou bien est un sous groupe
(normal) classique de G .

Preuve:

1/ Soit x, y ∈ G et soit µ(x) = t1 et µ(y) = t2 , alors x ∈ µt1et
y ∈ µt2 .
On suppose que t1 ≤ t2 et par suite µt2 ⊂ µt1donc y ∈ µt1 , ainsi
x, y ∈ µt1et puisque µt1 est un sous groupe de G, par l’hypothése
on a xy ∈ µt1 et par conséquent µ(xy) ≥ t1 = min(µ(x), µ(y)).
2/ Soit x ∈ G et µ(x) = t , alors x ∈ µt. Puisque µt est un sous
groupe x−1 ∈ µt. Par conséquent µ(x−1) ≥ µ(x).
de 1 et 2 ona µ est un sous groupe flou de G.
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2/ Classe modulo un sous groupe flou:
Définition 3.2.1:[5]

Soit G un groupe, µ un sous-groupe normal flous de G .∀x, y ∈ G.
On définit la relation binaire < sur G par :

x<y ⇐⇒ µ(xy−1) = µ(e)

telque e est l’élément neutre de G.

Propostion 3.2.1:[5]

la relation < est une congruence sur G.

Preuve:

1) La réflexivité:
On a µ(xx−1) = µ(e) =⇒ x<x .
2) La symétrié :
x<y =⇒ µ(xy−1) = µ((x−1)−1y−1) = µ((yx−1)−1) = µ(yx−1) =
µ(e) implique y<x.
3) La transitivité:
Soit x<y et y<z alors µ(xy−1) = µ(yz−1) = µ(e)
et µ(xz−1) = µ(xy−1yz−1) ≥ min{µ(xy−1), µ(yz−1)} = µ(e)
donc µ(xz−1) = µ(e), par conséquence < est une relation
d’équivalence.
Maintenant, si x<y alors µ(xy−1) = µ(e).∀z ∈ G on a
µ((xz)(yz)−1) = µ(xzz−1y−1) = µ(xy−1) = µ(e) donc xz<yz.
Car µ est un sous-groupe normal flous de G, on a µ((zx)(zy)−1) =
µ(xy−1) = µ(e). Ce donne : zx<zy.
Donc la relation < est une congruence.

Définition 3.2.2 :[5]

Soit µ un sous groupe flou de G. soit x ∈ G, sa classe d’équivalence à
droite de la relation < est notée par µx, est l’ensemble flou de G définié
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par µx(y) = µ(x−1y) pour tout y ∈ G.

De la même manière, on définit la classe d’équivalence à gauche
de la relation < de x est notée par xµ .

proposition 3.2.2 :[5]

Si µ est un sous groupe normal flou d’un groupe G, alors G/µ est un
groupe evec l’opération µxµy = µxy , et aussi on a µx = xµ.

Exemple 3.2.1 :[5]

Soit G = (Z,+) un groupe additive et soit µ(x) = {α1 si 2/x
α0 si 2-x

telleque 0 ≤ α0 ≤ α1 ≤ 1, alors µ est un sous-groupe normal flou de
G et G/µ = {µ0, µ1} est un groupe quotient induit par µ.

Corollaire 3.2.1:[5]

Soit µ un sous groupe normal flou de G. Alors G/H = G/Gµ
∼= G/µ.

Définition 3.2.3 :[2]

Soit µ un sous groupe flou d’un groupe fini G. Alors la cardinalité de
G/µ est appelé l’indice de µ dans G, et on écrit [G : µ] .
Il est claire que D’aprés le corollaire précédent l’indice de µ divise le
cardinale de G.

Proposition 3.2.3 :[2, 5]

Un sous groupe flou µ d’un groupe G est abélien si et seulement si G/µ
est abélien .

Preuve:

⇒) On suppose que µ est un sous groupe abélien flou et on montre
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que G/µ est un groupe abélien.
On a µ(xyx−1y−1) = µ(e), et comme µ(xy) = µ(yx) donc µ est un sous
groupe normal flou. Car µ(xy(yx)−1) = µ(xyx−1y−1) = µ(e), on a
µxy = µyx , i.e. µxµy = µyµx. Donc G/µ est un groupe abélien .
⇐) On suppose que G/µ est un groupe abélien et on montre
que µ est un sous groupe flou abélien.
G/µ est un groupe abélien, alors µxy = µyx et µ(xy(yx)−1) =
µ(e) donc µ(xyx−1y−1) = µ(e).

Lemme 3.2.1 :[5]

Si f : G −→ G′ est un épimorphisme de groupes et µ est un sous
groupe normal flou de G, alors f(µ) est un sous groupe normal
flou de G′.

Preuve:

Par le théoreme (3.1.1), f(µ) est un sous goupe flou de G′.
Maintenant soit x, y ∈ G′. Comme f est un surjection, f(u) = x pour

quelque u ∈ G, alors f(µ)(xyx−1) = ∨{µ(w)| w ∈ G, f(w) = xyx−1}
= ∨{µ(u−1wu)| w ∈ G, f(u−1wu) = y}
= ∨{µ(w)| uwu−1 ∈ G, f(w) = y}
= ∨{µ(w)| w ∈ G, f(w) = y}
= f(µ)(y).
Alors f(µ) est un sous groupe normal flou de G.

Théoreme 3.2.1:[5]

Soit G′ un groupe et ν un sous groupe normal de G′. Si f est un
homomorphisme de G vers G′, alors f−1(ν) est un sous groupe
normal flou de G.

Preuve:

Par théoreme (3.1.2) f−1(ν) est un sous groupe flou de G. Maintenant
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pour tout x, y ∈ G, on a f−1(ν)(xy) = ν(f(xy)) = ν(f(x)f(y)) =
ν(f(y)f(x)) = ν(f(yx)) = f−1(ν)(yx). Donc f−1(ν) est un sous
groupe normal flou de G.

Lemme 3.2.2 :[3, 5]

Soit f : G −→ G′ est un homomorphisme de groupes, µ est un sous
groupe flou de G et ν est un sous groupe de G′.
1/ Si f est un épimorphisme, alors f(f−1(ν)) = ν.
2/ Si µ un constant dans ker(f), alors f−1(f(µ)) = µ.

Proposition 3.2.4 :[5]

Soit µ un sous ensemble flou d’un groupe G, soit l’ensemble
Gµ = {x ∈ G /µ(x) = µ(e)}. Il évident que si µ est un sous groupe
(normal) flou de G , alors Gµ est un sous groupe (normal) de G.

Théoreme 3.2.2 :[5]

Soit f : G −→ G′ un épimorphusme de groupes et µ est un sous groupe
normal flou de G avec ker f ⊆ Gµ. Alors G/µ ∼= G′/f(µ).

Preuve:

D’aprés la proposition (3.2.2) et lemme(3.2.1) on a G/µ et G′/f(µ) sont
des groupes. Soit η : G/µ −→ G′/f(µ), telque ηx = f(µ)f(x).
Si µx = µy, alors µ est un constant sur ker f , et par lemme (3.2.2) on a
f−1(f(µ)) = µ, ainsi (f−1(f(µ)))(xy−1) = (f−1(f(µ)))(e); ie f(µ)(f(xy−1))
= f(µ)(f(e)), alors f(u)(f(x)(f(y))−1) = f(µ)(e′), et alors (f(µ))f(x) =
(f(µ))f(y). Donc η est bien définié.
Il est aussi une homomorphisme car η(µxµy) = η(µxy) = (f(µ))f(xy) =
(f(µ))f(x)f(y) = (f(µ))f(x)(f(µ))f(y) = η(µx)η(µy).
Comme f est un épimorphisme pour tout (f(µ))y ∈ G′/f(µ),∃ x ∈ G
telque f(x) = y , donc η(µx) = (f(µ))f(x) = (f(µ))y
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par conséquent η est un épimorphisme.
D’autrepart, (f(µ))f(x) = (f(µ))f(y) =⇒ f(u)(f(x)(f(y))−1) = f(µ)(e′)
=⇒ f(µ)(f(xy−1)) = f(µ)(f(e)) ⇐⇒ (f−1(f(µ)))(xy−1) = (f−1(f(µ)))(e)
=⇒ µ(xy−1) = µ(e) =⇒ µx = µy, donc η est un isomorphisme.
Alors G/µ ∼= G′/f(µ).

Corolloire 3.2.2 :[5]

Soit f : G −→ G′ un épimorphisme de groupes et ν est un sous groupe
normal flou de G′. Alors G/f−1(ν) ∼= G′/ν.

Preuve:
Puisque f−1(ν) est sous groupe normal flou de G, G/f−1(ν) et G′/ν
sont des groupes . De plus , d’aprés lemme (3.2.2) on a B = f(f−1(B)).

Si x ∈ ker f, alors f(x) = e′ = f(e), donc ν(f(x))= ν(f(e)) i.e
f−1(ν(x))=f−1(ν(e)). Alors x ∈ Gf−1(ν) i.e ker f ⊆ Gf−1(ν) donc
G/f−1(ν) ∼= G′/ν.

Proposition 3.2.5 :[5]

Soit χA une fonction caracteristique d’un sous ensemble A d’un groupe
G, alors χA est un sous groupe normal flou de G ssi A est un sous
groupe normal de G .

Preuve:

⇒) Si x, y ∈ A, tellque A est un sous groupe normal de G , alors
χA(xy−1) = χA(x) = χA(y) = 1 donc χA(xy−1) = min(χA(x), χA(y)).
Si au moins x ou y /∈ A, alors au moins χA(x) ou χA(y) égal à 0. Par
conséquent χA(xy−1) ≥ min(χA(x), χA(y)).Donc χA est un sous groupe

flou de G.
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De plus pour tout x, y ∈ G si y ∈ A, alors xyx−1 ∈ A et
χA(xyx−1) = 1 = χA(y).
Si y /∈ A, alors χA(y) = 0 donc χA(xyx−1) ≥ χA(y) .
Alors χAest un sous groupe normal flou de G.
⇐) Si χA est un sous groupe normal flou de G, alors pour tout x, y ∈ A,
on a χA(xy−1) ≥ min(χA(x), χA(y)) = 1 donc χA(xy−1) = 1 et xy−1

∈ A.
De plus pour tout y ∈ µ, x ∈ G on a χA(xy−1) ≥ χA(y) = 1
alors χA(xy−1) = 1 et xyx−1 ∈ A, donc A est un sous groupe
normal de G.

SoitN un sous groupe normal d’un groupeG.On rappele que un groupe
quotientG/N induit parN est déterminé par une relation d’équivalence
< telque x<y est définit par xy−1 ∈ N et on écrit x<y(N) si x<y sur
N et x<y(χN) si x<y sur le sous groupe normal flou χN .

Lemme 3.2.3 :[5]

Si N est un sous groupe normal d’un groupe G, Alors x<y(N) si et
seulment si x<y(χN) .

corollaire 3.2.3 :[5]

Soit f : G −→ G′ un épimorphisme de groupe et N est un sous groupe
normal de G telque ker(f) ⊆ N,Alors G/χN ∼= G′/χf(N) .

Preuve:

Par la proposition (3.2.5) χN et χf(N) sont des sous groupes normaux
flous de G et G′ respectivment.
On pose µ = χN dans la théoreme (3.2.2) on obtient Gµ = GχN

= N ⊇ ker f .
Puisque f est un épimorphisme , alors pour tout y ∈ G′ ∃ x ∈ G telque
y = f(x).
Si y ∈ f(N), alors x ∈ N, par lemme (3.2.2) l’assertion (2)
donne f(µ)(y) = f(χN)(f(x)) = χN(x) = 1 = χf(N)(y).
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Si y /∈ f(N) alors x /∈ N et f(µ)(y) = f(χN)(f(x)) = χN(x) = 0 =
χf(N)(y). Donc G/χN ∼= G′/χf(N).

Par lemme (3.2.3) on obtient G/χN ∼= G/N et G′/χf(N) ∼=
G′/f(N), ces derniés avec la corollaire précidente nous donnent
la premier théoreme d’isomorphisme.

Corollaire 3.2.4 :[5]

Si f : G −→ G′ est un épimorphisme de groupes et K est un sous
groupe normal de G′, alors G/χ

f−1(K)
∼= G′/χ

K
.

Preuve:

Par la proposition (3.2.1) on observe que χf−1(K) et χK sont
des groupes normaux flous de G et G′ respectivment. On pose
ν = χ

K
, on a f−1(ν) = f−1(χ

K
) = χf−1(K).

En fait, si x ∈ f−1(K). Alors f(y) ∈ K, f−1(χK)(x) = χ
K

(f(x)) = 1
= χ

f−1(K)
(x).

Si x /∈ f−1(K). Alors f(x) /∈ K, f−1(χN)(x) = χ
K

(f(x)) = 0
= χ

f−1(K)
(x).

Donc G/χ
f−1(K)

∼= G′/χ
K
.

Lemme 3.2.4 :[5]

Si N est un sous groupe normal et µ est un sous groupe normal flou
d’un groupe G, alors µ restreint à N est un sous groupe normal
flou de N et N/µ est un sous groupe normal de G/µ.

Preuve:

On sait que si µa , µb ∈ N/µ telque a, b ∈ N, alors µa(µb)−1 =
µaµb−1 = µab−1 ∈ N/µ.
Si µa ∈ N/µ, µx ∈ G/µ , telque a ∈ N et x ∈ G, alors xax−1 ∈ N et
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µxµa(µx)
−1 = µxµaµx−1 = µxax−1 ∈ N/µ.

Donc N/µ est un sous groupe normal de G/µ.

Théoreme 3.2.3 :[5]

Si µ et ν deux sous groupes normaux flous d’un groupe G telque
µ(e) = ν(e), alors GµGν/ν ∼= Gµ/µ ∩ ν.

Ce théoreme est équivalent au le deuxiéme théoreme d’isomorphisme
cité dans le premier chapitre.

Preuve:

Par lemme (3.2.4), ν est un sous groupe normal flou de GµGν .
On a µ ∩ ν est un sous groupe normal flou de Gµ .
Alors GµGν/ν et Gµ/(µ ∩ ν) sont des groupes. Pour ∀x ∈ GµGν ,on
a x = ab telque a ∈ Gµ et b ∈ Gν , on définit g : GµGν/ν −→ Gµ/(µ∩ν)
on pose g(µx) = (µ ∩ ν)a.Si µx = νy, telque y = a1b1, a1 ∈ Gµ et
b1 ∈ Gν alors ν(ab(a1b1)

−1) = ν(abb−11 a−11 ) = ν(a−11 abb−11 ) =
ν(a−11 a(b1b

−1)−1) = ν(e).
Donc ν(a−11 a) = ν(b1b

−1) = ν(e).Alors, (µ∩ν)(aa−11 ) = min{µ(aa−11 ), ν(aa−11 )}
= min{µ(e), ν((a1a

−1))−1} = min{µ(e), ν(e)} = µ∩ν(e) i.e. (µ∩ν)a =
(µ ∩ ν)a1 . Donc g est bien définié. Si µx, νy ∈ GµGν/ν, telque x = ab ,
y = a1b1 telque a, a1 ∈ Gµ et b, b1 ∈ Gν alors, xy = aba1b1. Comme
Gµ est normal, ba1b1 ∈ Gµ alors, g(νxνy) = g(νxy) = (µ ∩ ν)a(ba1b1) =
(µ∩ν)a(µ∩ν)ba1b1 et µ∩ν((ba1b1)a

−1
1 ) = min{µ(ba1b1a

−1
1 ), ν(ba1b1a

−1
1 )}

= min{µ(ba1b1a
−1
1 ), ν(b(a1b1a

−1
1 ))} = min{µ(e), ν(e)} = µ ∩ ν(e).

Donc (µ ∩ ν)ba1b1 = (µ ∩ ν)a1 i.e. g(νxνy) = (µ ∩ ν)a(µ ∩ ν)a1 =
g(µx)g(νy). Donc g est un homomorphisme.
Il est aussi un endomorphisme , comme (µ∩ν)a ∈ Gµ/(µ∩ν) et b ∈ Gν ,
on a x = ab ∈ GµGν et g(νx) = (µ ∩ ν)a. De plus si x, y ∈ GµGν d’ou
x = ab, y = a1b1telque a, a1 ∈ Gµ et b, b1 ∈ Gν ,et (µ ∩ ν)a = (µ ∩ ν)a1
Alors, µ ∩ ν(a1a

−1
1 ) = µ ∩ ν(e), i.e. min{µ(a1a

−1
1 ), ν(a1a

−1
1 )} =
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min{µ(e), ν(e)} mais µ(e) = ν(e) et µ(a1a
−1
1 ) = ν(e) implique que

ν(a1a
−1
1 ) = ν(e). Ainsi ν(xy−1) = ν(ab(a1b1)

−1) = ν(abb−11 a−11 ) =
ν(a−11 abb−11 ) ≥ min{ν(a−11 a1), ν(b1b

−1
1 )} = min{ν((a1a

−1
1 )−1), ν(a1a

−1
1 )} =

min{ν(e), ν(e)} = ν(e), par conséquence νx = νy, donc GµGν/ν ∼=
Gµ/µ ∩ ν.

Corollaire 3.2.5 :[5]

Soient N, K deux sous groupes normaux d’un groupe G. Alors

NK/χK
∼= N/χN∩K .

Preuve:

Par la proposition (3.2.5) χN et χK sont deux sous groupe normaux
flous de G. On pose µ = χN et ν = χK dans la théoreme (3.2.3)
on obtient Gµ = N et Gν = K, µ ∩ ν = χN ∩ χK = χN∩K et µ(e) =
1 = ν(e). Donc NK/χK ∼= N/χN∩K .

Théoreme 3.2.4 :[5]

Soient µ et ν deux sous groupes normaux flous d’un groupe G, avec
ν ≤ µ et ν(e) = µ(e), alors (G/ν)/(Gµ/ν) ∼= G/µ.

Ce théoreme est équivalent au le troisiéme théoreme d’isomorphisme
cité dans le premier chapitre.

Preuve:

Par lemme (3.2.4) Gµ/ν est un sous groupe normal de G/ν.
On pose f(νx) = µx pour ∀x ∈ G, on définit f : G/ν −→ G/µ telque
ν(xy−1) = ν(e) = µ(e) pour tout νx = νy. Car ν ≤ µ, on a
µ(xy−1) ≥ ν(xy−1) = µ(e), i.e. µx = µy donc f est bien définié.
Comme f(νxνy) = f(νxy) = µxy = µxµy = f(νx)f(νy), alors f est
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un homomorphisme, et par définition on a f est un épimorphisme .
On a ker f = {νx ∈ G/ν | f(νx) = µe}

= {νx ∈ G/ν | µx = µe}
= {νx ∈ G/ν | µ(x) = µ(e)}
= {νx ∈ G/ν | x ∈ Gµ} = Gµ/ν.

Donc ker f = Gµ/ν et (G/ν)/(Gµ/ν) ∼= G/µ.
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Conclusion

Nous avons présenté dans ce travail une vision générale sur les groupes
et quelques notions comme les sous groupes, groupes quotients et les théoremes
d’isomorphisme. De plus, nous avons rappelé quelque généralités sur les
ensembles flous et les opérations flous ( l’union, l’intersection......). Finale-
ment nous avons étudié les groupes quotient induit par les sous groupes
flous et quelques théoremes d’isomorphisme et homomorphisme des groupes
flous.
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Résumé 

    L'objectif principal de la première partie de notre mémoire est de donner 
quelques notions fondamentales sur les groupes et ses propriétés, nous 
étudions quelques notions et généralités sur les ensembles flous et quelques 
propriétés sur les opérations flous dans la deuxième partie. 

    Dans la troisième partie nous étudions une méthode de construction de 
groupes quotients par des sous groupes normaux flous et nous utilisons 
cette construction pour l'étude des théorèmes concernant les 
isomorphismes des groupes. 

Abstract 

   The main objective of first part of our memory is to give some 

fundamental concepts of groups and its properties, the study of fuzzy sets 

and some properties of fuzzy operations in the second part. 

      In the third part, it will study a method of construction of quotient groups 

by fuzzy normal subgroups and we use this construction for the study of 

theorems concerning the isomorphism of the groups. 

 

  ملخص

 الھدف الرئیسي من الجزء الاول من عملنا ھو إعطاء بعض المفاھیم الأساسیة حول الزمر و      

ات عملیخصائصھا . تمت دراسة عمومیات حول المجموعات الضبابیة إضافة إلى بعض خواص ال

        الضبابیة في الجزء الثاني.                                                                                 

د بابیة جزئیة سویة و قفي الجزء الثالث درسنا منھجیة بناء حاصل زمرة بواسطة زمرة ض   

                                                    البناء لدراسة ما یتعلق بتشاكلات الزمر. استعملنا ھدا

  

  


